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1 Introduccion

Los instrumentos de medicion que se utilizan para estudiar la naturaleza
tienen una precision® .nita. Esto no implica que las observaciones que haga-
mos de algun fendmeno estén todas dentro de tal precision. Por lo que es de
esperar que en los datos registrados encontremos valores dentro de la precision
del instrumento de medicion y otros fuera, cuyos valores no los conoceremos.
Este tipo de datos, asi registrados, se denominan datos censurados. También
cuando experimentamos es posible encontrarse con datos censurados. Por
ejemplo, si estamos probando la vida atil de 20 aparatos eléctricos y decidi-
mos parar el experimento cuando ocurran las primeras 15 fallas, los restantes
5 valores de la vida util de los aparatos seran desconocidos y solo tendremos
registrado que son mayores que la décima quinta falla registrada.

En datos espaciales (datos georeferenciados) también se pueden encontrar
datos censurados. Por ejemplo en estudios de mineria, de monitoreo ambi-
ental de contaminantes o de precipitacion pluvial se pueden encontrar datos
por debajo del limite de deteccion? del procedimiento de medicion. Estos

datos asi registrados se consideran como datos censurados.

1Por precision se entendera el conjunto de posibles valores que puede generar un pro-
cedimiento de medicion.
2Por limite de deteccion se entendera un valor que acota la precision.



El presente trabajo tiene como objetivo mostrar como se modelan feno-
menos 0 experimentos que producen datos con censura, en particular datos
censurados con una estructura de dependencia espacial.

Para entender mejor este tipo de datos, sea z, = fzy,;:::z,n@ UN CON-
junto de datos de algun experimento o fendmeno. Para el propoésito del
presente trabajo se supondra que los datos son numeros reales y producto de
mediciones.

El conjunto z,, consta de datos completos si tiene registrado el valor de
todos los elementos que lo componen. El conjunto z, tiene datos perdidos
si el registro de al menos uno de los datos se ha extraviado. EIl conjunto
consta de datos truncados si sus valores, todos conocidos, pertenecen a un
subconjunto predeterminado del conjunto de posibles valores de experimento
o fendbmeno de interes; por ejemplo todos los valores son menores que un pre-
determinado numero real. El conjunto z, tiene datos censurados si para al
menos uno de los datos se desconoce su valor, pero si se conoce un subcon-
junto de los niUmeros reales que contiene tal valor. A este subconjunto donde
pertenece el verdadero valor del dato censurado se le denominara conjunto
de censura.

Los datos censurados aparecen frecuentemente cuando el experimento o



fendmeno bajo estudio involucra el tiempo de vida o supervivencia. En prue-
bas de vida util conducidas en Fisica o Ingenieria, la censura es frecuente-
mente inducida para acortar el tiempo de prueba. El libro de [Nelson, 1982]
presenta un compendio de métodos para analizar datos censurados que sur-
gen en aplicaciones de Ingenieria.

Mientras que para tiempos de vida o supervivencia se tiene una basta lite-
ratura para modelar y analizar datos censurados, existen pocos métodos for-
males para modelar y analizar datos espaciales censurados. Recientemente,
en el trabajo de [Stein, 1992] presenta métodos monte carlo para calcular las
distribuciones condicionales de un campo aleatorio y en [Militino y Ugarte, 1999]
desarrollan una metodologia basada en el algoritmo EM para el analisis de
datos espaciales censurados.

Para entender mejor como se modelan los datos espaciales censurados,
primero necesitamos saber como se clasi..ca la censura de acuerdo al mecan-
ismo que la produce y la clasi..cacion de acuerdo a los tipos de conjuntos de
censura; la seccion 2 muestra estas clasi..caciones. En segundo lugar es basico
conocer la forma en que se modelan fendmenos o experimentos con variables
aleatorias independientes y bajo censura, esto se muestra en la seccién 3. Ex-

iste una relacion entre los modelos para el estudio de datos censurados y las



variables latentes, ésta se presenta en la seccion 4. Por altimo, en la seccion

5 se presenta como se modelan y analizan datos espaciales censurados.



2 Tipos de censura

Existen varios tipos de datos censurados segun sea el mecanismo que produce
la censura y el tipo de conjunto que contiene el valor del dato censurado. Una
clasi..cacién similar a la que se presenta aqui se puede encontrar en la seccion
1.3 de [Cohen, 1991]. También una relacion entre los procesos de medicién
y los datos etiquetados como censurados la podemos encontrar en el trabajo
de [Lambert et al., 1991].

De acuerdo al mecanismo de censura, los conjuntos de datos censurados
son clasi..cados como censurados del Tipo | y censurados del Tipo I1. Un
conjunto de datos es censurado del Tipo | si los conjuntos de censura son
conocidos de antemano a la observacién de los datos; pero el nimero de
valores censurados, denotado por r, no se conoce. En contraposicion, un
conjunto de datos es censurado del Tipo 11 si el nimero de valores censurados
es ..jado antes de su registro, pero los conjuntos de censura no lo son. En
datos espaciales la censura que se observa es la de Tipo I.

Ahora, de acuerdo a los conjuntos de censura, los datos censurados son

clasi..cados como sigue.

1. Datos con censura simple por la izquierda: para cada observacion



censurada z, se conoce s6lo que z < T, mientras que para cada obser-
vacion medida, z _ T. En datos censurados del Tipo I, T es un punto
.Jo de censura. En datos censurados del Tipo Il, T = Zy41y.n, €Sto €s,

el estadistico de orden r +1 en un conjunto de tamafio n.

2. Datos con censura simple por la derecha: para cada observacion
censurada z, se conoce solo que z > T; mientras que para cada obser-
vacion medida, z T. En datos censurados del Tipo I, T es un punto

.Jo de censura. En datos censurados del Tipo I, T =z r):n.

3. Datos con censura doble: para cada observacion medida z, se conoce
su valor que satisface T, z T,. Ademas, existen r; observaciones
censuradas por la izquierda y r, por la derecha, ry + r, = r, de las
cuales solo se conoce que z < T, 0 z > T, seguin sea el caso. En datos
censurados del Tipo I, T; y T, son puntos ..jos de censura. En datos
censurados del Tipo I, Ty = Z(,+1yn Y T2 = Z(nir)n. ES inmediato
generalizar este tipo de censura para establecer lo que se conoce como

censura multiple.

Es conveniente hacer notar que un conjunto de censura tiene que ser

un Boreleano de los nimeros reales. Por ejemplo, si la censura es por la



izquierda con punto de censura T, entonces el conjunto de censura es de la
forma (j A; T). Esto nos muestra que la clasi..cacion de los datos censurados
de acuerdo a los conjuntos de censura mostrada arriba, enlista un conjunto
pequeiio de posibilidades. Sin embargo, estos tipos de datos censurados en
la clasi..cacion son los méas usados en la practica (ver por ejemplo el libro de
[Nelson, 1982]), aunque existen tedricamente muchas otras posibilidades.

Existe otro tipo de datos censurados que se asemeja mas en la clasi..cacion
de la censura por su mecanismo que la produce, pero por su naturaleza la
presento aparte y se estudia con mas detalle en la seccion 3.2. Este tipo
de censura se da en mediciones de tiempo de vida o reaccion de elementos
bajo observacién o experimentacion. Por esto, su descripcion se referird a
estas mediciones de tiempo. Un conjunto de datos es censurado del Tipo
Il progresivo si los primeros n; tiempos son registrados, entonces r; de los
restantes n j n; elementos son removidos de la observacion o del experimento,
dejando n j n; j ry elementos aun presentes. Cuando a n, elementos de los
restantes se les registra su tiempo de vida o reaccion, entoces se retiran r»
elementos del resto. Este proceso continua hasta completar n datos entre
tiempos registrados y datos censurados (removidos).

Debido al procedimiento de medicion, el analisis de datos espaciales solo



contempla la censura simple por la izquierda o por la derecha del Tipo I,
como se vera en la seccion 5. Sin embargo, en este trabajo se presentan otros
tipos de censura con el objetivo de tener una percepcién mas amplia de los

diferentes tipos de datos censurados.



3 Censura y modelos con variables aleatorias

iIndependientes

Los datos censurados aparecen frecuentemente cuando la variable de interés
es el tiempo de vida o supervivencia o el tiempo de reaccion de los objetos
o individuos bajo prueba u observacién. Para estos casos si las pruebas u
observaciones sobre los objetos o individuos se realizan independientemente
unas de otras, las variables aleatorias continuas, digamos Z,, = fZ1,;::: Znn0,
gue modelan el comportamiento del experimento o fendmeno bajo estudio
se suponen independientes e idénticamente distribuidas. Para la presente

seccion siempre se consideraran modelos de este estilo.

3.1 Censura Tipo Il

Como ya se menciono en la seccion 2, el conjunto de datos z,, es censurado del
Tipo Il si el nimero de valores censuradosr, 1 r n, es ..jado antes de su
registro, pero los conjuntos de censura no. Por ejemplo, este tipo de censura
se da cuando n elementos se ponen a prueba pero en lugar de continuar
con el experimento hasta que todos hayan fallado, la prueba termina en el

momento que se registra la (n j r)-ésima falla. Este nUmero r es ..jado antes



de comenzar con las pruebas. Ademas este tipo de experimentos se utilizan
para ahorrar tiempo y dinero, ya que puede pasar mucho tiempo antes de
observar que todos los elementos bajo prueba fallen.

llustraré la modelacién de datos censurados del tipo Il para el caso de
la censura por la derecha. Una exposicion similar se puede encontrar en la
seccion 1.4.1 de [Lawless, 1982]. La extension a otros tipos de conjuntos de
censura es casi inmediata.

Formalmente, si las variables aleatorias Z,, modelan el experimento bajo
estudio, las observaciones resultantes del mecanismo de censura del Tipo 1l
y por la derecha se modelan con los estadisticos de orden Zj.n;:::;Zn;rn-
Si Z, es un conjunto de n variableas aleatorias continuas, independientes

e idénticamente distribudidas con Funcién de Distribucion G, entonces la

funcion de densidad conjunta resultante de Z;..,;::: ;Zn;rn €S
A |
nt T )
P 9(@Zkn) (i G(Znirn)) (3.1)
k=1

para z;., < 66t < z,;rn. Aqui g es la funcion de densidad de G y z., Se
utiliza para representar el k-ésimo dato observado ordenado. Es conveniente

mencionar que en el contexto de estudios de tiempos de vida, la funcion

10



1 i G (parte de la expresion (3:1)) se denomina la funcién de supervivencia
o funcion de con..abilidad.

Para cualquier modelo paramétrico la inferencia se puede basar en la fun-
cién de densidad conjunta (3:1), la cual proporcionara la funcion de verosimil-
itud y de ésta podemos derivar las propiedades estadisticas de los proced-
imientos utilizados para la inferencia.

llustraré lo anterior con el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 3.1 Supongamos que las variables aleatorias Z,, tienen Funcién

de Distribucion asociada Exponencial (%), cuya funcién de densidad es de la

forma
8
E 0 si z O
Z) = -
° Blex 3'2 en otro caso
P iy '
Asi, la funcion de densidad conjunta de Z;.n;::: ; Zn;rn resulta ser
A ) | .
n! ¢ 1 - M ¢ 3 N - njrn
PRI P iy Zk:n EXp iar 3,
A K 1y
_on 1 1 X _
— ﬁ¢ ynir ¢eXp I3_4 ) Zyn + rznir:n ’ (32)
=1

para z;., < ¢6¢ < z,;..n Y CEro en otro caso.
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Entre los instrumentos para hacer inferencia podemos contar con el es-
tadistico
I

T= Zk:n + an i rns
k=1

que es un estadistico su..ciente para el parametro %: Ademas, el estimador de

maxima verosimilitud de este mismo parametro es T=(n j r).

3.2 Censura Tipo Il progresiva

Recordemos de la seccion 2 que en este tipo de censura los primeros ng
tiempos son registrados, despues r; de los restantes n j n; elementos son
removidos de la observacion o del experimento, dejando n j n; j r; elementos
aun presentes. Cuando a n, elementos de los restantes se les registra su
tiempo de vida o reaccion, entoces se retirdn r, elementos del resto. Este
proceso continuara hasta completar n datos entre tiempos registrados y datos
censurados.

Para ejempli..car la funcion de densidad resultante de este tipo de censura
sélo consideraremos la censura en dos etapas. Esto es, después de registrar

los primeros n; tiempos de falla se retiran r; elementos, de los restantes

12



n j n;. El experimento termina cuando los siguientes n, tiempos de vida se
registran. En este momento existen todavia n j ny j ry i N, elementos sin
fallar.

La exposicion que sigue es similar a la mostrada en la seccion 1.4.1 de
[Lawless, 1982].

Las primeras n; observaciones, de la primera etapa de la censura, se mode-
lan con los estadisticos de orden Zi.n;:::;Zn,n cuya funcion de densidad
esta dada por la expresion (3:1); con n j r = ny. Las n, observaciones regis-
tradas después de observar las primeras n; y retirar r; elementos del estudio
se modelan con las variables aletorias Z;. ..\ i vy 00 20, ninggry) GUE SON
los primeros n, estadisticos de orden de las nuevas variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas Z7 ..\ i vy i 2 ing s r) i ngi r)-
Estas ultimas variables aleatorias se obtienen asignandoles aleatoriamente los
valores restantes de la primera etapa de censura.

La funcidn de densidad condicional marginal de cada una de estas Ultimas
variables es

9@) Siz>20n

0% (Zj Znyn) = 1i G(znyn) (3.3)

W W0

0 en otro caso,

13



donde G es la Funcion de Distribucion original y g es su respectiva funcion
de densidad. Ademas z,,., representa el valor observado del estadistico de
orden Z,,.n. En verdad la funcion de densidad de la expresion (3:3) es la

funcién de densidad marginal de cada una de las variables aleatorias

© a
Z

1(nin1ir1);::: ;Z(ninlirl)(ninlirl)

dada las observaciones fz;.,;::: ;zn,:ng, pero la expresion resultante de este
condicionamiento es como se expresa en la ecuacion (3:3):

Asi, la funcién de densidad conjunta condicional de

Z7 i Z8

L(niniiry)’ nz:(Ningiry)

estard dada por la expresion

I s . - ¢
gz Zl:(ninlir1)1"' '32:(nin3i ry) Zr11:n ~
(N i Ny jry) @Y 9 Zetniniir
(miniriin)! . 1iG(@@nun)
O 2 ’1(nin1il’1in2)

¢@}1 iG Z?u:(ninlirl)

1 i G(Zl’llll’])

14



(njinjry)! 1
(Ri N jrp i Nl E]_ i G(an:n))(ninlirl)
¥ o ¢
¢ Y Zk:(ninlirl)
k=1

i i o ¢¢(n'n iriing)
1iG Zoyqimiry

Ahora, la funcion de densidad conjunta de
Z1:n; ce Zn1:n y Zf:(n inti rl); cis Zgz:(ninl i rl);

gue modela las observaciones registradas y censuradas, esta dada por

i o o
01 (Zenii20 3 Znan) Q2 Z3nintiry) -+ - v Znpi(ningiry) Znin (3.4)

donde g; es la funcion de densidad conjunta de Zy..;::: ;Zn,:n Y dada por
la expresion (3:1); con n j r = n;. Después de algunas manipulaciones

algebraicas la funcion de densidad (3:4) queda como

~

nt(njn jr)! h i .

¢ : 1;G - 1

(Min)!(Ningir,iny) k_lg(zk'”) (1§ G (Znn))

A 1 -
Yo . ¢

¢ 9 Zk:(ninlirl)
k=1

iliGiZ“ ¢¢(ninlirlin2).

nz2:(Ninyira) !

15



o o]

donde Zl:n < ¢¢¢ < an:n < Zl:(n inti rl) < ¢¢¢ < an:(n inti rl)'
En forma semejante podemos obtener la funcién de densidad para el caso

de méas de dos etapas de censura, aunque los calculos pueden complicarse

rapidamente.

3.3 Censura Tipo |

Recordemos que un conjunto de datos es censurado del Tipo I si los conjuntos

de censura son conocidos de antemano pero no el nUmero de datos censurados.
Para este tipo de censura es conveniente reexpresar nuestros datos z,

como z, = F(Z1n; t1n) ;000 (Znn; £an)g CON conjuntos de censura fB1,; i :: ; Bhng

donde

8
= 1 si zj, 2 Bj,

?O Si Zjn 2 Bjn;

para j =1;:::n. Esto es, %j, nos indica si la observacion j se tiene registrada
(tjn = 1) o censurada (¢j, = 0). También, las variables aleatorias Z, que
modelan este tipo de datos las presentamos como Z,, = F(Zin; €1n) ;000 5 (Zan; €nn)0,
donde las variables Zs modelan el comportamiento del experimento o feno-

meno bajo estudio y las variables ¢s modelan el mecanismo de censura.

16



Si el dato es de la forma (z;1) quiere decir que se tiene registrado el
valor de z y que no pertenece al conjuto de censura, digamos B. Ademas, la

contribucion marginal a la verosimilitud de este dato es

Przi" Z z+";¢=1)=Pr(zi" Z z+";Z2B°:

Para " su..cientemente pequefio se puede lograr que [z § ";z + "] %2 B para

obtener que

Przi" Z z+",¢=1)=Przi" Z z+"):

La parte derecha de la igualdad es proporcional a 2"g(z), donde g es la
funcion de densidad de la variable aleatoria Z.

Ahora, si el dato es de la forma (z; 0), entonces no se tiene registrado el
valor de z pero si se sabe que pertenece al conjunto de censura B. Asi, la
contribucion marginal a la verosimilitud esta dada por Pr (Z 2 B).

De esta forma, si las variables aleatorias fZ1,;::: ; Znng son independi-

entes e idénticamente distribuidas con funcion de densidad asociada g, la

17



verosimilitud en los datos z, la podemos expresar como

v + -
[9 @)™ [Pr (Zin 2 Ben)] "
k=1

Una deduccion similar de esta ultima expresion la podemos encontrar en
[Kalbteisch y Prentice, 1980].

llustremos lo anterior con el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 3.2 Supongamos que las variables aleatorias Z;,;::: ; Znng tienen
Funcion de Distribucion Exponencial (%), cuya funcién de densidad es de la

forma dada en el ejemplo 3.1y tiene censura simple por la derecha con punto

de censura igual a z4: Asi, Byn = (zg;+21); k=1;:::;n;y la verosimilitud
es
Yulex 3-Zﬁ’ﬂikn¢ex 3-ﬁ¢(l-+ ) . (35)
k:13/4pl3/4 D|3/4 i tkn) :

P - .
Dado el valor de la suma  [_, +«n, la expresion (3:5) es proporcional a

., P )
la presentada en la ecuacién (3:2), con n j r = [_, #,. El estimador de

18



maxima verosimilitud de % es

P
fkitk.n=1g Zin +1Z4 )

nijr '

si r > 0: Notemos que algebraicamente es igual al estimador del ejemplo 3.1.
Sin embargo, aqui r es aleatorio. Por tanto las propiedades estadisticas de
este estimador cambian radicalmente, comparadas con las del estimador del

ejemplo mencionado.

Una adicion a la modelacion de datos censurados (en general) es la apli-
cacion de una transformacién a los datos como parte del proceso de ésta.
La ..nalidad de la transformacion es facilitar la identi..cacion de un modelo
para los datos transformados. La di..cultad posterior es estimar la carac-
teristica del modelo que interesa en la escala original de los datos; ademas
de identi..car un transformacion adecuada.

Recordemos que los datos censurados de Tipo | se modelan originalmente
con el conjunto de variables aleatorias Z,, = T(Zin; €1n);: 10 ; (Zan; €nn)0:
Después de aplicar una transformacion medible h (generalmente monotona)
a los datos, las variables aleatorias que modelan los datos transformados

seran h(Z,) = f(h(Zy,); €1n);::: (W (Zon) ; €an)g: Para el conjunto de

19



datos h (z,,) se espera que la identi..cacion de un modelo estocastico sea mas
factible que para el conjunto original z,.

El trabajo de [Shumway et al., 1989] servira para ilustrar la aplicacién
de una transformacion a datos censurados. En este articulo analizan datos
censurados del Tipo | por la izquierda. La transformacion aplicada a los

datos es la de Box y Cox y de..nida por

Zzn il

para . &0
h (zkn) =

5

In(z¢n) para . =0;

£l

W W0

donde zy,, es el valor del dato (z, = 1) 0 el punto de censura si corresponde
a un dato censurado (tx, = 0). Recordemos que esta transformacion es util
cuando los datos transformados se modelan adecuadamente con una normal.

De esta forma en el articulo de [Shumway et al., 1989] el logaritmo natural
de la verosimilitud resultante es

2 81 1.3

8
XE 1 i ,¢ i
) §ik” iEIn 2% + (L i DIn(zcn) i 2
k=1 =

139
ZRnilil 3

2 0
1§ 4alin§o . §é;

20



Utilizando el logaritmo de la verosimilitud anterior y el algoritmo EM
en el proceso de estimaciéon (ver la seccién 5) los autores del mencionado
articulo estiman los pardmetros 1 y %2, ..jando primero el pardmetro de
la transformacion _: Posteriormente, repitiendo lo anterior para varios val-
ores del pardmetro _ se encuentran los estimadores ..nales de los pardmetros
(3;%2; ). Las estimaciones resultantes se utilizan por ejemplo en el célculo
de un intervalo de con..anza para la media del modelo en la escala original.

Otro ejemplo de modelacion de datos censurados de Tipo | lo encon-
traremos en la seccion 5.

Un método de modelacion relacionado con los modelos para datos cen-
surados es el que tiene que ver con variables latentes, que presento en la

siguiente seccion.
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4 Censura y variables latentes

Los datos de ciertos tipos de fendmenos o experimentos tienen algunos de sus
valores concentrados en una cantidad. Por facilidad de exposicion supondré
gue esta cantidad de concentracion es 0 y que el resto tienen valores positivos.
Esto es, en los datos z, = fz;n;::: ;Znng algunos de sus valores son cero y el
resto son positivos.

Un ejemplo de este tipo de datos es el monto o porcentaje del ingreso
destinado al ahorro, encontrado en estudios de bienestar econémico de indi-
viduos en una poblacién. En este caso es comun observar individuos que no
destinan parte de sus ingresos al ahorro. En datos espaciales encontramos
informacion sobre precipitacion pluvial donde los ceros corresponden a perio-
dos de ausencia de lluvia.

Las propiedades estadisticas de las variables aleatorias no negativas Z,, =
tZ1n;:::;Zang; que modelan el comportamiento del fenomeno o experi-
mento bajo estudio, quedan determinadas por las variables aleatorias la-
tentes Z, = fZ7;::: ;27,0 y una funcion invertible h. Las mencionadas

propiedades estadisticas de las variables aleatorias Z,, quedan especi..cadas

22



por la siguiente relacion

8
S hzey s zo, >0
— 41
> (4.1)

0 si Zg, O

parak =1;:::;n.

De esta forma, el conjunto de datos observados z, produce un nuevo
conjunto de datos, no observables, z; = f(z7,;t1n);: 1 (Zoni£nn)g, donde
zZ, = hil(z¢n) Y tkn = 1 si Zk, €s positivo. Si z,,, = 0 entonces ty, =0y
Z,, €s una observacion censurada del tipo | y por la izquierda, con punto de
censura igual a cero. De aqui la relacion entre datos censurados y variables
latentes.

Asi, por larelacion (4:1) ; la inferencia para el fenémeno de donde provienen
los datos z,, se basa en la verosimilitud asociada a los datos z;. De esta forma,
si las variables aleatorias Z7,;::: ; Z;,9 son independientes e idénticamente

distribuidas con funcion de densidad asociada g, la verosimilitud asociada a

z; la podemos expresar como

v + it
[9 (ZZ)T*" [G (0)] 15 (4.2)

k=1

23



donde G es la Funcién de Distribucidn respectiva a g.

Es importante tomar conciencia que aqui los datos observados del fené-
meno o experimento bajo estudio no estan censurados ni truncados, segun las
de..niciones dadas en la seccién 1. Sin embargo, los datos correspondientes
a las variables latentes son censurados de Tipo | (en la exposicion de esta
seccion censurados de Tipo | y por la izquierda).

Ejempli..caré lo anterior con el modelo tobit. EI modelo tobit, propuesto
formalmente en [Tobin, 1958], es un modelo de regresion utilizado frecuente-

mente en Econometria.

EJEMPLO 4.1 El modelo tobit. Supongamos que los datos son de la
forma z, = T(zZin;Win) ;i 5 (Znn; Wnn)g, donde algunos de los valores z,
son cero y el resto son positivos. Ademas, wy, representa un vector de infor-
macion conocida. Las variables aleatorias Z, = tZ,;::: ;Znn0 que mode-
lan el comportamiento del fendbmeno o experimento de donde provienen los
datos z,; heredan sus propiedades estadisticas de la variables aletorias la-
tentes Z) = fZ7,;: 11, Z;0-

El modelo tobit es un modelo de regresion lineal entre las variables latentes
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y la informacién conocida fwy,;::: ;Wahg. Este es,
Z|:n = _TWkn + 3/4"kn:

para kK = 1;:::;n. Ademas es un vector de parametros y f'i,;::: ;"ng
es un conjunto de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas con Funcién de Distribucion, por lo general, Normal (0;1). ¥?
representa la varianza de las variables aleatorias Z;.
La relacién entre las variables fZ,,;::: ;Z.n0 Yy las variables latentes es
8
= Zg, si Z; >0
an = 3 - ] .
-0 si Z,, O:
Aqui, la funcién h es la identidad.
Siguiendo la verosimilitud expresada en la ecuacion (4:2), la verosimilitud

para el modelo tobit es

— 1.+ — M.o1is
% 1,U- s s T kn IJ_ T Wien Ikn.

donde A es la funcion de densidad de una normal estandar y © es su Funcion
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de Distribucion respectiva. Ademas el conjuto de datos

20 = (5 41n) 50005 (2o tn)D

es como se de..nio anteriormente.

Este ejemplo sirve para ilustrar, con un modelo especi...co, la relacion entre
un conjunto de datos que tienen algunos de sus valores concentrados en cero
y los correspodientes datos censurados de las variables latentes asociadas.

Referencias béasicas del modelo tobit la podemos encontrar en la seccién
20.3 de [Greene, 1997] y el capitulo 6 de [Maddala, 1983].

En la seccidn siguiente expondré como se ha extendido la modelacion de
datos censurados con variables aleatorias independientes a datos espaciales

censurados.
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5 Datos espaciales

En fendmenos espaciales los instrumentos o procedimientos de medicion son
de precision ..nita, por lo que es de esperar tener frecuentemente datos cen-
surados producidos por esta cualidad de los instrumentos o procedimientos
referidos. Es conveniente mencionar nuevamente el trabajo de [Lambert et al., 1991]
donde se expone la relacion que existe entre los procedimientos de medicién
y los datos censurados, en el contexto de contaminacion ambiental.

Los datos espaciales son de la forma z, = fz (X1n);:::;Z (Xnn)g ; donde
Xkn SON las coordenadas espaciales donde fue registrado el dato z (Xkn).

Si el interes de estudiar el fendmeno de donde provienen los datos z,, es
predecir alguna caracteristica de la region de estudio, llamemosla a esta ul-
tima A, entonces el modelo utilizado para describir el fendmeno es el campo
aleatorio Z = fZ (x); x 2 Ag. Si lo que interesa estudiar es alguna car-
acteristica localizada en una o varias de las coordenadas de observacion
TX1n; i 10 1 Xnng, entonces el modelo es el conjunto de variables aleatorias
Z, = TZ (X1n);::0; Z (Xnn)g. Por altimo, si lo que interesa es predecir al-

guna caracteristica en h puntos donde no se tienen observaciones, digamos
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x{;:::;x},g, entonces el modelo es

Zosnh =FZ (X1n) ;0000 Z Kan) s Z () 52015 Z (XL)Q:

Ademas, las variables aleatorias involucradas en el modelo que describe
un fendmeno en la regiéon A, son por lo general no independientes. Esto
altimo contrasta con los modelos para datos censurados presentados en las
anteriores secciones de este trabajo.

La censura producida por los instrumentos de medicidn es, por lo general,
del Tipo I 'y por la izquierda o por la derecha o ambas (ver la seccion 2). Esto
es porque los mencionados instrumentos tienen sus limites de deteccion bien
de..nidos. En la Introduccion se han mencionado algunos ejemplos de este
tipo de datos. En ocaciones los instrumentos de medicion tienen resolucion
limitada, por lo que surge la censura por intervalos. Sin embargo este tipo
de censura no se ha tratado en la literatura de datos espaciales censurados.

Los datos espaciales censurados se representan por

Zn = F(z (X1n) s £1n) 50005 (2 (Xnn) 5 £00) 05

con conjuntos de censura fB1,;::: ; Bnang, donde las +s nos indican la censura
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como antes.

La expresion algebraica de la funcion de densidad conjunta de las vari-
ables aleatorias Z,, dada la informacién sobre censura f+,;::: ;£.,ng; €S NO
trivial, aun en el caso de tener un modelo especi..co como el de la Funcion
de Distribucién normal multivariada.

Dada esta di..cultad, procederé a exponer como se tratan este tipo de
datos seguin se muestra en los trabajos de [Militino y Ugarte, 1999] y [Stein, 1992].

Para exponer la metodologia propuesta en [Militino y Ugarte, 1999] es
conveniente recordar lo expuesto en la seccion 3.3. Ahi, las variables aleato-
rias Z,, son independientes e idénticamente distribuidas y los datos z,, tienen
censura del Tipo I. Siguiendo la misma seccion, consideremos el caso de la

censura por la izquierda, entonces la verosimilitud asociada a los datos z, es

Y -
(9 (Zn))™ (G (Zkn)) 5 (5.1)
k=1

donde g es la funcion de densidad asociada a Z,, y G es su respectiva Funcién
de Distribucion. Ademas, cuando +,, = 0, en el caso de censura, los conjuntos
de censura son de la forma By, = (i 1;Zkn):

Ademas supongamos que las variables aleatorias Z,, siguen un modelo de
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regresion lineal de la forma

an = _TWkn + 3/4"kn; (5-2)

donde ~ es un vector de dimension g de coe..cientes y los ws son vectores
de informacion conocida. También, las variables aleatorias f"1,,;:::"nng SON
independientes e idénticamente distribuidas con Funcion de Distribucion aso-
ciada normal estandar y %2 es la varianza de cada Zy,: Asi, la verosimilitud

resultanted derivada de de la expresion (5:1) es

H — 1-[>in K — ﬂ,liin
Vol Tz We T oz Wk T (5.3)

donde A representa la funcion de densidad de una normal estandar y © su
Funcién de Distribucion.

Bajo este escenario, una forma de obtener estimadores de los parametros
( ;%) es maximizando la verosimilitud en la expresion (5:3) : La presentacion
del anterior modelo sirve para mencionar que una forma equivalente de esti-
macion a la de maxima verosimilitud es la utilizacion del algoritmo EM, el
cual se presenta a continuacion.

El algoritmo EM de [Dempster et al., 1977] es un método para producir
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una sucesion de estimaciones de parametros que, bajo algunas condiciones
de regularidad, converge a la estimacién por maxima verosimilitud. La base
del algoritmo es la utilizacion de la verosimilitud para datos completos, esto
es sin censura; que no se tienen todos registrados.

Este método consiste de la repeticion de dos pasos. En el paso E, llamado
asi porgue involucra valores esperados, cada dato censurado se reemplaza por
su valor esperado condicionado a que pertenece al conjunto de censura; en el
caso expuesto arriba, condicionado a que esta censurado por la izquierda. En
este paso se debe tener una estimacion de los parametros involucrados. En
el paso M, llamado asi porque involucra la maximizacion de la verosimilitud,
se estiman los parametros involucrados con la verosimilitud completa; la
verosimilitud con los datos no censurados y los datos censurados remplazados
por los calculados en el paso E.

Especi..camente, con el modelo de la expresion (5:2), en la tjésima it-

3
eracion del paso Ey siendo ~©;%® |os valores de los parametros de interes,
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el k j ésimo dato censurado se sustituye por

2152 = E (Zkn}Zkn < Zkn)

i
K Zinlzin<zin) .

- — T
Zkn i ® Win
3,0

©

utilizando el modelo (5:2) se obtiene que

h3 - i
E “OTwin + %0, lg,.<
) kn<Zkn)
Z|£t,3 = A — 1
o Zni OT Wy,
%0

3 -

—OT

i ¢
3, '
WinE l(zn<zen) ,Z:i_ WHE knl("k?<[zkni_(t)TWkn]:%(t))

© AQ)
=3 -
o E .-kn|£--kn<[zkni—(t)TWknL:%(t))
= “OTw, +%® A e
© Zkn 1 Wkn
%0
1
i B OT Wien
. ¥,®
] _(t)TWkn i 3/4(t) 'A‘ — ! : (5.4)
- —®T
© Zkn 1 Win
3,0

Este predictor también se puede encontrar en los trabajos de [Schmee y Hahn, 1979]

y [Aitkin, 1981].
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Es importante notar que z,ﬁ? de la expresion (5:4) es formalmente

3 _ N -
Zg,). =E an _fZin tin = 1g ijn :ijn = Og .

Pero por la independencia de las variables aleatorias Z,, se tiene que
28 = E (ZkniZin < Zkn); (5.5)

dado que zy, es un dato censurado.

Ahora, en el paso M se estiman los parametros por maxima verosimilitud
utilizando los datos completos. Esto es, los datos censurados han sido susti-
tuidos por los valores esperados condicionales calculados en el paso E. Asi,

los nuevos parametros estimados son

¢.1

—(t+1) — iWTW WTzlgt);

donde z$ son los datos no censurados mas los producidos en el paso Ey W

es la matriz cuyos renglones son los vectores de informacion wj,,: Ademas,
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en este paso la estimacion de %2 es

3 )
t) _ t)— —
i ¢ k=1 (ZEn)() 1 22I£r)1 (t+1)Wkn + (t+1)Wkn
3/42 (t+1) — .
nig

n

donde (zﬁn)(t) también es producido en el paso E y esta dado por

i, ¢ i .
ZIfn = E ZlfnJan < Zxn ~
A Zyn 1 _(t)TWkn
3 , ¢, 3 o 3,
= _(t)TWkn + 3/4(1:) i 3/4(1:) _(t)TWkn + an ’/\‘ — 1
Zin i OTw
© kn 1 kn

A

El calculo de (z,ﬁn)(t) es muy similar al de zﬁ? de la expresion (5:4):

El proceso de iteracion términa cuando los valores de las estimaciones de
los parametros en dos iteraciones sucesivas son muy parecidos.

Ahora regresemos al caso de datos espaciales con censura donde estos
son de la forma z, = f(z (X1n) ;t1n) ;0 (2 (Xan) ; thn)g; CON conjuntos de
censura TByn;::: ; BnngQ.

En el trabajo de [Militino y Ugarte, 1999] utilizan un modelo lineal de la
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forma

Z(Xn) =" Ty Xin) + "' (Xin) ; (5.6)

parak = 1;:::;n, donde es un vector de pardmetros y f, es un vector de
dimensidén g conocido de funciones de las coordenadas espaciales. Ademas,
' (X1n) ;i1 " (Xan)g €S un conjunto de variables aleatorias con Funcion de
Distribucion conjunta normal multivariada con media cero y matriz de co-
varianzas 8.

En el mismo trabajo de [Militino y Ugarte, 1999] se menciona que la co-
rrelacion espacial, modelada por 8, introduce serias di..cultades para el
calculo de las esperanzas condicionales requeridas en el algoritmo EM.

Esta esperanza condicional mencionada en el referido articulo, que no la

hacen explicita, es

20 1; 3
Z (Xkln) :
~ AN
E ~fZ (Xin) 1 tin =19 TZ (Xjn) : tjn = 09%; (5.7)
Z (Xkrn) -
donde fXy,n;:::;Xknd Son las coordenadas donde se tienen los datos cen-
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surados. Como no tenemos el supuesto de independencia para las variables
Z, no podemos obtener una expresion igual a (5:5). De aqui, posiblemente,
la di..cultad mencionada para calcular las experanzas condicionales del paso
E del algoritmo EM.

Como una alternativa, [Militino y Ugarte, 1999] propone transformar el
modelo (5:6) para facilitar el uso del algoritmo EM. El modelo transformado

gue la mencionada referencia propone es expresado como

2 =F +8; (5.8)
3 ’T
donde &, = B (X)) ;8 %an))', Zn = Z ()i 2 (Xen) Y la ma-
triz B, es de la forma

o 1
ﬁ(xln)T

£(Xnn)"

cuyas componentes se explican a continuacion.
Cada componente de 2, es de la forma 2 (Xjn) = Z (Xjn) i Z. i KilK;

nij ' “nij

donde Z,;; es el vector de variables aleatorias Z, después de haber re-
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movido la j jésima componente. Ademaés, K, ;; es la matriz de covarian-
zas del conjunto de variables aleatorias Z,;; y K; es el vector de covarian-
zas Cov (Z (Xjn);Zn;j)- Por ultimo, B(xjn) = f(x5n) i Fy,;Ki5k. En
[Militino y Ugarte, 1997] prueban que las variables aleatorias &,, en el mode-
lo transformado (5:8), son aproximadamente no correlacionadas. Por lo que
aplican al modelo (5:8) el algoritmo EM para estimar el vector de pardmetros
~, como se aplico anteriormente al modelo (5:2).

Un enfoque diferente en el estudio de datos espaciales censurados se en-
cuentra en el articulo de [Stein, 1992]. Ahi los datos espaciales censurados
analizados son sobre la concentracion de uranio en una perforacion de ex-
ploracién; ademas de datos simulados. EI modelo utilizado para modelar las
concentraciones de uranio fue (siguiendo la notacion del presente trabajo)

8
= 0:18E£exp(Z°(x)) si Z°(X)>0
Z(x)= (5.9)

?0:1 si Z°(x) O:

En esta relacion, fZ (x) ;x 2 Ag es el campo aleatorio utilizado para mod-
elar las concentraciones de uranio. Ademas, fZ° (x);x 2 Ag es un campo
aleatorio latente Gaussiano. Aqui A representa la perforacion vertical donde

se tomaron los datos de concentracion de uranio.
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Los datos de este problema son, efectivamente, datos censurados de Tipo
I por la izquierda; con punto de censura igual a 0.1 (posiblemnte el limite
inferior de deteccion del instrumento utilizado para las mediciones). Sin
embargo, la inferencia fue hecha con base al campo aleatorio lantente y los
datos censurados producidos por la relaciéon (5:9).

Estos datos espaciales censurados se representan por

Zn = F(Z (X1n) s £1n) 5005 (Z (Xnn) 1 £00) 05

como antes, con conjuntos de censura Bj, = (i 1;0:1], j = 1;:::; n. Ademas,
las s nos indican la censura. Ahora, con base a la relacion (5:9), los ante-

riores datos producen los datos no observados

2y = T(Z° (X1n) 1 £1n) 17115 (@7 (Xnn) s 20095
donde z° (Xjn) = In (z (Xjn) =0:18) si £;, = 1y conjuntos de censura B;, =
(i 10, j=1:5n

Uno de los principales objetivos del articulo de [Stein, 1992] es la esti-

macion de la Funcion de Distribucion condicional de Z (x), x 2 A, dado el
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evento

N AN
E = TZ (Xkn) =z (Xkn)9 fZ (x;n) 0:19:

tkn=1 tjn=0
Nuevamente bajo la relacion (5:9), el anterior evento es igual a

N\ % H %

— o _ Z(an)
E= Z°(n) =In =

tkn=1 tjin=0

fZ° (x;n) 0Og:

Explicitamente, la anterior funcion de distribucion condicional evaluada

ent2 R es

Pr(Z(x) tE)
M Ho T 1
= Pr Z°(x) In —

o %‘E L
o % aviuyay

iaib’v
] (i1;0]rg(Vju)dv : (5.10)

~ o

o|

Aqui © es la funcion de distribucién de una normal estandar. También,
u =z (Xjn) : tjn = 19 es el vector de dimension n j r y conformado por los

datos no censurados. Ademas, v es una variable de dimension r, donde r es
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el nimero de datos censurados. Con respecto a a y b, éstas son constantes
que dependen de u. Aqui ¢2 es la varianza de la variable aleatoria Z° (x).
Por ultimo, g es la funcién de densidad condicional normal multivariada del
vector aleatorio conformado por fZ* (Xjn) : £jn = 0g.

El autor de [Stein, 1992] estima la Funcion de Distribucion de la expre-
sion (5:10) utilizando, primero, muestreo preferencial (ver la seccion 3.3 de
[Robert y Cassella, 1999]) y después un estimador de razon. Este procedi-
miento de estimacion lo justi..ca por la di..cultad de evaluar las integrales
involucradas en la expresion (5:10).

Una limitacion de la metodologia expuesta en el trabajo de [Stein, 1992]
es que no puede aplicarse a conjuntos grandes de datos por la cantidad de cal-
culos computacionales requeridos; segun lo expresa el autor en el mencionado
articulo.

Mas alla de lo expuesto en los trabajos de [Stein, 1992] y [Militino y Ugarte, 1999]
no existe otro tipo de metodologia sustancialmente diferente a la propuesta
en dichos trabajos para modelar datos espaciales con censura.

En lo referente a variables latentes espaciales, exite la misma relacién
entre datos espaciales y variables latentes como la mostrada en la seccion 4,

con la salvedad que aqui se tiene una estructura de dependencia espacial (ver
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el trabajo de [Stein, 1992]).
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6 Comentarios ..nales

En el presente trabajo se ha revisado la metodologia para modelar y analizar
datos con censura de fendmenos y experimentos; que involucran mediciones
de vida util o resistencia. Las variables utilizadas para modelar tales datos
son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Tal
metodologia ha recibido un gran namero de contribuciones. En contraposi-
cién, la metodologia para la modelacion y analisis de datos espaciales con
censura apenas ha dado sus primeros pasos.

Una forma de involucrarnos en el estudio de datos espaciales con censura
es conocer primero los diferentes tipos de censura, como se presentaron en
la seccion 2. Debemos conocer también como se han modelado los diferentes
tipos de datos censurados en el caso de modelacion con variables aleatorias
independientes, como lo expuesto en la seccion 3. Esto ultimo para explorar
la posibilidad de extenderlo a datos que se modelan con variables que tienen
una estructura de correlacion espacial. Ademas es importante no confundir
la modelacion de datos censurados con la de datos truncados o la de variables
latentes, el tratamiento nimerico puede ser similar pero conceptualmente son
cosas diferentes.

Antes de ..nalizar con la exposicion de este trabajo es oportuno presentar
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una propuesta sobre modelacion de datos espaciales censurados y una sobre
la parte de estimacion.

En la seccion 5 se comento el trabajo de [Stein, 1992]. Ahi se utiliza
censura, transformacion de datos y variables latentes en el contexto de datos
espaciales censurados. Si adicionalmente se afiade un punto de concentracion
en los datos (ver la seccion 4), el modelo correspondiente puede aplicarse a
un numero mayor de fendmenos espaciales. Mas especi..camente, si los datos
son censurados por la izquierda, con punto de censura zo > 0, y un punto de

acumulacion en 0, entonces un modelo posible a utilizar es

8
% h[Z®(x)] si Z°(x)>hi(z)

% Zy si

-0 si Z°(x) O

0<Z°(x) hit(z)

Donde fZ (X) ;x 2 Ag es el campo aleatorio utilizado para modelar las ob-
servaciones del fenébmeno bajo estudio y A es la region de interes. Ademas
fZ° (x);x 2 Ag es un campo aleatorio latente ( posiblemente Gaussiano) y
h es una funcién positiva y mondtona creciente sobre los realeas positivos.
Notese que este modelo puede utilizarse en datos sin referencia geogréa..ca.

Un posible fendmeno donde se pueda aplicar el anterior modelo es la pre-
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cipitacion pluvial. Es comun que se tengan registrados periodos de no pre-
cipitacion (precipitacion cero) y periodos con precipitacion registrada (may-
ores que zp). Adicionalmente es posible tener precipitaciones censuradas
debidas al procedimiento de medicion, bajas precipitaciones pero por debajo
del limite de deteccion (mayores que cero pero menores o iguales a zp).

Por altimo, si el objetivo es estimar los parametros del modelo de datos es-
paciales censurados, se podria tratar de utilizar el algoritmo EM con tal mod-
elo, sin necesidad de transformarlo como se sugiere en [Militino y Ugarte, 1999].
Esto ideando una forma operable de calcular la esperanza condicional en
(5:7), fundamental para el paso E de tal algoritmo. O bien utilizar el en-

foque de la seccion 3 del trabajo de [Stein, 1992].
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