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Prodlogo

Existe una tendencia general en la literatura estadistica en direccién a métodos més flexibles
para representar caracteristicas de los datos en la medida de lo posible y reducir asf supuestos
poco realistas al momento de los andlisis realizados. Por ejemplo en el drea de anélisis clinicos,
especificamente en el estudio de datos biomédicos, comparacién de distintos tratamientos,
y observaciones faltantes, las distribuciones de los datos presentan de manera natural un

comportamiento asimétrico.

Otro ejemplo es en el estudio de observaciones multivariadas continuas dentro de una
aproximacién paramétrica, donde un supuesto a vencer y que juega un papel fundamental
es el supuesto de normalidad, el cual es la base de muchos métodos de anédlisis multivariado.
Sin lugar a dudas la razén por la cual dicho supuesto es dificil de modificar es debido a
la flexibilidad matemadtica de la distribucién normal, en particular su simplicidad cuando
trabajamos con operaciones fundamentales como combinaciones lineales, marginalizacién y

condicionamiento, asi como su cerradura bajo dichas operaciones.

Desde un punto de vista practico, la aproximacién mas adoptada para lograr normalidad
es la transformacién de las variables, lo cual en muchos casos funciona muy bien. Sin embargo

pueden presentarse algunos problemas como son:

a) Las transformaciones para cada una de las variables involucradas generalmente son
por separado, lo que resulta més dificil de interpretar, especialmente cuando cada variable

es transformada por una funcién diferente.
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CONTENIDO 1

b) Cuando se asume el supuesto de homocedasticidad, algunas veces la transformacién

requerida difiere de la transformacion para lograr normalidad.

Existen una gran cantidad de funciones de densidad que se aproximan a la normal cuando
ciertos pardmetros tienden a un valor apropiado. Sin embargo sélo un pequeno grupo de
distribuciones paramétricas incluyen el caso normal como un miembro propio y no solamente
como un caso limite. Mds atin, entre la clase de distribuciones con la propiedad de inclusién
estricta, resulta que algunas de ellas no son matemaéticamente tratables, mientras que otras
no aparecen de forma natural. De lo anterior algunas caracteristicas deseables de dichas
distribuciones son:

a) Inclusion estricta de la densidad normal;

b) Manejable mateméticamente;

c¢) Rango amplio de los indices sesgo y curtosis.

Azzalini y Capitanio (1999) dan referencias explicitas en las cuales se estudian diferentes
clases paramétricas de distribuciones con algunas caracteristicas deseables. En nuestra caso
particular trabajamos con la distribucién normal sesgada definida en el Capitulo 1, asf como

con algunas propiedades de nuestro interés particular.

En el Capitulo 1 tratamos el problema de regresién lineal simple suponiendo que la
distribucién de los errores es normal sesgada (Azzalini y Capitanio, 1999). La Seccién 2 nos
sirve para mostrar una breve introduccién a la distribucién normal sesgada, su definicién y
algunas propiedades de interés. En las secciones 3 y 4 abordamos el problema de regresién
con errores normal sesgados, estimamos los pardmetros del modelo mediante la maximizacion
de la funcién de verosimilitud. Como parte del material estudiado de dichas secciones, se
presentan algunas observaciones en torno a los estimadores de minimos cuadrados para
el intercepto y la pendiente; calculamos los primeros momentos y mencionamos algunas
propiedades distribucionales. Finalmente en la Seccién 5 presentamos un conjunto de datos

simulados e ilustramos el procedimiento de simulacién, y estimacién.
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En el Capitulo 2 abordamos el problema de regresién usual en el cual la variable depen-
diente es explicada por ciertas covariables mediante un modelo lineal con errores normales,
con la diferencia de que la variable dependiente es observada siempre que una cierta variable
auxiliar sea positiva. Dicha variable auxiliar es modelada también por una relacién del tipo
lineal con errores normales. En la Seccién 1 damos una pequena introduccién de este modelo
analizado por Copas y Li (1997) para diferentes aplicaciones estadisticas en las cuales el pro-
ceso generador de los datos no es aleatorio. En la Seccién 2 presentamos el modelo bésico,
asf como la distribucién condicional para la variable dependiente estudiada en Copas y Li
(1997). Observamos que dicha distribucién condicional resulta ser un caso particular de la
distribucién normal sesgada general dada en Dominguez-Molina et al (2001) y bajo ciertas
restricciones de los pardametros la distribucion resultante es la distribucién de Azzalini (1985)
después de agregarle pardametros de localizacién y escala de la manera usual, dicha expresion
viene en Azzalini y Dalla Valle (1996). Presentamos también los célculos de los primeros dos
momentos. En la Secciéon 3 abordamos el problema de estimaciéon para conjuntos de datos
simulados; el proceso de estimacién lo realizamos por medio de la maximizacién directa de

la funcién de log verosimilitud.



Capitulo 1

Regresion lineal simple con errores

normales sesgados

Introduccion

El énfasis de este trabajo se basa en explorar el potencial de la distribucién normal ses-
gada en aplicaciones a modelos de regresién lineal. En el contexto de regresién lineal existen
una gran cantidad de aplicaciones reales, en las cuales los supuestos de normalidad y varianza
constante no son factibles. En numerosas situaciones el comportamiento de los datos resulta
ser asimétrico y de aquf la inquietud de estudiar el modelo de regresién lineal asumiendo
una distribucién con caracteristicas matemaéticas similares a la distribucién normal y capaz
de reproducir el fenémeno de asimetria presentado por los datos. Suponemos entonces que

la distribucién de los errores es normal sesgada.

Distribucién normal sesgada univariada

Consideremos una variable aleatoria continua X con funcién de densidad de la forma:

f(:c;,u,o,é):2§¢ (I;“)cb [5 (‘”;“)1 (1.1)

con 4 el pardmetro de localizacién y o el pardmetro de escala. § es un nidmero fijo arbitrario

conocido como el pardmetro de forma, ya que dicho parametro regula la forma o sesgo de
la funcién de densidad. Finalmente ¢ (x) y ® () denotan la funcién de densidad y de dis-

tribucién de una variable normal estdndar, respectivamente. Diremos que X ~ SN (p,0,9)

1



DISTRIBUCION NORMAL SESGADA UNIVARIADA 2

siempre que su funcién de densidad este dada por la ecuacién (1.1).

La densidad f (z; pu, 0,9) posee algunas propiedades interesantes, como son:

1. Cuando § = 0, el sesgo desaparece y obtenemos la densidad normal con pardmetros u

y o2.

2. Cuando 6 crece (en valor absoluto) el sesgo de la distribucién crece.

3. Cuando 0 — oo, la densidad converge a la llamada densidad half-normal con pardme-

tros puy o2.
4. Si el signo de § cambia, la densidad se refleja en el lado opuesto del eje vertical.

5. Si X variable aleatoria que distribuye SN (0, 1,4) , entonces X? tiene una distribucién

X7 independientemente del valor de 4.

Usando los resultados de Azzalini (1985), se tiene que los primeros tres momentos, asf

como la varianza de la variable aleatoria X son:
2 2 2 2 2
E(X) = p+y/=oX E(X?)=p"+24/=por+o (1.2)
T T

E(XS) = M3+3\/;u20)\+3,ua?—|—3\/;03)\_\/;03)\3

Var (X) = o? <1—3A2),

7r
donde A = A (8) = 6/ (1 +62) "/,
Para un estudio detallado de la distribucién normal sesgada ver Azzalini (1985), Azzalini

y Dalla Valle (1996) y Azzalini y Capitanio (1999).

A manera de notacién decimos que
Ui~ SNID (p,0,0), i=1,2,...,n,

lo cual se lee como, los U; son normales sesgados e independientemente distribuidos con

pardmetros comunes f, 0 y 0.
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Modelo de Regresion lineal simple con errores normales sesgados

Considere un modelo de regresiéon donde la distribucién de los errores sigue una distribu-
cién normal sesgada y ¢; independiente de €; para ¢ # j, tal y como lo proponen en Azzalini

y Capitanio (1999). La forma del modelo para el caso univariado es:
yi:a—l—ﬁxi—i—gi, €iNSN]D(O,O,5),i:1,...,%, (13)

por lo tanto se sigue que,

yi ~ SNID (o + px;,0,0).

La funcién de verosimilitud para los parametros «, 3, 0,0, estd dada por el producto de las

densidades de la forma (1.1) y se escribe como

i=1

x U%exp(—%i(?ﬁ—a_ﬁx% >H®< (—ML))’

i=1
asf mismo la correspondiente funcién de log verosimilitud es la siguiente,

n

E(&,@U,(S;y)——nlna—% (yi — a — p;) +Zln(1>( (%)) (1.4)

=1

Se da un ejemplo del célculo de los estimadores méximo verosimil el cual se realiza numéri-
camente de la log verosimilitud dada en (1.4). Se maximiza ¢ («, 3,0, d;y) , para un conjunto

de datos simulados, mediante la funcién nlmin de S-PLUS.

Estimacion de parametros

Ecuaciones de verosimilitud

Sea A(z) =In® (z),y 6 = (a, 3,0,0) de modo que la log verosimilitud dada en (1.4)

se escribe como:

E(G)z—nlna—%zﬂ:( — - B +ZA{ (%ﬂ

=1



ESTIMACION DE PARAMETROS

Las derivadas parciales con respecto a cada uno de los pardmetros «, 3, o, y 6, se

presentan a continuacion.

1. Notemos que si h(a) =9 (a—ﬁx’) =N (o) =

—%, de modo que la derivada parcial
con respecto a o de £ (0) es,

aie(e)_;2§;( - B ——ZA'[ (—5“})1 (1.5)

2. Asi mismo considerando h () = 5(0‘769”) = I'(B) = —22; y de aqui que la

derivada parcial de ¢ (@) con respecto a 3 es,

0) I%Zx <y¢—a—6wi>—§ZM l(s (@)1 (16)
=1 i=1

3. Sih(o) =6 (L=2LL) = b/ (0) =

9

—% (y; — a — Bx;), tenemos que la derivada parcial
de ¢(0) con respecto a o esta dada por,

S - a-fm) S |

4. Finalmente si h (J) =4 (M) = ' (6) = 1 (y; — a — B;) y la derivada parcial de
¢(8) con respecto a ¢ es,

8855 () = i Zn: (yi — a — Ba;) N [5 (@)} , (1.8)

=1

Observacién: Al resolver (1.8) obtenemos que el EMV de 4, 4, 3.0, restringido a los

valores de «a, 8 y o origina la siguiente ecuacion

n

Z (yz — o — 5Iz) A/ |:8a,,8,0' (w)} = 0,

- g
=1



ESTIMACION DE PARAMETROS 5

de la cual, al sustituir § por 3a7ﬁ’o— en la ecuacién (1.7) y resolviendo dicha ecuacién con

respecto a o obtenemos que,

n 1 - 2
—— + b (yz — o — ﬁl’,) = O, (19)
Ta,p, 0375 ;
de donde se desprende que el EMV de o, 6, 3, restringido a valores dados de av y 3 estd dado

por:
n

Gop = % 2 (i — o — B;)*. (1.10)
Note que el estimador &(21’ 5 tiene la misma forma que el EMV usual de o cuando ¢ = 0. Sin
embargo, es importante recordar que la expresién (1.10) depende de 5,175,,, y aun cuando nos
ahorra una dimensién en la estimaciéon de los EMV de «, 3,0 y 0, debido a que tenemos

una expresion cerrada para & = 0, 5, no ayuda a resolver la verosimilitud de una manera

sencilla.

Observemos que si ¢ es conocido y diferente de cero el EMV de o debe ser aquel que
satisfaga la ecuacién (1.7), debido a que ya no se cumple (1.9). Azzalini (1985) comete el
error de suponer que se sigue cumpliendo (1.9) cuando ¢ es conocido (ver Arnold, et al 1993,

pégina 479).

Cero trivial

En esta secciéon mostramos que los estimadores de minimos cuadrados (MC) satisfacen
las ecuaciones de verosimilitud (1.5), (1.6), (1.7) y (1.8) cuando 6 = 0. Sin embargo dicho
punto es de inflexién, i.e., no es ni maximo ni minimo lo cual se demuestra al probar que la

matriz de informacién de Fisher no es positiva definida ni negativa definida.

Recordemos que los estimadores de MC para «, 3, en el modelo de regresion lineal simple

estdan dados por las siguientes expresiones:

. . A S
ape =Y — ﬂﬁﬁMCa 51\/10 = ﬂa
rx
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donde sz =0 1 (i —Z) (Yi —Y) , Sow = Dy (T — 7)% y si Enei = Yi — Qe — BMC%, se

cumple que
n n n
2vci =0 2vci =0 220 = Noe
Emci =Y, Tiepmcei = Y, Emo,; = N0y,
i=1 i=1 i=1

donde 6 es el EMV usual para o cuando 6 = 0. Observemos que el punto 8y = <é¢ mcs Bares 0o, 0)
es una raiz de las ecuaciones de verosimilitud, es decir, las primeras derivadas parciales con

respecto a cada uno de los pardmetros evaluadas en dicho punto son cero.

Ya que A () =In® (z), se cumple que

zw@:%Mm:M@>zN@:@%:¢z

De esta forma al evaluar las primeras derivadas en el punto 8, obtenemos que:

0 1 N
Do ( ' Y) ot &3 2 (?J 05V ¢e] /3Mc$>
1 ry A Vo o R
= &—gn<y—aMc—ﬁMcx)—O
0 1 — .
=L (0; = 3 T (Y — — Buei
86 ( y) 6, 0_(2) Zz:; (y MC MC )
1 L= .
= — | —nomcT + Z T (yz - 5Mcxi> =0
90 i=1
0 n 1 n R 2
% (0;y) i 5 T3 ; (y eVze. 5Mc$)
= ——+ =0
(o)) (o))
91 (0:y) <—-£§é<-—@ ~ Buom) A (0)
35 )y Gzéo - 6_0 p yl MC MC*1

1 6(0) & X 5
= &—OW ; <yi — Qpe — 5Mc$i>
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1 /2 & X .
= TA/— E (?Jz — apCe — 5Mc$i>
go VT
1 \F e, =0
= —4/— e ..=0.
5_0 T — MC,i

Azzalini (1985) observa que el punto 0, = (&Mc, B Mo 00, 0) es un punto de inflexién y
de aqui que la matriz de informacién de Fisher esperada no es positiva definida.! Los
detalles de la demostracién de la afirmacién anterior no vienen en el trabajo anterior. En la
siguiente seccién se prueba que la matriz de informacién de Fisher observada no es positiva
definida. Mediante argumentos muy similares se observa que la matriz de informacién de

Fisher esperada tampoco es positiva definida.

Matriz de informaciéon de Fisher observada

Para identificar si el punto 8y es un punto de inflexién trabajamos con la matriz de
Fisher observada.
La matriz de informacion de Fisher observada es menos el hessiano de la funcién de log

verosimilitud, i.e.,

jla,p,0,0) = —VVTE(a,B,a,é)
B 0%l (o, B,0,0)
d(, 8,0,0)0 (v, B,0,0)"

En términos de 8 = (o, 5, 0, (5)T tenemos que,

1(6) = ~Vav5(6) = (- 35574 ©))

ij=1

'En realidad Azzalini (1985, pdgina 175) dice que la matriz de informacién de Fisher es singular; sin
embargo, cualquier libro de dlgebra lineal define una matriz como singular si su determinante es cero. En
este caso la matriz resultante no es de covarianzas porque no es positiva definida. No todos sus eigenvalores
son del mismo signo.
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Calculo de las segundas derivadas

En el célculo de las segundas derivas utilizaremos las siguientes igualdades:

B (1) = LA () = £1nd (x) = 22

1. Recordemos que la derivada de ¢ («, 3,0,9) con respecto a o dada en (1.5) estd dada

por 0>:%g(,_a_5%__zj\/{<l—m)}’

y de aqui obtenemos las siguientes cuatro derivadas cruzadas

0? n 5 < " yi —a — By
g 0=~ = A (2=

0 1 5 " yi — o — By

2. Similarmente, reescribiendo (1.6) para facilitar los calculos de las derivada cruzadas de

¢(a, B,0,0) con respecto a los pardmetros correspondientes, obtenemos que

n ) n ; — 0 — i
0) =~ > iy —a— fr) — 2 3 a [5 (Wﬂ |
=1 =1
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de lo cual se sigue que,

o AN 2 0’ 2AM Y — o — B,
82 2 " (5 n ) yz o — /Bl.’L
85605(0) - T3 ;xz (yi —a— Bx;) + 52 2 ;A {(5 (fﬂ
"5 " yi — o — B,
3 ;x (yi — o — Ba;) A {5 <7)} |
& — RS / Y — o — P,
85856(0) - —;;l'i./\ [5 <f)1
o " Yy — o — Py
_E;%(%—O&—B@)A [5( . )1
3. Asf mismo ya que la derivada de ¢ (8) con respecto a o es,
9 no1g ,
%6(0) - _;—i_;;(%—a—ﬁxi)

=1

5 Y (n—a— ) [o (E=E )]

asi
0 = B 5 wmapa)
+2% Zn: (yi — o — fz;) N l(s (y O‘U_ ﬁx)l
=
+ 53 i a— g [ (L2
i=1
y
33235“9) - _% :1 (i —a = ) N {5 <@)}
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4. Finalmente, recordemos que la derivada de ¢ («, 3, 0,0) con respecto a ¢ es,

0,0 1y T (vi—a— Bz,
R S
y por lo tanto,

82 1 - " i _ﬁi
Zot0) = 53— a— gy s (L2200 ),

i=1

El siguiente paso es evaluar las segundas derivadas parciales de ¢ (8) en el punto 0, =

(éz MO, B M 00, O) usando ademas las siguientes igualdades: A’ (0 \/7 y A" (0) =
0? n
—( (6, =
a2 (0:y) p 267
0? n
dadp (a,8,0,6)=0p Ug
0* 2 <«
¢ (0, = —— Evci =0,
dado (6;y) 0—0, 63;61\40
0? n /2
(0 =——/—
dadd (8:v) o<i ooV 7’
92
—((0;y) xz,
o5 0=0o o ;
92
((0;y ; i =0,
5300 52 Z:«”“" MG
0? 2n
(0 = —\/——=T
gpa5. 0| o
62
@5(9,9) i = 2 ;‘SMCz
_n 3né?
~w A
_ 0
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n
21 R
=\ == EMCi = 0.
0=0, Tog iz

Dado que Y7 &%, = ndg obtenemos que

82

82

Wﬁ(@;y}

0=0,
De las ecuaciones anteriores se tiene que la matriz de informacién de Fisher observada para

0 evaluada en 6 es,

—2 — 5 0 —r /2
G’O O‘O g0 ™
_nm LS 2 _. /25
j (90) — 7t Tt 0 ™50
0 0 —25 0
90
—n. /2 _ Jing 0 2p
g0 ™ ™ 00 ™

El determinante de la informacién de Fisher observada es,

a5 (0] = s (- 35).

utilizando la relacién
n n

fo —nz? = Z(ml —7)°,
=1

=1 7

llegamos a

det [ (80)] = 8225 3" (s~ a)? <0

Oy “=
Como el determinante de la informacién de Fisher observada es negativo para k = 4 (par),
el punto 8y = (nd, Bares 0o, O) no es un punto que maximiza ni minimiza la funcién de

verosimilitud (ver Marsden y Hoffman (1998), pagina 365).

Observacién: La matriz de informacion de Fisher (o matriz de informacion de Fisher
esperada) se define como i (@) = E (j (0)) . De manera similar al caso anterior y sin necesidad
de calcular las esperanzas involucradas, es posible verificar que el punto <@ MC, B mes 00, 0)

es punto de inflexién, y concluir asi que i (@) no es positiva definida ni negativa definida.



ESTIMACION DE PARAMETROS 12

Momentos de los estimadores de minimos cuadrados

En esta seccién calculamos la media y la varianza de los estimadores de MC bajo el
supuesto de que los errores se distribuyen con la distribucién SN (0,0,9) .
Consideremos el modelo dado en la ecuacién (1.3), bajo el supuesto de errores con dis-

tribucién normal sesgada, se tiene que y; ~ SNID (« + Bz;,0,0), con

2
E(y;) = oz—i—ﬁxi—k)\a\/;:oz*—kﬁxi (1.11)
2
Var (y;) = o2 (1 - ;)\2> =0,
donde o* = a + )\a\/g y A= (1++2)1/2’ luego se sigue que
—~ 1 L - -
E <5Mc> = -k > (@i —2) (yi — 1)
e i=1
I & i 1<,
= —> (5i—7) oz—l—ﬁxi—ﬁZ(oz + B;)
T =1 i=1

= LZ(xi—f)(a*+ﬁxi—a*—6§:)

5
T =1

= £Z<Ii_j)2:5-

S
L2 —

Similarmente el valor esperado del estimador del intercepto por MC es,
E(ayc) = FE <@ - BMCT>
= E(@y-F (51\40) z
I, . _
= —Z(a + Bx;) — BT
i
= o + 01— [T

2
= a*:omL)\a\/i.
T

El célculo de las varianzas es como sigue

Var (B Mc) = s% Var

rx

S (- ) (3 — y)]

=1



ESTIMACION DE PARAMETROS

Var (ac)

= Var (@ - BMCT>

= Var (7) + z° Var <BMC> — 2Cov <§u BMC) )

como veremos inmediatamente Cov <gj, B MC) = 0, de donde obtenemos que

Var (Qprc)

1 2 1 2
= —o? (1 - —)\2) — (1 - —)\2)
n T sm T
2 1 72 1 z2
T n Spx n Szx

Demostracién de que Cov (g, BMC> = 0.

Cov (g» BMC) =

E(g—a—ﬁf—w\/% (Buc - 8)
B[ (Buc = 5)|
E{y if(xi—m(%—w—ﬁ]}

S:cxi 1
SIIZ
i=1

_ 1 & 2
@Z <E;yjyi>_ﬁ<a+ﬁx+>\0\/;>
E (y;y:) — B (a—l—ﬁx%—)\a\/g) ,

E(yy:) — BE ()

n n

—> >

S
re =1 j=1

13
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por independencia entre y; y y; para i # j tenemos que

Cov <g7 BMC)

— i%z_:z i — T (oz—kﬁxz%—)\a\/z) (a—kﬁxj%—)\a\/g)

—6<a+ﬁx+)\a %)
VB )

— ——ZZ( — I (aﬁa@%—ﬁ%@—%ﬁ xxj—irﬁxl)\a\/_ \/—5%

11 _ N V2 N . 2
—|—S—mg;;(l‘z—x)<0¢ +2a)\aﬁ+2)\? —Bla+ BT+ Mo —

con ayuda de las relaciones

n n

Z( —.f _0 y Z T; = Sga,

=1

lo anterior se reduce a
Cov (.@, Buc)

— 11 (aﬁz T, — T Iz+522 T)xxj + PAo—= Z ; >

SIZ‘

-5 (a + [z + )\0‘\/2)
T
_ 1! (aﬁsm + B2 800 + BAUQSM> -p (a + Bz + /\0\/§>
Saa T 4= e m

1 1 2
= af—sSz + 5 Syl + 6)\O'£—Sx$ - p (a + BT + )\O’\/i>
Szx Sgx ﬁsxx 7T

= aﬁ+/32:ﬁ+ﬁ)\0£ —6@—5%—6/\0\/?: 0.
NZa 7T

Ejemplo simulado

Suponga el modelo de regresién dado en la ecuacién (1.3), con la finalidad de ilustrar el

procedimiento de estimacién, para cada uno de los pardmetros en el modelo, via la maxi-
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mizacion de la log verosimilitud; asf como por el método de minimos cuadrados, se simulan
muestras de tamano 200. El procedimiento de simulacion se basa en la siguiente proposicién,

debida a Henze (1986).
Proposicién: Si X, y X; son variables independientes N (0, 1) entonces

§ 1
——|Xo| + ——=
V140 1+0

es una variable que distribuye SN (0, 1,0).

Y: X1

Veamos la demostracion de esta proposicion.

Demostracion. Xo ~ N (0,1) la funcién generadora de momentos (f.g.m.) de | Xo| es,

Eetl¥ol  — / e2¢ (u) du
0

1 2
— 265 _ _t) du
\/ 27 /
= 22 —2%" gy
\/ 27 /
142 1 1.2
= 2e20 — e 2" du
V2T J s
= 277D (1),

ahora, si X; ~ N (0,1) entonces su f.g.m. es
B = ¢3?
por lo tanto la f.g.m. de Z = \/— | Xo| + \/—Xl esta dada por

Mz(t) = M (1)

\/1i52 |Xol+ \/1152 X1
ot t
Mixo) | ——= | Mx, | ——
'°'<\/1+52) 1<\/1+52>
o (L,
V146

la cual corresponde a la f.g.m. de una SN (0, 1,0).
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Para simular nimeros aleatorios con distribucién SN (u, o, d) tomamos Z = pi+ oY con

Y simulado a partir de la proposiciéon anterior.

Una vez simuladas las muestras de tamano 200 se calculan los estimadores de «, [,
0% y ¢ por medio de la maximizacién directa de la funcién de log verosimilitud mediante
el procedimiento nlmin de SPLUS. Recordemos que en el andlisis de regresién, minimos
cuadrados tratan de estimar la media y la varianza de la variable aleatoria Y, en nuestro
caso particular tenemos que dicha media y varianza estdn dadas en las ecuaciones (1.11).
En este sentido calculamos los estimadores de o, 3y OZ por medio de minimos cuadrados,
con la finalidad de compararlos con los valores de los estimadores obtenidos por m&axima

verosimilitud.

El conjunto de datos simulados se generé bajo el siguiente escenario:
a=1; =0.3; § =10; 0 =2; n = 200,
considerando los valores anteriores y de las ecuaciones (1.11) tenemos que,

2 2
af =a+ Aa\/j =258y 0, =0 (1 — —/\2) = 1.4787.
T T

La tabla siguiente resume las estimaciones de los pardmetros por MV y MC.

Parametros a I6] ) o a o>
Simulacién 1 0.3 10 |2 2.588 | 1.48
MC o MV (Dist. Normal) 0.299 2.62 | 1.53
MV (Dist. Normal Sesgada) | 1.01 | 0.299 | 11.7 | 2.01 | 2.6 1.5

La figura 1.1 presenta el comportamiento de los errores en el modelo,
El comportamiento grafico de los residuales obtenidos mediante minimos cuadrados,
asi como los residuales obtenidos por méxima verosimilitud con respecto al pardmetro de

localizacion, se muestra en la figura 1.2.
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Errores
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Figura 1.2:
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10
:v‘)
I
Q,
+
o,
=
+
'>">
Qa,

FaTe

Vi =0 + BucX,

o - Vi =0y + Bm*sx:

Figura 1.3:

La figura 1.3 presenta la grafica de dispersion de los datos simulados, con las correspon-
dientes ecuaciones de las rectas ajustadas por MC y MV; recordemos que el procedimiento
de MV considera que la distribucién de los errores es la normal sesgada.

En la mayorfia de los escenarios simulados, los estimadores de la pendiente por el método
de minimos cuadrados y méxima verosimilitud resultaron muy parecidos numéricamente,
practicamente las ecuaciones de las rectas estimadas resultaban ser casi paralelas, lo cual se
debe que el estimador de la pendiente por MC resulta ser un estimador insesgado y consistente
del pardmetro 3 en el modelo. También se observa que los valores estimados para la varianza
son muy cercano al valor verdadero, independientemente del comportamiento del resto de

los valores estimados.

El comportamiento de los residuos residuos (por MV y MC) parece ser normal sesgada
general (GNS), pero aiun no se ha demostrado dicho resultado, ver Gonzilez-Farias et al

(2002).
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Conclusiones

En este capitulo observamos que las propiedades distribucionales de los estimadores de
minimos cuadrados de la pendiente y el intercepto del modelo de regresion lineal con errores
normales sesgados son similares a los del caso en que los errores son normales. Por ejemplo

se observo lo siguiente:

1. El estimador de la pendiente, B mc» €s un estimador insesgado de . Esta propiedad del
estimador de la pendiente puede ser de gran utilidad, por ejemplo dicho valor puede
considerarse como valor inicial para el EMV de 3, o bien como un valor dado en la

funcién verosimilitud.
2. Los estimadores [, v 5, son aproximadamente iguales (observacién empirica).

3. El estimador B mc €s consistente al igual que B mv (por esta razén no es sorprendente

que By e = By ), s6lo garantizamos consistencia para § conocido.

4. La media muestral, §, no estd correlacionada con (., i.e., Cov (gj, I6] MC> = 0. Cabe
senalar que no son independientes ya que la independencia sélo se tiene en el caso

normal, por lo que cuando § = 0 son independientes.

5. Los estimadores 65, ¥ 63, presentan expresiones similares. Dichos estimadores son

iguales en 6 = 0.

6. La distribucién de d&pe, 8o €s normal sesgada general, como se menciona més ade-

lante.

El estimador de minimos cuadrados para el intercepto, & ¢, no es insesgado, en realidad

2
E(nd):a—l—)\a\/i,

T
apec — a+ Aoy /[ —,

0

donde A = —2—, més ain
\/ 1442
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el estimador de minimos cuadrados del intercepto nunca serd bueno (si se desconoce los

valores de § y o). Si § y o son conocidos se puede estimar o mediante
. 2
= Adayc — Ao \/j ,
™

El EMV, &, de o tiene la misma forma que el EMV de ¢ cuando 6 = 0 (caso normal),

el cual es consistente.

como se ilustra en la siguiente expresion.

UMV:—Z<?JZ—04MV—5MV$> y 65 == Z( —OéMC—BMcxi>2-

El MV de o tiene la misma interpretacién que en el caso de MC (mide las desviaciones

alrededor de la media).

Dado de que los estimadores de minimos cuadrados de o y 8 son combinaciones lineales
de las observaciones, se desprende que su distribucién es normal sesgada general. Lo anterior
se debe a que la distribucién normal sesgada es cerrada bajo combinaciones lineales de rango

completo por renglén o por columna como se prueba en Gonzalez-Farias, et al (2002).

La funcién de verosimilitud perfil de § es muy irregular, puede tener miiltiples méximos
incluyendo entre ellos a § = +00; = 0 es siempre una raiz pero no necesariamente un punto
que maximice la verosimilitud. En este caso es recomendable seguir las recomendaciones de
Azzalini (1985), Arnold et al (1993), Copas y Li (1997). Dichas recomendaciones consisten
en estudiar las propiedades de los pardmetros «, 8 y o, para valores de d con altos niveles
de verosimilitud perfil. Dominguez-Molina y Gonzélez-Farfas (2002) recomiendan niveles
de verisimilitud perfil altos (e.g., > 0.5); también observan que la distribucién de R =
—21In (Lp (5) - L, ((5)) dista mucho de la distribucién ji-cuadrada, esto sucede incluso para
muestras de tamano 500. Azzalini (1985) recomienda muestras de tamano grande y sugiere

n > 30, pero Arnold et al (1993) dejan claro que n debe ser mas grande, n > 200.



Capitulo 2

Inferencias para muestras

no-aleatorias (Copas y Li 1997)

Introducciéon

Dentro de las contribuciones méas importantes de R. Fisher se encuentran los estudios
realizados sobre la importancia de aleatorizacién, no sélo en las dreas de disenos de expe-
rimentos y muestreo, sino también como soporte logico de los distintos métodos de andlisis
estadistico. El argumento esencial de Fisher es que la aleatorizacién o equivalentemente el
supuesto de muestreo de una poblacién, justifica el uso de las distintas pruebas estdndar de
significancia, asi como el correcto uso de los métodos de inferencia normal. Sin embargo
los métodos disenados para andlisis de datos experimentales se aplican también de manera
rutinaria a datos observacionales sin que estos reconozcan la ausencia de aleatoriedad desde
el punto de vista de Fisher, eliminando asf la base sélida para la correcta aplicaciéon de estos

métodos.

Una gran parte de la estadistica moderna se desarrolla en torno a pruebas y verificaciones
de los supuestos en los distintos modelos, sin embargo el argumento de aleatoriedad, que
da soporte a los supuestos estandar del modelo no es reversible. Es decir, la verificacion
empirica de los supuestos en un modelo no implican necesariamente que se justifique la
propiedad de aleatoriedad. Algunas caracteristicas de interés de datos observacionales, tales
como diferencia significativa entre respuestas de sujetos ante diferentes tratamientos, pueden

ser bien justificadas o explicadas por la asimetria incurrida al momento de que dichos sujetos

21
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son asignados a cada uno de los tratamientos.

Copas y Li (1997) extienden algunos modelos estadisticos simples incluyendo un pardmetro
adicional f que modela los grados de no-aleatoriedad en el mecanismo generador de los datos.
El valor de € = 0 es la hipotesis de aleatoriedad, de modo tal que se supone que los datos son
el resultado de un experimento aleatorio. Pensando en # como un pardmetro desconocido
paralelo a los pardmetros ya existentes en el modelo, se podria proceder en la forma habitual
de inferencia paramétrica o bien realizar una prueba de hipdtesis de modo que si § = 0
la justificacién de las inferencias estdandar esta dada. La forma de proceder de Copas y Li
(1997) es mediante inferencia condicional en un rango de valores diferentes de # y analizar la
sensibilidad de sus conclusiones dependiendo de las caracteristicas de 6 cerca del valor cero.
También se estudia la log-verosimilitud para 6 después de maximizar en funcién de los otros

pardmetros, corroborando que mucha de la informacién de los datos estd dada por 6.

En nuestro caso particular estudiaremos el modelo propuesto por Copas y Li (1997) ob-
servando el hecho de que la distribucién condicional resultante es un caso particular de la
distribucién normal sesgada general (GSN) dada en Dominguez-Molina et al (2001). Tam-
bién se tiene que para ciertos valores de los pardmetros dicha distribucién contiene a la
distribucién de Azzalini y Dalla Valle (1996). En la parte final de este capitulo simulamos
conjuntos de datos de diferentes tamanos y posteriormente estimamos los pardmetros medi-

ante la maximizacion de la funcién de log verosimilitud.

Modelo basico

Sea Y la variable respuesta de interés y relacionada con la covariable X mediante el
siguiente modelo de regresiéon

Y = B87X + oey, (2.1)

X es un vector de m componentes y x; = 1 de modo que la primer componente del vector

B es el término intercepto y £; es una variable aleatoria N (0,1). El modelo principal estd
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completamente especificado por la ecuacién de seleccién
Z=7"X + &, (2.2)

asumiendo también que €2 es N (0, 1), de modo que (e1,€2) es normal esténdar bivariada con

coeficiente de correlacién p.

Algunas aplicaciones principales de este modelo son:

1. Modelos para datos faltantes (Y es observada sélo si Z > 0), como por ejemplo en el

estudio de técnicas de muestreo ante la no-respuesta.

2. Modelos para comparacién de ensayos o tratamientos (un sujeto es designado al tratamiento
Asi Z >0 o al tratamiento B si Z < 0), como por ejemplo en el estudios de pruebas

t-pareadas, comparacion de dos muestras, entre otras.

Se supone que la covariable X es fija y observada, mientras que los valores actuales de
la variable Z nunca son observados, pero siempre se conoce si dicha variable es positiva o

negativa.

La distribucién de (Y, Z)" se obtiene facilmente dado que la distribucién de los errores

es

Y Tx o’ o
N 5 p
A X op 1

La funcién de densidad condicional de y|z,z > 0 se obtiene directamente utilizando la

relacion,

f(ylz,z>0) = Iy @Q:Z?i g)0|y) (2.3)
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Es conocido que la variable aleatoria Z|y tiene distribucién normal dada por

Z\yNN(vTX+p(y—BTX),l—pz),

o

de modo que,

Pr(Z < 2ly) = @ (z_VTX—pgl (y—ﬁTX)) 7

=7

o bien,

—1 T
Pr(Z > 0ly) = Pr(—Z < 0ly) = @ <7TX+W b-5 X)).

V1—p?

Regresando a la densidad f (y|z,z > 0) dada en la ecuacién (2.3) obtenemos que

g (1) o (L2207

Vi-p?

fyle,z2>0) = D (1T X)

(2.4)

Con fines de aplicacién Copas y Li (1997) proponen reparametrizar la densidad condi-

cional f (y|x,z > 0), obteniendo la siguiente representacién equivalente,

Fylz, 2> 0) = o107 (7Tx)qb{(y_ﬁTgc)}CI){(1+92)1/27T33+9 (y_ﬁTQC)},

0 0 (2.5)

0:

Y
(1=p2) /2"
Copas y Li (1997) identifican los siguientes casos particulares del modelo dado en las

ecuaciones (2.1) y (2.2).

1. Si p = 0 la expresién (2.4) corresponde a la densidad marginal normal de Y en el

modelo dado en las ecuaciones (2.1) y (2.2).

2. El caso mds simple de este modelo es § = v = 0y 0 = 1, es decir el caso en que
Y vy Z son normales estdndar bivariada con coeficiente de correlacién p, de modo que

fylz>0)=2¢(y) P (ﬁy,) es la distribucién normal sesgada de Azzalini (1985).
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g

Sin embargo notemos que si v = 0 y por notacién ¢ (y; prX, 02) = o 1¢ (ﬂ> , la

densidad resultante corresponde a la distribucién de Azzalini y Dalla Valle (1996),

f (ylz, 2 >0)

oo () @ (e (22

50 (2.6)

2 (y: 67X, 0%) @ (#’_—pz (y_fTX)) -

Mientras que si v # 0 la densidad resultante es la densidad dada en Dominguez-Molina,

et al (2001), ya que

fylz,z>0) =

= 7 (77X) 6 (1;57X,0%) ® (

(I)fl (’YT

X)o ¢ (y_fTX)cb <7TX+§(y_BTX)>

V1= p?
By— (8" +91) X
1—p? '

(2.7)

Usando el hecho de que ®,, (z; 1, X) = Pr (X <z),donde X ~ N, (1, X) y &, (Dy; v, A) =

Pr(X < Dy), con X ~ N, (v,A), tenemos que

o (23 (7))

Asi mismo,

o, (ﬁy; (ﬁﬁT + 7T> X,1- p2>
o g

Pr (U < 35%{) U~N <£6TX _ATX, 1)
ag ag

Pr(U— (287X —97X) < 247X — (£47X —47X))
g g ag

Pr (U _PTx L ATx < VTX)
g

Pr(Z <~"X), Z~N(0,1)

®(v'X).
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De las expresiones anteriores podemos reexpresar la ecuacién (2.7) como,
flylrz>0) = o7 (287X 257X =97 X,1)
x¢ (y; 87X, 0%) &y (gy; (gﬁT -7)X 1~ p2> ,
la cual corresponde a la distribucién de una variable aleatoria con distribuciéon GSN tal y

como la proponen en Dominguez-Molina, et al (2001), y cuya notacién es,

Y ~ GSNl,l <6TX7 027 Ba (BBT - /VT> X7 1- p2) :
o \O

Calculos de la media y varianza

Para calcular los momentos de la variable Y|z, z > 0 utilizamos la funcién generatriz de
momentos de una variable aleatoria W ~ GSN,, (i, 2, D, v, A) dada en Dominguez-Molina

et al (2001), cuya expresion es la siguiente:

My (1) = @y (D (u+3t);v, A+ DSDT)
VAT 8 (Dpyv, A+ DEDT)

Ty 1,T
w5t Et) t e §Rp7

donde v € NP, u € NP, D es una matriz de constantes de ¢ X p, A (¢ X q) y £ (p X p) son
matrices de covarianzas. En nuestro caso particular con p=¢=1, u =X, L =02, D =

L v= (gﬁT — ’yT) X, A=1—-p*y W =Y,z > 0 podemos reexpresar la f.g.m. como

By (2 (57X +0%) (257 ) X,1) ()t
1 (587X (86" =) X,1)
o (g (BTX + O-Qt) B (gﬁT B ’YT) X) @(BTX)Tt-‘r%tzaZ
® (287X — (28" —9") X)
0] (pO’t + ")/TX) e(ﬁTX)TtJr%tZGQ
o (v'X) '

My (t) =

JteER  (2.8)

La primer derivada de la f.g.m en (2.8) estd dada por

—aM(;Z ® _ (87X + o)

® (pot +77X) o(57X) 144202
®(77X)

" (pot + 9" X) e(ﬁTX)TtJr%tQaz
¢ (+"X) ’

(2.9)
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donde,
0P (pat ++TX )
ot

Evaluando la derivada anterior en ¢ = 0 llegamos a que:

* (pot +7"X) =

= po¢ (,oat + *yTX) )

@*(mﬁ-+7TX)t_0=:8¢(pgg:wixv =po¢ (v' X)),
t=0
de esta forma el valor esperado de W es,
EW) = EY|z,Z>0)= aMa—V;(t) »
ATX + pa%. (2.10)

El segundo momento de la f.g.m para W se obtiene derivando con respecto a t la ecuacién

(2.9), es decir,

PMw(t) 0 (B"X + o%t) @ (pot + 7" X) + poo (pot +~+7X) (57%) 14 b1202
oz ot D (1 TX) c
("X +0%) @ (pot + 7" X) + pog (pot + 4" X)
B @ (y7X)

X(B7X + g2)els" ) 1
o*® (pot + WTX) + (BTX + O'2t) pod(pot +~4TX) + popttt (pat + VTX)
' @ (7X)

XG(BTX)TH%R”Q’

donde

8¢(pat+7TX)_ 1 2
ot /2ot

2(pat + T X)po { 1 T 2]
= - exp |—= (pot +v° X
o p =5 (pot +7"X)

= —(p*0’t + poy" X)¢ (pot + 4" X) .

gb{l} (pat + WTX) =

1
o l‘§ (pot +7"X f]

Finalmente el valor esperado de W? est4 dado por la segunda derivada de la f.g.m. evaluada
en t = 0, es decir,

0? My (t)

b (WQ) - 8t2

t=0
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— (8"X) (WTX )@ (V'X) + poo (17X ))

® (v"X)
Lo (' X) + (67X) pop(v' X) = (p*0*7" X)¢ (7' X)
® (v X)
e RO )

De las ecuaciones (2.10) y (2.11) para los primeros dos momentos de la variable W' se

sigue que la varianza de W estd dada por,

Var (W) = EW?— (E(W))?

o ® (vX)
<5TX + pai(&i)%)
oty (x4 L2200 g((f;;(()) — p0y"X)
e
- oo (G ()
- (1 - p2% <7TX + %)) . (2.12)

Las expresiones para el valor esperado y la varianza dadas en las ecuaciones (2.10) y (2.12)
respectivamente, coinciden con las expresiones del valor esperado y la varianza dadas en

Copas y Li (1997, paginas 10 y 11).

Funcion de verosimilitud

Considerando la funcién de densidad condicional dada en (2.5), se tiene que la funcién

de verosimilitud esta dada por,

L(ﬁ?’y:U?Q) = Hf(yl|xﬂzl > O)
=1



MODELO BASICO 29
n Ppp— T . — T .
H{ 1ot (v xi)gb(—yl 5 xl)@l(lJrGQ)l/gyTxmL@(—y b xl)]}
pale o o
y de aqui que la funcién de log verosimilitud toma la siguiente forma,

o (222) 0 (14 )7, 0 (2222
o® (yTx;)

0(B,v,0,0) Zlog (2.13)

Es posible mostrar que si fijamos 6 a un valor especifico y restringimos al resto de los
pardmetros a ser soluciones de las ecuaciones de la log verosimilitud, la matriz Hessiano de
la log verosimilitud es siempre negativa definida y las estimaciones Bm g, 0p son definidos de
manera Unica para todo . A partir de lo anterior se define la log verosimilitud perfil dada
por:

LP (‘9) :/ré,n,??f 6(67’%079) =/ (Béh’?eué-%g) . (214)

Observacién. Cabe mencionar que el procedimiento de estimaciéon dado en Copas y Li
(1997) no es términos de la funcién de verosimilitud, sino mediante un procedimiento en
dos etapas. La primer etapa consiste en estimar el pardmetro v notando aquellos casos en
que z > 0, lo cual se realiza mediante un andlisis probit. Una vez estimado 7 se calcula
10) (’yTx) /P (’yTac) para cada uno de los casos en que z > 0, luego se supone a estd como
una nueva covariable en la ecuacién (2.10) y se hace un ajuste por minimos cuadrados. El
coeficiente de la covariable adicional da un estimador de po. De la expresién para la varianza
(2.12) se toma el valor promedio del lado derecho de la ecuacién y se iguala este con la

varianza residual observada, para luego encontrar los estimadores de p y o.

El procedimiento de estimacién en nuestro caso consiste en maximizar la funcién de log

verosimilitud mediante la funcién nlmin de S-PLUS.
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Ejemplo simulado

A manera de ilustracién a continuacién presentamos un conjunto de 80 datos simulados
a partir del modelo dado en las ecuaciones (2.1) y (2.2), el procedimiento de simulacién
se codific6 en S-PLUS. Una vez simulados los datos implementamos el procedimiento de
estimacién de los pardmetros por medio de la maximizacién de la funcién log de verosimilitud
dada en la ecuacién (2.13), mediante la funcién nlmin de S-PLUS. Los valores de cada uno
de los pardmetros en el modelo para el ejercicio de simulacién fueron: 7 = (3, 1), 0 = 1.5,
v =(-1,0.3) y p = 0.5. Los valores de la variable z, fija, son tales que x € [0,10]. En el

apéndice presentamos algunos comportamientos gréaficos para diferentes tamanos de muestra.

Los valores estimados mediante méxima verosimilitud son: BT = (4.7988745,0.5997101) ,
& = 1.5118585, 47 = (3.1444591, —0.6116600) y p = 0.48. En nuestro ejercicio de simulacién
observamos que los pardmetros J y ¢ son més faciles de identificar que el pardmetro v. En
el caso del pardmetro p tenemos en términos generales que para muestras > 60 el valor

estimado tiende a ser mds cercano al valor verdadero.

La figura 2.1 muestra el diagrama de dispersién para una muestra simulada de tamano
80, dicha grafica contiene también la recta ajustada mediante méxima verosimilitud y la recta
ajustada por minimos cuadrados. Notamos que a diferencia del modelo de Azzalini simulado
en el Capitulo 1, las rectas ajustadas por MV y MC no presentan el comportamiento de
lineas paralelas. En la figura se presenta también el histograma de la variable simulada Y,

la cual presenta un comportamiento asimétrico, como se esperaba.
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Figura 2.1:

Finalmente presentamos la tabla siguiente con los 80 valores simulados obtenidos para

cada una de las variables en el modelo.



EJEMPLO SIMULADO

z Yy z Yy z Yy
0.0000000 | 4.400677 | 7.3333333 | 7.722377 | 4.0000000 | 8.141384
0.6666667 | 6.591787 | 8.0000000 | 9.754369 | 4.6666667 | 8.082771
1.3333333 | 3.844622 | 8.6666667 | 11.081214 | 5.3333333 | 7.826751
2.0000000 | 5.229667 | 9.3333333 | 13.939849 | 6.0000000 | 7.345705
2.6666667 | 5.528669 | 10.000000 | 13.094434 | 6.6666667 | 11.093030
3.3333333 | 7.520036 | 0.0000000 | 3.212593 | 7.3333333 | 10.636816
4.0000000 | 7.176000 | 0.6666667 | 4.522847 | 8.0000000 | 11.216275
4.6666667 | 10.061868 | 1.3333333 | 7.483263 | 8.6666667 | 14.085211
5.3333333 | 9.636994 | 2.0000000 | 4.063920 | 9.3333333 | 10.078037
6.0000000 | 9.166127 | 2.6666667 | 7.668722 | 10.000000 | 12.435423
6.6666667 | 9.890149 | 3.3333333 | 6.949807 | 0.0000000 | 3.536965
7.3333333 | 9.686267 | 4.0000000 | 7.835338 | 0.6666667 | 7.002053
8.0000000 | 11.485838 | 4.6666667 | 6.620128 | 1.3333333 | 1.930482
8.6666667 | 11.511959 | 5.3333333 | 8.221621 | 2.0000000 | 7.745039
9.3333333 | 13.507558 | 6.0000000 | 9.844239 | 2.6666667 | 8.578018
10.00000 | 14.698816 | 6.6666667 | 10.481713 | 3.3333333 | 6.280803
0.0000000 | 6.073121 | 7.3333333 | 11.570599 | 4.0000000 | 6.970834
0.6666667 | 6.205289 | 8.0000000 | 9.908349 | 4.6666667 | 9.941781
1.3333333 | 4.496418 | 8.6666667 | 14.880520 | 5.3333333 | 6.845918
2.0000000 | 9.177568 | 9.3333333 | 13.601589 | 6.0000000 | 8.848887
2.6666667 | 4.676151 | 10.000000 | 13.714419 | 6.6666667 | 12.593834
3.3333333 | 7.725052 | 0.0000000 | 4.774932 | 7.3333333 | 11.385669
4.0000000 | 6.732898 | 0.6666667 | 3.774572 | 8.0000000 | 10.580797
4.6666667 | 9.327970 | 1.3333333 | 7.956836 | 8.6666667 | 9.944766
9.3333333 | 6.349635 | 2.0000000 | 7.087839 | 9.3333333 | 12.784097
6.0000000 | 8.088190 | 2.6666667 | 6.107136 | 10.000000 | 10.852067
6.6666667 | 9.753964 | 3.3333333 | 6.761192
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Conclusiones

Las distribuciones de Azzalini (1985) y la distribucién normal sesgada general (GSN) de
Dominguez-Molina, et al (2001) han sido poco exploradas en el terreno aplicado, en gran
parte por el desconocimiento de posibles casos de estudio en los que dichas distribuciones se
apliquen de manera natural. Sin embargo en el articulo de Copas y Li (1997) se presenta
una gama amplia de posibles aplicaciones, principalmente en el campo de investigaciones
biomédicas. El hecho de que la distribucién condicional de Copas y Li (1997) sea un caso
particular de la distribucion GSN nos abre las puertas para la bisqueda de aplicaciones a
fenémenos reales de dicha distribucién. Por supuesto que hace falta un mayor refinamiento

en el proceso de estimacion de los pardmetros ya que estos son muy inestable numéricamente

hablando.

El procedimiento de estimacién implementado en Copas y Li (1997) no es en términos de
la funcién de verosimilitud, sino mediante un procedimiento en dos etapas. La primer etapa
consiste en estimar el pardmetro v con el signo de z, lo cual se realiza mediante un anélisis
probit. Una vez estimado 7 se calcula ¢ (’)/TZL') /® (’)/TZL') para cada uno de los casos en que
z > 0, luego se supone a estd como una nueva covariable en la ecuacién (2.10) y se hace
un ajuste por minimos cuadrados. El coeficiente de la covariable adicional da un estimador
de po. De la expresién para la varianza (2.12) se toma el valor promedio del lado derecho
de la ecuacién y se iguala este con la varianza residual observada, para luego encontrar los

estimadores de p y 0.

Los EMV de 3 € R? y ¢ son estables numéricamente y el EMV de § también es estable
numéricamente pero para muestras grandes, en general muestras de tamanos mayor que 60.
Sin embargo, el estimador de v € JR? es muy inestable, casi siempre da valores alejados del

verdadero.

En este capitulo no se discutieron las propiedades de los estimadores de minimos cuadra-

dos de la recta con errores normales sesgados generales. Pero es facil probar que la dis-
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tribucién de los estimadores de minimos cuadrados es también normal sesgada general (ver
Gonzélez-Farfas, et al 2002).

El modelo de Copas y Li (1997) asigna varianza igual a uno a la variable latente z, esta
restriccion es fécil de eliminar en aplicaciones posteriores.

Las rectas de minimos cuadrados y la de maxima verosimilitud son notoriamente no
paralelas, a diferencia con el modelo de la normal sesgada de Azzalini del capitulo anterior.
En este caso podemos pensar que los estimadores de minimos cuadrados no son titiles en

general.
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