Comunicooiones del C||\/|AT

INFERENCIA SOBRE EL COCIENTE
DE DOS MEDIAS NORMALES

Francisco Javier Rubio Alvarez

Comunicacion del CIMAT No 1-08-02/17-01-2008
(PEEIMAT)

o o o e e

CIMAT



Inferencia Sobre el Cociente de Dos Medias
Normales

Francisco Javier Rubio Alvarez
CIMAT, Jalisco S/N, Colonia Valenciana
36240,Guanajuato, Gto, México.
fjavier@cimat.mx

Resumen

Se presentan de manera resumida los trabajos de Mendoza & Gutiérrez-Pefia
[1] y de Diaz-Francés & Sprott [3] acerca de la inferencia bayesiana y frecuentista
sobre el cociente de dos medias normales, ademéds se muestra un error numérico
en el trabajo de M & G-P [1] asi como las consecuencias de este error.

1 Introduccion

El problema de hacer inferencia sobre la media del cociente de dos poblaciones
normales ha sido discutido ampliamente tanto en el contexto bayesiano como
en el frecuentista. Los objetivos del presente trabajo son:

i) Presentar de manera resumida los resultados de un articulo de Mendoza
& Gutiérrez-Pena [1] sobre la inferencia bayesiana del cociente de medias de dos
poblaciones normales para el modelo de Cox y para el caso general.

ii) Presentar un error numérico y sus consecuencias en el articulo de M &
G-P [1].

iii) Presentar la critica hecha por Diaz-Francés & Sprott [3] a este articulo
y la opcién frecuentista para analizar el problema.

2 Contexto Bayesiano

Primero analizaremos el trabajo hecho por M & G-P [1], en este trabajo hacen
una critica a la opcién frecuentista, que se discutird mas delante, esta critica se
hace principalmente a la aplicacién del pivotal de Fieller (esto es, la construccién
de la verosimilitud a partir de una cantidad pivotal) ya que en ciertos casos puede
llevar a intervalos de verosimilitud de longitud infinita. El modelo de la seccién
2.1 estd basado en el caso presentado por Cox [2]. En la seccién 2.2 se analiza
el caso general.



2.1 Modelo de Cox

Sean X = (X1,...X,,) y Y = (Y1,...,Y,,) dos muestras independientes tales
que:

X; v N(z|p,ol),
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con 02 = o%*(c+p)¥,y 03 = 0*(c+n)*, donde ¢ y k son constantes conocidas,
c es elegida de tal manera que las varianzas sean positivas. En el articulo de
Cox [2] se propone un pivotal (basado en la férmula de Fieller) para obtener
intervalos de confianza para (¢ + p)/(c + 7).

Entonces, si ¢ = 0, esta inferencia corresponde al cociente de la medias.
Entonces supondremos ¢ = 0 y consideraremos el caso k = 2 y medias positivas,
con esto estamos suponiendo que ambas poblaciones tienen el mismo coeficiente
de variacién (las poblaciones tienen la misma dispersion).

El pardmetro de interés es ¢ = u/n, la funcién de verosimilitud para los
parametros (¢, 7, 0), estd dada por:
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La inferencia bayesiana para ¢ estd basada en la distribucién marginal poste-
rior. Entonces debemos asignar una distribucién a priori conjunta para el vector
de pardmetros (¢,7, 0). En la préctica se tendria un problema si queremos que
esta distribucién a priori provea informacién genuina. En este caso, como no se
tiene un contexto M & G-P [1] dan una a priori de referencia. Calculando esta
a priori resulta:

m(p,m0) < o™ n o™,

donde cada pardmetro es positivo por hipétesis. Desafortunadamente esta
a priori lleva a una posterior impropia para cualesquiera tamanos de muestra.
Sin embargo este resultado sugiere una a priori de pseudoreferencia de la forma:
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Es suficiente tomar a = 1, b = 1/2, ¢ = 1, para llegar a una posterior propia.
Entonces la distribucién posterior correspondiente a esta eleccién es la siguiente:
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Integrando con respecto de ¢? y relacionando el integrando con la densidad
gama inversa (haciendo el cambio de variable U = ¢?) podemos eliminar este
pardmetro y obtener la siguiente marginal:
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El pardmetro 17 no puede ser eliminado de la misma manera, asi que para
obtener la distribucién posterior marginal 7 (p|x,y), es necesario hacer una
aproximacién numérica integrando para diferentes valores del pardmetro .

M & G-P [1] presentan la posterior de § = o1/ — o2/, para la cual utilizan
esta misma a priori de referencia, se reproduce a continuacién en la Figura 1.
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Figura 1: Posterior de M & G-P para 6.

Por lo tanto no hay evidencia en contra de que § = 0, luego, no hay evidencia
en contra del modelo de Cox.

Entonces, encontramos la constante normalizadora e integrando con el método
de Gauss-Kronrod (el cual consiste en el método de cuadratura de Gauss y uti-
liza los puntos de Kronrod) para 500 puntos se obtiene la siguiente aproximacién
a la densidad posterior de ¢ en Mathematica 5.0:



Den=zidad posterior de @

i} 1 Z 2 3 5 &
Modelo de Cox

Figura 2 : Densidad posterior de ¢, Modelo de Cox.

A continuacién se reproduce la densidad posterior de ¢ mostrada en el
articulo de M & G-P [1] para el modelo de Cox:
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Figura 3 : Posterior de ¢ de M & G-P, Modelo de Cox.

En el articulo de M & G-P [1] utilizan el algoritmo de Metropolis-Hastings
y 2000 iteraciones, pero debido a que la integral no es muy complicada, puede



ser encontrada de forma m4ds sencilla con métodos de cuadratura. Nétese de la
Figura 3 que la cola derecha sugiere un error numérico en su método, esto es
debido al bajo tamano de muestra que utilizaron.

Aqui el intervalo HPD de 95% de probabilidad reportado por M & G-P [1] es
[1.26,4.16], lo cual coincide aproximadamente con el HPD encontrado mediante
integracion numérica con cuadratura, [1.33,4.17].

2.2 Modelo General.

En el articulo de Cox se propone un modelo para un valor arbitrario de k pero
sélo trata a detalle el caso k = 2. M & G-P [1] proponen que k sea un pardmetro
mds en el modelo. Si el pardmetro k es desconocido la validez de la relaciéon
media-varianza estd abierta a la critica. Como alternativa, el modelo de Cox
puede ser visto como un caso particular de la situacién general en el que las
varianzas no son iguales, cuya solucién es mds robusta en el sentido de que no
tiene hipdtesis estructurales.

Entonces se tiene que las varianzas o2, o3 son desconocidas y no se supone
relacién alguna con las medias. Para este modelo la verosimilitud es:
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La correspondiente a priori de referencia es:
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donde todos los pardmetros son positivos. Esta a priori produce la siguiente

posterior:
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Aqui si se tiene una posterior propia, podemos integrar directamente sobre
01y 02 y obtener la posterior conjunta de (¢,n). Para obtener la posterior de ¢
tendrd que hacerse nuevamente aproximaciéon numérica. Para hacer la primera
integral relacionamos esta expresién con la densidad gama inversa y hacemos los
cambios de variable U; = 07, con esto obtenemos la siguiente densidad conjunta
a posterior:
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Normalizando y utilizando el método de integracién de Gauss-Kronrod con
800 puntos se obtiene la aproximacién para la densidad posterior de ¢ que se
muestra en la Figura 4.
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Figura 4 : Densidad Posterior de ¢, Modelo General.

En la Figura 5 se reproduce la densidad posterior de ¢ del modelo general
reportada por M & G-P [1].
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Figura 5 : Densidad posterior de ¢, M & G-P [1], Modelo
General.

M & G-P [1] reportan el siguiente intervalo como HPD del 95% [0.63,5.29]
cuya longitud es 4.66.

En primer lugar nétese la diferencia en ambas colas de las densidades, nueva-
mente, esto es debido a la muestra tan pequena que utilizaron, ademéds notemos
la "irregularidad" de la grafica lo cual nos sugiere la presencia de errores numeéri-
COS.

Utilizando el método de Gauss-Kronrod aproximamos la integral (en Math-
ematica 5.0) de la marginal en el intervalo [0.63, 5.29], reportado por M & G-P
[1] como de 95% de probabilidad, y resulta ser de 0.887837, lo cual indica una
falta total de aproximacién del método usado por M & G-P [1].

De hecho haciendo la integral por el método de MonteCarlo de Mathematica
pero utilizando 100 000 iteraciones se obtiene 0.883882 lo cual concuerda con el
método de Gauss-Kronrod.

Es facil que en alguna evaluacion, el intervalo [0.63, 5.29] resulte del 95% con
2000 iteraciones utilizando el método de MonteCarlo de Mathematica 5.0. Para
ver la variacién de los resultados de la probabilidad de este intervalo utilizando
el método de MonteCarlo de Mathematica 5.0 con 2000 iteraciones, se realizé
estd misma integral 100 000 veces, el histograma de los resultados obtenidos se
muestra en la Figura 6.
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Figura 6.

Como podemos ver la variacién de los resultados es muy grande como para
confiar en el resultado obtenido con 2000 iteraciones, ademés esto explica el
resultado reportado por M & G-P [1]. La razén por la cual algunas veces la
integral da mayor que 1, es debido a que el método de Montecarlo puede dar
resultados mayores 6 menores al Gauss-Kronrod, y la constante normalizadora
fué calculada con el método de Gauss-Kronrod.

Ahora, realizamos la integral 1000 veces pero ahora utilizando 100 000 it-
eraciones para el método de MonteCarlo de Mathematica 5.0, el histograma de



los resultados obtenidos en este caso se muestra en la Figura 7.

Figura 7.

Podemos ver que la variacién de los resultados es mucho menor al aumentar
la muestra lo cual confirma la aseveracién de que 2000 es un tamano de muestra
pequeiio en este problema. Cabe mencionar que dado que el método de inte-
gracién de Gauss-Kronrod es un método de cuadratura, este no tiene variacién
entre una evaluacién y otra ya que no se basa en cantidades aleatorias.

El intervalo HPD del 95% calculado con Gauss-Kronrod y Newton-Raphson
es [0.191, 7.740] ,cuya longitud es 7.55, integrando sobre este intervalo con Gauss-
Kronrod y con MonteCarlo utilizando 100 000 iteraciones se obtiene 0.95 como
era de esperarse, mientras que con un tamano de 2000 se tienen altas variaciones.

Textualmente una conclusién del articulo de M & G-P [1] es "for the fine
gravel data set in the example, the HPD interval for the ratio of the means
are more precise under Cox’s model (with k=2) than they are under the gen-
eral model. More interestingly, the Bayesian interval for the general model is
narrower than the corresponding confidence interval obtained by Cox for his
model.".

El intervalo que da Cox [2] en su modelo es [1.27, 6.68], cuya longitud es 5.41,
bajo el modelo general corresponde a un intervalo de 0.891158 de probabilidad.
Con esto, se estd cometiendo un error al hacer la conclusién mencionada en
el parrafo anterior sobre la longitud de los intervalos, nos parece que esta
conclusién es una deduccién realizada a partir del error numeérico
anteriormente mencionado.

3 Contexto Frecuentista

En el contexto frecuentista lo mejor es utilizar la verosimilitud completa, los
modelos de Cox construyen la verosimilitud basada en el pivotal de Fieller, como



veremos a continuacién, esta verosimilitud es sélo una parte de la verosimilitud
completa por lo tanto no tiene toda la informacién de los pardmetros involucra-
dos. Estos resultados estdn basados en un articulo de Diaz-Francés & Sprott
[3].

Sean X = (X1,...,X,) vy Y = (Y1,...,Y,,) dos muestras independientes de
distribuiciones normales tales que:

z; «~ N(Bu,p*c?) i=1,..,n, (7)
yi « N(p,o?) i=1,..,m.

El pivotal de Fieller usado para hacer inferencia sobre 5 como funcién de p
es:
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El caso considerado por M & G-P [1] es en particular cuando p = B
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3.1 La funcién de Verosimilitud

Bajo el modelo (7) la funcién de verosimilitud es:
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El estimador méximo verosimil para 8 y p especificadas es:
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entonces la verosimilitud perfil de 3,0, p es:
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La perfil de 5, p es:
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Esta verosimilitud puede ser factorizada como:
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donde
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En el caso analizado por M & G-P [1] p = 3, entonces:
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Notemos que:

li L =
lim Lr(6) 0,
ﬁll}:iloo LFz'eller(/B) > 0.

En la Figura 8 se presentan las verosimilitudes perfil L(5), Lr(8) y Lrietier(8)
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obtenidas con los datos presentados por M & G-P [1].

Verosimil itudes perfil de G

Figura 8.

El intervalo de 0.1 de verosimilitud calculado con la verosimilitud completa
es [1.51,4.54], el cual es comparable con el [1.26,4.16] encontrado por M & G-P

[1].

En el articulo de M & G-P [1] se critican los intervalos obtenidos a partir
del pivotal de Fieller. La critica es vdlida, ya que al usar sélo la parte de la
verosimilitud L pierier(5), se estd dejando de lado la informacién de 8 contenida
en Lr(B) la cual es igual de informativa sobre éste pardmetro, lo cuestionable
sobre esto es que comparan el método bayesiano con los resultados obtenidos
utilizando 86lo Lgeyer(8), es decir con una parte (que de entrada se sabe que
dard resultados erréneos) del método frecuentista.

4 Conclusiones

A partir del error numérico presente en el trabajo de M & G-P [1] se llega a la
conclusién errénea de que el modelo general bayesiano produce intervalos més
angostos que el modelo particular de Cox [2]. La importancia de este error no
radica sélo en los valores obtenidos para el intervalo de probabilidad, sino en las
conclusiones derivadas por M & G-P [1] a partir de este error.

Diaz-Francés & Sprott [3] muestran que en el caso presentado por M & G-P
[1], la opcidn bayesiana y la frecuentista producen resultados similares en cuanto
a los intervalos de probabilidad y de confianza. Cabe resaltar que las densidades
a priori utilizadas por M & G-P [1] son a priori de referencia y por lo tanto no
hay un aporte de informacién genuina.
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En el trabajo presentado por Diaz-Francés & Sprott [3] se muestra que al
utilizar s6lo una parte residual de la funcién de verosimilitud para hacer inferen-
cia sobre el pardmetro de interés se puede llegar a inferencias malas tales como
intervalos de verosimilitud de longitud infinita.
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