Propiedades de matrices simétricas definidas
positivas:
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Propliedades de matrices simétricas definidas
positivas:

Sea A = [ajj] e R"™".
La matriz A es simétricasiA=A".

La matriz A es definida positiva si para todo x # 0 se tiene que

x'Ax > 0.

Notacion: con A > 0 indicamos que la matriz es definida positiva.
Usamos s.d.p. para indicar gue una matriz es simétrica y definida positiva.

Decimos que H es una submatriz principal de A si es una submatriz
cuadrada formada con las entradas alrededor de la diagonal principal:

H=A(:k, j:k)
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Propiedades de matrices simétricas definidas
posItivas:

Proposicién

Las siguientes proposiciones son equivalentes:

@ Sea X no singular. A es s.d.p. si y sélo si XTAX es s.d.p.

© SiA ess.d.p. y Hes cualquier submatriz principal de A, entonces H es
s.d.p.

© A ess.d.p. siy sdlo si A es simétrica y todos sus eigenvalores son
positivos.

© SiAess.d.p., entoncesa;j>0y max;j |ajj| = max;ajj > 0.

© A es s.d.p. siy sdlo si existe una Unica matriz triangular inferior no
singular L, con entradas positivas en la diagonal, tal que A =LL .

Alonso Ramirez Manzanares Rl N e 07.09
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Propiedades de matrices simétricas definidas
posItivas:

Lema 4. Toda submatriz principal de A es positiva definida.

Demostracion. Sea S D {1,...,n}, S # @ y sea Ag la submatriz al elmininar las filas y columnas de A listadas en
S€. por lo que Ag es una submatriz principal. Sea z € C™ no cero tal que

; {z i€, zeC
r =

0 i1¢S
y sea g € C*~ 5| el vector obtenido a partir de eliminar las entradas i ¢ S de z. Notemos que:
rgAszg =" Ax >0

Como z arbitrario y no cero, concluimos que Ag es positiva definida. O

(Demostracion escrita por alumno E.A.M)

Alonso Ramirez Manzanares Métodos Numéricos 07.09
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Teoria de la aproximacion

» Dos problemas fundamentales

- Dada una funcion de manera explicita, queremos aproximarla por otra
funcion mas simple (quiza mas facil de derivar) con la cual podamos
trabajar. Por ejemplo podemos querer usar polinomios en un intervalo

para representarla.

- Dada una serie de puntos (observaciones de una fendmeno)
queremos ajustar una funcion simple (para lo cual definimos una
clase de funcion a utilizar) que sea optima en la adaptacion de los
datos y que podamos usar para representarlos.

* Veamos con cuidado esta segunda parte...
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Aproximacion discreta por minimos cuadrados

- Considere el problema de estimar valores de una funcion en puntos no
tabulados en la siguiente tabla de observaciones experimentales de un

fenomeno. v
16 + .
14 +
i Y T Yi T .
1 13 6 88 27
Table8.1 2 3.5 7 10.1 10 + .
3 42 8 125 1 .
4 50 9 130 8 +
5 7.0 10 156 T ’
6.....
4+
2-—0
—
2 4 6 8 10 X

Viendo los datos, es probable que exista una relacion lineal en los datos, pero es
claro que ninguna linea va a ajustarse a los datos de manera exacta
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Aproximacion discreta por minimos cuadrados

- Podriamos entonces ajustar una funcion mas compleja que la lineal para
representar los datos con error muy pequeno, pero esto no siempre es lo mas

correcto.
YA

16 +

-

14 +

12 +
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Aproximacion discreta por minimos cuadrados

- Podriamos entonces ajustar una funcion mas compleja que la lineal para
representar los datos con error muy pequeno, pero esto no siempre es lo mas

correcto.

Alonso Ramirez Manzanares

YA
16 +
4l
1
10 -
g -
6 -
41
2 4
“=%}%={}%%%} >
2 4 6 8 10 X
Métodos Numéricos 07.09
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Aproximacion discreta por minimos cuadrados

- Podriamos entonces ajustar una funcion mas compleja que la lineal para
representar los datos con error muy pequeno, pero esto no siempre es lo mas

correcto.

Albert Einstein: “A model should lbe as simple as

possible, but no simpler”

“a model” = “a scientific theory” = “everything”

Alonso Ramirez Manzanares

YA
16 +
141
2+
01
.1
o1
W
1
|
2 4 6 8 10 X
Métodos Numéricos 07.09
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Aproximacion discreta por minimos cuadrados (LS)

» Entonces nosotros, haciéndole caso a Don Einstein
vamos a usar un modelo simple para representar a los 16
datos, usaremos un modelo lineal en este ejemplo, por lo
tanto suponemos que el modelo de los datos es

12
10

8
6
*Yi=aiXi+a +¢€ ‘
2
10':'. .Data ' """ %;%;%;%;%;()i:
| = curve fit |-
9r . . :
8}
> |
7:. ................
6:. .........................
5- S
4L i )
0 1 2 3 4 5
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-orma matricial del sistema minimos cuadrados
iINneales

- Notese que estrictamente tenemos un sistema sobre-determinado Ax = b

y
16

14
12
10

NS N

- Con numero de ecuaciones generalmente mucho mayor que el numero de

incognitas
*Yi1=a1 X1+ 4do
°o « Entonces, la matriz A del sistema
*Yi =at Xi+ ao tiene dimensiones m x 2 con m >> 2.

'yn=a1Xn+aO
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-orma matricial del sistema minimos cuadrados
iINneales

- Notese que estrictamente tenemos un sistema sobre-determinado Ax = b

- Con numero de ecuaciones generalmente mucho mayor que el numero de
incognitas
°*YVi =41 X1+ ao

« Entonces, la matriz A del sistema
*Yi =a1 Xi+ao tiene dimensiones m x 2 con m >> 2.

'yn=a1Xn+aO
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Aproximacion discreta por minimos cuadrados (LS)

» Por lo tanto, si gueremos ajustar una sola linea
podemos plantear las siguientes dos funciones a
optimizar:

Esta no nos gusta porque la derivada
de | | en cero no esta definida.

m | Esta si nos gusta, y mucho
Ex(ao,a1) = ) (% — (a12: + ao))’? (por lo menos en esta clase),
a=1 y se llama error total de

mMiNimMmos cuadrados

Thursday, September 8, 16



Aproximacion discreta por minimos cuadrados (LS)

 Para optimizar esta funcién de R? — R

* Que no es otra cosa min ( ||Ax-bl||2)?

- Calculamos el gradiente dado por las componentes
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Aproximacion discreta por minimos cuadrados (LS)

 Para optimizar esta funcién de R? — R

* Que no es otra cosa min ( ||Ax-bl||2)?

- Calculamos el gradiente dado por las componentes

0 « —
0= a Z (y; — (a1z; + ao))‘2 - 22(% —a;1z; —ap)(—1)
i=1 i=1
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Aproximacion discreta por minimos cuadrados (LS)

 Para optimizar esta funcién de R? — R

* Que no es otra cosa min ( ||Ax-bl||2)?

- Calculamos el gradiente dado por las componentes

0 T ) m
= Baq Y @ — (@i +a0))” =2 (3 — ar; — ap) (1)
i=1 i=1

= ai Z ala: I~ ag) — ZZ(% a1&; — aO)(_x )

=1
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Aproximacion discreta por minimos cuadrados (LS)

« De las 2 derivadas parciales anteriores se forma el conjunto de ecuaciones

normales
Y m m
2
ag sz + a; sz = sz’yi
=1 1=1 1=1

m m
ap*m + ai E Tr; = E Yi.
=1 =1

- Este SEL de 2x2 nos lleva a la siguiente solucion:
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Aproximacion discreta por minimos cuadrados (LS)

« De las 2 derivadas parciales anteriores se forma el conjunto de ecuaciones

normales
Y m m
2
ao) wit+ar) oi=) iy
=1 1=1 1=1

m m
ag-m+a1§ -'Dz'=E Yi-
i=1 i=1

- Este SEL de 2x2 nos lleva a la siguiente solucion:

m (30, 22) — (X0, i)

ap =

m (S @iys) = (S0 @) (i 9:)
m (X, 2?) — (X0, 2:)°

a) =
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—jiemplo de Linear LS (minimos cuadrados lineales)

T; Y; T T;V; P(z;) = 1.538z; — 0.360
1 13 1 1.3 1.18

2 35 4 70 2.72

3 42 9 126 4.25

4 50 16 200 5.79

5 7.0 25  35.0 7.33

6 88 36 528 8.87

7 101 49  70.7 10.41

8 125 64  100.0 11.94

9 130 81  117.0 13.48

10 156 100 156.0 15.02

55 81.0 385 5724 E=31 (y;— P(z;))?~2.34

_ 385(81) — 55(572.4)

10(385) — (55)2 —0.360
o - 10(572.4) —55(81) _ | o0

10(385) — (55)2

Y|

16 +

14+

2]

0]

¢ ]

61

o1

21
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—n general los minimos cuadrados para polinomios

« Si queremos ajustar el polinomio con gradon <m-1:

P,(z)=a,z" +a, 12" '+ - -+ a1z +ag

- Minimizamos by = Z(yz — Po(z:))*.
1=1
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—n general los minimos cuadrados para polinomios

m
v X . . 3
E, = 5 (v. — P (x.))
1=
F P-?J it
=5 y2—2) P (x)y. > (F (x))
i=} i=] =3
i 1 ’ I /
=5 2-25 (\) S ( S )
e i — I o el VA i
(= | 1=1 \ y=0 i=1\ j=0
Alonso Ramirez Manzanares Métodos Numeéricos 07.09
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Podemos escriblr

2

n n n
E :, J __E :E : | J+k
7=0

§=0 k=0
Por ejemplo, para un polinomio de grado 1 al cuadrado:

11
J+k __ 0 1 1 2
g E ajapx; = (apapx; + agarz;) + (a1a0x; + aja1x;)
=0 k=0 2 2 2 2
= ag + 2apa1x; + ajx; = (ag + a1 ;)

=0

Alonso Ramirez Manzanares Métodos Numéricos 07.09
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Productos Notables

Podemos escriblr

2

n n n
E o _E E | J+
7=0

§=0 k=0

(a+b+c)’= @ +b° +¢°
+2(ab+bc+ca)

Por ejemplo, para un polinomio de grado 1 al cuadrado:

j+k 0 1 1 2
g E ajapx; = (apapx; + agarz;) + (a1a0x; + aja1x;)
=0 k=0 2 2 92 2
= ag + 2apa1x; + ajx; = (ag + a1 ;)

2
1

_ ]
— E:a]xi

7=0

Alonso Ramirez Manzanares G e AT 07.09

Thursday, September 8, 16



—n general los minimos cuadrados para polinomios

m
EZ‘ . S“i B Pn('re') ) :
1=
" i i
= > ¥ =2 > P(x)y, + > (P,(x))
i=] i=] =]
m m [/ n I 7 \ 2
—T\L"T(lc{,x;’ V. +\ (S”;“:)
= i=1\ j=0 i=1\ j=0
uid ri - m n m
=i‘ \’;—QTH(\} v, \’ +\‘ \ uu(T .r-'f"k)
i | i ] - ’ JUk Y Lo | ‘
i=1 j=0 =] J= (JL 0 =1
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—n general los minimos cuadrados para polinomios

- Dada la forma de la funcion

”i'\ L !." n -” . m
Bz =3t-23 a(Sv)+ £ S (S o)

—— i i - Po—— N
j=0 k=0 i=1

- Las derivadas parciales son

':'E nt I VHF
( ' % . | " — o L
0=——2=—-25yxi+2> a > x/**
i , i " { S’ P
fo =1 k=) =
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—n general los minimos cuadrados para polinomios

- Quedando el conjunto de ecuaciones normales y por lo tanto la matriz de
minimos cuadrados como:

m m m m
ag E z? + a; E T; + ap E T2 4 +an, E T;
i=1 i=1 i=1 i=1
m m m m
1 2 3 n+1
ag E T; + a; E T; + as E z; + - -+an, E T;
i=1 i=1 i=1 i=1

m

0
Zyiwz‘a
=1

m

1
Zyixia
=1

m me m m m
1 2 2
ao E z; + a; E x?+ + as E :1:?+ + - 4 a, E ;" = E Uiy .
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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—jlemplo de minimos cuadrados para polinomios

- Dados los datos, ajustar un polinomio de grado 2

() 1 2 3 4 5!
T; 0 0.25 0.50 0.75 1.00 Y
Yi 1.0000 1.2840  1.6487 2.1170 2.7183

P(x;) 1.0051 1.2740  1.6482 2.1279 2.7129

y; — P(z;) —0.0051 0.0100 0.0004 —0.0109 0.0054

| as ecuaciones normales

Bag -+ 2.5a; + 1.875as = 8.7680, ] - y = 10051 + 0.86468x + 0.84316x°
2.0a9 + 1.875a; + 1.5625a2; = 05.4514,
1.875a, + 1.5625a; + 1.3828a, = 4.4015.

" |

0.25 0.50 0.75 1.00

ap = 1.0051, a; = 0.86468, and ay = 0.84316. -
Y (yi — P(:))* = 2.76 x 10~*,
1=1
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Casos no lineales que se pueden linealizar

BE e al; ax;
0—%—2;(%—@9 )(—e**)
0= EE 22:(3;z — be™ ) (—bxe™)

oa prt
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Casos no lineales que se pueden linealizar

» Dado el modelo de los datos y = be® o bien la formay = b x@

oF i e
0 %—2;@—@ )(—e)
BE i
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Casos no lineales que se pueden linealizar

» Dado el modelo de los datos y = be® o bien la formay = b x@

» Las ecuaciones normales asociadas al primer modelo son

= 23 (g — bet®)(—es)

1

=2) (yi — be®)(—bxz;e®)
i=1
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Casos no lineales que se pueden linealizar

» Dado el modelo de los datos y = be® o bien la formay = b x@

» Las ecuaciones normales asociadas al primer modelo son

= 23 (g — bet®)(—es)

1
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Casos no lineales que se pueden linealizar

» Dado el modelo de los datos y = be® o bien la formay = b x@

» Las ecuaciones normales asociadas al primer modelo son

=2 Z — be®*)(—e®)

=1

OF il
0= 90 222%(;:;z — be™ ) (—bxe™)
 Las cuales son no lineales, pero podemos operar
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Casos no lineales que se pueden linealizar

» Dado el modelo de los datos y = be® o bien la formay = b x@

» Las ecuaciones normales asociadas al primer modelo son

ZZ — be®*)(—e®)
=1
E m
0= %_a = 222%(;:;z — be™ ) (—bxe™)
 Las cuales son no lineales, pero podemos operar

*Iny=Inb+ax
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Casos no lineales que se pueden linealizar

« Dado el modelo de los datos y = be® o bien la formay = b x@

 Las ecuaciones normales asociadas al primer modelo son

=2 f: — be®*)(—e®)

1=1

0= 8_E = 22(% — be™)(—bx;e™)
Oa prt

 Las cuales son no lineales, pero podemos operar
*Iny=Inb+ax

- y estimar las incognitas In b y a, lo cual nos lleva a un problema lineal. Pero,
notese que esta no es la solucion de minimos cuadrados del problema
original. A veces conviene resolver el problema con métodos no lineales.
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Temas adicionales
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Informacion sobre la forma matricial de LS

- Esta notacion es muy comun en la literatura, sobre todo usada en estadistica
mn
* El residuo del sistema X 3=y, X tiene dimensionesmxn 7T; = ¥Y; — ZXijﬁj.
j=1
 |la suma de residuos
- la derivada parcial total
* la derivada parcial del r;

» substituyendo
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mn
* El residuo del sistema X 3=y, X tiene dimensionesmxn 7T; = ¥Y; — ZXijﬁj.
j=1

m

_ 2
* la suma de residuos 5= Zl -
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Informacion sobre la forma matricial de LS

- Esta notacion es muy comun en la literatura, sobre todo usada en estadistica
mn
* El residuo del sistema X 3=y, X tiene dimensionesmxn 7T; = ¥Y; — ZXijﬁj.
j=1

m

—_ 2
* la suma de residuos S = Zl ri-
oS ™ i/
* |la derivada parcial total 3_33 = 2;“8_,6’3- (1=1,2,...,n).

* la derivada parcial del r;

» substituyendo
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Informacion sobre la forma matricial de LS

- Esta notacion es muy comun en la literatura, sobre todo usada en estadistica

n
* El residuo del sistema X 3=y, X tiene dimensionesmxn 7T; = ¥Y; — ZXijﬁj.
J=1

m

_ 2
* la suma de residuos 5= Zl i
oS m :
* la derivada parcial total 3 = leria—j (1=12,...,n)
. . | or;
* la derivada parcial del r; = —X...
d3; o

» substituyendo
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Informacion sobre la forma matricial de LS

- Esta notacion es muy comun en la literatura, sobre todo usada en estadistica

n
* El residuo del sistema X 3=y, X tiene dimensionesmxn 7T; = ¥Y; — ZXijﬁj.
J=1

N2
+ la suma de residuos 5 = Zl Ti-
as m ~
. - - — =2 T,'—z ]:1,2,,72
la derivada parcial total a3 EZI 93; ( )
- |la derivada parcial del r; Ori _ ‘o
95; J
- substituyendo ) (yi s X,-mk) (~Xy) (G=1.2,....m).
J i=1 k=1
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Informacion sobre la forma matricial de LS

. T oS = -
con lo anterior: R QZ (yi — ZXikﬁk) (—Xi;) (7 =1,2,...,n).

- el vector 3 gorro es el optimal

» Separando términos dependientes
e independientes

« La forma matricial del sistema
original X B=y
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Informacion sobre la forma matricial de LS

* con lo anterior: 8_5 — QZ (yf — ZXekﬁk) (— z.J.) (7 =1,2,...,n).
aﬁj i=1 k=1
2 =S X (=X;)=0(i=1,2,....n).
- el vector 3 gorro es el optimal ; (y ,; * k) ( i) ¢ )

» Separando términos dependientes
e independientes

« La forma matricial del sistema
original X B=y
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Informacion sobre la forma matricial de LS

- ds = :
con lo anterior: R QZ (yf — Zkaﬁk) (—Xi;) (7 =1,2,...,n).

- el vector (3 gorro es el optimal i=1

« Separando términos dependientes Z Z XinikBk = ZX,-jyi (7 =1,2,...,n).
e independientes i=1 k=1 -

« La forma matricial del sistema
original X B=y
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Informacion sobre la forma matricial de LS

. - ds = . :
con lo anterior: — =2 (yf — Zkaﬁk) (—Xi;) (7 =1,2,...,n).
' k=1

Qi (yz ak;gk) ij) =0 (j =1,2,... an)'

- el vector (3 gorro es el optimal i=1

||M:

- Separando términos dependientes ZE i Xk = ZX,Jyt 1=1,2,...,n).
e independientes i=1k=1

- La forma matricial del sistema 1R'aY: R dl
original X B=y (X X)p=X
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Informacion sobre la forma matricial de LS

- La forma matricial del sistema original X B=y (XTX)Zi =X'y
» donde X es rectangular con dimensiones m xn con m>>n

« De tal forma que la solucion al sistema esta dada por

B=(X"X)"'X"y =X"y

« Se puede demostrar que la matriz simetrica X’X es no singular si todos los xi
son distintos y n < m-1.

 Si la matriz X" X es definida positiva (ya era simétrica) las ecuaciones normales
se pueden resolver por factorizacion de Cholesky.
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Informacion sobre la forma matricial de LS

- La forma matricial del sistema original X B=y (XTX)EI =X'y
» donde X es rectangular con dimensiones m xn con m>>n

« De tal forma que la solucion al sistema esta dada por
B=(X'X)"X'y=X"y

7

Esta matriz de dimensiones nxn es la
pseudo inversa de Moore-Penrose

« Se puede demostrar que la matriz simetrica X’X es no singular si todos los xi
son distintos y n < m-1.

 Si la matriz X" X es definida positiva (ya era simétrica) las ecuaciones normales
se pueden resolver por factorizacion de Cholesky.
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Aproximacion para funciones continuas

- Queremos encontrar una polinomio que se parezca a f(x) continua en [a,b]
b b n )
E(ag,al, coe ,an) = / (f(a:) — Pn(:c))2 dr = / (f(a:) — Zakx"> dz.
a a k=0

Y A

f(x) = sin 7x

1.0+
0.8::
0.6 Py(x)
ol

0.2+

»

02 04 06 08 10 *
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