LISTA DE EJERCICIOS DE SISTEMAS DINAMICOS

. Sea (X,d) un espacio métrico compacto y f : X « una aplicacién
continua. Muestre que equivalen:
(a) f es transitiva.

(b) YU, V C X abiertos no vacios IN >0, fN(U)NV # 0.

. Sea (X, d) un espacio métrico compacto y f : X <« continua. Decimos
que f es topoldgicamente mizing si para todo par de abiertos no vacios
U,V C X existe N > 0 tal que para todo n > N, f*(U)NV # 0.

(a) Muestre que si f es topolégicamente mixing entonces f es transi-
tiva.
(b) Sea A € {0,1}"*™ y o : ¥4 « el shift de tipo finito correspondi-
ente. Muestre que
(i) o : X4 < es topoldgicamente mixing si y s6lo si existe N > 0
tal que AN > 0.
i.e. (AN);; > 0 para todo 1 < 1,5 < n.
(ii) o : ¥4 < es transitivo sii para todo par (i,7) € {1,...,n}?
existe N > 0 tal que (AY);; > 0.
(c) Encuentre una matriz A tal que o : ¥4 < sea transitivo pero no
topolégicamente mixing.
(d) De los siguientes ejemplos jcudles son topolégicamente mixing y
cudles son transitivos?
(i) Rotacién racional del circulo.
(ii) Rotacién irracional del circulo.
(iii) f: S = SY f(2) =22 St ={z€C||z|=1}.
)

(iv) Tiempo 1 de un flujo irracional en el toro (suspensién de una

—

rotacién irracional).
(v) Una érbita periddica.

. Muestre que los shifts de tipo finito con matrices

01 0
A:01 y B |0
1 1 1

11
00
son conjugados.

. Demuestre que una rotacién irracional del circulo es inicamente ergddica.
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5. Demuestre que la entropia topldgica h¢op(o) de un shift de tipo finito
034 <, s hyp(o) =log(A), donde A es el mayor autovalor (positivo)
de la matriz A. Muestre también que para un shift depo finito, el
crecimiento exponencial de la cantidad de puntos periédicos es igual a
la entropia topoldgica:

lim ~log #{z € Sa|0"(x) = 2} = hiop(c).

n—+oo N

6. Sea (X, d) un espacio métrico compacto, (B, ) una probabilidad Bore-
lianaen X y T : (X, B, 1) < una transformacién que preserva medida.
Decimos que (T, i) es mizing (fuertemente) si para cualquier par de

conjuntos medibles A, B € B, se tiene que’
Jm  p(T7"(A) 0 B) = u(4) w(B).

(a) Muestre que si (T, ) es mixing entonces (T, 1) es ergédica.

(b) Sea o : X3 « el shift completo positivo (se llama “de Bernoulli”)
de dos sfmbolos, i.e. ¥ = {0, 1} = {(z)n>0|zn € {0,1} }. Sea
u la probabilidad de los (infinitos) tiros independientes de moneda:
la probabilidad de un cilindro de tamano n es 27™:

//J([aiuaizv s aain]) = 2—77,7

donde [a;,, aiy, ... ,ai,] = {x € Lo |xi, = a;y,... x5, =ai, }.
Muestre que (T, ) es mixing y por tanto ergédica. (Sug. pruebe
que es mixing para cilindros y luego aproxime Borelianos por cilin-
dros).

(c) Muestre que Lebesgue casi todo punto del intervalo [0, 1] continene
la secuencia 567 infinitas veces en su expansion decimal.

(d) Muestre que para Lebesgue casi todo =z € [0, 1], si z = Z:i’i Tow
es su expansién decimal, entonces

) 1
Jim  #{ S0 N o =5 =6 iz =T = o

Les decir, los conjuntos T~ "(A) y B son asintéticamente independientes.



