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CAP{TULO. 1

Rotaciones.

1.1. Introduccién.

1.1.a. Iteracién de aplicaciones.
Sea X un espacio topolégico y f: X — X una funcién. Al ver f como

un sistema dindmico nos interesa estudiar los iterados

n veces

de f. Si xz € X, la drbita (positiva) de x es
Of(x) :==O4(x) ={ f"r : neN}
Si f es biyectiva, la drbita de x es
Of(z) ={f"z : neZ},
donde f™" = f~lo... f~1. Si f no es inyectiva, la pre-érbita de x es
O_(z):=U{f ™z} :necZ"}
={yeX :3IneZ", f"(y)=a}.

Decimos que la érbita de x es periddica o que x es un punto peridodico si
existe n > 0 tal que f"(z) = x. En este caso el periodo de x es

per(z) := #O0f(x) =min{n € Z : flz=x}.
Un caso especial son los puntos fijos. Escribimos
Fix(f)={z € X : f(z) =2} = { puntos fijos de f},
Per(f) = U Fix(f™) = { puntos periédicos de f}.

nezZt

En sistemas dindmicos nos iteresa estudiar el comportamiento asintotico
de las orbitas de z, i.e. f™z cuando n — 400, pudiendo hacer una des-
cripcién topoldgica o probabilistica (i.e. describir la distribucién de f"z
cuando n — +00). Para esto podemos usar las siguientes definiciones. El
w-limite de € X es es

w(z) = adh(O4(z)) = { puntos de acumulacién de (f"x),cz+ }-
Cuando f es biyectiva, el a-limite de x es
a(x) = adh(O_(z)) = { puntos de acumulacién de (f"z),cz- }.
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8 1. ROTACIONES.

Decimos que x es recurrente si x € w(z).

Un punto x € X es no-errante si para toda vecindad U > z existe n € N
tal que f"(U)NU # (. El punto x es errante si existe una vecindad U > x
tal que f*(U)NU = 0, Vn € N. Escribimos el conjunto no-erramte

Q(f) = { puntos no errantes de f }.

1.1.b. Flujos.
Un flujo es una funcién continua ¢ : R x X — X tal que
i) ¢o=1,
(il)  ¢s 0 = Psst,
donde ¢; : X — X es ¢y(x) := ¢(t, x). Observe que ¢_; = (¢¢) ! también es
continua y por tanto ¢; es un homeomorfismo de X que llamamos el tiempo
t del flujo ¢.
La érbita de un punto z € X es
O(z) ={¢t(x) : teR}.
Decimos que la érbita O(x) es periddica y que x es un punto periddico si
3T > 0 con ¢r(x) = x. El periodo de x es

per(z) =inf{t >0 : ¢(z) =2},
y Per(¢)
El a-limite y el w-1imite de x son
alz) = {liinqﬁtk (x) | lil?ﬂtk =—00},
w(z) = {lil£n<;§tk (x) | liintk = 400 }.

Un flujo define un isomorfismo de grupos ¢ : (R, +) — (Homeo(X), o)
por t — ¢;. Siilarmente una aplicaciéon biyetiva f : X — X define un
homomorfismo de grupos (Z,+) — (bi(X),0) dado por n — f™, donde
bi(X)={g: X — X : g biyectiva }.

1.1.c. Acciones.

Un ejemplo méas general de sistema dindmico es la accién de un grupo
topolégico G. Esto es un homomorfismo continuo ¢ : G — (Homeo(X), o).
Equivalentemente, una aplicaciéon continua ¢ : G x X — X tal que

(i) Ge =1,
(ii) ¢g-h = ¢g o ¢y,
En este caso la érbita de x € X es
Oz) ={¢g4(x) : g€ G}.
En este libro sélo estudiaremos acciones de Z o R.

8



1.1. INTRODUCCION. 9

1.1.d. Seccién transversal.

Una forma de relacionar la dindmica de un flujo con la de una aplicacién
es mediante una seccién transversal. Una seccion transversal global ¥ a un
flujo ¢ en X es un subconjunto cerrado ¥ C X tal que

(a) Toda 6rbita de ¢ intersecta X.
(b) e >0 : ¢s(o)NT =0, V|s|<e.
En este caso definimos el tiempo de retorno a ¥ por 7: ¥ — RT,
T(x) =inf{t >0 : ¢(x) € L},
y la aplicacion de primer retorno o aplicacion de Poincaré por f: % — X,
f(@) = br() (@)
A veces es 1til usar secciones transversales locales donde la condicién (a)

arriba no se pide. Por ejemplo cerca de una érbita periédica, donde general-
mente se llama seccion de Poincaré.

F1G. 1. Seccién de Poincaré. F1G. 2. Suspensién de una aplicacién.

1.1.e. Suspension.

La forma de pasar de la dindmica de una aplicacién a la de un flujo es
mediante una suspension. Dada una aplicacién f: ¥ — Xy 7: 3 — RT,
definimos

5(277—) = { (xvt) EXLXR:0<t< T(:U) }/(ac,q—(:v))z(fa:,(])
=YX xR/=
donde (z, S,7(x) +1t) = (f"z,t), t e R, n € N, S, 7(x) = ZZ;& 7(f*z), con
la topologia cociente.

La funcion 7 se llama tiempo de retorno o funcion techo y normalemente
se toma 7 = 1. En S(X, 7) definimos el flujo (vertical) ¢s(x,t) = (x,t + s).



10 1. ROTACIONES.

1.2. Rotaciones.

El circulo S! es un grupo topoldgico. Usaremos tres versiones de S':

’ conjunto \ operacion \ topologia ‘
St={zeC:|z]=1} producto en C subespacio de C
St =R/Z + topologia cociente
St =1[0,1]/0=1 + (mod 1) topologia cociente

Las identificaciones
S'cC «— R/Z «— [0,1]/o=1
e+ x+4+7Z <— x (mod1)

son homeomorfismos e isomorfismos de grupo.

Sia € R/Z, la rotacién R, : S' — St es Ry(v +Z) =z +a + Z.

1.2.a. Rotacion racional.

Si a € Q/Z decimos que la rotacién f = R, es racional. Escribiendo

a = % con p,q € Z’ mcd(p, q) = 1, tenemos que fq = I. De hecho todo

punto de S' es periédico de periodo minimo ¢. La érbita de todo punto le
da p vueltas al circulo en ¢ iterados.

F1Gc. 3. Rotacién racional R,,.

2 2 vueltas
aa=--=-——
5 5 iterados

En S C Clarotacién R, se escribe R, (z) = 2™ 2. Aqui R, es rotacién
racional sii €2™ es una raiz de la unidad.

1.2.b. Rotacién irracional.

Siw e R\Q, @« =w modZ € R/Z, decimos que la rotaciéon R, es
irractonal.

1.2.1. Lema.

Si H C S' es un subgrupo infinito entonces H es denso en S'.

10



1.2. ROTACIONES. 11

DEMOSTRACION. Como S! es compacto y H es infinito, H tiene una
sucesién convergente (h,) C H. Definamos ¢, := hp+1 — hy, € H. Entonces
lim,, g, = 0. Dado € > 0, existe n € N tal que d(g,,0) < £. Entonces el
subgrupo (gn) = {kgn |k € Z} C H es e-denso en S'.

O
1.2.2. Proposicién.

Siw€R\Q, a=w mod Z entonces todo punto x € S' tiene érbita densa.

DEMOSTRACION. La drbita de z es
Ox)={xz+nalnelZ}
=z + ()
= R, ({a)),

donde () es el subgrupo generado por a. Como R, es un homeomorfismo
de S!, por el lemma 1.2.1 basta ver que (o) es infinito.

Si el subgrupo («) tiene orden finito, existe m € Z tal que ma = 0
mod Z, i.e. ma € Z. Pero entonces o € Q/Z. Esto contradice la hip6tesis.

O

1.2.3. Observacién. Las misma prueba cambiando “grupo” por “semi-
grupo”! muestra que si a es irracional, la R,-6rbita positiva (resp.
negativa) de todo punto x € S! es densa en S'. Para eso usamos el siguiente
Lemma 1.2.4.

1.2.4. Lema.

Si H C St es un semigrupo infinito entonces H es denso en S'.

DEMOSTRACION.
Caso 1. Si H tiene un elemento h de orden infinito.

Como S' es compacto existe una sucesién convergente (nih), con ng
cresciente. Sea g := (ngy1 — ng)h. Tenemos que g € H y limg gr = 0.
Dado ¢ > 0 existe n € N tal que d(g,,0) < . Entonces el sub-semigrupo
{(gr) = {{gi | ¢ € N} C H es e-denso en S

Caso 2. Si todo elemento de H tiene orden finito.

Sea (a,) una sucesién convergente en H. Sea m,, el orden de a,, i.e.
mpan, = 0. Dado € > 0 existe n € N con

e > d(an+1,an) = d(ant1 + (mp — Day, mpay) = d(by, 0),
donde b, = an1 + (my — 1) a,. El sub-semigrupo (b,) es e-denso en S*.

O

1(G, -) es semigrupo si la operacién - es asociativa con unidad, pero no necesariamente
con inversas.

11



12 1. ROTACIONES.

1.2.5. Definicion.

(a) Una aplicacién f : X <= es topoldgicamente transitiva si tiene una
orbita densa.
(b) Un conjunto A C X es invariante (para el futuro) o +invariante
sii f(A) C A.
(¢) Un conjunto A C X es minimal sii
(i) A es cerrado.
(ii) A es +invariante.
(iii) A es minimal para la inclusion respecto a (ci), (cii), i.e. si

() # B C A satisface (ci), (cii) = B=A.
(d) La aplicacién f es minimal sii todo X es un conjunto minimal.

1.2.6. Proposicién.

AC X es minimal <= VYa€ A, O4(a)=A,

i.e. si todo punto de A tiene drbita densa en A.

DEMOSTRACION.

(=) Sida€ Acon+#Oi(a) C A entonces A no es minimal.

(<) Supongamos que A no es minimal. Entonces existe un cerrado

invariante B con () # B C A. Si b € B, tenemos que O (b) C B C A.
(]

1.2.7. Corolario. Una rotacidén irracional en St es minimal.

1.3. Flujo lineal y translaciones del toro.

El toro T? = S' x S! puede describirse como
T2 = RY/Z2 = [0,1]%/=

donde (z,0) = (z,1), (0,y) = (1,y). Es un grupo conmutativo con operacién
+ mod Z2.

El flujo lineal en el toro es ¢; : T? — T2, ¢y(p + Z2) = p+t (1, ) + Z>.
Esto es la suspensién a tiempo 7 = 1 de la rotacién R, de S' con seccién
transversal St = R/Z x {0} C T2.

La dinamica de ¢; se puede entender a partir de la dindmica de R,,, por
ejemplo: si « es racional, todas las érbitas de ¢, son periddicas y si « es
irracional, todas las érbitas son densas en T2.

Otro ejemplo similar es la translacién en T? dada por T : T? — T2,
T(p+7% =p+q+7Z2% Siq=(a,b) y a#0, las 6rbitas satisfacen

OT(p) C O¢(p)7 vp € T27
donde (1,a) = (1, g)
12



1.4. MEDIDAS INVARIANTES. 13

Como
Or(p+2>) ={p+mq+7Z* | meZ}.

Las 6rbitas de T son periédicas sii ¢ € Q2. La proyeccién de una érbita a
St x 0 por 7: T? — St x 0, n(z,y) = (x,0) es densa sii a es irracional. En
ese caso la clausura de cada 6rbita Or(p) contiene a Oy(p). Pero Or(p) es
densa en T2 siiagé@y%gé@.

En dimensiones mas altas podemos definir el flujo lineal en

T =St x ... xSt =R"/zZ"

por ¢4(p+Z") =p+tq+Z" y la translacién T' = ¢;. La dindmica de T o
¢, depende del grado de racionalidad de ¢ € R™.

1.4. Medidas invariantes.

Sean X un espacio topolégico, Tx su topologia?, B la o-algebra de Borel
de X y T : X — X una aplicacién medible. Consideremos una medida de
probabilidad boreliana u en X.

1.4.1. Definicién.
Decimos que p es una probabilidad T-invariante o que T preserva p sii
VAeB: uT 1A)=puA).
Sip e X la delta de Dirac es la probabilidad boreliana tal que

5,(A) = 0 sipé¢A,
P ]1 sipe A

SiT: X — Y es Borel medible y i1 es una probabilidad boreliana en X.
El empuje (o push-forward) es la probabilidad T,u en Y definida por

(T.u)(B) = (T~ (B)), VB € By.
Observe que T, (0p) = 07 (p)-
Ejemplos:
1.4.2. Si z € X es un punto fijo de T, T'(z) = x, entonces T" preseva 0.

1.4.3. Si z € X es un punto periédico con T9(x) = z, entonces la probabi-
lidad uniforme en la érbita de z:

1 2
p==Y Opk,
q k=0

es T-invariante. Esto sigue de Ty () = p y el ejercicio 1.4.1.

2 e. Tx es la colecciéon de subconjuntos abiertos de X.

13



14 1. ROTACIONES.

EJERCICIOS.

*1.4.1. Si T : X < es Borel medible, muestre que p es T-invariante sii Tyop = p.
*1.4.2. Muestre que la medida de Lebesgue en S! es invariante por rotaciones.

*1.4.3. Muestre que si T : X < es inyectiva, entonces una probabilidad boreliana u en
X es T-invariante sii VA e B: pu(T(A4)) = u(A).

*1.4.4. Muestre que si foT : X — R es integrable entonces
Jremydu= [ amp

*1.4.5. Muestre que si p € M(T) vy f: X — R es integrable entonces

[ st au= [ fan

donde Sy f = %ZﬁglfOT’.

1.4.6. Sea T : R — R la translacién T'(z) =  + 1. Muestre que no hay medidas finitas
T-invariantes.

1.4.7. Describa todas las probabilidades invariantes por una rotacién racional.

En adelante X serd un espacio métrico compacto. Escribimos
P(X) = probabilidades borelianas en X,
M(T) = probabilidades borelianas T-invariantes.

Denotamos por CY(X,R) o por C°(X) el espacio de funciones continuas
f X — R con la topologia de convergencia uniforme i.e. con la norma

[fllo == I fllsup := sup | f(@)]-
zeX

Usaremos el Teorema de Riesz, cuya demostracién aparece en [?]:

1.4.2. Teorema (Riesz).

Si F: C%X) — R es una funcional lineal positiva (i.e. F(f) >0 si f>0)
y acotada tal que F(1) =1, entonces existe una unica p € P(X) tal que

= / fdu,  Vfel'X).
X
La topologia débil* en P(X) se define por:

limp, =p <<= VfeC'X,R), lim/f dp = /f dp.
n n
El terorema de Riesz implica que el limite es tinico.
14



1.4. MEDIDAS INVARIANTES. 15

1.4.3. Proposicién. Si u,, p € P(X) entonces lim,, pu, = p si y sélo si
lim,, 4, (U) = p(U) para todo abierto U C X tal que u(0U) = 0.
DEMOSTRACION.
1. Veamos que para todo € > 0 y todo abierto U con u(0U) = 0 existe
f € C%X) tal que
Iy<f<1l y / fdu<pu(U)+e.
X

Sea Uy, :={x € X | d(x,U) < 1 }. Entonces Ui | U. Como p es finita y
w(0U) = 0, limy, u(Uy,) = u(U) = u(U). Témese k tal que u(Uy) < p(U)+e.
Por el lema de Urysohn para U y Uf, existe f € CY(X) con Iy < f < I,.

2. SiU C X es abierto, u(0U) = 0y € > 0 sea h la funcién obtenida en 1
para U°. Sea g = 1 — h. Entonces

0<g<lIy, vy /ngZM(U)—s.

(=). Luego si lim,, puy, = p,
lim sup p, (U) < limsup/f dp < u(U) +e,
n n

lim inf p,, (U) > liminf/g dpu < p(U) —e.

Haciendo ¢ — 0 obtenemos que lim,, u(U) = p(U).

3. Veamos que si f € CO(X) y e > 0 entonces existen finitos abiertos {U;}
con p(0U;) =0 y a; € R tales que para g =), a; Iy,,

(1) ‘/fdu—/gdu‘<s,

(2) lim i, (X \ U;U3) = 0.

Como X es compacto, f es uniformemente continua. Luego existe § > 0
tal que d(z,y) < d = |f(x) — f(y)| < . Sea {B;} una cobertura finita de

X por abiertos con diam(B;) < § y u(0B;) = 0. Sean Uy, := By, \ US-}'B;,
Yk € Uk, a := f(yx). Tenemos que

[f(x) —g(x)] <&, VaeUpl;
(X \ UpUk) <32 p(0B;) = 0.
Esto prueba (1), para (2) observe que u(UpUy) =1,y
lm gy (UUk) = lim i (Ug) = 3 p(Uk) = p(UpUs) = 1.
n n k

lim g, (X \ UpUg) = 1 — lim p(UUg) = 0.

15



16 1. ROTACIONES.

4. Supongamos que limy, p,(U) = p(U), VU € Tx con p(U) = 0. Si
f€C’X)ye>0seagcomo en 3. Entonces

(3) lim/gdun = /gdu-

Por el item 3, si n es suficientemente grande,

(4) ‘/fdun—/g dpin /UkUk(f—g) djin

Ahora (1), (3) y (4) implican que lim,, [ fdu, = [ f dp.

< + 11 fllg 1 (X \ UpUk) < 2.

1.4.4. Proposicién. P(X) es un espacio métrico compacto.

DEMOSTRACION. Como X es un espacio métrico compacto, por el Teo-
rema de Stone-Weierstrass en la bola unitaria B = { f € C%(X)| ||fll, <1}
existe un conjunto denso enumerable {f,} C B, con fy = 1. La métrica

ds)i= 3 o | [ fudn— [ £

induce la topologia débil* en P(X).
Dada una sucesién (u,) C P(X), probamos que tiene una subsucesién
convergente. Definimos la sucesién p* : Z — [—1,1]% por

o, = (anj)jez donde ap; = /f] dpiy, -

Por el Teorema de Tychonoff?, -1, 1]Z es compacto. Luego existe una
sucesién ny tal que existen todos los limites

bj = hlgn/fj d,unk

Observemos que

[bi — bj| =

1?/w—ﬁkaQM—ﬁ%

Luego podemos extender por continuidad F' : (f,) — [—1,1], F(f,) = b, a
una funcional lineal ' : C°(X) — R. De hecho

F(g) =1i,§ﬂ/g dpiny,, Vg€ CO(X).

Tenemos que F' es acotada pues |an;| < 1, Vn,jy que F(1) = F(fo) = 1.
Por el teorema 1.4.2 de Riesz existe una probabilidad v € P(X) tal que
[gdu=F(g), Vg € C°(X). Ademas limg, un, = p.

O

3Teorema de Tychonoff: el producto cartesiano de espacios compactos es compacto.

16



1.5. UNICIDAD ERGODICA. 17

1.4.5. Teorema. Si X es un espacio métrico compacto yT : X — X es
continua entonces existe una probabilidad boreliana T -invariante.

DEMOSTRACION. Fijemos # € X y para N € NT definamos
N-1 .
N = % Y n—o Ofnz. Es decir,

1 N-1
[y =5 X s
n=0

para toda funcién f: X — R medible. Como P(X) es compacto existe una
subsucesion convergente py, . Veamos que p := limy, py, es T-invariante. Si
f € C°(X) tenemos que

1
[oryan- [ 1] =5 1@V - 1)
< 2 Hf“sup N
- N
Los ejercicios 1.4.4, 1.4.1 y el Teorema de Riesz 1.4.2 terminan la prueba.
O

0.

EJERCICIOS.

1.4.8. Muestre P(X) y M(T), vistos como subconjuntos del dual C°(X)*, son con-
Vexos.

1.4.9. Muestre que si #M(T") > 1 entonces existe un continuo de probabilidades T-
invariantes.

1.4.10. Muestre que la proposicién 1.4.3 es falsa si p(0U) # 0.

1.5. Unicidad ergoddica.

1.5.1. Definiciéon. Decimos que una transformacion 7" : X — X es
unicamente ergédica siit #FM(T) = 1.

Llamamos suma de Birkhoff o media de Birkhoff o media temporal a
las siguientes medidas y funciones:

1 V=l 1 Nl
— _ k
Mx,N—N;(STk(x)a SNf—Nkz_:lfOTv

donde z € X yn e N.

Como en el teorema 1.4.4, si X es compacto, cualquier punto de acu-
mulacién de la sucesién p, n es T-invariante. Luego si T' es dinicamente
ergbdica y M(T) = {v}, entonces para todo z € X, limy p; y = v. Por

17



18 1. ROTACIONES.

la proposicién 1.4.3, para todo abierto U C X con v(U) =0y todo z € X
limy pp N(U) =v(U). Es decir,

1%11%#{0 <k<N|ffz)eU}=ulU), VzeX;
los puntos de las orbitas de T se distribuyen como v. Podemos decir mas:
1.5.2. Teorema. Si X es compacto entonces equivalen:

I. T: X = X es unicamente ergodica.
. VfeC%X), Syf converge uniformemente a una constante.

DEMOSTRACION. Si f € C%(X) y 11 es falso, entonces existen ¢ > 0,
N — 400, zi, yr € X tales que |Sn, f(xr) — SN, f(yr)| > €. Existe una
subsucesion M, de Nj tal que los limites p = limy piz, v, v = limy iy, 0,
existen. Entonces u, v € M(T) y u # v pues u(f) # v(f). Luego T no es
Unicamente ergddica.

Si {u, v} € M(T), u # vy vale 11, entonces existe f € CY(X) tal que
wu(f) # v(f). Pero por el ejercicio 1.4.5 y 11,

lim S = p(f) # v(f) = lim S .
|

1.5.3. Teorema. Si R, : S' — S! es una rotacion irracional, entonces
M(R,) = { Lebesgue normalizada en S }.

En particular, R, es unicamente ergodica.

DEMOSTRACION. Sea A € P(S!) la medida de Lebesgue normalizada.
Por el ejercicio® 1.4.2, A es R,-invariante.

Si f:S'" = R es continua y C' por pedazos, la serie de Fourier de f
converge uniformemente a f (vea [, |). Como estas funciones son densas en
CY(S',R), tenemos que las series de Fourier continuas forman un conjunto
denso en CY(S',R). Por el teorema de Riesz las probabilidades en S! estan
determinadas por sus integrales sobre series de Fourier.

Para simplificar la notacién usaremos funciones continuas f : S' — C.
Una base para las series de Fourier es o, (z) = €*™* k€ Z. Si

f=2 cuon

keZ
y p € P(X), tenemos que

[rau=3a [ondn

keZ

Muestre que A(R5"(I)) = A(I) para todo intervalo I. Luego use que los intervalos
generan la o-4lgebra de Borel de S!.

18



1.5. UNICIDAD ERGODICA. 19

Luego los nimeros jy, := [ ¢ dp deterinan p.

Si p es Rq-invariante, tenemos que (Rq)«(p) = p y entonces

/gok o Ra(;p) dﬂ(fl’) — /62Trik(m+a) dM(ZL') _ 627rika/6277ik3: d/L(fL‘)
pik = (Ra)wpt)r = €75 ., Vk € Z.

Como « es irracional e? < £ 1 si k # 0. Luego

0 sikeZ\ {0}, \
PE=91 sik=o0. =

Asi, = A
O

1.5.4. Corolario.

Las orbitas de una rotacion irracional estdn uniformemente distribuidas.

Escribiremos

u(f) = / fdu, Vf:X — R p-integrable.
X

EJERCICIOS.

1.5.1. Muestre que para e pequeno el homeomorfismo f(x) = = + €[l — cos(2mz)| de

S! es tinicamente ergédico pero no topolégicamente transitivo.

19



20 1. ROTACIONES.

1.6. Homeomorfismos del circulo.

El cubriente universal del circulo S! es la aplicacién

7:R—S!
T eQm'a:.

En las identificaciones S = R/Z, S' = [0,1]/0=1 se escribe
m(x) =x 4+ Z, m(x) = x (mod 1) respectivamente.

Si f:S! — S! es un homeomorfismo, existe un levan-
tamiento continuo F': R — R tal que el diagrama

R LR

Wl l“
st L, st

(0000

conmuta. Dos levantamientos F';, G de f difieren por una F1G. 4.

constante entera: i.e. 3k €Z: F(x)=G(x)+k, Yz € R.

Un homeomorfismo de S!' es siempre estrictamente creciente, i.e.
r <y = F(z) < F(y) o estrictamente decreciente. Nos restringimos al
caso en que f preserva orientacion. El ejercicio 1.6.a3 trata el caso en que
f invierte orientacién. Cuando f preserva orientacién, F' es creciente y “F
tiene grado 17, i.e.

Flzx+1)=F(x)+1, VreR
Esto implica que

F' x4+ m)=F"(z)+m, VYxeR, Vm,neZ.

1.6.a. El ntiimero de rotacién.
1.6.1. Teorema. Si f:S' — S! es un homomorfismo entonces

(i) El siguiente limite existe y no depende de x € R ni de F':

p(f) = lim o) -z

n—-+o00 n

mod Z, vz € R.

(ii) p(f) € Q/Z <= Per(f) #90.

A p(f) lo llamamos numero de rotacion  de f
1.6.2. Definicién. Una sucesion (a,)nen es subaditiva si

Am+n < Qm, + Qn, Vm,n € N7
20



1.6. HOMEOMORFISMOS DEL CIRCULO. 21

y es casi-subaditiva si existe A > 0 tal que
Aman < Qm +ap + A, VYm,n € N.

1.6.3. Lema. Si apyyn < apy +an + A, Ym,n € N, entonces
.a . pa
3 lim — = inf —.
n n n n
DEMOSTRACION. Fijemos n € N, escribimos N > n como N = kn +m

con 0 < m < n. Por la casi-subaditividad,
Akn+m < A + k an ﬁ ktoo An

kn+m — kn+m kn n’
Variando el segundo miembro:

a a a
lim sup o < inf = < liminf —=.
N N non non

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.6.1.
Suponemos que f es creciente, si f es decreciente la prueba es similar.

(i). Dados z,y € R, consideremos

Gn(,y) = (F"(x) —2) — (F"(y) —v)

Veamos que
(5) |Gn(z,y) <2, VY(z,y) €R? VneN
Esto implicard que el limite p(f) no depende de = € R.
En efecto, observemos que G, es Z2-periédica, i.e.
Gp(z +k,y+0) = Gu(z,y), V(k{) € Z>
Luego basta probar (5) para z € [0,1] y 2 <y <z + 1. En este caso
F'z) < F*(y) < F*(z +1) = F*(2) + 1,
—rz—-—1< -y < —z.
Por tanto
F'la) =z —1<F'(y) -y < F'(z) —o + 1.
De esto sigue (5).
Definimos a,, := F"(z) — z. Como
F™ 7 (p) — 2 = F™(F™(x)) — F™(x) + F"(z) —
<F"z)—x+4+2+ F"(z) — =,
tenemos que
Amtn < Gm + an + 2.
Ahora el lemma 1.6.2 implica que el limite p(f) existe.

21



292 1. ROTACIONES.

Si F'y G son levantamientos de f entonces los limites p(F'), p(G) sat-
isfacen p(F) — p(G) € Z. Luego p(f) = p(F) + Z € R/Z no depende del
levantamiento F'.

(ii).(=). Six € Per(f) entonces 3p,q € Z: F9(x) = x+p. Aplicando
F9 repetidamente:

FM(x) =z +np.

Luego

p(f) =lim (@) _p
nng q

(<). Sip(f) = ’7; € Q, supongamos que F9(x) # x+p, Vo € R. Entonces
Fi(z) > x +p, Vx € R, o bien, F(x) < z + p, Vx € R. Podemos suponer
que vale la primera opcién. Como G(x) = F4(x) — x es 1-periddica, existe
e > 0 tal que

Fl(z) >x+p+e, VzeR.

Luego
FY(z)>z+n(p+e).
Asi
Fma
o(f) =lim @) S PYE P
n nq q q
Esto contradice nuestra hipotesis. O

Sip(f) = % es racional entonces f? tiene puntos fijos y la dindmica en
St \ Fix(f9) es simple: vea la figura 1.6.a y el ejercicio 1.6.a2.

FicuraA 5. Homeomorfismo del circulo con puntos fijos.

Sea Homeo(S!) el conjunto de homeomorfismos de S! provisto de la
topologia C?, inducida por la métrica

doo(f,g) = sup d(f(z),g(x)).

reSt

22



1.6. HOMEOMORFISMOS DEL CIRCULO. 23

1.6.4. Proposicién.

1. El niimero de rotacién p : Homeo(S') — S! es continuo.
11. El ndmero de rotacion es invariante por conjugacion.

DEMOSTRACION.
I. Observe que
(6) r<Flx—xz<p VzxeR R gﬁp(f)§§7
pues
n—1
nr < F'y — gz = ZF(kH)qx _ PRy < pp.

k=0
Dado € > 0, sean p,q € N con % <p(f) <Eycon % < fe. Por (6) existe
xg con Flxy — xzg < p.
Para un homeomorfismo g suficientemente cercano a f tendremos que g
tiene un levantamiento G que satisface

(7) quo —xo < p.
Sea K,(x) = G(z) — x. Veamos que
(8) [Kq(z) — Ky(y)| <1 VgeN, Vrx,yeR

En efecto, como K, es 1-periddica, basta probarlo para x <y <z +1. Y
en ese €aso,

Glz <Gly <Gz+1
—z—-1<-y < -z
Ky(z) < Kq(y) < Kq().
Luego de (7) y (8) se obtiene que
Glx —x <p+1, Vr € R,
y por (6) tenemos que

p(g) <2+ 5 <p(f)+32 <plf)+e
La otra desigualdad se obtiene similarmente.

II. Sea h una conjugacién entre f y g y sea H su levantamiento. Como
H — I es 1-periédica, JA>0: |H(z)—z <A, VzeR
Sean z € R, y := H 2.
G'¢v —x=HF'H 'a — HH '2 = HF"y — Hy,
= (HF"y — F"y) + (F"y —y) — (Hy — ).
El ler y el 3er términos estan acotados por A. Dividiendo entre n y tomando

limites obtenemos que p(f) = p(g). O
23
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1. ROTACIONES.

1.6.al.
1.6.a2.

1.6.a3.

1.6.a4.

1.6.a5.

1.6.a6.

EJERCICIOS.

Muestre que para n € Z, p(f™) = n p(f).

Muestre que si f : S' — S' es un homeomorfismo con nimero de rotacién

racional p(f) = L, entonces todo punto de S! tiene como w-limite una érbita
periddica en Fix(f9).

Muestre que si f es un homeomorfismo de S! que invierte invierte orientacién,
entonces p(f?) = 0. Describa la dindmica de f usando el ejercicio 1.6.a2.

Si h € Homeo(S') y H es un levantamiento de h, entonces

(a). |H(x)—z|<1l, VzeR.

(b). |H(z)— H(y)| <d(z,y)+1, Vz,yeR.

Si f € Homeo(S') y F es un levantamiento de f, pruebe que equivalen:
(a). P <p(f)<E paeZt, qg#0.

(b). xz+4+p+1<Flz<z+p, VzekR

Use el ejercicio 1.6.a5 para probar que p : Homeo(S') — S! es continua.

24



1.6. HOMEOMORFISMOS DEL CIRCULO. 25

1.6.b. Clasificacion de Poincaré.

1.6.5. Definicién. Dadas dos funciones f : X <>, g : Y <>, una semi-
conjugacion de f a g es una aplicacién continua suryectiva h : X — Y tal
que el diagrama

x I x

o |
y 45 v
conmuta. Decimos que f es semiconjugada a g.

Si A es un homeomorfismo decimos que h es una conjugacion y que f es
conjugada a g.

Una conjugacion es como un cambio de coordenadas continuo que trans-
porta la dinamica de f en la de g vea por ejemplo el ejercicio 1.6.b1. En una
semiconjugaciéon decimos que la dinamica de g es un factor de la dindmica

de f.
1.6.6. Teorema. Sea f : S' <> es un homeomorfismo con nimero de
rotacion p(f) = a irracional.

1. Existe una semiconjugacion monotona

st L st

o
st _flo, st
a la rotacion Ry : R/Z <>, Ry(x +Z) =x + a+ Z.
1. Si f es topoldgicamente transitivo, h es una conjugacion.

f

e

-
Ry

FiGUurA 6. Semiconjugacién a una rotacion irracional.

25



26 1. ROTACIONES.

DEMOSTRACION.

I. Fijemos z € R y un levantamiento F' : R <= de f. Podemos suponer
que f preserva orientaciéon. Sean

Z(a) :={na+m : nmeZ},
A={F"s+m : nmeZ}.

Afirmacion: La aplicacion H : A — Z(«), H(F"x +m) = na+ m es
estrictamente creciente.

En efecto, basta probar que la inversa H~! es estrictamente creciente.
Supongamos que

(9) nio+my < ng o+ me,
pero que
(10) F™"x+mq > F" 2 + ma.

Las aplicaciones F~"2 y F™7™"2 gon crecientes y de grado 1. Aplicando
F~™2 y luego F™~"2 obtenemos

FM™"g >z + (mg — my),
FFM=m2)0 > 24 k(mgy —my), VkeN.

Supongamos que n; —ng > 0. Sin;—no < 0 la prueba es similar, trabajando
en el segundo miembro de (10). Entonces

Fkm=n2) () —x  my—my
@ P(f) k—1>I-i?Eloo k (’I”Ll — 712) T ong —ng

Esto contradice (9).
Extendemos H a R por
H(y) :=inf{na+m : y< F'z+m}.
Tenemos que H es creciente y
Hy+1)=H(y)+1, VyeR.
Esto implica que H desciende a una funcién h : S' — S!. Ademds
H(F(y)) = a+ H(y).
Luego ho f = Ry 0 h.

Veremos que H es continua. Entonces h serda continua. Como « es
irracional, el conjuto Z(a) C h(S') es denso en R. Luego h sera suryectiva.

Veamos que H es continua. Si z; 1 y converge a y por la izquierda, como
H es creciente,
lim H (zx) = sup H(zx) < H(y).
k
Sia < H(y), como Z(«) es denso en R, existen ni, mi,ng, mg € Z tales que
a<nia+m; <nga+mo < H(y).
26
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Entonces
FMx+mqy < Fz+mg <y.

Para k grande
Fx4+my <z <uy.

Luego
a<nia+my < H(z) < H(y).

Por tanto limy H(z;) = H(y). El caso zj | y es similar.

1. Si h es constante en un intervalo I entonces I'N f™*(I) =0, Vn € Z\0.
En ese caso f no puede ser transitiva. Luego H es estrictamente creciente
y h es un homeomorfismo.

O

EJERCICIOS.

1.6.b1. Pruebe que si h : X — Y es una conjugaciéon entre f y g entonces
h(Per(f)) = Per(g), h(w(f)) = w(g) y R(Q2(f)) = Q(g)-

1.6.b2. Un intervalo abierto ]z, y[C S' es

Jo,yl={m(z) |z <z <7},

donde 7 € 7~ H{z}, 7 € 71 {a}, T < § < T+ 1. Muestre que si f € Homeo(S'),
m > ny p(f) es irracional, entonces la drbita positiva de x € S' intersecta
1"z, fmal.

1.6.b3. Si p(f) ¢ Q/Z entonces vale una de las siguientes opciones:

(a) Todo z € S* tiene érbita positiva Of(x) densa en S'.
(b) Para todo x € St, O(z) es un conjunto ralo® y perfecto®.

1.7. Difeomorfismos del circulo

Denotamos por Diff }r (S') el conjunto de difeomorfismos de S que preser-
van orientacién de clase C'1.

La variacion total de una funcién g : S' — R es
n
Var(g) :=sup »_ |g(zx) — g(ax_1),
k=1

donde el supremo se toma sobre todo n € N y toda particién 0 < zg < z1 <
-+ < xp < 1. Decimos que g tiene variacion acotada si Var(g) < oo.

Observe que las funciones Lipschitz, en particular las de clase C!, tienen
variacion acotada.

5Un conjunto A es ralo o nunca-denso sii su clausura no contiene abiertos
. o
5Un conjunto A es perfecto sii A C Acum(A) =: A.

27



28 1. ROTACIONES.

1.7.1. Lema.

Si f € Diff} (S!) e J C S! es un intervalo tal que J, f(J), ..., fN(J)
son disjuntos, entonces

Df"(y)
\ J, ——<< Var(log D f)].
syed, phyt < eplVarllog D)
DEMOSTRACION.
Como los intervalos |y, z[, f(Jy,z[), ..., fY(Jy,z[) son disjuntos,

DfN(y) . Tl DF(ffy)
O DN @) % T DA

N-1
= Z log Df(f*y) —log Df(f*z)
k=0

< Var(log Df).

X N+k

Fia. 7. Intervalos disjuntos.

1.7.2. Lema.
Sif € Diﬁ’}i_(Sl) y p(f) es irracional, existen infinitos n € N tales que

1. Vo € St los intervalos &y, xo[, 12 —ni1, 1], ... ,]20, 2n[ s0n disjuntos,

donde x, := f*(x).
. Vz €S, Df™(x)- Df~™(xz) > exp[— Var(log D f)].

DEMOSTRACION.

1. Por la semiconjugacién del teorema 1.6.6, los puntos zj = f*z estén
en el mismo orden que em la rotacién Ry, a = p(f). Basta tomar n tal que
d(z, R;™(x)) < d(x, RE(x)) para todo 0 < |k| < n. Como « es irracional y
las érbitas de R, son densas, existen infinitos de tales n.
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11. Tomamos n del item 1. Si y = f~"(x) aplicando el lema 1.7.1 con
J ::If_nx7x{7
- Df"(z)
Df*(z)-Df™(x) = > exp|— Var(log D f)].
(@) DF"(2) = Frzis > expl=Var(log D)

]
1.7.3. Teorema (Denjoy).
Sea f € DiffL (SY) con o = p(f) irracional y Var(log Df) < co. En-

tonces f es topoldgicamente conjugado a la rotacion R,.

Observe que si f € C? entonces log D f tiene variacién acotada. Este es
nuestro primer ejemplo de variacién drastica de la dindmica en términos de
la clase de diferenciabilidad de la aplicacién.

DEMOSTRACION. Supongamos que f no es conjugado a R,. Entonces
existe un intervalo abierto I C S tal que la conjugacién R, del teorema 1.6.6
lo colapsa: #h(I) = 1. Observe que todos los iterados f"(I), n € Z son
disjuntos y por tanto Y, ., £(f™(I)) < oo.

Sin € N es como en el lemma 1.7.211, tenemos que

(D) + 6 ) = /I Df"(x) + Df "(x) du

> [ VD7) D) da
I
> exp [—3 Var(log Df)] - £(I) =: A > 0.

Como existen infinitos de tales n, esto contradice que Y £(f"(I)) < oo.

O

1.7.4. Ejemplo de Denjoy.
Para todo « irracional existe f € Diffl (SY) no transitivo con p(f) = a.
DEMOSTRACION.

1. Escojamos ntmeros £, > 0 tales que

(a) > 4, =1.

nez
. gn—&—l _
®) B, =1

La segunda condicién (1b) se usa para hacer que f sea continuamente
diferenciable.

2. Coloquemos intervalos I,, = [an, by, de longitud ¢, en S! dispuestos en el
mismo orden que la érbita de 0 por la rotacién R, i.e. ag = 0,

ap = Z e, by = ap + .
{k€Z | Rk (0)<R2(0)}
29
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1. ROTACIONES.

1.7.1.

Observe que los intervalos I,, son disjuntos, S! \ Up[, tiene medida cero
v UnI, es denso en S'.

Construimos primero g = Df. Sea g|;, una funcién continua tal que
9>0. gl =gt =1 [ g=tun.
In

La extendemos a una funcién continua ¢ : S* — R por g|S1\Un 1, = L

Definimos f : St — S' por

T

f@)=ar+ [ (o) at

0
Tenemos que f(I,) = In+1, f € DiffL (SY) pues Df = g > 0 es CV. La
érbita (a,) de ap tiene el mismo orden que (R2(0)), luego

|F"ag —nal <1

para un levantamiento F' de f. Esto implica que p(f) = a. Ademads f no
es transitivo (ejercicio 1.7.1).

O

EJERCICIOS.

Muestre que en el ejemplo de Denjoy f no es transitivo y que A = S\ U, ]an, by [
es un conjunto cerrado, invariante, perfecto y de medida cero.
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