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Introduccion

En este trabajo se estudian los procesos de ramificacién y la relacion de
estos con los procesos de Lévy, nuestro objetivo principal es el de presentar
de manera detallada dicha relacion, ya que pocos libros basicos mencionan
esto. Esta relaciéon es importantisima ya que es el preambulo del estudio de
los superprocesos.

Hay una manera de clasificar a los procesos de ramificacién de acuerdo
con su condicién critica, su parametro del tiempo, el caso sencillo o mul-
tiple de particulas, el caracter Markoviano o no Markoviano, etc. Nosotros
solamente nos limitamos al estudio del caso Markoviano y sencillo, pero en
cada capitulo vamos cambiando el parametro tiempo y el espacio de estados,
asi por ejemplo en el primer capitulos analizamos el caso de tiempo y espacio
de estados discreto, en el segundo el caso de espacio de estados discreto y
tiempo continuo y por ultimo el caso de espacio de estado y tiempo contui-
nuo.

En el capitulo uno se desarrolla un poco de la teoria del proceso de Galton-
Watson,el cual es el proceso de ramificacién mas sencillo, basicamente damos
su definicién, su construccién, sus momentos, algunos ejemplos y por tltimo
la probabilidad de extincion del procesos. En el capitulo dos analizaremos a
el proceso Markoviano de ramificacién a tiempo cotinuo, el cual no es mas
que una extension del proceso de Galton-Watson. Hay que senalar que dicho
andlisis no es tan simple como en el caso del proceso de Galton-Watson, pero
aun asi se pueden obtener sus momentos y la probabilidad de extincion.

El capitulo tres y cuatro son la parte més importante de este trabajo y es-
tan basados en los trabajos hechos por Lamperti y Silverstein. En el capitulo
tres se hace un estudio del proceso de ramificacion continua. En dicho estudio
vemos la construccién del proceso, su existencia, sus momentos, que es un
proceso de difusién, su probabilidad de extincion y lo mas importante, que
se puede ver como un proceso limite de procesos de Galton-Watson. Por lti-



v Introduccion

mo en el cuarto capitulo vemos la relacién entre el proceso de ramificacion
continua y el proceso de Lévy con saltos no negativos.

Ademas se agregan dos apéndices con material auxiliar para el desarrollo
de este trabajo.



Capitulo 1

El Proceso de Ramificacion de
Galton-Watson.

1.1. Introduccion.

Fue en 1874 cuando Francis Galton y H. W. Watson trabajaron en el
problema de extincién de familias, mostrando como la probabilidad puede
ser aplicada al estudio de los efectos del azar en el desarrollo de familias o
poblaciones. Lamentablemente este primer trabajo tenia una hipdtesis que
no podia ser aceptada, ya que asumia que las familias distinguidas son mas
dadas a desaparecer que las ordinarias. Es asi como Galton vuelve a plantear
el problema de la siguiente manera:

Sean po, p1, P2,- - -, las respectivas probabilidades de que un hom-
bre tenga 0, 1, 2,..., hijos varones, donde cada hijo varén tiene
las mismas probabilidades que sus padres de tener hijos varones;
y asi sucesivamente.;Cudl es la probabilidad de que la linea mas-
culina se extinga después de r-generaciones? O de una manera
mas general ;Cudl es dicha probabilidad para un nimero de des-
cendientes en la linea masculina de una generacion dada?

Este planteamiento da nacimiento al estudio de los procesos de ramificacion.
Estos trabajos fueron olvidados por varios anos, pero fueron retomados ex-
tensivamente entre los anos veinte y treinta de este siglo por su gran interés
matematico y como una base tedrica para estudios de poblaciones de indivi-
duos como serian: genes, neutrones o rayos cosmicos.



2 El Proceso de Ramificacion de Galton-Watson.

La primera correcta y completa determinacién de la probabilidad de extin-
ci6én para dicho proceso fue dada por J. F. Steffenson (1930, 1932). Después
el modelo fue retomado por Kolmogorov y Dimitriev (1938), los cuales au-
mentaron notablemente su estudio y le dieron el nombre de los Procesos de
Ramificacion.

En este capitulo estudiaremos el proceso de ramificacién mas simple como
una introduccién al estudio de los procesos de ramificaciéon més generales. El
objetivo principal es el de mostrar con claridad el modelo, asi como algunas
de sus propiedades que nos seran de gran utilidad en los siguientes capitulos;
ademas vamos a resolver el problema de extincion de familias, que es el tema
principal en este capitulo.

1.2. Definicion.

Para empezar con el estudio de este modelo, es necesario imaginar indi-
viduos que puedan generar nuevos individuos del mismo tipo, por ejemplo:
el hombre, las bacterias reproduciéndose o neutrones en una reaccion en ca-
dena.

Primero vamos a empezar con un conjunto inicial de individuos, al cual llama-
remos generacion cero, si estos individuos tienen descendientes, estos nuevos
integrantes van a conformar a la primera generacién y los descendientes de
esta primera generacién van a conformar a la segunda generacion y asi suce-
sivamente. Es necesario aclarar que se estudiard al proceso de ramificacién
de Galton-Watson mas simple.

Hay que hacer notar que seguiremos con atencion el tamano de las genera-
ciones sucesivas, no el tiempo al cual cada individuo nace; asi como tampoco
la relacion familiar de cada individuo.

Vamos a denotar por Z,, Zi, Zs,..., como el numero de individuos de la
generacion cero, primera generacion, segunda generacion, . .. También vamos
a agregar las siguientes dos hipotesis:

i) Si el tamano de la n-ésima generacién es conocido, entonces la ley de
probabilidades que gobierna a las generaciones siguientes, no depende
del tamano de las generaciones previas a la n-ésima; en otras palabras
Zy, 21, Zs,...forma una cadena de markov.

ii) La cadena de Markov considerada en este capitulo, tiene una propiedad
especial, la cual consiste en que diferentes individuos no interfieren
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con los otros; en el sentido de que el niimero de descendientes de un
individuo no depende en cuantos otros individuos estan presentes.

1.3. Descripcion matematica.

Sean Zy, Zy, Zs,..., variables aleatorias. Interpretaremos a Z, como el
nimero de individuos en la n-ésima generacién; durante todo este capitulo
vamos a suponer que el proceso inicia con un solo individuo, o de otra manera
tenemos que Zy = 1.

Ademés vamos a definir {X;,, : n > 1,4 > 1} una sucesién de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, las cuales representan
el niimero de descendientes que puede tener el i-ésimo individuo de la n-ésima
generacion.

De esta manera vamos a escribir a Z,, (1 como:

Zn,
Zn+1 - Z Xi,n+1
=1

Por esta ultima relacion vemos que si Z,, = 0, la suma siempre va a ser cero,
en consecuencia vamos a afirmar que el cero es un estado absorbente.

Denotaremos por [P como la medida de probabilidad del proceso. Entonces
la funciéon masa de probabilidad de X; esta dada por:

]P)<Xz,n:k) = Pk para toda kvne {07172737"'} y Zpk:l
k=0

donde p;, es la probabilidad de que un individuo de la n-ésima generacion
tenga k hijos.

Con toda esta informacién podemos obtener una probabilidad de transicion
para el proceso que denotaremos por F;; la cual representa la probabilidad de
que en la (n+1)-ésima generacion haya j individuos dado que en la generacién
pasada (n-ésima) la poblacién total era de i individuos. La probabilidad de
transicién para toda i,j,n € {0,1,2,3,...} esta dada por:

Py =P(Zur1 = jlZa =) = IP’( > X1 = J’)
k=1
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1.4. La Funcién Generadora para el Proceso
de Ramificacién.

Definiremos a la funcién generadora para la variable aleatoria X; como:
fx(s) =3 pps” donde se[-1,1]CR
k=0
La funcién generadora para la variable aleatoria Z,, la vamos a definir como:

fuls) = S P(Z, = k)s" para toda n € {0,1,2,3,...}.

Como vamos a tener que IP(ZO = 1) = 1 en este capitulo, o al menos que se

diga lo contrario, entonces podemos obtener la siguiente relaciéon

Fols) = kfjo P(Z = k)s* =

y podemos notar que la variable aleatoria Z; se distribuye igual que la variable
aleatoria X; entonces

o0
fi(s) = SSP(Zy = k)s* = fi(s).
k=0
Teorema 1.4.1 (Funciones Generadoras). Sean X1, Xo, X3, ... una sucesion
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, con valo-
res en los enteros, y sea N otra variable aleatoria independiente de la sucesion

{Xi}i>1 y con valores en los enteros positivos, entonces la variable aleatoria
N

Y = > Xy tiene por funcion generadora a:
k=1

fY(S) = fN(fX1(3>>-

Demostracion. Primero vamos a hacer una particion en el espacio de esta-
dos €, donde Q = U {N =n} y definamos a 14 como la funcién indicadora

del conjunto A C Q es decir 14(z) = 1 si y sélo si & € A; si utilizamos el
teorema de convergencia dominada tenemos que

fy(s) =E[s"] =E {S(éxk) ﬂﬂ} =E [721 S(’élxk ) Lyn=n)

— il E |:S(X1+X2+-~-+Xn) Il{N:n}i|
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Usando el hecho de que {X;};>1 son independientes entre si e independientes
de la variable aleatoria IV, e identicamentes distribuidas tenemos que

fuls) = iﬂz[i{l s P(N = n) = Ool k;E[st]IP(N _ )
= 3 (B[s™]) POV =n) = X [fx(s)]"POV =)
= [n(fx(s))

Para obtener la funcién generadora del proceso en la (n+1)-ésima generacién

Zn
es necesario recordar que Z,11 = », Xj 41, asi podemos aplicar el teorema
k=1
de las funciones generadoras y llegar a la siguiente relacion
fat1(s) = fu(fx(s))- (1.1)

Esta relacién también se puede obtener analiticamente, desarrollarlo es un
ejercicio importante ya que utilizaremos algunas técnicas que necesitaremos
mas adelante.

Por definicién tenemos

Far1(s) = X P(Zuys = k)s" = 30 3 P(Zn1 = k|20 = j)P(Z, = j)s"
k=0 k=0 j=0

]P(Zn = ]) (Xl,n+1 -+ X2,n+1 N Xj,n+1 — k)sk
k=0

<.
Il
o

I
8
=
N

= J)E [S(ié Xi’”“)} = go P(Zn = j) ljl Efsim]

- i P(Z, = j)(E[s"1]) = f: P(Z, = ) [fx(s)])’
= F(fu(s)).

Ahora podemos iterar esta funcion y obtener el siguiente resultado:
Joi1(8) = [a(fx(8)) = a1 (fx(fx(8)) = fu1(fa(s))
= faca(fx(f2(5))) = fa2(f3(s))

Siguiendo con este procedimiento por induccién obtenemos que para cual-
quier k € {0,1,2,...,n}

Jn+1(8) = fai(frg1(5))
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y si k =n — 1 tenemos

fra1(s) = fx(fn(s))- (1.2)

1.5. Los Momentos de Z,,.

Lema 1.5.1. Sean u = E[X,] y 0% = Var[X,] y suponemos que son finitas.
Entonces

no? sip=1
E|Z,]) = u" Var|Z,| = n ’

Demostracién. Hay que notar que fi(1) = py o? = fU(1) +p — p? Si
derivamos la ecuacién (1.1) tenemos que

fria(s) = [u(fx(s)) f(9)
y si tomamos s = 1 tenemos
fopr (D) = fo(1) [ (D)
si iteramos esta tultima relacion obtenemos que
Jra W) = FLOFW) = Lo OFO] = )
hasta llegar a que
fra (D) = [FeD]" 1) = [ @]

como la primera derivada de la funcién generadora de X; evaluada en uno
es igual a p entonces tenemos que

E[Zpi] = "

Para obtener la Var[Z, 1] primero hacemos notar que

fi1) = 3 bk~ DP(Z, = k) = E[2}] ~ E[Z,] = E[Z]] -

n

de esta manera vamos a ver que

Var[Z,] = £, (1) + £,(1) = (fo(1)*
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Si ahora derivamos dos veces a la ecuacién (1.2) obtenemos la siguiente re-

lacién:
Fa(8) = FLF() [fa ()] + FrlFals)) F2(5)

y si tomamos s = 1 obtenemos

Fra (D) = fLO) 2] + fLL) £

sustituyendo tenemos que

S (1) = (0% + i — )™ + pufy) (1)
= (0 + 1 — p)p” + pf(0® + p? — p)p” Y + pf 4 (1)]
= (0% + 1% — ) (" + ) P (1)
= (0 + p® = p) (" + )
+ 1P [(0% + 1 = ) 4 pufy (1)
_ 2 2 _ 2n 2n—1 2n—2 3 g 1
= (0" +p" — ) (™" + ™+ ) it fr (1)

siguiendo la iteracion por induccién llegamos a
fria (D) = (0% 4+ 1 = ) (™" + 27 27 ).
Ahora, gracias a este desarrollo vamos a obtener la varianza de Z, 1.

Var(Zon] = (0% + p2 = p) (" + p®" 7 4 g 72 4 ")
gl
= (2 4l 2 )
+ (T I T )
B I N
= (2 4l 2 )
= (" T T ).

De aqui se ve claramente que

VarlZpl =49 , "] _—
o*(n+1) sip=1.

Observacién 1.5.1. La varianza crece o decrece geométricamente, sequn si
w>10p<1,ylinealmente si p=1.
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1.6. La Probabilidad de Extincion.

En esta seccién vamos a calcular la probabilidad de extincion del proceso,
pero antes tenemos que dar las siguientes definiciones.

Definicion 1.6.1. Por extincion vamos a entender como el evento en que la
sucesion {Z,}22, de variables aleatorias consiste en ceros para toda n > n*
para algiun n* finito.

Como Z,, es un valor entero, la extincién es el evento tal que

lim Z, =0

n—oo

Definicion 1.6.2. Tomaremos a n como la probabilidad de extincion de una
familia, es decir,

n = ]P’({w|Zn(w) = 0 para alguna n > 1})

Teorema 1.6.1. El lim P(Z, =0) es igual a

P({w[Zn(w) =0 para alguna n > 1}) =7

donde n es la raiz no negativa mds pequena de la ecuacion s = fy(s). Ademads
n=1sipu<1lyn<1sipu>1siemprey cuando P(Z; =1) < 1.

Demostracion. Primero vamos a definir a los conjuntos A y A,,, como:
A ={w|Z,(w) =0 para algunan > 1} y A, ={w|Z,(w) =0},

y la probabilidad del evento A, como 7, = P(A4,). Claramente se ve que
A, C A, por ser el cero un estado absorbente, entonces tenemos que

lim A, = |J A, = A
n—00 n=1

asi vemos que

n=P(4) =P( U 4,) =P( lim A,) = lim P(4,) = lim 1,
n=1

n—oo n—oo n—oo
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y ademéds sabemos que f,(0) = P(Z,, = 0) de esta manera tenemos que

lim P(Z,, =0) = lim f,(0) = lim 7,

n—oo n—oo

entonces
T = fn(o) - f(fnfl(o)) = f(nnfl)

y sabemos que lim 7, = n, por lo cual tenemos
n—oo

1= i = lim fO) = o B{(0)”]
= E[ lim (1) | = Bl = f(n).

En esta ultima igualdad, para poder meter el limite en la esperanza se uti-
lizé el Teorema de Convergencia Dominada.

Ahora mostraremos que si e es cualquier raiz no negativa de la ecuacion
s = f(s) entonces n < e . Como f(s) es no decreciente en [0, 1] tenemos

m= f0) <fle)=e
m= f(m) <fle)=e

y si seguimos iterando veremos que para toda n € N., n, < e concluyendo
que n < e. Entonces 7 es la raiz méas pequena no negativa de la ecuacion
s = fx(s).

Para verificar la segunda afirmacion del teorema, necesitamos el hecho de
que fx(s) es convexa en [0, 1] y esto es facil de ver porque

"(s) =E[Z)(Z — 1)s“ 2] >0 si s> 0.
Entonces fx(s) es convexa y no decreciente en [0, 1] con fx(1) = 1, ademds
se puede verificar que las curvas y = fx(s) y y = s generalmente tienen dos
intersecciones en dicho intervalo y esto ocurre cuando s =ny s = 1.

Ahora probaremos que si p < 1y P(Z; = 1) <1 la ecuacién fy(s) = s no
tiene raices en [0,1) y si u > 1, entonces tiene una tnica raiz n en [0, 1).
Supongamos que 4 < 1, esto nos permite afirmar que f (1) < 1; como f/(s)
es no decreciente afirmamos que f%(s) < 1 para toda s € [0,1). Si suponemos
que p = 1y P(Z; =1) <1, entonces P(Z; = n) > 0 para algin n > 2, y
como fi(1) = 1 afirmamos que f}(s) < 1 para toda s € [0,1) ya que el
il_r)r} fi(s) =1y fx(s) es estrictamente creciente.
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Lo que acabamos de mostrar es que si tenemos que p < 1y P(Z; =1) < 1
entonces f(s) < 1 para toda s € [0,1); por lo tanto

d
E(fx(s)—s) <0 para 0 < s < 1.

Ahora tenemos que fy(s) — s es estrictamente decreciente en [0,1) y como
fx(1) =1 = 0 entonces fx(s) —s > 0 en [0,1). Por esta razén la funcién
fx(s) = s no tiene raices en [0,1).

Ahora si suponemos que i > 1, lo que vamos a tener es que limg_,; f1.(s) > 1,
por continuidad de f%(s) existe un sq en el intervalo (0, 1) tal que para toda
s € (so, 1), fi(s) > 1y por el teorema del valor medio para derivadas tenemos

que
fr(é) = fx(li _ fx(so) > 1 para alguna & € (s, 1)
— So

y como fx(1) =1 entonces fx(so) — so < 0.

Ahora fy(s) — s es continua en s y no negativa en s = 0, entonces por el
teorema del valor intermedio vamos a tener un cero en 1 € [0,sy). Por lo
tanto afirmamos que tenemos una raiz en 7).

Si suponemos que existe otra raiz 7; entonces fy(s) — s vale cero en 7, en m;
yen 1. Si0<n<mn <1, por el teorema de Rolle la primera derivada tiene
al menos dos raices en el intervalo (0,1) y la segunda al menos una raiz en
el mismo intervalo.

Pero si > 1, entonces al menos para una n > 2 pasa que P(Z; = n) > 0,
por lo cual tenemos que la segunda derivada no tiene raices en [0,1) y es
aqui donde cae la contradiccién. Con esto podemos afirmar que fx(s) = s
tiene una tnica raiz en el intervalo [0, 1).

Con esto hemos mostrado que si p < 1, la tnica raiz de fx(s) = s es cuando
n = 1en [0,1], cuando ¢ > 1 tenemos una Unica rafz que es menor a uno
y si g = 1 tenemos que distinguir entre el caso no aleatorio en donde 02 =
0, fx(s) =symn =0,y en el caso aleatorio cuando % > 0, fx(s) > s para

sel0,1)yn=1. -

Con la teoria general podemos resumir la evolucion a través del tiempo de
un proceso de ramificacion.

La cadena no es irreducible pero existe una tnica distribucion estacionaria
m dada por mp = 1,m; = 0 si ¢ > 0. Esto no nos dice nada acerca del com-
portamiento del proceso y debemos buscar en otro lado, para obtener mayor
informacion.
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Una de las dificultades, es que el proceso puede comportarse relativamente
diferente dependiendo del momento en que llegue la extincion.

Una forma de atacar el problema es estudiando el comportamiento del pro-
ceso condicionado con la ocurrencia de algtin evento como la extincion o el
valor de una variable aleatoria como el niimero total de progenie.

Sean g(k) y f(s) la funcién de densidad y la funcién generadora de Z;, esto
es:

g(k) =P(Zy = k) fx(s) = E[s™].

Sea T el tiempo en que ocurre la extincion, definido como

T inf{n: Z, =0} sila extincién ocurre,

00 en otro caso.
Hablando de manera estricta si T = oo entonces el proceso crecera mas
alla de toda cota, en cambio si T' < oo entonces el tamano del proceso nunca
llegara a ser muy grande y en consecuencia se ira a cero.
Como sabemos P(T' < 00) es la més pequena raiz no negativa de la ecuacion
s = fx(s).
Ahora, sea E,, = {n < T < oo} el evento de que la extincién ocurra en algin
tiempo después de n.
Debemos estudiar la distribucion de Z,, condicionado a la ocurrencia de E,,,
para lo cual definiremos Fj; = P(Z, = j|E,); la cual es la probabilidad
condicional de que en la n-ésima generacion haya j individuos dada la futura
extincion del proceso.
En lo que estamos interesados es en el valor limite de dicha probabilidad,
esto es

™ = 7

si es que dicho limite existe.
Para evitar algunos casos triviales supondremos que 0 < g(0) +g(1) < 1y
g(0) > 0, estas condiciones implican por ejemplo que 0 < P(E,) < 1y que
la probabilidad de extincién final n = P(T" < oo) satisface 0 < n < 1.

Teorema 1.6.2. Si E[Z)] < co entonces lim Fg;, =7} eiste.

n—oo J

(e.)
La funcion generadora f™(s) = W?SJ satisface la ecuacion

7=0

frn~ " fx(sm)) = Af7(s) +1 =X (1.3)
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donde 1 es la probabilidad de la extincion final y X = fi.(n).
Notemos que si p = E[Z1] < 1 entonces n = 1 y p = X por lo tanto la
ecuacion (1.3) se reduce a

fT(fx(s)) = [T(s) + 1= p.

Cualquiera que sea el valor de p tenemos que fi.(n) <1 ddndose la igualdad
sty solo sty =1.

Demostracién. Para s € [0, 1) sea

fi(s) = E[s*|B,]
fils) = isjpg); - ist%Ei;En)

P(E,) =Pn<T <o0)=P(T <o0)—P(T <n)=n— f,(0)

=

N
|

=
[
~

(Z, = j v todas las lineas siguientes mueran)
=Pn<T< |Z,=j)P(Z,=7)

P(T < o0|Zy = j)P(Z, = j)
=nP(Z,=j) j=1

ademads tenemos que P(Z, =0, E,) = P(Z,, = 0), entonces
J( :JvEn)_ I & A\
vy oy dn(sm) = fu(0)
R R =)~

Ahora, vamos a definir dos funciones de gran utilidad para la demostracion
de este teorema de la siguiente manera:

1N — fa(s) h(s) = 1= fx(s)

0<s<n.
n — [»(0) n—-s

H,(s) =
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De esta manera renombramos a f7(s) de la siguiente relacién

fal(s)=1— Hy(sn) (1.4)
veamoslo
1 _ n— fn(sn) _n- fn(o) — N+ fn(577)
R iy 3 1 B A ()
o fn(STI) — fn(o) — (g

Nétese que H,, tiene dominio en el intervalo [0,7) v f7(s) tiene dominio en
el intervalo [0,1).
Ahora proponemos la siguiente relacién

Ho(s) _ h(fa-a(s))
H, 1(s)  h(fn-1(0))

esto por que

n— fu(s)

Hy(s) _ n—fa(0) _ (0= fa(8))(n = fa1(0))
Ho1(s)  n— faoi(s) (0= fa1(s))(n — fa(0))
(

77 fnlo)

Por el otro lado tenemos

N — fx(faz1(s))
hfas(s) _ 1= Fui(s) (0= Fx(faa(s)) (0= fus (0))
h(fa1(0))  n = fx(farr(0)) (1= Far()) (1 = fx(fa-1(0)))
n— fn—1(0>
(1= Fuls) (0= Fas(0)
(77 - frwl(s))(?? - fn(o))
de cualquier modo f,,_1(s) es no decreciente y h(s) es no decreciente porque

f(s) es convexa en [0,7).
Por lo tanto tenemos para s < n

Hy,(s) > Hy-1(s)
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entonces por la ecuacién (1.4) tenemos
f™(s) =1— H(sn) si0<s<1
si se satisfacen estos limites para s € [0, 1)

lim Hy(sn) = H(sn) —y  lm fi(s) = ["(s)

n—oo

pero claramente se ve que sucede.
Entonces el coeficiente 7r§-’ de s’ en f™(s) existe para toda j como se deseaba.
Atn mas, si 0 < s < n tenemos

_ n— fn(fx(s)) _ n— fx(fn(o)) n— fn+1($)
n— fa(0) n—fa(0) 1 — fasa(0)

= h(fn(o))Hn+1(S)‘
(1.5)

Cuando n tiende a infinito f,(0) tiende a 7 y entonces podemos decir

lim h(f,(0)) = lim 1—1x(5)

n—oo S—1n 7” — S

= f(n)
haciendo tender n a infinito en (1.5) obtenemos

H(f(s)) = fx(mH(s)  si0<s<n

f™(s) = 1= H(sn).

Con esto podemos ver que

T f(sm) =1 = H(np "'nfx(sn)) =1 — H(fx(sn))
=1— fr(mH(sn) =1— \H(sn)
— 1M1= f"(s)) =1 A+ f(s)A

lo cual era a lo que queriamos llegar.
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1.7. Ejemplos

Ejemplo 1.7.1 (Célculo de Esperanzas).

Sea un proceso de ramificacién Z con E[Z;] = p < oo. Para calcular
E[Z,.Z,] para m < n primero tenemos que mostrar que E[Z,|Z,,] = Z,,u" ™,
lo cual haremos por induccion.

Para demostrar que es valido para n = m + 1 primero veremos que

J J J
ElZmi1| Zm = §) = B 32 Xi| 2 = | = S BIXi) = 3 p = jn
i=1 i=1 =1

De esta manera tenemos que E[Z,,+1|Z,,] = uZ,,. Ahora supondremos que
es valido para un n > m + 1 y lo probaremos para n + 1.

— IuZmlun—m — MnJrl_mZm

entonces, con este resultado podemos calcular lo siguiente
B[ ZnZn| Zm) = ZmB|Zp| Z) = Z2u™™™
y es asi como obtenemos
E(Z,Z) = E[EZ,Z,0|Z,)] = BIZ2" ™) = 1/ "E[Z2).
Lo cual era lo que queriamos calcular.

Ejemplo 1.7.2 (Probabilidad de un ancestro comun).

Consideremos un procesos de ramificacion Z en el cual P(Zy =1) =1y
P(Z; = 0) = 0. Tomamos dos individuos aleatoriamente (con reemplazo) de
la n-ésima generacion y sea L el indicador de la generacion que contiene su
mas reciente ancestro comun. Para probar que

P(L=r)=E[Z ' — E[Z;rll] para 0 <r <mn

supongamos 0 < r < n, y que todo es conocido en el proceso hasta la
generacién r. Condicionando con esta informacién, se toma aleatoriamente
a un individuo en la n-ésima generacion con probabilidad Z% de tener un
ancestro en la r-ésima generacion, para cualquier miembro de la r-ésima



16 El Proceso de Ramificacion de Galton-Watson.

generacion. La probabilidad de que dos individuos de la n-ésima generacién,
tomados aleatoriamente e independientemente uno del otro, tengan el mismo
ancestro en la r-ésima generacion es entonces Zi Entonces

T

P(L<7)= N P(L<rZ =i)= S B(L<r|Z =i)P(Z = i)

=1 7
=E[P(L<r|Z,)] =E[1-Z]
de esta manera para 0 < r <n
P(L=r)=P(L<r+1)—P(L<r)=E[l-Z]-E[l-Z2"
= E[Z"] - E[Z7 ).

T

Si ahora tenemos que 0 < P(Z; = 0) < 1 entonces

P(L<r|Z,>0)=> P(L<r Z =i|lZ,>0)

1
[P(L < r|Z, >0,2,)|Z, > 0]
1—-2ZY2,>0 =1-E[Z 2, > (]
con este resultado obtenemos que

P(L=r|Z,>0)=E[Z'Z, > 0] —E[Z '|Z, > ().

Ejemplo 1.7.3 (Tiempo de extincién).

Consideremos un proceso de ramificacion Z cuyo tamano de familia tiene
una funcién geométrica g(k) = qp¥, para k > 0 y donde p + ¢ = 1. Sea
T = min{n : Z, = 0} el tiempo de extincién del proceso de ramificacién
Z, y supongamos Zy = 1. Para calcular P(T" = n) primero se mostrard que
el nimero de descendientes de la n-ésima generacion satisface la siguiente
relacion:

n - —
P(Z, = 0) = {";(;n_qn) npe
priti_gntt  SLD #q
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Este hecho se demostrara por induccién. Cuando n = 1 se ve claramente que
esta relacién se satisface

1w
]P)(leo): 2 S?p q
q sip#q

Ahora suponemos que es valida para n = k y demostraremos que se cumple
paran =k +1

P(Zye1 = 0) = fira(0) = f(fx(0)) = X [fx(O)P(Z1 = j).

00
J=0

Si p = q vamos a tener que

fr1(0) = i < - >j(1>j+l = %

j=0 k?+1 2

8

] -5
= l2(k+1) 2 — s

 k+1 k1
S 2k+1) -k k42

Si p # ¢ vamos a ver que

fea(0) = & [AE=2E] 2z ) - & [ w

pn+1 _ qn+1 pn+1 _ anrl

5 [qp(p” —-q")]f:: 1 q

j=0 P =gt - Zﬂqfng
_ g(p™tt — ") _ g(p™t — ")
pn—H _ qn+1 _ [qp(pn _ qn)] pn+1 _ qn+1 _ qpn—i-l + pqn-H
q(pn+1 _ qn+1) B q(pn+1 _ qn+1)

(g - (I —p)  pr— g
Ya demostrado lo anterior, ahora vamos a realizar el siguiente célculo
P(T'=n)=P(Z,=0)—-P(Z,_.1 =0).
Si p = ¢ tenemos que

y_.n  n=1 n-n+hn-1)
P(T_n)_n+1 no n(n+1)

n?— (n?—1) 1

nn+1)  nm+1)
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Y para p # ¢ vamos a tener que

By 4P =) e =g
( - n> = o+l _ gnfl n __ m
p q P —q

q(pn o qn)2 o q(pn—l o qn—l)(pn-i-l o qn-i-l)
(pn _ qn>(pn+1 _ qn+1)

q(pn—lqn—H _ 2pnqn + qn—lpn+1)
(pn _ qn)<pn+1 _ qn+1)

¢"p" ' (q* — 2pq + p?)
(pn _ qn)(anrl _ qn+1)

n,n—1

_ - 9)?
(p" =) (p"tt — g t)

Con este resultado se puede ver que E(7T") < oo si y sélo si p < ¢ aplicando
el criterio del cociente.

Ejemplo 1.7.4 (Funciones generadoras).

Para un proceso de ramificacién con Zy = 1, encontraremos una expresion
para la funcién generadora f,, de Z,, en los casos en que Z; tiene funcion
generadora dada por:

i) f(s)=1—a(l—s)’ 0<a,f<Ll
Lo primero que tenemos que hacer para resolver este ejercicio es pro-
poner una relacién para la n-ésima iterada de la funcién generadora.
Para proponer dicha relacién nos sera de gran utilidad analizar los casos
cuando n = {2, 3}.

fa(s) = f(f(s)) =1 —a{[l —a(l - 5)"]}’
=1—afa(l1-35)7 =1-a(1 -5,
fa(s) = f(fa(s)) = 1= {1 = [1 = P (1 = )"}
=1—a[a®(1 =P =1 - aP+0(1 — 57
El analizar estos dos casos nos dio una idea de como podria ser la

n-ésima iterada de la funcion generadora, la cual proponemos como

fuls) = 1 — " 0" Pt Bt ()"



1.7 Ejemplos 19

ii)

iii)

Ahora sélo falta demostrar que esta relacién se cumple, lo cual haremos
por inducciéon. Supongamos que se cumple para n = k' y demostraremos
que es valido para n = k + 1.

frar(s) = f(fu(8) = 1 — a[l — o750 (1 )90
—1— &(ﬁ"+ﬁ"*1+--~+ﬂ+l)(1 _ S)ﬁ”“'

f(s) = g7 4(P(g(s))) donde P es una funcién generadora y g es una
funcién conveniente que satisface g(1) = 1.

De la misma manera que en el caso anterior, tenemos que proponer una
relacion para la n-ésima iterada, entonces vamos a analizar los casos
cuando n = {2,3}. Como P es una funcién generadora tenemos que
P(P(s)) = Py(s)

f(s) =g " (P(g(s)))

fa(s) = f(f(s)) = g~ (P(g(g™ " (P(g(s))))))
=g (P(P(9(s))) = g~ (Pa(9())),

f3(8) = f(fa(s)) = g7 (Pg(g™ " (Pa(g(9))))))
= g7 (P(Pa(y(s)))) = g~ (Ps(g(s)))-

De esta manera vamos a proponer a la n-ésima iterada de la funcion
generadora como

fa(s) = g7 (Pal(g(s))) paran > 1

la cual se va a demostrar por induccion.
Vamos a suponer que es valido para n = k y demostraremos que se
cumple para n =k + 1.

frr1(s) = f(fu(s)) = g7 (P(g(g™ (Pr(f(s)))))
=g (P(P(f(s)))) = 97 (Prsa(f(5))).

Para el caso (ii) calcular la respuesta explicita cuando g(x) = ™

P(s)=s(y—(y—1)s)"! donde v > 1.
Como podemos ver este ejemplo es un caso particular del ejemplo ante-
rior. Para resolverlo va ser necesario proponer la n-ésima iterada para

y
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la funciéon generadora P, nuevamente va ser de gran utilidad analizar
los casos cuando n = {2,3}. Pero antes vamos a hacer un cambio de
variable dado por a = %, entonces tenemos que

Pe) = =y~ 1=y

De esta manera va ser més facil analizar estos casos
a [1—(iia)s}
L= (1 - Oé) |:17(iga)s]

o o] 0 - (1 - ) o o

T 1-(I-a)s—(I—a)sa l-s+sa? 1—(1—a?)s

sa?
[1—(1—&2)8] «

1—(1—O{)|:$720[2)3i|

Py(s) = P(P(s)) =

Py(s) = P(Pa(s)) =

sa3
[1—(1—042)5} [1 o (1 o O‘Q)S] sa’ sa

T l-(l-a)s—(1—a)sa? 1—s+sa® 1—(1—ad)s
Entonces proponemos la siguiente relaciéon:

sa™

P,(s) = T—1—a)s

La demostracion de que esta relacion se cumple la haremos por induc-
cién. Suponemos que es valido para n = k y demostraremos que se
cumple paran =k + 1,

S

« |:17(1fa")s:|
- (- o)t

|- (- an)s)
1-(1—-am)s—(1—a)san

P,i1(s) = P(P,(s)) =

San+1 n+1

a
1—s+santt  1—(1—antl)s
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Como tenemos que g(z) = ™ y conocemos la n-ésima iterada para la
funcién generadora P, entonces concluimos que

as™ 1
m
1- (x”)sm] '

fals) = 07 (Pulo(s)) = [Puls™) " = [

Ejemplo 1.7.5 (Ramificacién con migracién).

Cada generacién de un proceso de ramificacién (con un solo progenitor), au-
menta por un nimero aleatorio de inmigrantes los cuales son indistinguibles
de los otros miembros de la poblacién. Supongamos que el niimero de in-
migrantes en diferentes generaciones son independientes de cada uno, en la
historia pasada del proceso, dado tal niimero se tiene la funciéon generadora
H(s).

Sea Z, el numero de miembros de la n-ésima generacion. La n + 1-ésima
generacion tiene tamano C, 1 + I,,11 donde C), es el nimero de descendien-
tes naturales de la generaciones previa, e I, es el nimero de inmigrantes.
Entonces por independencia tenemos

E[s%1|2,] = E[s®+11|2,] = E[s%|2,]E[s™| 2,
= E[s|Z,JH(s) = ()7 H(s)

y de esta manera tenemos que f,11(s) queda determinada por

fari(s) = E[s™+1] = E[E[s*+|Z,]] = E[f(s)™]H(s) = fa(f(s))H(s).
Ejemplo 1.7.6 (Martingala).

Consideremos a {Z,}°°, un proceso de ramificacién con E[Z;] = p. Sa-

bemos que E[Z,.|Z,] = Z,u" donde r,n € N. Si definimos a W,, = % se

puede ver que {W,,}>° ; es una martingala, veamoslo

E[W"+T|Wn] = ]E[Zn+r|Zn] = Zn”r = W,.

IunJrr IunJrr

Ejemplo 1.7.7 (Funcién generadora fraccional lineal.).

Consideremos un proceso de ramificacién Z cuyo tamano de familia tiene
una funcién de densidad dada por P(Z; = k) = bc*~Y donde b,c > 0y
b+ c < 1. Lo que deseamos ver es que para la n-ésima generacion la funcion
generadora f,(s) y P(T = n) donde T' = inf{n : Z, = 0} y s¢ es la raiz no
negativa mas pequena de f(s) = s, cumplen con
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D) Sip#1
n 1—50
n(q{ _ [
fn(8>_1_ﬂ’(]‘ 80)+ H 50
U — so put—1
1—s
M — S
’ (5= 1)1 - )
P(T =n)=p" Vs i — %0
=) = s =3 (D — 50)
i) Sip=1
nc—siin+1l)c—1
o) = el e
+ (n—1)c —ncs
Y 1
P(T = n) = d1—c)

1+ (n—1)d[1+ (n—2)]

Como py, = bel* =V para toda k € {1,2,3,...} entonces

Po = 1-— Zpl =1- Zbc(iil) = 1—bzc(iil)
i=1 =1 =1

:1—19207‘:1—L

=0 1—0‘

La funcién generadora para Z; esta dada por

f(S) = Z P(Zl = i)SZ =1 + Z bc(z—l)sz
=0 l—c =
=1- : +bs i(cs)(i_l) =1- b + bs i(cs)j
1—c i—1 1—¢ =
=1 b bs

S l—c¢  1—cs

La esperanza de Z; esta dada por f'(1) = p entonces

;o (I —cs)b—bs(—c) b
) = (1 —cs)? - (1 —cs)?
de aqui que )
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Ahora tenemos que para todad u € [—1, 1] se cumple la siguiente relacién:

b bs b bu
f(s)—f(u)zl_1_C+1_03_1+1—c_1—cu
~ bs(1 —cu) — bu(l —cs) _ b(s — u)
(1 —es)(1— cu) (I —cs)(1—cu)

entonces también tenemos que para toda v € [—1, 1] se cumple

b(s —v)
(1—cs)(1—cv)

f(s) = fv) =

De esta manera llegamos a la siguiente relacién

b(s —u)
f(s) — f(u) _ (A —ces)(I—cu) (s —u)(l—cv)
O —f0) " - G-uwl-c
(I —es)(1—cv)

Como ya sabemos que la ecuacién f(s) = s tiene raices en sg y en 1 afirmamos
que si g > 1 tenemos que sg < 1, si p = 1 entonces sy = 1 y finalmente si
i < 1laraiz so > 1. Si tomamos a u = sg y v = 1 entonces para pu # 1 la
relacion que se acaba de obtener queda

fls)—s0 _ (s—=s0)(1—¢)
fls)—1 (s —1)(1 —eso)

por lo tanto tenemos que

l—c  f(s)—sos—s0  f(s)—s0 s— 50
l—csog f(s)—1s—1  s—1 f(s)—1

Aplicando el limite cuando s tiende a 1 a toda la igualdad se puede ver que

l—c :limf<8)_$0 s—1 :h,mf(s)—soli s—1 1

1—csg =1 s—s9 f(s)—1 s=1 s—35p S*Igf(s)—l_,l_t

Ya que tenemos que al aplicar la regla de L’Hospital para el segundo limite
obtenemos

,  s—1 ) 1 1

lim ——— = l1rr% — =

fs)  n
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y el otro limite claramente es 1. Estos resultados nos permite afirmar que

f(s) =80  1s—sg
fls)=1  ps—1"
Este tltimo resultado va ser de gran utilidad para obtener una férmula

explicita para f,(s). Primero vamos analizar los casos n = {2,3} para pro-
poner dicha forma explicita para f,(s). Para f, tenemos

Fos) =0 _ fU) =50 1f(s) =0 15—
R)=1 " JEE) -1 wfe) -1 ws—1

Para f3(s) tenemos que

f3(s) = s0 _ fo(f(s)) —So _ L f(s)=s0 _ 1s—s

fa(s) =1 2<f<s)) pfs) =1 P s—1
Entonces proponemos a f,(s) com
fn(s —50 1 s—s
Fals) =1 s =17

Esta relacién se va a demostrar por induccién, entonces vamos a suponer que
es valido para n = k — 1 y probaremos que se cumple para n = k, veamoslo.

Jels)=s0 _ fima(f(s)) —=s0 _ 1 f(s)=s0 _ 1 s—s0
fels) =1 fra(f(s)) =1 p®=D fls) =1 pks—1
Si resolvemos esta ecuacion vamos a ver que nos queda como:
_ K"so(s — 1) — (s — s0)
fals) = " :
p(s —1) = (s — so)
Para obtener el resultado al cual queremos llegar tenemos que manipular esta
ecuacion, entonces tenemos que

(s — s0)
s:M"SO(S—l)—(S_SO):SO_m
8 = =D (s = s0) _ (5—50)

pr(s — 1)
(s — so)
_ _u”(s—1)+80_1:1_ 1—sg
- (s — so) - (s — so)

(s — 1) (s — 1)
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(I =s)(s — 1) 14 pt (1 —s0)(s — 1)

TLS :1 =
fals) s(pr —1) 4 sg — pu» ur — so — s(pr —1)
- "—sy p(1—s0)(s—1)
pr = so p— S0 — s(p" — 1)
_ o MAmse) ("= so)(s = 1)
pr—so pt—so — s(um —1)
) s = 1) sels = 1)
ur—sg "t —so—s(un—1)
ph(l—so) (s —1) —so(s —1)+s—s
— 14
K = So pt — s — s(u — 1)
) (L s0)s = (= s — s+ 9)
W= S0 pr —so — s(pm —1)
prs(l—s0)® ut — s — so+ s
e ML= s0) T

pr = so = s(ur = 1)
1—80
n Sn
_omms) M=
,u”—so . ,u”—l

— S
K" — S0

De esta manera demostramos la forma explicita para f,(s) a la cual queria-
mos llegar si p # 1. Esta relacién nos servira para obtener P(7" = n).
Sea A = {w|T(w) < n}, entonces

A={w|T(w) <n}
= {wl|existe una s € {1,2,3,...,n}tal que Zs(w) = 0}

_ Ql{w|Zi(w) = 0} = {w|Zn(w) = 0}

De esta manera tenemos que P(T' < n) = P(Z, = 0) = f,(0) y f.(0) es
equivalente a

fa(0) =1 —p"

pr = so
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Con todos estos resultados, vamos a calcular P(T" = n)

B(T = n) = B(T <n) — BT <n—1) = f,(0) ~ fu1(0)

nl—So n—
u"* — S H — S0

ot (1= s0) (1™ = s0) — (1 — s0) ("' — 59)
(u=t = so) (1™ — s0)
= (p—1)(1 = s9)
Y (um = so) (Ut = so)

Ahora veremos el caso en que u = 1. En este caso podemos ver que b =
(1 —¢)? y solamente tenemos una tnica rafz, la cual es sy = 1, con toda esta
informacién vemos que f(s) nos queda como:

£(s) = 1—c—(1—c)2_|_3(1—c)2 :C+s(1—c)2

1—c 1—cs 1—ecs

_ c(l1—cs)+s(l—c)* c—s(2c—1)

1—ecs 1—cs
para fs(s) tenemos
¢c—(2¢—1)s
o ey €= o= st CT e DT
1—cs

_ c(l—cs)—(2c—1)(c—s(2¢—1))
l—cs—c2+cs(2c—1)

_ 2c—-27 +5[(2c — 1)* — 7]

B 1—c+cs(2¢—2)

2¢(1 —¢)+53c® —4c+1)  2c—(3c—1)s

(I—=c)(1+c¢)+2es(c—1) 14+ c¢—2cs
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y para f3(s) tenemos

) = e = 2B Drte) 20T e
TR 14 c—2cf(s) 1+C_2Cc—(20—1)s
1—cs

~ 2¢(1 —es) = (3c—1)[c — s5(2¢ — 1)]
(14 ¢)(1 —cs) —2c[c — s(2¢ — 1)]
3¢ —3c + s[(2¢ — 1)(3c — 1) — 2¢7
14 c—2+ces[2(2c—1) —1—(]

 3c(l—c)+5(4c® —bc+1)  3c—(4c—1)s
C1—c+2e(l—c)+3cs(c—1)  1+4+2c—3sc’

Entonces vamos a proponer la siguiente relacién para f,(s) :

ne—[(n+1)c—1]s
1+ (n—1)c—necs

fn(s) =

Esta funcién la vamos a probar por induccion. Supongamos que se cumple
para k — 1 , entonces basta ver que se cumple para k

(k—1)c— (ke —1)f(s)
1+ (k—2)c—(k—1)cf(s)

Te(s) = feca(f(9)) =

(k= Do (ke ) _13(_200; D
1—|—(l{:—2)c—(k—1)c$

B (k—1)e(1 — sc) — c(ke — 4) + s(ke — 1)(2¢ — 1)
S 1l—cs+ (k—2)c(l —cs) — (k— 1)+ s(2c — 1)(k — 1)c
ke — kc® + s[(2¢ — 1) (ke — 1) — (k — 1)c?]
l—c+(k—1Dec— (k=12 +cs[(2c—=1)(k—1) =1 — (k—2)]
kel =)+ s[(k+1)* = (k+2)c+1]  ke—s((k+1)c—1)
 l—c+(k-=1c(1—c)+csk(c—1) 1+ (k—1)c—kes

Ya demostrada la n-ésima iterada,vamos a calcular f,(0) la cual es necesaria
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para obtener P(7" = n)
ne

IO = T e

entonces

ne (n—1)c

P =1) = f0) = Jor(O0) = T =3 ~ T = 2
1+ (n—2)d1+ (n— 1)
c(l—c)
1+ (n—1)[1+ (n—2)

Lo cual era a lo que queriamos llegar.



Capitulo 2

El Proceso Markoviano de
Ramificacion a Tiempo
Continuo

2.1. Introduccion.

En el capitulo anterior estudiamos el proceso de ramificacién de Galton-
Watson mas simple, en el cual el tiempo de vida de cada individuo es de una
unidad de tiempo. Como podemos darnos cuenta, este proceso no es suficiente
para modelar el crecimiento de muchas poblaciones fisicas o biolégicas, es por
esto, que ahora se presenta una extension a tiempo continuo del proceso de
ramificacion de Galton-Watson, el cual llamaremos el Proceso Markoviano
de Ramificacion a Tiempo Continuo.

Sera de gran interés ver que tanto el proceso de ramificacion de Galton-
Watson como el Proceso Markoviano de Ramificacion a Tiempo Continuo
tienen propiedades muy similares y que en algunas ocasiones no es mas que
el resultado de una extension. Ademaés se analizard el problema de como de-
finir la n-ésima iterada de una funcién cuando n no es un entero, que desde
tiempo atras ha interesado a un gran nimero de matematicos.

Este proceso también modela el crecimiento de una poblacion, salvo que
ahora el tiempo de vida de cada individuo es una variable aleatoria. Nueva-
mente no tenemos un mecanismo matematico para representar las relaciones
entre los individuos de la poblacién total, aunque se tengan en mente cuan-
do se plantea el modelo. La primera formulacion del proceso markoviano
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de ramificacién a tiempo continuo aparece en los trabajos de Kolmogorov y
Dimitriev en 1947.

2.2. Definicion.

Como se habia senalado, en el proceso de ramificacion de Galton-Watson
el tiempo de vida de cada individuo es de una unidad de tiempo, una genera-
lizacion natural para la construccion del proceso markoviano de ramificacion
a tiempo continuo es la de permitir que estos tiempos de vida sean aleatorios.
En el capitulo anterior se consider6 una cadena de Markov a tiempo discreto
{Z, :n =0,1,2,...}, ahora definiremos un proceso {Z(t) : t > 0} donde
Z(t) es el numero de individuos al tiempo t. Este proceso en general no
es de Markov, al menos que los tiempos de vida sean independientes y se
distribuyan como variables aleatorias exponenciales, que para nuestros fines
es lo que se va a suponer.

Definicién 2.2.1. Un proceso estocdstico {Z(t,w) : t > 0} definido en un
espacio de probabilidad (2,3, P) es llamado como el Proceso Markoviano de
Ramificacion a Tiempo Continuo Unidimensional si:

i) Su espacio de estados esta dado por el conjunto de enteros no negativos.

i1) Es una cadena de Markov estacionaria con respecto a los campos-
Sy = o{Z(s,w) : s < t}, (para cualquier coleccion D de valores reales,
variables aleatorias Borel medibles definidas en (2,3, P), o(D) denota
la sub-o-dlgebra generada por D).

iii) Las probabilidades de transicion Pi;(t) = P(Z(t) = j|Z(0) = 1) satisfa-
cen:

> Ri0s = (5 R0
j=0 j=0
para toda i >0 y |s| < 1.

Los incisos (i) y () nos dicen que Z(t) es un Proceso Markoviano a
Tiempo Continuo en los enteros, y el inciso (ii1) caracteriza la propiedad
basica de ramificacion.

Como era de esperarse gran parte de la teoria del proceso de ramificacion
de Galton-Watson se puede desarrollar en el caso continuo con técnicas si-
milares a las ya vistas. Sera de gran interés ver que el Proceso Markoviano de
Ramificacién a Tiempo Continuo tiene una estructura mucho mas compleja.
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2.3. Construccion

Para la construccion del Procesos Markoviano de Ramificacion a Tiempo
Continuo es indispensable estudiar las probabilidades de transicién, las cuales
estan dadas por

By(r,m +1) =P(Z(1 + 1) = j|Z(1) = 1)

para toda 7,7 € {0,1,2,...}.
Debido a la hipdtesis de homogeneidad del tiempo estas satisfacen que

Pj(r,7+t)=Py(t) t>0.

Estudiaremos las probabilidades de transicion mediante los dos sistemas
de ecuaciones diferenciales, las ecuaciones backward y forward de Kolmogo-
rov. Para escribir de una manera explicita dichas ecuaciones, primero obten-
dremos a ciertas funciones a;(t) y p;;(t), coni,j = {0,1,2,...}.

Si se tiene que Z(t) = i, entonces la probabilidad de que un cambio de
estado ocurra en un intervalo de tiempo (t,t+ h) es a;(t)h+ o(h). Si nosotros
sabemos que el cambio ocurre al tiempo t cuando el estado es i, entonces
pij(t) es la probabilidad de que el nuevo estado sea j.

Ahora vamos a suponer que un individuo presente al tiempo ¢ tiene una
probabilidad a(t)h + o(h) de morir en el intervalo de tiempo (¢,¢+ h), donde
a(t) es una funcién continua y no negativa. Si este individuo muere en un
tiempo 7, las probabilidades de que sea reemplazado por 0,2, 3, . .. individuos
son po(t), p2(t), p3(t),... Se omitird la posibilidad de muerte seguida de un
solo reemplazo, debido a la falta de dependencia en la edad, ya que pareceria
que no hubo cambio alguno. Por esta misma razon, la muerte de un individuo
y su reemplazo por n nuevos individuos (n > 2), es equivalente a que dicho
individuo no muera y tenga (n — 1) nuevos descendientes.

Es importante notar que si un individuo nace en un tiempo ¢y, la proba-
bilidad de que dicho individuo tenga un tiempo de vida adicional 7 esta dada

por
t14+7
a(t; + 7) exp { — / a(a:)d:z:}
t1

la cual se convierte en una funcién de densidad exponencial si a es constante.

Si ahora en vez de tener un sélo individuo, tenemos ¢ presentes a un tiem-
po t, entonces la probabilidad de que mueran 0,1 y un niimero mayor a 2 en
un intervalo de tiempo (¢,t + h) son 1 —ia(t)h + o(h), ia(t)h 4+ o(h) y o(h)
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respectivamente. Si ocurre una muerte al tiempo 7, entonces la probabilidad
de que el tamano de la poblacion sea j dado que a cierto tiempo antes a
7 el nimero de individuos era i, es p;_;+1(7). Al obtener estos resultados
podemos concluir que a;(t) = a(t) y pij(t) = pj_ir1(t).

Las px(t) son llamadas las probabilidades infinitesimales, las cuales para
nuestro proceso en estudio no dependen del tiempo; lo mismo le sucede a a(t)
la cual no le queda més que ser una constante. Las probabilidades infinitesi-
males y el parametro a deben cumplir con las siguientes propiedades:

0<a< oo, 0 < p y S pe=1.
k=0

Las probabilidades infinitesimales determinan a las probabilidades de
transiciéon como soluciones de las ecuaciones de Kolmogorov, dichas ecua-
ciones son

d j+1

3 Lu(t) = —jaly(t) +a >0 kP(t)pj-r+r  forward (2.1)
k=1
ki

%Pi-(t) = —iaP;(t) +ia Y, Pryi(t)pr—it1 backward (2.2)
k=i—1

con condiciones en la frontera

. )1 o sii=1,
Pyl07) =0y = {0 si i # j.

Las probabilidades infinitesimales nos dan una interpretacion probabilista
en términos de un proceso de ramificacion, el cual construiremos de la siguien-
te manera. Supongamos que se empieza con un cierto nimero de individuos
a un determinado tiempo, la longitud de vida adicional de cada individuo es
una variable aleatoria exponencial con parametro a. Al morir cada individuo
deja k descendientes con probabilidad pg, donde k& = {0,1,2,3,...}. Como
en el capitulo anterior el comportamiento de cada individuo es independiente
al de otros individuos y de la historia del proceso.

Ahora supongamos que el proceso esta en el estado i a un tiempo dado,
este contintda ahi por una cantidad de tiempo el cual se distribuye expo-
nencialmente con parametro za. Si el proceso salta a los estados j > i — 1,
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estos saltos estan determinados por las probabilidades p;_;;1, entonces la
probabilidad de transicion esta dada por

Pij(7) = iapj-iy17 + o(T)

cuando 7 — 0 y para j > i — 1 con j # i.

Si el proceso se encuentra en el estado ¢ y continta ahi por cierta canti-
dad de tiempo, pero ahora no hay salto alguno, entonces la probabilidad de
transiciéon queda determinada por

P,i(t) =1—iar + o(7)

cuando 7 — 0.

Y si el proceso se encuentra en el estado ¢ y contintia ahi por cierta
cantidad de tiempo, pero ahora salta a los estados j < ¢ — 1, entonces la
probabilidad de transicion queda determinada por

Py =o(7)

cuando 7 — 0 y para j <7 — 1.

Este proceso que se acaba de construir se llama el proceso minimal.

Nosotros acabamos de mencionar la construccion de Harris de un espacio
de probabilidad para un proceso de ramificacion. En esta construccién cada
punto en el espacio muestral representa un completo arbol familiar, especifi-
cando el tiempo de nacimiento, longitud de vida, ancestros y descendientes
de cada individuo, y una apropiada medida de probabilidad es construida en
la extension de Borel en los conjuntos cilindricos de estos espacios.

Cuando la distribucién del tiempo de vida es exponencial, Harris prueba
que el proceso es de Markov, y tiene una funcién de transicion que satisface
las ecuaciones de Kolmogorov.

El obtuvo un proceso markoviano con el mismo mecanismo de transicion
ya descrito, pero en espacios muestrales subyacentes especificamente identi-
ficados como espacios de arboles de familias.

Esta identificacién sera de utilidad para nosotros. Por ejemplo ésta nos
posibilitara para definir variables aleatorias como

Z(t,w) ]
(9) .
sy | 200 w2095

0 si Z(t,w) =0
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donde Z,@ (1,w) es el nimero de descendientes que estan vivos hasta el tiem-
po (t + 7) del i-ésimo individuo de los Z(¢,w) existentes al tiempo t.

Los procesos Z(t,w) y {Zt(i) (1,w); T > 0} son independientes y equivalen-
tes a {Z(u,w);u > 0}, con la hipétesis usual de que Z(0,w) = 1.

2.4. Las Ecuaciones Backward y Forward de
Kolmogorov

En esta seccion vamos a construir a las ecuaciones de Kolmogorov. El
proceso minimal es indispensable para dicha construccion.

Proposicion 2.4.1. El proceso markoviano de ramificacion a tiempo conti-
nuo satisface la ecuacion forward de Kolmogorov dada por

d . j+1

&Pij(t) = —jaP;;(t) + akz kP (t)pj—ki1
=1
k#j

Demostracién. Supongamos que Z(t + h) = j y Z(t) = ¢ para cualquier
ie€{1,2,3,...} yj€{0,1,2,3,...}, entonces tenemos que

Py(t+h) =P(Z(t+s+h) = j|Z(s) = i)
= SRt s+ h) =, Z(t+ ) = HZ(s) = )

= SRt s+ h) = |20+ 5) = KB(Z(t+ 5) = K| Z(s) = )
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Py(t-4 ) = S B2+ 54 h) = 4120+ ) = K)Palt)
i)
+P(Z(t+ s+ h) = jlZ(t+ s) = j) Py (t)+
S P(Z(t+ s+ h) = j|Z(t+ 5) = k) Pa(t)

k=j+2
1
= > Pu(t)(kahpj_ki1 + o(h))+
(=
+ Py((1 = jah+ o) + 3> o(h)Pu(t)
k=j+2
Jtl J+1
= 22 akhPy(t)pj—r1 + 22 Pin(t)o(h) + Pij(t)—
(= (=
— Jah Py (1) +olh) + 3 ofh) Pu()
j+2
j+1
= Fij(t) = jaly()h + 3. kahPy(t)pj-r1 + o(h)
k=1
k]

Ahora si restamos en ambos lados P;;(t) y dividimos entre h, entonces la
ecuacion nos queda

Py(t+h)— Py(t) -
i( f)L i) = —jaPy;(t) +a > kPy(t)pj—r+1 + o(1)

k=1

k#j

y si a h la hacemos tender a cero tenemos a la ecuacion forward de Kolmo-

gOTOV
d ) J+1

Tl (t) = —jaP;(t) +a ) kPu(t)pj—k+1
k=1
i

Proposicion 2.4.2. El proceso markoviano de ramificacion a tiempo conti-
nuo satisface la ecuacion backward de Kolmogorov dada por

d . R

d—Pi‘(t) = —WPz‘j(t) +ia ) ij(t)Pk—z‘+1
t k=i—1
ki
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Demostracion. Para obtener la ecuacion backward de Kolmogorov, nue-
vamente vamos a suponer que Z(t + h) = j y Z(t) = i para cualquier
ie€{l1,2,3,...} yj€{0,1,2,3,...}, entonces tenemos que

Pi(t+h)=P(Z(t+s+h)=j|Z(s) =1)

= S P(Z(t+s+h) =4, Z(h+ ) = k|Z(s) = 1)

k=1
= i P(Z(t+s+h)=jlZ(h+s)=kP(Z(h+s)=Ek|Z(s)=1)
k=1
= ¥ PyP(Z(h+ 5) = klZ(s) = i)+
k=1
+ P (OP(Z(h +5) = il 2(s) = i)+
+ S Py(OP(Z(h+s) = kZ(s) = i)
= 2_2_32 Pyj(t)o(h) + Py;(t)(1 — iah + o(h))+
+ io: Pyj(tahpy_it1 + o(h))
— Py(t) — iahPy(t) + ki Py (t)iahpy_iirh + o(h)
iy

Ahora si restamos F;;(t) en ambos lado de la igualdad y dividimos entre
h, entonces la ecuaciéon nos queda

Byt +h) — Py(t)
h

= —iaby;(t) + > Prj(t)iape—is1 + o(1)
y si hacemos tender h a cero vamos a tener a la ecuacion backward de Kol-
MOgorov.

d

Lu(t) = —iab(t) +ia 30 Pij(t)pe-ina
k=i

=i—1 | |
k#i

Definicién 2.4.1. Llamaremos al conjunto de funciones {P;;(t)} una solu-
cion de las ecuaciones backward y forward de Kolmogorov si son no negativas,
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absolutamente continuas en 0 y en t, satisfacen las ecuaciones de Kolmogorov
y las siguientes condiciones

i) Pij(t) = > Pu(t1)Py;(t) i,j=0,1,2,... 0<t; <t
=0
(ecuacion de Chapman-Kolmogorov)

i) SSP;(t) <1 i=0,1,2,...
§=0

2.5. Funcion Generadora

Por el momento vamos a suponer que {F;;(t)} es una tnica solucién de
las ecuaciones de Kolmogorov, por ser unica satisface

S Pylt) = 1.

La funcién generadora juega un papel importante en el analisis de los
procesos continuos. Antes de definir a la funcién generadora del proceso,
vamos a definir una funcién f(s) como

f(s)=>" p;s donde |s] <1
=0

y otra funcién u(s) como
u(s) = a[f(s) — s.
El nidmero a, que toma valores en el intervalo (0, 00), y la funcién

{p; 17 =0,1,2,...} son los datos totales del proceso {Z(t) : t > 0}.
Definiremos a la funcién generadora del proceso {Z(t) : t > 0} como

Fils.t) = 3 B(Z() = 512(0) = b)&
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Si k = 1 entonces la funcion generadora se denota por F(s,t). Por las
ecuaciones de Kolmogorov podemos ver que F'(s,t) satisface las siguientes
relaciones las cuales demostraremos mas adelante

%F(s t) = u(F(s,t)) (ecuacién backward) (2.3)
' 0 0
aF(s t) =u(s )83F(8, t) (ecuacién forward) (2.4)

con condicién de frontera

F(s,0) =

Proposicion 2.5.1. El Proceso Markoviano de Ramificacion a Tiempo Con-
tinuo con solucion unica satisface la ecuacion backward de Kolmogorov para
la funcion generadora

)
S F(s,t) = u(F(s,1).

Demostracion. Para la construccién de la ecuacién backward para la fun-
ciéon generadora, primero tenemos que ver que de la ecuacion backward ori-

ginal

d , e
SPy(t) = —iaPy(t) +ia 3 Pyl i

t k=i—1

ki

se puede afirmar que Y- < P;;(¢) converge uniformemente en (0, ¢) a Z LPi(t),
=0 =0

porque Y P;;(t) converge uniformemente en (0,t) a > P;;(t) y en conse-
=0 =0

n o0
cuencia Y. > Py;(t)pr—i+1 converge uniformemente en el mismo intervalo
j=0 k=i—1
kit

o oo
a ., > Puj(t)pp-is1 -
§=0 k=i—1
ki A
Si la ecuacion backward original es multiplicada por s/ en ambos lados,

al introducir la suma finita hasta n podemos ver que esta nueva relacién
o
converge uniformemente en el intervalo (0,¢) a Y. L P;(t)s? , ya que |s| <1,

es decir,
C.U. d

J
()S—> Odt U

(1)s7.

Q—-lg,
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De esta manera podemos aplicar el siguiente teorema.

Teorema 2.5.1. Sean a < b y {f, : n € N} wuna sucesion de funciones
derivables en (a,b) tal que la sucesion {f! : n € N} converge uniformemente
en (a,b) y existe un punto xy € (a,b) tal que la sucesion {fn(xo) : n € N}
converge. Entonces la sucesion {f, : n € N} converge uniformemente en
(a,b) y /
(h’m fn> — lim f'
n—oo n—oo
Demostracién. Para demostrar que la sucesién {f, : n € N} converge
uniformemente, es suficiente mostrar que dicha sucesién es de Cauchy. Sea

€ > 0. La sucesion { f,(x¢) : n € N} converge, entonces es de Cauchy, y existe
N; € N tal que

|fn(x0) - fm(x0)| < %

para todo m,n > Nj.
También, la sucesiéon {f] : n € N} es de Cauchy; sea N > N; tal que

(@) = fu(@)] <

2(b—a)

para todo m,n > N y x € (a,b).
Para todo n,m > N y z € (a,b) ahora tenemos

[fa(@) = fn(20)] < | fal@) = ful@o) = fin(@) + frnl@o)| + | fu(20) = fin(o)|
< |(fn - fm)<x) - (fn - fm)($0)| + %
= |(fo = Fu) ©)llx — ol + =

2
<;|x—x |—i—E
2(b—a) o9

<€

donde £ € (xg, x); la existencia de £ se deduce del Teorema del Valor Medio.
Entonces, la sucesién {f,, : n € N} converge uniformemente, es decir

f=lim f,.

Para finalizar la demostracién tenemos que mostrar que f es diferenciable
y que f' = lim f/. Sea g = lim f/; lo que tenemos que verificar es
n—oo n—oo

flz+1t)= f(x)+ g(x)t + o(t) t—0
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para todo x € (a.b); esto es equivalente a la siguiente afirmacion:
Para toda x € (a,b) y € > 0 existe una § > 0 tal que

|f(z+1) = f(z) — g(2)t] < elt]
para toda t con |t| < 4. Sean = € (a,b) y e > 0. Ya que lim f! = g existe,
tenemos que existe N € N tal que para toda n > N
€
GG

para toda € € (a,b). Entonces, cuando n > N,

| ol + )= ful@) = fr()t (fN($+t) — fn(z) - fz’v( )t )}
= (fo = )@+ 1) = (fa = fN) (@) = (fo = fn)'(2)t]
< (o = I+ 1) = (fo = ) ()] + |(fn_ ) ()]t

< 2sup{|(fu — f5)'(§)] - € ( a,b)}t

<et
2

Tomando el limite cuando n se va a infinito en la desigualdad

[ ale+0) = fule) = fal@)t = (fule +0) = fule) = fr(@)t)] < 5
obtenemos
[fla+6) = [(@) = g(@)t = (Sl + 1) = fwle) = Su(@)t)] < 5.

La funcién fy es diferenciable en x, entonces existe § > 0 tal que para
toda t con |t| < 0,

vz +1) = (o) = fy(ot < 5

de donde
\f(z+1t)— f(x) — glx)t| < |fn(z +1t) — fn(x) — fr()t] + %t < et

para toda ¢ tal que || < 0. u
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Si tomamos f,(t) = > Py(t)s! y fi(t) = Z 4 P(t)s? y aplicamos el
=0 =0

teorema 2.5.1, entonces tenemos que
d o]
— 2 Py(t)s’ —Z PU()
dt j=0

Ahora, con este resultado ya se puede obtener la ecuacién backward de
Kolmogorov para la funcién generadora. Sea la ecuacién backward de Kol-
mogorov original

d :
d_Pij(t) = —iaP;(t) +ia Z Prj(t) pr—it
t k=i—1
k;éz
para ¢ = 1 tenemos
d 00
d—Plj(t) = —aPy;(t) +a X Pri(t)pr
t k=0
k#1

Si multiplicamos en ambos lados por s/ tenemos

d , , o0 ,
&Plj(t)sj = —CLPlj<t>Sj +a Z ij(t)pksj
k=0
k#1

ahora vamos a introducir la suma sobre 7, lo cual nos da

> Put)s’ = —a ) Py(t)s’ +a Z Pyj (t) pis’
7=0 j=0 J=0k=
k;él
aplicando el teorema 2.5.1 tenemos que
d o 00 . o0 00 .
& & Z Pj(t)s’ = —a ) Piy(t)s’ +a 35 32 Py(t)pns’
7= =0
:—CLF(S t)—i—aZkaPk]()
k;ﬁl 3=0
d 00
&t = Z Py(t)s’ = —aF(s,t) +a Z PeFy(s,t)
it
= —aF(s,t) +a ) pu[F (s, 1)]"
o)

= —aF(s,t) + af(F(s,t))
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Gracias a esta ultima relacién tenemos

0
aF(s,t) = u(F(s,t))

que es a lo que se queria llegar. u

Proposicion 2.5.2. El Proceso Markoviano de Ramificacion a Tiempo Con-
tinuo con solucion unica satisface la ecuacion forward de Kolmogorov para
la funcion generadora

0 0
EF(S,T,) = u(s)aF(s,t)

Demostracion. Para obtener a la ecuacion forward de Kolmogorov de la
funcién generadora se tiene que hacer el mismo analisis que en el caso de la
ecuacion backward, para asi aplicar el teorema 2.5.1.

Sea la ecuacion forward de Kolmogorov

d . j+1

d—Pz' (t) = —jaP;;(t) +a > kPkpj—km
i =1
i

para ¢ = 1 tenemos

d , jt1

Eplj(t) = —jaPy(t) +a ) kPypj g1
f=1

i)

Si ahora multiplicamos en ambos lados por s/ tenemos que

d A _ | _
aplj(t)S] = —jaPlj(t)s] +a Z k’Plkpj_]H_lSj
k=1
k)

e introducimos la suma sobre j, lo cual nos da

o~ . x . oo j+1 .
> EPlj(t)sJ =—ay jPyt)s’ +a)] Y kPupjiri1s’
=0 =0 =0 k=1

k#j
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aplicando el teorema 2.5.1 tenemos que

d ) - ) oo j+1 )
& Z Plj(t)Sj = —a Z jPlj(t>8] +a Z Z kPlkpj—k—i-lSj
7=0 i=0 7=0 k=1
k#j
o - oo J+1 )
=—as ), jPy(t)s +a} 3 kPupj-ki1s’

sea y = k — 1 tenemos

0 0 x . J
—F(s,t) = —as—F(s,t) +a}> s > (y+1)Piyrnpj—y
ot ds =0 y=0

y#j—1

en el ultimo término de la derecha vemos que es una multiplicacién de series,

entonces la igualdad nos queda

[e.9]

%F(s,t) = —as%F(s,t) +al S8+ 1)P1(j+1)(t)} [2} sjpj]

7=0
ahora sear =7+ 1

0

0 00 oo
_ — —qs— (r=1) i,
8tF(S7t) asaSF(s,t) +a 7;17“5 PlT(t)} LZOS p]]

o 0
= —asaF(S, t)+ G%F<S7t)f(s>

= alf(s) ~ 5] 2P (s, 1)

=u(s)=—F\(s,t)

Para obtener la iterada de la funcién generadora es necesario utilizar
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la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, de esta manera tenemos que

F(s,t+u) =Y Py(t+u)s
k=0

Dicha relacién es andloga a la férmula iterada para f,(s) en el Proceso de
Ramificacién de Galton-Watson.

2.6. Existencia y Unicidad de las Soluciones.

De algunos resultados de Feller (1940)' tenemos que siempre existe una
solucién { P;;(t) } comin para ambas ecuaciones de Kolmogorov. Mas adelante
veremos que cualquier solucién de la ecuacion (2.1) tiene la propiedad

Byt) = > P (t)Piy(t) - Pa (1) (2.5)

ri+ratetrp=j

Lo que nos dice esta relacion es que si la poblacion a un cierto tiempo t,
que empieza con ¢ individuos al tiempo inicial 0, se distribuye como la suma
de 7 poblaciones independientes que empiezan con un sélo individuo.

Desafortunadamente aunque las ecuaciones de Kolmogorov siempre ten-

[e.9]

gan una solucién que satisface ) P;;(t) < 1 estas soluciones pueden no ser
j=0

unicas. Relacionado con esta dificultad esta el hecho de que la interpretacion

probabilistica de todo lo anterior puede no ser siempre valido. Este problema
surge con la posible produccion infinita de particulas en un tiempo finito,
es decir al explotar, una situacion que existe cuando hay soluciones para las

Wer [7]
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o0
ecuaciones de Kolmogorov que satisfacen la desigualdad ) P;;(t) < 1.
=0
! o0
Si tenemos que existen soluciones para la cuales se satisface ) P;(t) < 1,
=0
entonces la ecuacién (2.2) tiene muchas soluciones, aunque la ecuacién (2.1)
tenga solamente una. En el caso en que la solucién de la ecuacion (2.1) satis-

o
faga > P,;(t) = 1, entonces la ecuacién (2.2) tiene una tnica solucién, este
j=0

resultado se vera a continuacion pero antes demostraremos el siguiente lema.

Lema 2.6.1. Si {P;;(t)} es una solucién de la ecuacién (2.1) entonces

P(t) > et (2.6)

Demostracién. De la ecuacion (2.1)

d _ j+1

Do) = —jaPy(t) + a 30 kPupj i
t k=1
k#j

si tenemos que ¢ = j = 1 entonces la ecuacién queda de la siguiente manera

d
EPIl(t) = —aP11<t) + 2(1P12p0.

Con esto afirmamos que

d

— P (t) > —aPyi(t).

% 1 (t) > 11(¢)

Al resolver esta desigualdad con técnicas de ecuaciones diferenciales or-

dinarias tenemos que

Pi(t) > e u
Ahora como tenemos que Fj(s,t) = [F(s,t)]i entonces podemos obte-
ner una relacion para %Fi(s, t), suponiendo que tenemos una solucién para

la ecuacién (2.1). De la ecuacién (2.4) tenemos

0 0
aF(s, t) = u(s)gF(s, t).
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Y para Fj(s,t) tenemos que

0 0 i
an(s,t) =% [F(s,t)}
— i[F(s,1)]' I%F(s,t)
— i[F(s, t)y‘lu(s)%ms, £)

Pero tenemos que

0 0 i i-1 0
5 F(st) = 5o [F(s, )] = i[(F(s, )] 5-F(s,1),

entonces tenemos que

0 0

aFi(s,t) = u(s)%Fi(s,t). (2.7)
Teorema 2.6.1. Eziste una unica solucion {P,;;(t)} de la ecuacidn forward de
Kolmogorov si la funcion generadora Fi(s,t) satisface la ecuacion (2.7) para
s| < 1, Fi(s,t) = [F(s,1)]" para toda i € {0,1,2,...} y como consecuencia
tenemos que la ecuacion (2.5) se satisface

Demostracién. Sea sy un punto fijo en el intervalo (0,1), y ¢ esta en el
intervalo (0,7") donde 7' es un nimero positivo fijo y arbitrario. Ademés
vamos a considerar a ¢ como un entero positivo fijo.

Sea

u(s)

A= sup

—50<s<so
e T
y sea n un entero positivo tan grande que se cumple que so — A= > 0.
Hay que notar que

sup
—s0<s<so

%u(s)‘ < 00

Ahora de un resultado muy bien conocido de la teoria de ecuaciones di-
ferenciales parciales (Kamke [9]), la ecuacién (2.7) tiene exactamente una
solucién en el trapezoide 0 < ¢t < %, —(so — At) < s < 59 — At, tomando
como valor inicial a Fj(s,07) = s'.

Si F7(s,t) es una solucién tal que es una serie de potencias en s, con-
vergente para |s| < sg, entonces nosotros tendremos que F(s,t) = F(s,t)
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en el rectangulo 0 < t < %, —s0 < s < 8o, ya que Fj(s,t) = Fi(s,t) en el
trapezoide.

Podemos utilizar el mismo argumento para demostrar la unicidad en el
siguiente rectangulo con % de ancho, y seguir asi hasta llegar a 7. Como T’
es arbitrario podemos ver que la ecuacién (2.7) tiene una tnica solucién en
la regién —sg < s < sg, t > 0, y esto es para cada t en una serie de potencias
en s que es convergente para |s| < so.

Si la equacién forward tuviese una segunda solucién {FP;(t)} su corres-
pondiente funcién generadora F;*(s,t) es una solucién de la serie de po-
tencias de la ecuacién (2.7) que tiene que coincidir con Fj(s,t), entonces
{P5(t)} = {P;(t)}. Esto prueba la unicidad de la solucién para la ecuacién
forward de Kolmogorov.

Si F(s,t) es solucién de la ecuacién ( 2.7) con valor inicial s, entonces

[F (s, 15)}Z es una solucién con el valor inicial s*. Por la propiedad de la unici-
dad tenemos que [F(s,t)]" = Fi(s,t), y esto prueba que la ecuacién (2.5) se
satisface.

Lema 2.6.2. La funcion generadora F(s,t) satisface la desigualdad para
s| <1

|F(s,t)| < (1= Pu()(1 = [s]) + s
y sit esta en un intervalo finito, entonces eziste una constante ¢ € (0,1), tal

que

|F(s, )] <1—¢(1—|s]).

Demostracion. Primero vamos a ver que la desigualdad para }F (s,t)! se
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cumple para toda ¢ en un intervalo finito

|F(s,t)] =

> Py(t)s’
=0

3 P = Pu)ls + Pu(0)ls
< Pu(t)ls| — Pu(t) +| iplj(t)sﬂ"

< Pii(t)]s| — Pii(t) + i | Py(t))]

< Pp(t)|s| — Pia(t) +1
< Pi(t)|s| = Pu(t) + 1 — |s| + |s]
< (1= Pu@)d—I[s]) +]s|.

Ahora nosotros sabemos que Py (t) satisface la siguiente desigualdad por
el Lema 2.6.1
Pll(t) 2 efat

por lo tanto tenemos que

1—P11(t) S 1—€_at

Como t estd en un intervalo finito y la funcién 1 — e~ es mondtona

creciente y su dominio es [0,1) para toda t > 0, entonces existe un nimero
cen (0,1) tal que 1 — e < ¢ para toda t en el intervalo finito. Con esto
tenemos que

[F(s,t)| < (1= Pu(t)(1 = |s]) + Is| < c(1 —[s]) + 3] n

Teorema 2.6.2. La ecuacion backward de Kolmogorov tiene exactamente
una unica solucion que satisface la propiedad de ramificacion (2.5), y ésta es
la solucion unica de la ecuacion forward de Kolmogorov. La funcion genera-
dora .F(s,t) satisface a la ecuacion (2.3) para |s| < 1.

Demostracién. Si |s| < 1 entonces por el Lema 2.6.2, |F(s, )| estd acotada
por una constante o < 1, cuando t estd en un intervalo finito.
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Si sy t; son numeros fijos, el lado derecho de la ecuacién (2.3) satisface
la condicién de Lipschitz en la region —a < F(s,t) < «, 0 < t < t;. Enton-
ces la ecuacién (2.3) tiene para cada s con |s| < 1 una unica solucién que
estd acotada por alguna constante menor a uno. Pero si la ecuacién (2.2) tie-
ne otra solucién {P7(t)} que satisface la ecuacién (2.7), su correspondiente
funcién generadora F*(s,t) va a ser una solucién a la ecuacién (2.3), la cual
estd acotada por una constante menor a uno, entonces F*(s,t) = F(s,t) y
{P;(0)} = {P;(1)}-

Desde que {P};(t)} estd determinada por {Py;(t)} entonces por la propie-
dad (2.7) la unicidad esta probada. u

La siguiente condicion asegura que la tnica solucién de la ecuacién fo-
o0

rward satisface ) P;;(t) = 1. En este caso la solucién es una tnica solucién

J=0
para la ecuacién backward.

Condicién 2.6.1. La serie ) jp;(t) converge uniformemente en cada in-

7=0
tervalo finito (0,1).

Supongamos una t; fijay t € (0,t1), y sea F(1,t) = G(t). Entonces G(t)
satisface la ecuacion diferencial ordinaria

d
CGr) = ~au(G()
con G(t;) =1y 0<G(t) <1.

El lado derecho de la ecuacién diferencial satisface la condicién de Lips-
chitz en la region —1 < G(t) < 1y 0 <t < ¢, gracias a la condicién 2.6.1
y de la definicién de f(s). Entonces la solucién es tinica y como 1 es una
solucién tenemos que G(t) = 1.

2.7. Hipodtesis de no explosion.

En esta seccién veremos que bajo la hipdtesis de no explosion vamos
a tener que la solucién a las ecuaciones de Kolmogorov van a satisfacer

o0
> P,j(t) =1 parat > 0, lo cual nos dice que dicha solucién va a ser tnica.
j=0
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De la ecuacién 2.3 tenemos que

0
O F(s,t) = a[f(F(s, 1)) ~ F(5,1)
con condicién en la frontera F(s,0) = s, de donde se sigue que  Entonces
afirmamos que

0

f(F(s,1) = F(Sﬂf)

/F(s,t) dx
T —a
s f(.T) -

Hipotesis de no explosion : Para toda € > 0 tenemos
! dz
1—e f(;l') -z

Teorema 2.7.1. La hipotesis de no explosion es necesaria y suficiente para
que se satisfaga que P(Z(t) < 00) =106 F(1,t) =1

=a

y de aqui vemos que

=

Demostracién. Primero hay que ver la equivalencia entre P(Z(t) < o0) y
F(1,t)

F(L1) = 3 Pyy(t)

= Z]P’(Z(?f) =JjlZ(0) =1)
j:

P(Z(t) < 00]Z(0) = 1)

P(Z(t) < o0).

Ahora tomamos un sy € (0, 1), de tal manera que f(x) —z no se acerque
mucho a cero para cualquier x € [sg, 1).

Tomamos s; y t; tal que s < s1 < 1,t; > 0y s —at; > s, entonces
vemos que ’%F(s, t)| < a, de esta manera afirmamos que F(s,t) > s—at > s
para 51 < s < 1y 0 <t <t. Del Lema 2.6.2 podemos ver que |F(s,t)| <1
si |s| < 1, entonces aplicamos

F(S tl) 1
———dxr = at; para s1<s<1
[ =
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Para poder retener el valor at; cuando s tiende a 1, debemos tener que
F(1,t;) < 1 si la integral del fenomeno de no explosién converge, cuando ¢,
es positiva; y vamos a tener que F'(1,¢;) = 1 si dicha integral diverge donde
t; es finita. ]

Corolario 2.7.1. Si f'(1) < oo, entonces F(1,t) =1
Demostracion. Solamente tenemos que ver que la relacion
f(hy—h=(f(1)—D(u—1)+o(u—1) u—1

se va a cero cuando u tiende a 1, de esta manera utilizando el Teorema que
acabamos de demostrar, afirmamos que F'(1,t) = 1. [

2.8. Los Momentos de Z(t)

Vamos a definir el k-ésimo momento factorial de Z(t), donde k = 1,2,3, .. .,
como

my(t) =E[Z(t)(Z(t) —1)--- (Z(t) — k+ 1)| Z(0) = 1].

o0
Si la serie > j¥py converge uniformemente en cada intervalo finito (0, 1),
=0
entonces my(t) es finito y se puede obtener derivando a las ecuaciones de
Kolmogorov para la funcion generadora k veces con respecto a s y evaluando

en s=1.
Teorema 2.8.1. Sea b = a[f'(1) — 1] y tomamos Z(0) = 1, entonces
E[Z(t)] = €

LS WL b (o — 1) si b0,

VaT[Z(t>] = {f//(fll()lcit l S? b - O

Demostracién. Definimos para |s| < 1

a e’}
my(s,t) = EF(S,@ = kz_:lkplk(t)sk’l,
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entonces de la ecuacién (2.3) tenemos

0
aF(S,t) = a[f(F(s,t)) — F(s,t)].

Si a esta ecuacion le calculamos la derivada parcial con respecto a s vamos
a tener

FF(s.0) = Pt

y ademas se cumple que

0 0 0
aaF(S,t) = &ml(s,t).

El intercambio de derivadas es vélido para |s| < 1 por la convergencia
absoluta y uniforme de las series. La condicién P;;(0%) = ¢;; implica que
my(s,07) = 1.

La solucion a esta ecuacion diferencial parcial

0 '
5rm(s: 1) = a[f'(F(s,1)) = 1]ma(s, 1)

se obtiene fijando a s y utilizando técnicas de ecuaciones diferenciales ordi-
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narias, entonces tenemos

iml(s,t) = a[f'(F(s,t)) — 1]ma(s,t)

dt

dmy (s, t) A f(F(s B
(s [f'(F(s,t)) — 1]dt
my(s,t) x t

[ = [ e - 14y

In |my(s, )| = a/ot [f'(F(s,y)) — 1]dy
ma(s,t) = exp {a/ot [f(F(s,y)) — 1}dy}

oo
Si hacemos a s tender a 1, la condicién de que la ) jp; converge unifor-
j=1
memente implica que el integrando en la ecuacion a la cual se acaba de llegar
esta acotado y se aproxima a un limite acotado, por lo tanto

mi(1,t) = exp {a/ot [f'(1) - 1]dy}

y como sabemos que b = a[f’(l) — 1}, entonces

t
my(1,t) = exp{b/ dy} =
0

Con esto hemos demostrado la relacion para la esperanza. Para la varianza
primero vamos a suponer que b # 0. Al calcular la primera derivada parcial
con respecto a s de la ecuacion backward de Kolmogorov para la funcién
generadora tenemos la siguiente relacion

0 OF(s,t)
ds Ot
Si a esta ultima ecuacion le calculamos la derivada parcial con respecto
a s tenemos
d 0*F(s,t)
0s 0sot

= a[f'(F(s, 1)) — 1]ma(s, t).

= a(Fls,0) = 55 40 (R (s, )i s,
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y ademas vemos que
0 OF(s,t)  Oma(s,t)
ds o0sot ot
Nuevamente el intercambio de derivadas es vélido para |s| < 1 por la

convergencia absoluta y uniforme de las series. La solucién a la ecuacién
Oms(s,t)
ot

se obtiene fijando a s y por técnicas de ecuaciones diferenciales ordinarias,
entonces tenemos que

= a(f'(F(s, t)) - 1)m2(‘97 t) + af//<F(87 t>>m%(s7 t)

dmay(s, t)

% = a[f’(F(s,t)) — 1]m2(s,t) +af"(F(s,t))mi(s,t).

Ahora multiplicamos por una funcién pu(s,t) con pu(s,0) = 1, la ecuacién
nos queda

()2 (s,0) 1] s Dma(s, 1) = af (B (s. (s, mi(s, 1)

y de esta manera tenemos que del segundo termino de la izquierda no le
queda mas que ser la derivada de pu(s,t) con respecto a t, es decir:

—a[f(F(s,t)) — 1] u(s,t)
alf(F(s,t)) — 1]dt

De este modo

entonces
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Regresando a nuestra ecuacion original vemos

< [ma(s, Os,)] = af"(F (s, )i, (s, 0

ma(s, Dyp(s. ) = / of"(F (s, 9))m3 (s, y)(s, y)dy

e}

o0
Si hacemos a s tender a 1, la condicién de que ) jp; v que Y j(5—1)p;
i=1 j=1
convergen uniformemente implica que ambos integrandos en la ecuacién a la
cual se acaba de llegar estan acotados y se aproximan a un limite acotado,

de esta manera

t
mo(1,t)e ™ = [ af’"(1)m3(1,y)e ¥dy
; 1

= a’() [ ey

entonces

mg(t) _ af,l;(l)ebt<€bt _ 1).

Ahora para obtener la varianza solamente tenemos que sustituir en la
siguiente relacion

Var[Z(t)] = ma(t) + mi(t) — mi(t).
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Al sustituir vemos

VarlZ(t)] = %/(t)ebt(ebt — 1) 4 bt — 2

— f/,(t) ebt<ebt . 1) . ebt(ebt _ 1)

f1)—-1
_ f”(t) et (bt — . f/(l) — 1ebt et —
RO EE TS
") =)+ 1€bt bt
-1 @Y

Si suponemos que b = 0, entonces

t
ma(t) = [ ar"(Ddy = af"(1t
0
y
de esta manera vamos a tener que
VarlZ(t)] = af"(1)t

Por lo tanto hemos demostrado el teorema.

2.9. Probabilidad de Extincion

En esta seccion vamos a resolver el problema de extincion de familias para
el Proceso Markoviano de Ramificacién a Tiempo Continuo. Primero vamos
a asumir que py > 0, ya que de otra manera la extincién seria imposible.
También vamos a considerar el caso en donde el proceso al tiempo cero em-
pieza con un solo individuo.

Por propiedad del Proceso de Ramificacién vamos a tener que

Pyo(t) = [Po(t)]".
Intuitivamente podemos considerar que Pj(t) es una funcién no decre-

ciente al tiempo t. Nosotros podemos probarlo formalmente considerando que
para una h > 0 tenemos

Po(th) = F(0,t +h) = [F(0,t + h)]" = [F(F(0,h),)]' > [Pu()]’
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Definicion 2.9.1. La probabilidad de extincion puede definirse como la pro-
babilidad de que la familia generada por un solo individuo va a desaparecer,
0 sea

n= th'm Pl()(t>

Utilizando la teoria del proceso de ramificacion de Galton-Watson, resul-
tara facil determinar la probabilidad de extincién en el caso continuo.

Teorema 2.9.1. La probabilidad de extincion n del proceso markoviano de
ramificacion a tiempo continuo Z(t) es la raiz no negativa mds pequena de
la ecuacion F(s,ty) = s, donde ty es cualquier nimero positivo

Demostracion. Sea t; un nimero positivo fijo y consideremos a el proceso
de Galton-Watson Z(0), Z(ty), Z(2to), ..., Z(nty), ..., donde Z(t) es la po-
blacién al tiempo ¢ correspondiente al Proceso Markoviano de Ramificacion
a Tiempo Continuo original, que empieza con un sélo individuo al tiempo
t = 0. Como Z(t) es un proceso de Markov, el proceso a tiempo discreto
Y,, = Z(nty) obviamente sera una cadena de Markov y describe a un proceso
de Galton-Watson. Por la hipétesis de homogeneidad del tiempo y por la
propiedad de ramificaciéon podemos obtener

ki P(Y,11 = k|Y, = i)s* = E[s™+|Y, =]

B — E[s70)| Z(nto) = i
= E[s%%0)|Z(0) = ]
= (E[s”™|Z(0) = 1))’

(E[s"]Y, = 1])'

Esto muestra que Y, es un proceso de ramificacion y la funcién generadora
de el nimero de descendientes de un solo individuo es F(s,ty). Nosotros
sabemos que la probabilidad de extincion para Y,, es la raiz no negativa mas
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pequena de la ecuacién F(s,ty) = s. Pero

P(Y,, = 0 para algin n € N) = lim P(Y,, = 0)

n—oo

= lim P(Z(nty) = 0)

n—oo

= lim P(Z(t) = 0)

t—o0

=n

Entonces la probabilidad de extincién n del Proceso Markoviano de Ramifi-
cacién a Tiempo Continuo Z(t) es la raiz no negativa mas pequena de 1%
ecuaciéon F'(s,ty) = s, donde t( es cualquier niimero positivo.

Como 7 es la raiz de F(s,ty) = s para cualquier t;, podemos pensar
que se podria calcular a n de una ecuaciéon que no dependa del tiempo. Lo
cual si sucede y se puede probar el siguiente resultado.

Teorema 2.9.2. La probabilidad de extincion n es la raiz no negativa mas
pequena de la ecuacion u(s) = 0. Donde n =1 si y sdlo si v'(1) < 0.

Demostracién. Como 7 satisface F(s,ty) = s para cualquier ty, podemos
afirmar que u(n) = 0.
Como

w'(s) =a i - 1P >0
]:

u(s) es convexa en el intervalo [0,1]. Si u(1) = 0 y u(0) = apy, u(s) tiene a
lo mds una raiz en [0,1).

Hay que notar que E(Z(ty)) = E(Y1) > 1 si y sélo si «/(1) > 0. Esto
significa que para el Proceso de Ramificacién de tiempo discreto Z(nty),
n=20,1,2,...y to > 0 fijo, tiene una tnica raiz en el intervalo (0,1) y en
consecuencia también se vale para el Proceso Markoviano de Ramificacién a
Tiempo Continuo Z(t) . De manera similar se tiene que E(Z(ty)) = E(Y) < !
si y s6lo si u/(1) < 0, entonces n = 1.
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2.10. Ejemplos

Resolver las ecuaciones de Kolmogorov resulta en la mayoria de los casos
una tarea muy dificil y por ello la distribucién de Z(t) muy pocas veces puede
determinarse de manera explicita.

Sin embargo, existen dos ejemplos importantes que si se pueden resolver,
estos son el Proceso de Yule y el Proceso de Nacimiento y Muerte.

Ejemplo 2.10.1 (El Proceso de Yule de Fisi6n Binaria).

Definamos a {Z(t) : t > 0} como un proceso markoviano de ramificacién
a tiempo continuo, en donde cada particula vive una longitud de tiempo que
se distribuye de manera exponencial y enseguida se divide en dos particulas.
Lo que queremos ver es que la funcién generadora es de la forma

Sefat

F(s,t) = [ =y con F(s,0)=s

Como cada particula al morir se divide en dos particulas podemos afir-
mar que p; = 1, como consecuencia vemos que f(s) = s?. Con todos estos
resultados la ecuacién backward de Kolmogorov para la funciéon generadora
queda de la siguiente manera

OF(s,t)

— — a[F?(s,t) — F(s,t)]

Para obtener la solucién a esta ecuacién diferencial parcial vamos a fijar
a s, entonces el problema se restringe a solucionar una ecuacion diferencial
ordinaria. Primero vamos a proponer una funcién p(t) con p(0) = 1, entonces

p() D 4 ()P (s.) = ap) F(s. 1)
y
pt) dFéi’ : 7 (15, i ﬁé(,% = ap(t).
Entonces proponemos a d‘é—ff) como

WO apir)
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cuya solucién se obtiene de la siguiente manera

o,
wy

In |pu(t)| = —at
p(t) = e .

De esta manera tenemos que

i _efat B ot
a\F@s0) ~ "

t

_eia‘y

Caz|t
=—e
F(s,y)lo ’
_e—at 1 .
AN |
F(s,t) s T

multiplicando por un menos y al desarrollar esta relacion tenemos

e 1—-(1-e"s

F(s,t) s

de aqui se ve claramente que

Se—at

Fls,t) = I1—(1—e)s

que era a lo que queriamos llegar.

Ejemplo 2.10.2 ( El Proceso de Nacimiento y Muerte).

Definamos a {Z(t);t > 0} como un Proceso Markoviano de Ramificacién
a Tiempo Continuo en donde cualquier individuo en un cierto tiempo t tiene
una probabilidad pudt de morir en un intervalo (t,¢ + dt) y una probabilidad
Adt de desaparecer y ser reemplazado por dos nuevos individuos en el mismo
intervalo de tiempo. Vamos a ver que la funcién generadora esta determinada
por
5s—1) — e Nt \s — p)

(
F(s,t) = i(s 1) e s = ) con F(s,0)=s
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Como tenemos que cualquier individuo tiene una probabilidad de morir

sin reproducirse u, entonces py = ﬁ-%\’ pero si se reproduce solamente tiene
dos descendientes, entonces py = ﬁ De esta manera vemos que

y a=p+ A\

Entonces la ecuacion backward de Kolmogorov para la funcién generadora
nos queda como

8F{;i,t) _ (N‘i‘)\)('u —i—:i )(\s,t) —F(s,t))

= AF2(s,t) — (u+ A F(s,t) + .
El lado derecho de la ecuacion se puede factorizar y nos queda como

OF (s,t)
ot

= A(F(s,t) — 1) <F(s, £) — g)

Para resolver esta ecuacion diferencial parcial fijamos a s, de esta manera
nos limitaremos a resolver una ecuacion diferencial ordinaria, entonces vamos
a tener que

dF'(s,t)

(F(s,t) — 1)(F(s,t) — &)

Por el método de fracciones parciales vamos a tener que

= \dt

dF (s, 1) A dF(s,t) A dF(s,t)

(F(s,t) = 1)(F(s,t) — &) p—AF(s,t)—1 p—AF(s,t) — &

entonces nos limitaremos a solucionar la siguiente ecuacion diferencial

-\ dF(s,t) A dF(s,t)
p—=AEF(s,t) =1 p—AF(s,t) =%
dF(s,t) dF(s,t)

CF(s,t)—1 + F(s,t) — & = (pu—A)dt

= \dt
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de esta manera

)
F(s,t)
{lnm——‘—lnx—lu =(p— At
F(s,t)
AT — [t
1 = (1 —
" Mz — 1)' (= At
AF(s,t) — p As — [
i A(F(s,t)—l)‘ i G| = WM

AE(s,8) = A5 =1) _ e
AMF(s,t)—1) As—pu

Ahora la inico que nos hace falta por hacer es obtener una forma explicita
para F'(s,t), de esta manera vamos a tener que

A(F(s,t) — 1)(As — p)elr=t
As—1)

)\F(S, t) —u=
AF(s,t)(As — p)e=Nt A5 —1) = A(As — 1) elB=Nt
YOS T T

A5 —1) — AM(As — p)elr=Mt pA(s — 1) — AM(As — p)e=Nt
P Ao —T) ) No— 1)

entonces vemos que

AF(s,t) —

(s —1) = (As — 1) eln=Nt
F(s,t) = A5 — 1) — (As — p)er

Lo cual era a lo que queriamos llegar.



Capitulo 3

El C.B. Proceso

3.1. Introduccion

En este capitulo vamos a estudiar al Proceso de Ramificaciéon Continua
o C. B. Proceso, donde basicamente vamos a analizar y desarrollar sus prin-
cipales propiedades.

Primero vamos a definir a la funcién de ramificaciéon continua, a la cual
vamos a asociarle un semigrupo de contraccion y gracias a este, veremos que
tiene asociado un proceso de Markov fuerte, al que llamaremos Proceso de
Ramificacién Continua o C.B. proceso. Después vamos a obtener sus momen-
tos, veremos que este proceso ,en especial, es un Proceso de Difusion y gracias
a esta propiedad obtendremos la probabilidad de extincion del proceso.

Un problema importante es el de analizar la relacién que existe entre el
Proceso de Ramificacion de Galton-Watson con el C.B. Proceso, ya que este
ultimo se puede ver como un proceso limite de Procesos de Galton-Watson
normalizados. Tenemos un proceso de Galton-Watson {Z,} y definimos

_ Z[rt} — Gp

AR ;

donde 2" =¢,

y donde a, € R, b, > 0 son constantes normalizadoras y ¢, son enteros
positivos cuyo limite se va a infinito cuando r crece a infinito.

Es claro que para cada r > 0 fija, {Zt(r) :t > 0} es un proceso estcéstico
que denotaremos por U”. Lo que nos va a interesar es el comportamiento
limite de U" cuando r tiende a infinito. En particular veremos los casos en
que a, =0y Tlirgo a, /b, = oo, los cuales nos daran diferentes resultados.
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El C.B. proceso fue estudiado por primera vez por Jirina en 1957, cuya
definicién es mas general que la que se presenta en este capitulo y la relacion
de los procesos de ramificacion de Galton-Watson y los C.B. procesos por
Lamperti a finales de los anos sesenta.

3.2. Definicion

El proceso va a ser definido a través de sus funciones de transicion.
Definicién 3.2.1. Una familia {P,(x,E) : t > 0} de funciones serd lla-
mada una funcion de ramificacion continua o C.B. funcion si satisface las

siguientes condiciones:

i) Pz, E) esta definida parat > 0, x > 0 y E un subconjunto de Borel
de la semi-recta [0, 00).

P, : R" % B([0,00)) — [0, 1] para cada  t > 0.

it) Para x y t fijas, P(z,-), es una medida de probabilidad; y para un
conjunto E fijo, Py(x, E) es conjuntamente medible en x y t.

iii) La ecuacion de Chapman-Kolmogorov, es decir,
Pros(n, E) = / " Py, B)P(z, du)
0
iv) Para cualquier x,y,t > 0, {P,} satisface
P(x+y, E) = /000 Pz, E —u)P(y,du)

— /Ooo /OOO 1 (v + w)Pi(z, dv) P(y, dw)

para cada Ee B([0,00)).

v) Ezistent >0y x > 0 tal que Py(z,{0}) <1
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Observaciéon 3.2.1. Por la propiedad (iv) tenemos que

/0°° fuw)Py(x +y,du) = /000 /000 f(v+ w)P(x,dv) Py, dw)

para cualquier funcion f medible y acotada.

Si examinamos estas condiciones lo primero que vamos a notar es que las
primeras tres condiciones corresponden a la definicion de funcién de transi-
cién de Markov!. La propiedad (iv) es la propiedad de ramificacién; la cual
nos dice que si empezamos en x + y el proceso resultante es equivalente a
la suma de dos procesos, uno que empieza en x y otro que empieza en y.
Y finalmente la propiedad (v) elimina el caso trivial, en el cual el proceso
empieza en cualquier x > 0, muere instantaneamente y permanece ahi.

En este capitulo vamos a ver que una C.B. funcién va dar lugar a un
proceso fuerte de Markov en los reales no negativos. Este proceso va a ser
llamado Proceso de Ramificacién con Espacio de Estados Continuo o simple-
mente C.B. proceso.

Uno de las principales propiedades de este proceso es que se puede ver
como un proceso limite de una sucesion de procesos de Galton-Watson, en
los cuales la poblacién inicial va a infinito y la escala del tiempo se encoge
de una manera especifica.

3.3. Existencia y Construccion del C.B. pro-
ceso

Para la construccién del C.B. proceso es necesario introducir la definicion
de medidas de probabilidad infinitamente divisibles.

Definicion 3.3.1. Sea Y una variable aleatoria, con funcion de distribucion
Py y transformada de Laplace WUy (X), se dice que es infinitamente divisi-
ble si para todo n € N existe una sucesion {£;}7_, de variables aleatorias
independientes e identicamente distribuidas tal que Y tiene la misma distri-
bucion que la suma de estas (Y =& + -+ &,) o de manera equivalente si
Uy (A) = (Ug,)" Py =Pg, xPg, 5+ 5P, .

Ver apéndice A
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Sea {P;(z, )} una C.B. funcién; por la propiedad (iv) es claro que para
cada pareja (x,t) la medida P(z, F) es infinitamente divisible, ya que dado
r>0yneN

*(n)
R B)=R(:+2 4.+ 2 B) = [R(%,B)]
non n n
La transformada de Laplace de P(z, E) es
Uz, \) = / e P(z,dy)  A>0
0

Vamos a ver que por la propiedad (iv) W.(z,\) satisface la siguiente
relacién

Ui(z 4y, ) = Wi, \)We(y, A)

Veamoslo

mm+yAw=/ e Py(z +y,dz)
0

:/ P, (, dz) % Py(y, d2)

/ / qu”)P (z,du) P(y, dv)
:/ €M/ e Py, du) Py, dv)
0 0

= W(x,\) /000 e M Py(y, dv)
= Uy (2, \) W (y, A)

esto prueba la relacién.

Sabemos por la propiedad (i7) que para una t y A fijas, Wy(x, \) es una
funcién medible de z. Ademsés es claro que ¥;(z, A) es mondtona decreciente
en x y podemos concluir por la relacion anterior, que para cada t y A existe
un ndmero ¥ () tal que

(2, \) = e~ ot (3.1)
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Usando la propiedad (4ii), podemos ver que {1:(\)} satisface

Ui s(A) = (s () para toda A>0 (3.2)
ya que

e~ Tt+s () :/ 67)\Zpt+s(x>dz>
0
_ / e / Py(u, d2) Py, du)
0 0
:/ / e_AZPs(U,dZ)Pt(xydu)
0 0

= / e W N Pp,(z, du)

0
— oY)

esto prueba la relacién.

Esta es la forma analoga de la iterada de la funcién generadora del proceso
de Galton-Watson.

Para ir de una funcién de transicién { P;(, -)} a un proceso de Markov que
corresponde a esta, se utilizan las herramientas de la Teoria de Semigrupos.
Para cualquier funcién medible y acotada f en [0, 00) definimos

(T f)(x) = / " F )Py, dy)

Esto define a una familia de operadores lineales acotados {T};t > 0}, de
norma unitaria en el espacio de Banach L de funciones medibles y acotadas
en [0,00) con la norma || f|| = sup |f(z)].

x>0

De la ecuacién de Chapman-Kolmogorov tenemos que {7;} satisface la

relacion

E+s =TT,

y esto hace que la familia {T}} sea un semigrupo?.

2Ver apéndice A



68 El C.B. Proceso

Usando la definicién

(Tuaef)w) = [ F0) Py
-/ ") / " Py, dy) P(x, du)
-/ . / " () Pyl dy) P, du)

- [ @pr )
= Ti(Tf(x))
demostrando que {7;} es un semigrupo.
Lema 3.3.1. Una C.B. funcion satisface
P(z,{0}) <1 para toda  t,x >0 y  F(0,{0})=1

Demostracién. Sabemos que P;(x,{0}) es una medida de probabilidad en
B([0,00)), puede suceder que P;(z,{0}) > 0 6 que Py(z,{0}) = 0.
En cualquier caso se tiene

[e.e]

e_zwt()‘) — _F)t(x7 {O}) —+ / e_AyPt('/I“a dy>

0+

Tomamos el limite cuando A tiende a infinito en ambos lados, y tenemos

que
oo

lim e~ *"*™ = P,(x,{0}) + lim e P,(z,dy)

A—00 A—00 0+

Es claro que si y > 0, tenemos que )\lim e~ = 0. De esta manera podemos
— 00

aplicar el Teorema de Convergencia Dominada, con lo cual vamos a obtener
que para toda x, \,t > 0 se cumple

exp{ = Jim i)} = Pte. 0) 33)
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Por la hipétesis (v) sabemos que existe xg, tp > 0 tal que Py, (2o, {0}) < 1
de donde vemos que

exp{ — i i, f < 1
& =g lim g, () <0
o fm s, (A) > 0

Esto muestra que P, (x,{0}) < 1 para cualquier x > 0.
Ahora sea r > 0 de tal manera que r >ty y s = r — tg, entonces

R@WDZAMQK{@)@dW

como sabemos que P, (u,{0}) < 1 para cualquier u > 0, concluimos que
P,(z,{0}) < 1 para toda r > t.

Si 0 < r <ty podemos afirmar que existe n tal que (to/n) < r; basta ver
que Py (z,{0}) < 1 para una x > 0, ya que por consecuencia tendremos que

vale para toda = > 0 y por un razonamiento analogo al anterior obtendremos
que P.(x,{0}) < 1.
Por definicién tenemos que

Pto(x7 {0}) = /OOO ?0( {O})P(n 1)t0 (:L“ du)

Supongamos que P, (u,{0}) = 1 para toda u > 0, en consecuencia ten-

driamos que Py, (z, {O})n: 1, lo cual contradice nuestra hipétesis. Por lo tanto
Py (x,{0}) < 1 para una z > 0.

Es asi como hemos probado que Py(z,{0}) < 1 para toda ¢,z > 0. Para
mostrar que P;(0,{0}) = 1 basta sustituir x = 0 en la relacién (3.3).

SeaCoz{f 0, 00) —>R‘hmf x) = }

Teorema 3.3.1. Si {P(z, F)}i>0 es una C.B. funcion , el operador

=Awﬂwa@Aw

define un semigrupo de contraccion en el espacio Cy, es decir, si f € Cy
entonces Ty f € Cy.
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Demostracion. Primero vamos a ver que T;f define un semigrupo de con-
traccion, o sea que tiene que cumplir con

ITAIT < M-

Nosotros sabemos que

i@l =| [ rwpa)
< /OOO | f(y)| Pz, dy)

< / C111B s dy)
< |If11

Ahora si al lado izquierdo de la ecuacién le aplicamos el supremo sobre
las z € [0, 00), tenemos

T AU < 111

esto afirma que es un semigrupo de contraccion.

Ahora solamente es necesario mostrar que T; “vive.® el espacio Cy. Si
f(x) es de la forma f(x) = e, T, f(x) es una funcién continua en z, ya que
el lado derecho de (3.1) es continua en x.

Por el teorema de continuidad para la transformada de Laplace-Stielges,
es claro que T} f(x) es continua en x para toda f € C.

Lo tnico que nos hace falta ver es que

lim T;f(z) = 0.
Por el Lema 3.3.1 tenemos que () > 0 para cada A > 0, entonces cuan-
do z tiende a infinito la transformada de Laplace de Pi(z,-) tiende a cero
para A > 0. Esto implica que la medida P,(z,-) tiene su masa en infinito, en

consecuencia tenemos que T} f(x) tienda a cero.
m

Teorema 3.3.2. Una C.B. funcion es estocdasticamente continua.
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Demostracién. Vamos a entender por continuidad estocdstica® que para
cada x, la medida P;(z,-) converge débilmente a una unidad de masa en x
cuando ¢ tiende a 0. Vamos a empezar con la observacién de que, por la
propiedad (7i), la funcién

o) = [ utao) [ ) Pled)

es medible en ¢ > 0 para cualquier medida de Borel finita x en [0, 00) y cual-
quier f € Cy. Esto es equivalente a la afirmacién de que el semigrupo {73 }+>0
es medible débilmente*. Un resultado conocido es el de que la medibilidad
débil implica que {T}}¢>0 es en efecto fuertemente continua® para ¢ > 0.

Fijandonos en el caso f(z) = e **, A > 0, la continuidad fuerte implica
que la funcién 14(\) es continua en ¢t > 0 para cada A fijo. Usando la relacién
(3.2) vemos que esto se puede escribir como

1i A)) = (A
m Un(r(N)) = ve(N)
para cada t > 0, A > 0. En otra palabras

lim ¢ (u) =u

h—0t

para cada nimero u el cual puede ser representado como 1;(\) para alguna
t y para alguna A. Pero por la ecuacién (3.1) y por el Lema 3.3.1 el conjunto
formado por los valores de u contiene algin intervalo [0,a], a > 0. De esta
manera para cada z y cada A € [0, a], la transformada de Laplace de P, (z,-)
converge a e~ cuando h tiende a 0", entonces aplicando el teorema de con-

tinuidad tenemos la conclusion a la cual se queria llegar.
[

Mostrando que una C.B. funcién es estocasticamente continua y que ma-
pea el espacio de la funciones continua en [0,00) y que se van a cero en
infinito, en el mismo, entonces afirmamos que es un proceso de Markov fuer-
te.

3Ver apéndice A
4Ver apéndice A
5La definicién de continuidad fuerte y el teorema se encuentran en el apéndice A



72 El C.B. Proceso

3.4. Los Momentos del C.B. Proceso

Los momentos se van a obtener a través de las ecuaciones (3.1) y (3.2),
si es que existen.

Proposicion 3.4.1. Si el primer y sequndo momento existen entonces

E.[Z(t)] = E[Z(t)|Z(0) = 2] = ze*

Bat sia=0
Ba(e?t —e) sia#0

«

Var,[Z(t)] = VarlZ(t)|Z(0) = z| = {

Demostracién. Lo primero que vamos a observar es que 1;(0) = 0, que es
una consecuencia directa de la ecuacion (3.1).

Si derivamos a la ecuacién (3.1) con respecto a A, lo cual es permisible ya
que el nuevo integrando es continuo y acotado, tenemos

/ ye NPy (2, dy) = wl(N)e ")
0

donde #;(\) significa la derivada con respecto a A y si evaluamos cuando
A = 0 vemos

| uPiedy) = ol i) = vio").

0 AL0

Ahora si derivamos a la ecuacién (3.2) con respecto a A, tenemos
Vi s(N) = V(s (M)A

y si A =0, entonces

Uiy (07) = Y3 (07)15(07)
de esta manera si ¢;(0") es finito, tiene que ser de la forma e donde « es
una constante. Como resultado tenemos

/ yPi(x,dy) = ze™ (3.4)
0

y por tanto
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El segundo momento se puede obtener de una manera similar, si es que
este existe. Si a la ecuacién (3.2) la derivamos dos veces con respecto a A
tenemos

ANOVERTACNONIEEAPY REREACIRCNEACY
y si A = 0, entonces

s (0) = 47 (01)e”™ + o2 (0F) e (3.5)

Si @ = 0 la ecuacién (3.5) tiene una solucién de la forma ¢} (0%) = ft,
por ser lineal en ¢, donde 3 es una constante; ya que dicha ecuacién se reduce
a

14s(07) =4/ (07) + 47 (07)
Si o # 0 observaremos que si intercambiamos a s y a t en la ecuacién
(3.5) tenemos

PUO)ER g (07)e = (076 4 (07 )e"
y si agrupamos, vemos que
F0) (e — ¢2%) = Pl0F) (e — )
Si ahora tomamos a s = 1, entonces

"N+
1(0 ) 2« [
2/(0+) = _6a _ €2a [6 = € tj|

. ot 1L .
ysifg= ch’fi—(e) esta ultima ecuacién se nos reduce a

2

;/(O—i-) — _é[eﬂxt _ eat]'

«

Derivando a la ecuacién (3.1) dos veces con respecto a A, lo cual es per-
misible ya que el nuevo integrando es continuo y acotado; tenemos

/ y2e M P (z,dy) = [xgb;()\)]%—wé(k) — ! (\)e ™)
0

evaluando en A = 0, vemos que

/ T PP, dy) = [24(0)] — 2yl (0)

0
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De esta manera obtenemos la siguiente relacion

o 2 I
+ Bat sia=0
2p rody) = T 3.6
/0 y Pz, dy) p2e20t | gx(e%‘t —e) sia#0 (36)

Y como la Var,[Z(t)] = E,[Z(t)?] — (Ex[Z(t)])Q, entonces

Bt sia=0

Var,[Z(t)] = {gx(ew —e) sia#0

De esta manera se ha demostrado la proposicion. u

3.5. EIl C.B. Proceso como Proceso de Difu-
sion.
Para ver que este C.B. proceso es un proceso de difusién, primero tenemos

que ver que se cumple el siguiente Lema.

Lema 3.5.1. Si se satisfacen las ecuaciones (3.4) y (3.6), entonces las si-
guientes relaciones se cumplen

1 oo
lim — (y — 2) Pz, dy) = ax (3.7)
t—0 t 0
Y | oo
lim= [ (y—x)*Pi(z,dy) = Bz (3.8)
t—0 t 0

Demostracién. Para la ecuacién (3.7) tenemos

1 [ 1 [ T
[ w-orea =1 [ upean -3
0 0
_:Eeat—m
n t
et — 1
=z
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al aplicar el limite cuando t tiende a cero, claramente vemos que la relacién
se cumple, ya que

et — 1
lim =«
t—0 t
Esto prueba la relacién (3.7).
Para la ecuacién (3.8) tenemos
L[~ 2 L[ 2
7| -2y Pledy)=— | (y -2y + %) B(e, dy)
0 0
1 [ 2x [ x?
= —/ y*Py(x, dy) — —/ yPi(z, dy) + —
t t ), ¢
1 [e'S) szeat _ LE2
L gy B
0
Sia=
1 [ 9 2% + PBat — 222 + 22 Gt
7| (y—2)Plz,dy) = ; =a— =af
0
Sia#0
1 o) ) I2€2at + ﬁx(€2at . eat> - 2$26at + [E2
- —x)°Py(x,dy) = ©
P [ w=orRean :
at 1 2 at( ot 1
(et gt 1)
t « t

al aplicar el limite cuando t tiende a cero, claramente vemos que la relacién
se cumple, ya que

at 1 2 at( ,at 1
T il M SV Pl it SN
t—0 t t—0 t
Esto prueba la relacion (3.8). [

Este resultado nos hace pensar que si Z(t) es un Proceso de Difusién
entonces ax y fr van a ser los coeficientes de difusion correspondientes, y
que la ecuacién backward de Kolmogorov que satisface Z(t) es

2

0 9, 0
a\llt(x, A) = ﬂxw\lft(x, A)+ ozx%\lft(x, A). (3.9)
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Entonces si la C.B. funcién {P;(z, E)}:>¢ es la probabilidad de transicién
de un proceso de difusion, va a existir uno con la ecuacién backward de
Kolmogorov ya descrita. Este resultado se puede encontrar en los articulos
de Lamperti.

De esta manera el exponente de Laplace 14(\) queda determinado por

(A
i siao =0
bt
wt<>\) = et .
) sia #0
1 — — at
(15, (1 —e)
Veamoslo:
Sea W, (z,\) = e la cual satisface la relacién (3.9). Donde
0
—, - _ —z9pi(A)
D (r.2) = (Ve
0? Cw
5z Vel 2) = () e
' 8 0
S0, ) = —a (e
De esta manera, la relacién (3.9) nos queda
g (W) = (1)) — g (e
si a # 0.

Si multiplicamos por e~ *¥*MNy dividimos por 2 en ambos lados de la igual-
dad vemos que dicha ecuacién nos queda
0 B 2
——P(N) == A))" — ah(A
) = 5 (8)? — ()
y si fijamos a A en la ecuacion diferencial parcial vamos a tener una ecuacion
diferencial ordinaria, la cual nos queda
o

d 2
_&@bt()\) =3 Ve(N)” = ath(N).
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Para resolver esta ecuacién diferencial primero vamos a pasar a ai; () al

lado izquierdo de la ecuacion y después vamos a dividir por (wt()\))Q toda la
igualdad. Luego a toda la igualdad la vamos a multiplicar por una funciéon
p(t) donde p(0) = 1, de esta manera dicha ecuacién nos queda

p) | d

Claramente se ve que esta ultima ecuacién es lo mismo que

i( p(t) ) _ Bult) (3.10)

o A0 Bu(t)
wi(A) 2

a\ vV ) T2
donde
Lt = antt)
qt\ Tk
entonces
dp(t) t
— =adt & Injul)=at < ut)=c¢e"

de esta manera la ecuacién (3.10) nos queda

d eozt B 56005
dt\ (N ) 2

entonces .
eat 1 ﬁ y ﬁ .
Y o o [ e N7 1
b A 2/0 ey =5 (=)
es asi que
eat 6 . 1
= (et 1) 4+ =
oy =2l T Ty
de aqui claramente se ve que
)\eat
e(A) =
t 1 bA 1 —eat
(0
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Ahora si @ = 0 tenemos que la relacién ( 3.9) se reduce a

d I3 2
—&wt(M = 5 (wt()\))

y si dividimos por (Q/Jt()\))g en ambos lados de esta tltima ecuacién, tenemos

AN _ B,

(w(n)” 2

e integrando en ambos lados tenemos

Pe(A) 1 t
— / —dz = é / dy
0 T 2 Jo
1 1 g
— =
(A A 2
de aqui claramente se ve que
A
A) = )
1+ 715

De esta manera el exponente de Laplace queda determinado.
Ahora vamos a ver que se cumple la relacion (3.2).

Sea
( A
_ sia=0
- Bt + s)A
¢t+8()\) = )\ec%(tJrs)
D) sia#0
1— _(1 _ 6a(t+s))
\ 2c
Por otro lado tenemos que si a = 0 entonces
A
s (t) 1+ 82

wt<ws<)‘)) = =

Btaps(N) Bt A
SRR AN
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A
Ys(t) 14 22 A
) = =i =
PO = ) T T B T i an
1+ 1+ ——
2 1+ % 2
y si a # 0 tenemos
ws()\>€o¢t
%(%(M) =
O
(L)
)\6048
_ — D1 — eas)
)\eas
_ BA] _ eas
1 — 2a2(a € )6(1 _ eat)
)\ea(t-‘rs) 1
B 1— 22(1 — eos)
T ﬁ)\( e0s )
1—— 1 — eot
200 1—%(1—60‘5) (1-e)
Aea(s—&—t)
Ve(¥s(N)) =
ﬁ)\ as ﬁ)\ as at
1—%(1—6 )—%e (1 —et)
)\ea(s+t)
- X\
1 — g_(l _ ea(s-‘rt))
«

de esta manera hemos visto que dicha relacién si se cumple.

3.6. Probabilidad de Extincion

Primero vamos a notar que la transformada de Laplace de un C.B. proceso

es equivalente a
E, [Q—AZ@)} _ otV
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entonces tenemos que

Px(Z(t) = 0) +/ G—Aypt(x’ dy) — e—x¢t(A)
0

+

donde P,(Z(t) = 0) = P,(x,{0}), de esta manera

.(2(0) = 0) = oxp { — o Jim ()}

Pero como Z(t) es un proceso de difusién que satisface la ecuacién
backward de Kolmogorov tenemos que

Pz, {0}) = eXp{ - %} Sia=0

2ocre _ 0
exXp {m} S1 v 7£

Ya que si a = 0, entonces

) ) A , 1 2
lim ¢, (A) = lim = lim = —
A—00 A—00 ] ﬂt)\ A—oo | ﬂt 52&
N Y2
y si a # 0, tenemos
lim ¢ (\) = li A
pm $u(A) = lim O
- ﬁ( —e*)
eat
= )\lim 3
_ —(1 = at
A 2a( )
B 200
B
Definicion 3.6.1. La probabilidad de extincion de un C.B. proceso esta dada

por
n(x) =P, (Z(t) = 0 para alguna t).
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Entonces 7n(x) no es més que
a(z) = lim A, {0})

de esta manera si a = 0, tenemos

2
a(w) = lim Az, {0}) = exp { lim —@} —1

Para a < 0, tomamos a = —c, donde ¢ > 0 es una constante

—2xce™

B . B I 2xc
o) = i 5y = o i )

B i 2xc _1
A tir?o g(ect _ 1) -

ysia >0
, , 20cxe™
n(x) = lim Fy(z, {0}) = exp { tlggom}
o i 20cx o 20x
= ex m ———— =expy — ——
G ) A U
Entonces
1 sia<0
n) = exp{—z%x} sia>0

3.7. EIl C.B. Proceso como Proceso Limite

3.7.1. Distribuciones Limite

Primero vamos a definir a Z = {Z,},>0 un Proceso de Ramificacén de
Galton-Watson con distribucion {p; }i>o. Nuestro propdsito es el de realizar
un analisis detallado de las distribuciones limite para Z, donde el estado
inicial Zj se va a infinito conforme el niimero de generaciones va aumentando.
Dichas distribuciones se van a encontrar para ciertas sucesiones {a}n>0 ¥
{bn, > 0},>0 de ntimeros reales y una sucesién de enteros positivos {c, }n>0,
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esta ultima se va a infinito conforme n crece. De esta manera nuestro estudio
va a estar centrado en la existencia de

7
lim P{nb—angx

Zy = cn} = G(x) (3.11)

en el sentido usual de convergencia débil de funciones de distribucion.
Analizar las clases de distribuciones G(z) y las condiciones sobre {p; };>0
v {¢n}n>0, bajo las cuales obtendremos una distribucién en particular, es un
problema complicado y lejos de ser resuelto por completo.
Si {pi}i>o tiene varianza finita este problema se resuelve por completo,
mientras que en el caso de varianza infinita el problema se complica y sélo
se resuelve en algunos casos.

Varianza Finita

Sea u < oo la media del nimero de descendientes por individuo y sea
f(s) la funcién generadora de {p;}i>o-

Primero vamos a estudiar el caso en que p > 1, para ello necesitaremos
el siguiente lema.

Lema 3.7.1. Sea {F,(x)},>0 una sucesion de funciones de distribucion, las
cuales convergen a una funcion de distribucion no degenerada F(x) y ademds
supongamos que el sequndo momento de F,, converge a F', suponiendo que
son finitos. Sea {c,}n>0 una sucesion de enteros positivos que se van a infi-
nito cuando n tiende a infinito y, {antn>0 ¥ {bn > 0}n>0 dos suceciones de
numeros reales, tal que

lim F) (b 4 anc,) = () (3.12)

para toda x, donde ®(x) es la distribucion de una normal estandar.

La notacién G*™ (), donde G es una funcién de distribucién, significa la
n-ésima convolucién de G consigo misma.

Demostracion. Escojamos a a, como la media de la distribucién F), y
sea b, = ¢,Var(F,). Lo primero que veremos es que FT(L*C")(bnx + ancy,) es
una distribucién con media cero y varianza unitaria.

Para ver que dicha distribucion tiene media cero, primero vamos a reali-
zar el siguiente célculo.
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Sea Y =b,X +a,c,y Z = Zn Y, si definimos a la funcion caracteristi-
i=1
ca de Z por ¢z(t) = E[e"Z] es claro que pz(t) = (py(t))™ y derivando
obtenemos

dpz(t) (en—1) dipy (1)
=cC, t .
dt en (v (1)) dt

Si t =0 vamos a tener que E[Z] = ¢,a, ya que E[Y] = a,.
De esta manera

E,[X] = / 2dFF) (b + anen) = / y_bﬂdmg*cﬂ)(y)
R

mn
CLC
= — [ ydF{ ) (y) — — =0
L ;

Para que dicha distribucion tiene varianza unitaria, primero tenemos que
calcular E(Z?), entonces

A2z (t) en-2) ((doy () (en—1) Py (2)
220 — eafea = Dlev () (L) 4 anlpr () VR,
y sit = 0, tenemos que
b2
E[Z?] = calen — 1)(an)? + cn (—" + ai) =c2a? + 02
Cn
Entonces
174 X = QdF(*cn) b - y - anncn + an ndF *Cp)
ar,[X] = | 2°dE; (byx + a,cn) = 2 (v)
R R n
2a,c a’c2
2dF (xcn) ntn dF(*cn) n“4“n
~ (y) — 2 Y (y) + T
Ciai +02 2422 dic?
T R T b

Para continuar con la demostracion es necesario utilizar el Teorema del
Limite Central para sucesiones dobles, cuya prueba omitiremos.

Teorema 3.7.1. Sea {&}!, una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes y sea Fy(x) la distribucion de &. De tal manera que la funcion de
distribucion de la suma normalizada, dada por

_ 2im(& — El6))
0, = -

n

donde B2 = ; Var(&;)
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converge a una distribucion normal estandar: si se satisface la condicion de
Linderberg

1 »
-7 2 2?dFy(z + E[¢]) — 0 cuando n — oo
Bn =1 |IE‘>EBTL

para toda € > 0.

De este teorema vemos que

lim cn/ 2*dF,(b,x +a,) =0
|z|>€

n—oo

es una condicién necesaria y suficiente para que se satisfaga (3.12). Pero

Cn

. / P b+ 0,) = / A (y + an)
|z|>€ n Jy|>bne

v (ca/bn) = (Var(F,))™!. Entonces es suficiente ver que Var(F},) esta aco-
tada, lejos del cero y ademas

C_; y2an(y +a,) —0 cuando n — 00

b J1>bne
para cada € > 0.

La primera de estas condiciones es inmediata, ya que si Var(F,) — 0
implicaria que el limite F' seria una funciéon de distribucién degenerada. Por
la convergencia del segundo momento vamos a tener que a,, — a (a la media
de F); y ademds b,, — oo cuando ¢, — oo y que la Var(F,) esta acotada.

Para n suficientemente grande tenemos

2M

/ yZan(y + an) < / deFn(y + an) - / deFn(y + an)
ly|>bre R —2M

M
< /(u — ayp)*dF,(u) — / (u — ap)*dF, (u)
R -M
donde M es cualquier constante mayor a a. Si =M son puntos de continuidad
de F'(z), podemos pasar al limite cuando n tiende a infinito y usar la hipdtesis
para obtener

M
lim Sup/ y*dF,(y + a,) < Var(F) — / (u — a,)*dF,(u)
ly|>bne

n—00 -M
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la cual es arbitrariamente pequena si M se escoge muy grande.

Teorema 3.7.2. Supongamos que pn > 1 y Var|p;] = 0 < 0o. Sea {c,}n>0
cualquier sucesion de enteros positivos que tienda a infinito (cuandon — oo ).
Entonces

Jiniop(w < I‘Zg - cn> = O(z) (3.13)
donde by, ~ "\/Cno (U2 — p1) 2.
Demostracién. Sea
F,(z) = ]P’(% <zxz|Zy= 1>

De un resultado muy conocido sobre convergencia de martingalas tenemos
que para Zy = 1, la martingala {Z,,/u"},>0 converge en media cuadrética
a una variable aleatoria Z, en consecuencia tenemos que F,,(x) satisface las
hipétesis del lema que acabamos de demostrar. Ademas por la definiciéon de
Proceso de Ramificacién vemos que si Zy = ¢, la funcion de distribucién de
Zy, (con Zy = 1) tiene el efecto de convolucionarse con ella misma ¢, veces.

Por lo tanto (3.12) toma la forma (3.13) en este caso.
n

En esta caso existe una distribucién limite cuando ¢, converge a ¢, y es
exactamente la c-ésima potencia de la distribuciéon de Z. Claro, solamente
cuando ¢, — 0o obtendremos una distribucién limite infinitamente divisible.

Regresando al caso en el que < 1 y 02 < oo, vamos necesitar las
siguiente afirmaciones

i) Sea c¢ una constante positiva, tenemos que
P(Z, #0|Zy=1) ~cpu”
ii) Y que se satisface que

lim P(Z, = jlZo=1,2,#0)=f;  donde 3 f;=1
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Teorema 3.7.3. Sic, ~du™™", d > 0, entonces

lim P(Z, = j|Zo = ¢,) = g, para  j >0, (3.14)

n—oo

donde {g;}j>0 es la distribucion con funcion generadora

S gt = ecdf@-1) donde flx) = fial. (3.15)
=0 =1

Si en cambio tenemos que c, 1" se va a infinito, la ecuacion (3.13) se satisface

con by ~ [eop™o® /(1 — p2)]2, y como resultado obtenemos una distribucion
limite normal. Estas son la unicas posibilidades para limites no degenerados.

El caso en que 4 = 1 es muy parecido al anterior. En este caso utilizamos los
siguientes resultados

2
P(Z, Zy=1) ~ — 1
(Zo #01Z0=1) ~ = (316
, /. —2¢
lim P(—SxZozl,Zn#O>:1—eﬂ (3.17)
n—oo n

oo
Dichos resultados se satisfacen bajo la hipétesis de que > i3p; < oo.
i=0

Teorema 3.7.4. Supongamos que p =1y que la Var[p;] < oo. Si ¢, ~ dn,
d > 0, entonces

Zn,
lim ]P’(— <z

n—o00 n

/O h e dG (z) = exp { — 02(%2/02)}

Si en cambio ¢, /n — 00, la ecuacion (3.13) se satisface con by, ~ o\/ncy; no
existen otras distribuciones limites excepto las distribuciones degeneradas.

Zo = cn> = G(z)

existe, donde

Las demostraciones de estos tultimos dos teoremas las podemos encontrar
en el articulo de Lamperti [12].
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Varianza Infinita

Aqui vamos a considerar los casos en que ¢ > 1y 0 = co. Seria muy
natural pensar en utilizar los teoremas limites generales para sumas de va-
riables aleatorias independientes de una manera analoga al lema 3.7.1, pero
no parece sencillo llevarlo a cabo. En cambio vamos a ver un método que nos
va a permitir identificar distribuciones limite no-normales, pero antes vamos
a necesitar las siguientes definiciones.

Definicion 3.7.1. Sea Y wuna variable aleatoria. Denotaremos por Pr su
distribucion y a su funcion caracteristica por pr. Se dice que es estable si
para cualquier n € N existen constantes a, > 0, b, € R y variables aleatorias
independientes &1,&, ..., &y, con la misma distribucion de T tales que

anT+bn:£1+£2++€n

0 equivalentemente

IPT<x - b") — Pp(z) % - - - % Pp(2)

an

o bien
(e(N)" = (plan))e?

Si T converge en distribucion, cuando n se va a infinito, a una funcion
de distribucion V (z), entonces decimos que Pr(x) atraida o V(x). El total de
funciones de distribucion atraidas a V(x) es llamado el dominio de atraccion
de la ley V(z).

Definicién 3.7.2. Vamos a decir que Pr(x) pertenence al dominio de atrac-
cion parcial de la distribucion V(x), si existe una subsucesion ny < ng <
s <ny < -+ tal que la funcion de distribucion de las sumas de &, conver-
ge a V(x) para ciertas constantes que se escogen de manera conveniente ay,
yay, >0

Sipu>1yo?=o00,el limite de Z,/u™ cuando n se va a infinito existe
por el Teorema de Convergencia de la Martingala y la llamaremos Z. Sea
F(z) = P(Z < z) es su funcién de distribucién. El método para identificar
distribuciones limites esta basado en este teorema
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Teorema 3.7.5. Si G(x) es una funcion de distribucion que contiene a F(x)
en su dominio de atraccion parcial, entonces G(x) es un posible limite; esto
significa que existen sucesiones de constantes para las cuales se satisface la
ecuacion (3.11)

La demostracién a este teorema la podemos ver en [12].

Para aplicar este resultado, es necesario determinar las leyes a las cua-
les F(z) es parcialmente atraida. Como F(z) no la conocemos de manera
explicita, esto parece ser muy dificil en general. De cualquier modo, existe
una situacion que se puede trabajar, y el resultado es de un gran interes,
pero antes de mencionar el resultado vamos a definir que es un dominio de
atraccién normal.

Definicién 3.7.3. Decimos que la ley de Pr(x) pertenece al dominio de
atraccion normal de la ley V(x), si para alguna a > o y alguna b, la siguiente
relacion se satisface:

lfm IP’(— 526 — by < x) — V(2)

donde a es esl exponente caracteristico de la ley V (z).

Teorema 3.7.6. La distribucion F(z) esta en el dominio de atraccion nor-
mal de una ley estable con indice 1 < a < 2 si y sélo si la distribucion {p;}
pertenece al mismo dominio de atraccion.

La demostracién a este teorema la podemos encontrar en [12].

Corolario 3.7.1. St un Proceso de Ramificacion de Galton-Watson tiene
w>1y{p:} es normalmente atraida a una ley estable en particular, entonces
existen constantes ap, by, ¢, para las cuales la ecuacion (3.11) se satisface,
donde G juega el papel de la ley estable.

Demostracion. La demostracion a este corolario es una consecuencia di-

recta de los teoremas que acabamos de mencionar.
[ |
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3.7.2. Teoremas Limite

Vamos a considerar una sucesiéon de procesos {Zt(r)} definida de la si-
guiente manera

donde Zy = ¢y

donde para cada r, {Z,,} es un proceso de ramificacién de Galton-Watson con
probabilidades {py} y con funcién generadora f(x), y [] es la funcién méximo
entero. Estos pueden depender de r pero no se indica para no complicar la
notacion.

Nuestra suposicion basica es que existe un proceso estocastico {Z;},t > 0,
el cual es el limite de {Zt(r)} cuando r tiende a infinito en el sentido de
que las distribuciones conjuntas finito-dimensionales de {Zt(r)} converge a
las de {Z;}, o de otra manera, esto significa que para cada conjunto finito
O=to<ti < - <ty

lim P(Z0 <o, 20 <yn) = P(Ziy < Yo, Z, <un)  (3.18)

th

en el sentido de convergencia débil de medidas.
Primero vamos a ver el caso en que a, = 0 para toda r.

Teorema 3.7.7. Supongamos que se satisface la relacion ( 8.18) con a, =0,
¢ — o0y P(Z, = 0) <1 para alguna t > 0. Entonces {Z;} es un C.B.
proceso en el sentido de este capitulo.

Demostracion. De las hipdtesis del teorema podemos considerar la exis-
tencia de la distribucion limite unidimensional.

lim P(Zpq < yby|Zo = ;) = Gi(y) para toda t>0 (3.19)

Donde Gy(y) = P(Z, < y), de tal manera que para alguna ¢ > 0 no tiene
su masa concentrada en el origen.

Primero vamos a demostrar que el limite, como en ( 3.19), tiene sentido
cuando ¢, es reemplazado por [zc,] donde z es un real positivo distinto de
cero.

Por el hecho de que se satisface la relacién ( 3.19), entonces afirmamos
que se cumple la siguiente relacion

exp { — —)\ZM }
by

lim E

r—00

Zy = cr] = ¢i(A) (3.20)
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debido a un resultado conocido de que si una sucesion de variables aleato-
rias reales {X,} que convergen débilmente a una variable aleatoria real X
entonces para toda funcién f : R — R continua y acotada tenemos que
E[f(X,)] — E[f(X)] cuando n tiende a infinito. ¢, (A) es la transformada de
Laplace-Stieltjes de Gy.

Como sabemos que {Z,,} es un proceso de ramificacion de Galton-Watson,
tenemos que

A2, L
E exp{ - #} Zo = Cr] = [f[rt] (e bi)]
Entonces
E| exp { . )\?Tﬂ } Zy = [xcr]] — [f[rt} (e_ﬁ)] [zer]

ademds sabemos que zc¢, — 1 < [z¢,] < ze,, donde xe, > 3, entonces

A

()] < [ (e_é)}[xcr] < [fra()]™ [ (@_”AT)]1

donde
fro(e ) =E exp{—@} Zy =1
- (]E exp{_@} ZOCTDJT
y

1

lim (E

exp { — )\Z[Tt] }
b,

es exactamente
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de esta manera aplicando el limite cuando r tiende a infinito en la desigualdad
que tenemos, vemos que

[zer]

zcn (zer—1)
lim [f[rt} (e_ﬁ)} < lim [f[rt] (e_ﬁ)} < lim [f[rtl (@_ﬁ)]

r—00 r—00

A

T , . [ICT] x
(e:0)" < lim [fra(e )] < (W)
es asi como vemos que

A

, A [zer] -
lim [f[rt] (e br)} = (2(N)
para cada x > 0, la distribucién es claramente infinitamente divisible. La
convergencia se satisface cuando x = 0, ademaés la convergencia es uniforme
en x para cada A fija.

En nuestro proximo paso vamos a considerar la relacién existente entre
b,y c.
De ( 3.18) si t = 0, tenemos

lim ]P’(ZO < be|ZO = Cr) = Go(y)

entonces Zér) = = tiene como funcion de distribucion a
. 0 siy< &
() = {1 o
S1Yy ~ b
y

Im F\" = Gol(y)

T—00

donde

1y <
Go(y) = 0 S? y=e donde c€[0,00)
1 siy>c

Supongamos que limsu & > ¢ entonces existe una subsucesiéon
p q pr—»oo b )
Crk 100 Crk
E}e, tal que 7 > c.
k
Sea y tal que ¢ < y < z’;—: de esta manera afirmamos que Fér )(y) =0,
pero

lm F™ (y) = Goly) = 1

k—o0
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esto es una contradiccién.
Ahora supongamos que lim inf,_,.. & < ¢, entonces existe una subsucesién
by J
Crk 100 Crk
2212 tal que £ < c.
k
Sea y tal que 3 <y < c de esta manera afirmamos que Fér y) = 1,

pero i
1m Fy™ (y) = Goly) = 0

k—oo
esto es una contradiccion.
Es asi como afirmamos que

lim % =c¢  donde c € [0,00)
Ahora demostraremos que c es estrictamente positiva, al menos de que se
contradiga la hipétesis de que P(Z; = 0) < 1 para alguna ¢t > 0.
Tomamos una t > 0 tal que G4(0") < 1; en consecuencia ¢;(\) < 1 para
toda A > 0. Por ( 3.20) y por la propiedad de Markov de {Z,} nosotros

podemos escribir
VA
exp{ — b[2 d } Zy = cT]

por = lim E

Yy
>\Z[rt] )\Z[27"t]
E | exp B Zo=c | =E|E|expq — b i) = Yer | |Zo = ¢
o | Ao,
= / E exp{ - b[2 t]} Zipyy = yer | AP (Zppy < cry| Zo = ¢
0 T
| \Zi,
:/ E exp{ — b[t]} Zy = yc, d[P’(Z[rt} Scry‘Zozcr)
0 T
Entonces
o0 A,
par(A) = lim E eXp{ - —b[ t]} Zy = ye, | dP(Zppy < ¢y|Zo = cr)
r—00 0 r

(3.21)
Para continuar con la demostracién es necesario demostrar el siguiente
lema
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Lema 3.7.2. SiY,,Y : [a,b] — R variables aleatorias y |V, (w) =Y (w)| < €
para toda w € [a,b] y e > 0 (ie. YV, =5 Y en [a,b]). Y si (4,)3%, es una
familia de medidas positivas acotada en |a,b], p,([a,b]) < ¢ para toda n € N
y ademas existe

entonces
b b
lim Y,du, = lim Ydu,

n—oo
a a

Demostracion. Por demostrar que para toda € > 0 existe una N € N tal

que para toda n > N
b
/ Y,du, — L

Por hipdtesis tenemos que para toda € > 0 existe una M € N tal que para
todan > M

<€

b €

entonces

b b b b
’/ Yndun—L’: /Ynd,un—/ Yd,un—i-/ Ydun—L’
b b b
< /Yndun—/ Ydu, —1—’/ Yd,un—L‘
b b ¢
< /Ynd,un—/ Ydu,

+ —
pero sabemos que Y,, converge uniformemente a Y, entonces para toda ¢ > 0
existe una Ny € N tal que para toda n > Ny

[\

v, Y| <¢
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, de esta manera para toda n > (M V Ny) tenemos

b b b
’/ Yndun—L’ < ‘/ Ynd,un—/ Ydu,

b
€ €
< — du, + =
2c/a Hn 5
< €

donde ¢ = o
C

+e
2

Es asi como el lema queda demostrado.
[ |

De la relacién ( 3.21) y por este lema que acabamos de demostrar, tenemos

pu(N) = lim [ () dP(Zpy < yor|Zo = cr)

1 M Z,
e exp{MHZO:CT]
r—00 CT‘

En otras palabras, la transformada de Laplace de la variable aleatoria

-, dado Zy = ¢, tiene limite para cada ¢ de la forma ¢ = —In |gpt()\)}. Por
que estos valores llenan al intervalo [0, €] (aqui se utiliza la no degeneracién

Zrd]

de Gy), la distribucién de @ tiene que ser convergente por el teorema de
continuidad de la transformada de Laplace.

Ahora sabemos que la variable aleatoria

variable aleatoria X; y % converge débilmente a una variable aleatoria Z;,

donde P(Z; = 0) # 1.
Supongamos que

Zr]

Cr

converge débilmente a una

Sea M >0, € > 0y z fija, tal que x > M, existe un Ry tal que para toda

TZRO xc
,

<
0<

<o
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entonces
Zjy
E&@):lmnP( “}§x>
r—00 Cr
7
:HmP([MQSx)
r—00 br Cr
Z’l" T
_1m1P( “]gxi)
T—00 b, -
, Zr)
< lim P ) <e€

= Gi(e)
pero como es para toda € > 0, tenemos
Fx,(z) < Gy(0%) < 1
y al aplicar el limite cuando z tiende a infinito, vemos que

lim Fy,(x) <1

T—00

por lo tanto esto es una contradiccién, ya se habia supuesto que Fx, es una
funcién de distribuccion, entonces

lfm < 0
Ahora tenemos que
lim B(Zyy < ybi|Zo = [2b,]) = Pu(z,[0,3) (3.22)

y demostraremos que P; (o mejor dicho, la extensién de P, es una medida)
es una C.B. funcién, y que la distribucién conjunta la cual estd genera, to-
mando a ¢ como el estado inicial, son aquellas del proceso limite {Z;}. Las
propiedades (i), (i7) y (v) de la deficién de C.B. funcién son evidentes, lo
que hace falta es ver que las propiedades (ii7) y (iv) se cumplen.

Por la relacién ( 3.22) podemos obtener

olg

lim E

r—00

(3.23)

eXp{ - %HZO = [wbr]] = (¢:(N)



96 El C.B. Proceso

Veamoslo.
Sabemos que xcrlc’—: — 1< [zb] < xcrlc’—:, para xcrg—: > 3 y z fija, entonces
A br _q

zep b _ by _ANzelz
f[rt](e_ﬁ) er < f[rt](e br)[ bl f[rt](e b*r) or

Es suficiente ver que

lim E

r—00

\Z, wer gy
o ]

~exp {% In ([%WV)}

= (SOt(/\))

con esto queda demostrado dicho limite.
Con esta relacién podemos definir a 1:(\) si tomamos que

(@t@\))

Q8

z
c

— o~ =ht(N)

entonces
V() = _% In (%()‘))

de esta manera la propiedad (iv) es evidente, por el hecho de que aparece la
x en la exponencial.

Por 1ltimo hay que demostrar que P, satisface la ecuacién de Chapman-
Kolmogorov y que la ley bidimensional de {Z;} son aquellas generadas por
P,. Para demostrar esto, es necesario utilizar la transformada de Laplace y
es suficiente mostrar que se satisface

E[G—AZt—(SZtJrs} — / / e—AuPt(C, du)e_&”Ps(u, dv) (3‘24)
0 0

pero sabemos que
0



3.7 El C.B. Proceso como Proceso Limite 97

entonces vamos a obtener

[e.e]

e MW py (e, du)

/ / e M Py(c,du)e™" Py(u, dv) / e / e % Py(u, dv) Py(c, du)
o Jo 0 0

0

/ e~ MH@up, (¢ du)

[e=]

_ oot (9))

Si hacemos a A tender a cero tenemos

E [6*5Zt+s} — e~ Wt(¥s(9))

que es la transformada de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov.
Para demostrar la relacién ( 3.24) tenemos que por el hecho de que el

lim = = ¢, el lado izquierdo de dicha relacion se puede escribir como
r—oo T

E[e"\z’f_‘sz“s} = lim E

T—00

b,

Ay + 0 Zir(rss
exp{_ i + “t”]}‘zozcb,,]
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y nuevamente podemos expresar a dicha esperanza de la siguiente manera

E exp{ My +b(jZ[r(t+s)}} Ty = cb,,] _ .

—E|E|exp { _ M +b‘jZ[’”(t+s’] }’ZM — ab, | |2y = ch]

_ /OOO]E 'eXp { Ay +b(jZ[r<t+s)} H Ty = by | AP(Zyy < wb,]Z0 = cby)
= /000 E _exp{ _ A%by +£Z[T(t+s)] }‘Z[m] = ab, | dP(Z}ry < 2b,|Zo = cb,)
— /OOO MR -exp{ — (SZ%:*S)]HZM = ab, |dP(Zpyg < abr|Zo = cb,)

_ /0 R _exp { = %} Zy = aby, | dP(Zyy < aby| Zo = cb,)

Argumentando como antes, vemos que podemos reemplazar el integrando
por su limite, entonces

AN + 0 (14
lim E exp{— [t]+b [(H)}HZozcbr]:...
Y A 0Z[rs)
= lim e ME|expq — 5 Zy = xb, | dP(Zppyg < 2br|Zo = cby)
r—oo J r
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oo

= lim e e O AP(Z,y < xb,|Zy = cb,)

T—00 0

_ / e NG qp, (7, < )
0

= / e A0 P, (¢, d)
0

— o0 +X)
— E |:€—>\Zt—(szt+5:|

Esto completa la demostracion. u
Si pasamos a la hipdtesis de que a, # 0, es evidente que si {* tiende a

un limite finito estamos atn en la situacién ya descrita, y el proceso va a ser
simplemente un C.B. proceso trasladado.

Pero si ahora consideramos que ¢ tiende a infinito entonces vamos a tener
un proceso con incrementos mdependlentes y estacionarios.

Teorema 3.7.8. Supongamos que la relacion ( 3.18) se satisface donde ahora
g= tiende a infinito cuando r tiende a infinito. Entonces {Z,} es un proceso
con incrementos independientes y estacionarios o un Proceso de Lévy.

Demostracion. De las hipdtesis tenemos que en particular que el limite
débil
lim P(Zpg — a, < ybe|Zo = ¢,) = Hi(y) (3.25)
existe para cada t > 0 con Hy(y) = P(Z; < y) una funcién de distribucién en
donde §* tiende a infinito.
Primero vamos a considerar la relaciéon que hay entre ¢, — a, y b,.
Si en la relacién ( 3.25) consideramos que ¢ = 0, entonces vemos que

lim P(Zy — a, < yb,|Zy = ¢.) = Hy(y)

r—00

en donde Zér) = @ tiene como funcién de distribucion
T

, 0 siy< &2
Fo()(y):{ . "

Cr—apr
1 siy> o
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y esta funcion de distribucién converge débilmente a una funcién de distri-

bucién Hy(y), donde
0 siy<c
H, =
o(y) {1 sty >c

Supongamos que limsup, ., “* > c¢ entonces existe uns subsucesion
(crkb::rk)zoz]- tal que Crkb::“rk > C.

Sea y tal que ¢ <y < =5=%k por lo tanto Fk(y) = 0.

Pero por otro lado tenemos que

‘ rk
lim Fg™(y) = Ho(y) =1
k—o0
esto es una contradiccién.
Ahora supongamos que liminf, ., “;* < ¢ entonces existe una subsu-

14 Crk—Qrk \00 Crk—Aark
cesion (E=2)7 | tal que “E=trk <

Sea y tal que % <y < ¢, por lo tanto Fo(rk)(y) =1
Pero por otro lado tenemos que

, k
lim ™ (y) = Ho(y) =0
k—oo
lo cual es una contradiccién.
De esta manera afirmamos que

, Crk — Qg
lim ———— =¢ donde 0<ec<
o b

Claramente si sumamos un factor o(b,) a a, no tiene efecto en el limite, a
pesar de que sumar un multiplo representa una traslacion del proceso limite.
De esta manera si asumimos que a, = ¢, no se pierde generalidad y claro
tendriamos ¢ = 0, lo cual supondremos durante la demostracion.

Si expresamos a la relacién ( 3.25) en términos de su funcién caracteristi-
ca, tenemos

lim E

T—00

— B[] — ()

N2y — ¢
exp{”[bt—}c)}‘zozcr

y expresando a la funcién caracteristica en términos de la funcién generadora,
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vemos que
A Z| 7«
E exp{z( [bt] C)}Z():CT]:-..
0 A Cy
= )_exp { <‘7b ) }IP’(ZM =JlZy = ¢;)
7=0 r
iXe | & )
T 7=0 T
. i\e, il e i o
=ex — . X —
p b, [rt] p b,
entonces

e \ o
Pi(A) = Tlirgoexp{ - be }(f[rt] (eXp {2—}))

Esto se puede expresar como

Fit <exp {Z—A}) = exp {226 } (o) + o(1)] (3.26)

donde ¢;(A) tiene que ser infinitamente divisible, ya que su raiz estan bien
definida. Como () es infinitamente divisible el

In [got(/\) + 0(1)}

esta determinado para una r grande en la manera usual.
Ahora vamos a necesitar una extensién de la relacién ( 3.26), dada por

Y A\ W BT T K] R

T Cr

donde 9, es cualquier sucesién de niimeros complejos con parte real no posi-
tiva la cual tiende a § cuando r va a infinito.
Asumiendo esto por el momento, podemos verificar que

Z'f' - Lr . Zr s _ZT‘
lim E exp{i)\ [rt] — € +io [r(t+s)] [t}}

r—00

b, b,

Zy = Cr] = (M) ps(0)
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Primero tenemos que ver que la siguiente igualdad se satisface
27y | Zo = j] = [fa(2fm ()]
entonces

Ela%y |2y = j] = 3 3ty BT = 5, 2 = K|Z0 = j)

5=0 k=0

=3 S P P(Znm = 8|20 = K)P(Z, = k| Zy = §)
s=0 k=0

=> " ;ysP(an = s|Z, = k)P(Z, = k| Zy = j)

k=0
=3 2* 3 Y P(Z, = 520 = k)P(Z, = k| Zy = 5)
k=0 s=0

2 (fuly) " B(Z0 = M Zo = )

2

b
Il

0

= [fu(zfu(®)]’

Z?“_’I‘ ,er _ZT’
E it —Cr Ll [t]}

exp {z)\ b +4 .

i(A—o i0
exp { ( )Z[rt] + b_Z[T(S-i-t)]}

b, )

{2 (e )

y como resultado tenemos

Z() = CT]

E|exp {iAZ +i0(Ziys = Z0)}] =+

- rlirgoexp { - Z)‘Z_:} [f[r‘t} (eXp {Z()\b: 0> }f[rs] (QXp {%}))]
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Pero reemplazando a f,5 por su expresién ( 3.26), tenemos que

6 = In (E[exp {ixz{"}]) = [21(A) + (1)

entonces

exp{ - Mg—} [f[rﬂ (exp{¥}f[rs](e><p{2—(:}>>]cr =
_ exp{ - MZ—} :f[ﬁ] (eXp {Mb;")} exp {Zb—"} [4(0) + o(1)] )]
— exp{ - mc—} :f[rt] (exp {?} [ps(0) + o(1)] )] ’

{

.\ Cr

_ Mb_r} exp {Zz‘jr +1In [ps(c) + o(1)] + In [ (A) + o(1)] }

= s(0)r(N) +0(1)

y al aplicar el limite se ve claramente que la igualdad ( 3.28) se satisface.

Para obtener la relacién ( 3.27) es necesario utilizar el siguiente lema,
cuya demostracion se omite.

Lema 3.7.3. Supongamos que para cada n, tenemos una pareja (A, By)
(posiblemente dependientes) que esta determinada en algun espacio de pro-

babilidad. Ademds supongamos que A, es real; tal que para cada A\ real se
tiene

lim E[e?] = ¢,(A) (3.29)

existe, donde p(\) es una funcién caracteristica, tal que Re(B,) < M casi
sequramente para toda n, y B, converge en distribuccion a cero. Entonces

lim E [P0 ] = o)) (3.30)

Para obtener la relacién ( 3.27) por el Lema definimos

iy — Zy) = Cr

B, =g 2~ (3.31)

b, Cr

A, =
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donde Z,, es el r-ésimo proceso de ramificacion con Zy = ¢,. La convergencia
de la ecuacién ( 3.25) (con a, = ¢,) permite la existencia de ( 3.29), siempre
y cuando B, converge en distribucion a cero, veamoslo

Primero vamos a demostrar la siguiente proposicién

Proposicién 3.7.1. Supongamos que X,, converge en distribucion a X y o,
tiende a cero, cuando n tiende a infinito, entonces 6, X, converge en distri-
bucion a cero

Demostraciéon. Damos € > 0y n > 0, y tomamos una x tan grande tal que
P(|X|>=z) <n y P(X =+x)=0
después tomamos un ng tal que n > ng implica que |6, < £y
P(X, <y)—P(X <y)|<n para y===z

entonces

—P(X,<z)+P(X <z)<n

€ €
Pl X, <— Pl X < —
( ”—|6n|)+ ( —|6n|)<”

y si a esta relacion le sumamos y restamos un uno tenemos

€ €
1-P(X, < — —1+IP’<X§—) <
( \M) 0]

después a esta misma relacion le sumamos

en particular

tenemos



3.7 El C.B. Proceso como Proceso Limite 105

para n > ny.

De esta manera queda demostrada la proposicion.

[

Entonces B, converge en distribucién ya que 5Tg_r tiende a cero. Final-
mente Zyq > 0y 6, tiende a § con Re(d,) < 0, esto nos dice que Re(B,)
esta acotado superior y uniformemente en r. Entonces la relacién ( 3.30) se
cumple para las variables A, y B, dadas en la relacién ( 3.31) con ¢;(k) igual
a p(\), esto implica inmediatamente que

ZT - Lr Zr
exp{i)\ ] — € + 0, [t]}

lim E
im b, .

r—00

Zy = CT] = p,(\) (3.32)

Expresando la esperanza en términos de la funciéon generadora. la relacién
( 3.32) se transforma en ( 3.27). Esto completa la demostracién de que {Z;}

es un proceso aditivo.
|
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Capitulo 4

Relacion entre los Procesos de
Ramificacion y los Procesos de
Lévy

4.1. Introduccion

En el capitulo anterior vimos como un C.B. proceso y un proceso de Lévy
forman precisamente una clase de procesos limites para una sucesion de pro-
cesos de Galton-Watson cuyos tiempos y espacios de estados se van a infinito.

En esta capitulo vamos a estudiar la construccién del C.B. proceso mas
general, el cual se obtiene mediante un cambio de tiempo aleatorio en un
proceso de Lévy con saltos no negativos.

Para empezar con la relaciéon del C.B. proceso y el proceso de Lévy con
saltos no negativos vamos a necesitar algunas definiciones previas muy im-
portantes

4.2. Definiciones

Primero vamos a empezar con las caracteristicas que deden cumplir tanto
el C.B. proceso como el proceso de Lévy con saltos no negativos. La definicion
de un proceso de Lévy con saltos no negativos la podemos ver en el Apéndice

B.
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Definicién 4.2.1. Sea X = {X;}i>0 un proceso de Lévy con saltos no nega-
tivos que cumple con lo siguiente:

i) P(X =0)=1

it) E[ exp{—=AX;}] = exp{tv()\)}

donde
6]2)\2

$(N) = dA+ =

+ / (6_)@ -1+ )\l’ﬂ{z<1})ﬂ(dx)
(0,00)

ydeR, ge R yII es la medida de Lévy que cumple con
/ (1 A 2HII(dz) < oo
R—{0}

Ahora vamos a definir a Y; = X; + x donde x > 0, entonces su transfor-
mada de Laplace esta dada por

]E[exp{—)\Y}}] = E[GXP{_)\(Xt + 33')”
= exp{—Az}E[exp{—AX;}]

= exp{—A\z + tp(\)}

Definicién 4.2.2. Sea {Z;}i>0 un C.B. proceso si es un proceso de Markov
en [0,00) con trayectorias continuas por la derecha cuyas probabilidades de
transicion estan dadas por una C.B. funcion y que satisface

E,[exp{—AZ}| = exp{—z¢(\, 1)}
donde ¢(\, t) satisface

0

a ()"t) = _¢(¢(A>t))

Esta propiedad del exponente de Laplace para el C.B. proceso fue demos-
trado por Silverstein.
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4.3. Relacién entre el C.B. proceso y el pro-
ceso de Lévy con saltos no negativos.

Teorema 4.3.1. Sea {Y;};>0 un proceso de Lévy con saltos no negativos, que
empieza en un punto x > 0. Vamos a definir a

P du

I(t) = —

0 Yu

donde t < T, = inf{u >0:Y, =0} y I(t) = oo para toda t > T,.
Ademds vamos a tener un cambio de tiempo aleatorio dado por

J(t) = imf{u: I(u) >t}

Entonces vamos a tener que el proceso {Z;}+>o definido por Zy =Y o J(t)
es un C.B. proceso.

Hablando de una manera informal este resultado nos dice que cada C.B
proceso {Z; }1>0 puede obtenerse si empezamos con un proceso de Lévy con
saltos no negativos {Y; };>¢ y este va a una velocidad, la cual es directamente
proporcional a la posicién. Esto es facil de entender si pensamos en términos
de una coleccion de particulas indistinguibles con una masa muy pequena,
donde todas se comportan de manera independiente una de otra y cada una
crea una nueva particula (y posiblemente sean aniquiladas) a una misma
razén, y si uno, interpreta a Z; como la masa local de las particulas vivas
al tiempo t. De hecho esta interpretacion puede hacerse precisa al pasar al
limite.

Demostracién. Como {Y;};>¢ es un proceso de Lévy con saltos no negativos
y con Yy = x > 0, su transformada de Laplace esta dada por

E[exp{—AY;}] = exp{—Az + t¥(\)}
claramente este proceso tiene asociado un semigrupo al cual denotaremos por

{Q}e>0-

Si f(x) = exp{—Az} entonces tenemos que

Qiexp{—Az} = E[exp{—-AY}}]
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En particular vamos a tener que
L Qrexp{—rz} = SE[exp{-A¥:)]
—Qrexpl—Ar} = —E|exp{—
a t €XP dz p t

d
=3 exp{—Az + t(\)}

= exp{—=Az}Y(A) exp{tv(A)}
= Y(A)E[exp{—AY:}].

Y vamos a obtener a su operador infinitesimal, si evaluamos a dicha de-
rivada cuando ¢t = 0, por lo tanto

Aexp{—Az} = ¥(\) exp{—Az}.

De esta manera podemos afirmar que la funcién exp{—Az} pertenece al
dominio del operador infinitesimal y por el teorema A.2.5' afirmamos que
dicha funcién también pertenece al dominio del operador caracteristico, ya
que Y; es un proceso normal de Markov.

Por otro lado tenemos que Z; = Y} es un proceso de Markov, por
que Y; es proceso de Markov; ya que la teoria de cambio de tiempo aleatorio?
permite que Z; adquiera las propiedades de Y; dependiendo de las propiedades
del funcional I(¢). En nuestro caso el funcional permite que sea proceso de
Markov Normal?.

Por ser Z; un proceso de Markov, este tiene un semigrupo asociado el
cual denotaremos por {R;};>¢ de tal manera que

Riexp{—Az} =E [ exp{—)\Zt}}

Como tanto Y; y Z; son procesos Normales de Markov con respecto a
la filtracién F; = o(Ys : s < t) entonces podemos aplicar el teorema de
Volkonski*. Este resultado es muy importante ya que relaciona el operador
caracteristico de un proceso de Markov Y; con el operador caracteristico de
Zy, el cual es el generado por el cambio de tiempo aleatorio en Y;. Pero

Wer apéndice A
2Ver Dynkin

3Ver apéndice A
4Ver apéndice A



4.3 El C.B.P. y el P. de Lévy con saltos no negativos 111

como ambos son procesos de Markov Normales tenemos que el operador
infinitesimal y el operador caracteristico son iguales, es asi como tenemos
que si B es el operador infinitesimal de Z; y f(z) pertenece a un espacio de
Banach , entonces

Bf(x) =zAf(z)
Ahora si {Z; }+>0 tiene exponente de Laplace dado por ¢ (A, t), tenemos
Riexp{—Az} = exp{—xo(\, )}

en particular vemos que

d d
aRt exp{—A\zr} = E exp{—zo(\, 1)}

_ _$%¢(A,t) exp{—zp(\, 1)}

y por otro lado aplicando el teorema A.2.1° vemos que

%Rt exp{—Az} = B(R;exp{—Az})

Y si ahora nombramos a f(z) = R;exp{—Az}, vamos a tener
B(Riexp{—Az}) = 2 A(R; exp{—Az})
y como R;exp{—Az} = exp{—z¢(\,t)}, entonces
Blexp{-z¢(A 1)}) = zA(exp{-z¢(A, 1)})

= 2(9(A, 1)) exp{—wd(A, 1)}
pero a su vez tenemos que

Blesp{~20(A,1)}) = —o< 60\ ) exp{—o(A, 1)

De esta manera se ve claramente que

0
aqb()‘? t) = (gb()‘v t))

con

d(A,0) = A

Es asi como queda demostrado que {Z;};>¢ es un C.B proceso. -

5Ver Apéndice A
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Apéndice A

Procesos de Markov.

A.1. Funcion de Transicion

Definicién A.1.1 (Funcién de Transicién). Consideremos un espacio de
estados arbitrario (£,B). La funcion P(t,x,T") (t > 0,z € £, € B) es
llamada funcion de transicion si se satisfacen las siguientes condiciones

i) Para una t y una x fijas la funcion P(t,z,I") es una medida en la
o-dlgebra B.

it) Para unat y U fijas, P(t,z,I') es una funcion B-medible de x
iii) P(t,2,T) <1
iv) P(0,z,I' —xz) = 0.
o) P(s+to.T)= [Pls,z,dy)P(t.yT) (s> 0).
£
De las propiedades (v) y (iii) tenemos:
Pls+4,2,8) < [ Ploody) = Pls.2.8)  (s:t20)
<

Definiciéon A.1.2 (Continuidad Estocéstica). Sea £ un espacio métrico, B
es la o-dlgebra de Borel. Una funcion de transicion P(t,xz,I") (I' € B) en
(€, B) se dice estocdsticamente continua si

lim P(t,z, N(z)) =1 para toda € > 0,2 € £

t—0t
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donde N.(x) ={y € € : p(y,x) < €} y p una métrica.
Si este limite se cumple uniformemente en x para cada € > 0 fija P(t, z,T")
es llamada estocdstica y uniformente continua.

A.2. Semigrupos

Definicién A.2.1 (Espacio de Banach). Llamaremos a un conjunto L espa-
cio de Banach si las operaciones de adicion y de multiplicacion por numeros,
donde estas operaciones tienen la propiedades algebraicas usuales, estan defi-
nidas en €l, y si se les asocia con cada elemento f € L un niumero no negativo

[|fl|, llamado la norma del vector f tal que se cumplen las siguientes condi-
ctones

i) fr+ LAl < LA+ -
ir) ||Afll = Al IFII (A es cualquier numero).
i) || f|| =0 sty sdlo si f =0.

w) Si Mm || fm — ful| = 0, entonces existe un vector f € L tal que

n—oo
lim || fo — fI[ =0
n—o0
o también dicho limite(limite fuerte) se puede denotar como

s— lim f, = f.

n—oo

Definiciéon A.2.2 (Semigrupo). Sea {1i}, t € R, una familia de operado-
res lineales acotados en un espacio de Banach L, esta familia es llamada
semigrupo st para toda s > 0, t > 0 se tiene

Tert =T1,T,

Definicién A.2.3 (Semigrupo de Contraccién). Un semigrupo T; es llamado
semigrupo de contraccion si para todat >0 y f € L se tiene

ITAI < 1]
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Definicién A.2.4 (Operador Infinitesimal de Semigrupo). El operador infi-
nitesimal de un semigrupo T se define como

Af =s— lim LS =1

h—0t+

st dicho limite existe

Definicién A.2.5 (Dominio del Operador Infinitesimal). El dominio de un
operador infinitesimal es el conjunto de vectores f € L para los cuales existe

y se denota por Dy

Definicién A.2.6 (Semigrupo de Feller). Un semigrupo de Feller en Cy(E)
es una familia {T;}1>0 de operadores lineales positivos en Cy(E) tal que

i) Tif € Co(€)

it) Si f € Co(€) y0 < f <1 entonces 0 < T, f <1.
iii) To =1 y Ty = TiTs para s,t >0

iv) Para toda f € Co(E), limy_o+ ||Tf — f|] =0

Vamos a denotar por Ly como el conjunto de todos los vectores f € L
para los cuales se cumple

s—lim T, f=f
t—0t

Definicién A.2.7 (Definicién de derivada fuerte). Sea f : [a,b] — L donde
L es un espacio de Banach. Decimos que f(t) es diferenciable en t € (a,b)
si el siguiente limite existe

d
S—Ef(t)zs—lim

o eziste g € L tal que para toda € > 0 existe § > 0 tal que |h| < § entonces

Hf(Hh)—f(
h

Dy <
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Teorema A.2.1. Sea f € Dy. Entonces Ty f € Dy para cadat > 0, y vamos
a tener

s— STf= AT =TiAD) 10

Demostraciéon. Primero vamos a fijar una ¢t > 0. Para cualquier h > 0
pequena tenemos que

Tt+hf—th:TThf—f:Th—f
h o h

T.f

y al aplicar el limite fuerte cuando A — 0" por la continuidad de T} obser-

vamos que
Thf—f
h

= Ti(Af)

entonces dicho limite existe y por consecuencia tenemos que T;f € Dy y

s — lim T,
h—0+

T f

AT =TAp) =

Ahora tenemos una h < 0 de tal manera que t + h > 0. Entonces

Pl =0~ )| = [frisn (L) — it
< ||~ an)|
<[P = sl [fas = mucan]
si hacemos tender a h a cero vemos que
iy [P - zan| =0
esto prueba el teorema. |

Teorema A.2.2 (Hille-Yosida). Sea A un operador lineal L con dominio D .
Para que A sea un operador infinitesimal de un semigrupo de contraccion en
L es necesario y suficiente que A satisfaga las siguientes tres condiciones

i) Da es denso en L.
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it) Para toda A\ >0y g € L la ecuacion
M- Af=g
tiene una unica solucion f € Dy
ii1) La solucion en (ii) satisface

lgl
111 < 198

Definicién A.2.8 (Medibilidad Débil). Sea E un intervalo arbitrario. Una
funcién uy(t € E) con valores en un espacio de Banach L es llamada medible
débilmente si, para cualquier funcional lineal I, l(u;) es una funcidn numérica
la cual es medible con respecto a la o-dlgebra Br generada por todos los
subintervalos de E.

Definicién A.2.9 (Continuidad Fuerte). Sea L un espacio de Banach. Sea
u(a <t <b) una funcion con valores en L. Vamos a decir que la funcion u,
es fuertemente continua en el punto t si

i — =0
hlﬂ% [t rn — ual|

Vamos a denotar por S(L, F), E es un intervalo arbitrario, como el con-
junto de todas la funciones u;(t € E) con valores en L (espacio de Banach),
las cuales son acotadas en norma y medibles débilmente.

Teorema A.2.3. Sea T; un semigrupo de contraccion en un espacio de Ba-
nach separable L. Si para alguna f € L, la funcion T,f (t > 0) es medible
débilmente entonces es fuertemente continua.

A.3. Procesos de Markov

Definicién A.3.1 (Proceso Estocéstico). Un proceso estocdstico X con con-
Junto indice f y espacio de estados (€, B) definido en un espacio de probabili-
dad (2, F,P) es una funcion definida en f x Q con valores en € tal que para

cada t € §, X(t,-) : Q — Ees una variable aleatoria evaluada en &, esto es,
{w: X(t,w) €'} € F para toda T" € B.
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Definicién A.3.2. Una coleccion {F;} = {Fi,t € [0,00)} de o-dlgebras de
conjuntos en F es una filtracion si Fy C Fiis para t, s € [0,00).

Intuitivamente JF; corresponde a la informacion conocida a un observador
al tiempo ¢. En particular Para un proceso X vamos a definir {F;} por

ﬁ:a(X(s) 0 S gt).

Definicién A.3.3 (Procesos de Markov). Sea {X:}+>0 un proceso estocdstico
definido en un espacio de probabilidad (2, F,P) con valores en &, y sea F; =
U(XS t5 < t). Entonces X es un proceso de Markov si

P(Xt_;,_s S F|ft) - P(Xt+s c F|Xt)
para toda s,t >0 y ' € B(E).

Definicién A.3.4 (Proceso de Markov Normal). Sea {X;}i>0 un proceso
estocdstico en (Q, F) y dada una filtracion {F;}io, se dice que { Xy, Fi >0
51

i) {Xi}>0 es un proceso continuo por la derecha.
it) {Xi}is0 es un proceso de Markov

iii) La familia {Fi}i>0 es completa, esto es, que si tenemos A C B €
{Fitis0 y P(B) = 0 implica que A € {F;}+>0;y continua por la derecha,

esto es, que Fy = Fi+ para cada t > 0, donde Fi+r = () Fs.
{s>t}

Definicién A.3.5. Un proceso X evaluado en & se dice que es {F; }-progresivo
si la restriccion de X a [0,t] X Q es B[0,t] x Fy-medible para cada t > 0, esto
€s, que St

{(s,w) : Xs(w) € T} N ([0,t] x Q) € B[0,t] x F,

para cadat >0 yI' € B(E)

Definicién A.3.6 (Proceso de Markov Fuerte). Sea {X;}:>¢ proceso de Mar-
kov evaluado en &, definido en un espacio de probabilidad (2, F,P), con res-
pecto a la filtracion {Fi}i>o tal que X es {F;}-progresivo. Supongamos que
P(t,z,T) es una funcion de transicion para X, y sea T un tiempo de paro
con T < 00 casi sequramente.

Entonces X es un proceso de Markov fuerte en 7 si

P(X, € T|F) = P(t, X(7),T)
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para todat >0 y ' € B(E), a lo que es equivalente

E[f(X, )| F) = / F(y) P(t, X (), dy)

para toda t > 0 y f en un espacio de Banach de funciones acotadas. X es
un proceso de Markov fuerte con respecto a {Fi}i>0 st X es un proceso de
Markov fuerte en T para todo tiempo de paro T con T < 00 casi sequramente.

Definicién A.3.7 (Operador Caracteristico). Sea f cualquier funcion aco-
tada de Borel en £, y supongamos que el limite

e B - @)
e R ()

existe, donde U — {x} significa que las vecindades U se encogen alrededor de
x en la manera en que el sup{p(y,z) : y € U} tienda a cero; y T un tiempo
de paro con espectacion finita. Entonces vamos a decir que f € Dy(z); si
| € Du(x) para toda = entonces f € Dy. El operador A es lineal en Dy y A
es llamado el operador caracteristico del proceso de Markov y Dg el dominio
del operador caracteristico.

Teorema A.3.1 (Lema de Dynkin). Sea {X;, Fi}i>0 un proceso normal de
Markov con generador infinitesimal A y estado inicial x, y sea T un tiempo
de paro cualquiera con esperanza finita. Entonces para toda f € Dy

E, / AP = EJf(G)] - f(2)

0

Teorema A.3.2. Sea {X;, Fi}i>0 un proceso normal de Markov con genera-
dor infinitesimal A y operador caracteristico A. Entonces

Dy={f€C(&): f € DayAf € C(€)}

donde C(E) denota el espacio de Banach de las funciones continuas y acota-
das.
Para cada funcion f, tenemos

Af = Af
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Teorema A.3.3 (Teorema de Volkonski). Sea X un proceso de Markov en el
espacio de estados (€,B), y sea el procesoY que se obtiene a partir de X por
un cambio de tiempo aleatorio. Entonces la topologia intrinseca, la o-adlgebra
B y la distribucion de salida del interior de cualquier conjunto para el proceso
X coincide con los entes correspondientes al proceso Y .

Sea Ax y Ay los operadores caracteristicos de los procesos X y 'Y res-
pectivamente, en alguna topologia €. amos a asumir que Y se obtiene de X
por un cambio de tiempo aleatorio, correspondiente a la funcional aditiva

donde V' es positiva y una funcion B-medible. Si la funcion V' es continua en
un punto x, entonces

D-AY (x) = D-AX ('T)

1

A =G

Ax f(z)

Teorema A.3.4. Sea £ localmente compacto y separable, y sea {T}}i>0 un
semigrupo de Feller en Cy(E). Entonces para cada pn € P(E), donde P(E) es
el conjunto de medidas de probabilidad de Borel en &, existe un proceso de
Markov X correspondiente a {T;}i>0 con distribucion inicial u y trayectorias
muestrales en Dg[0, 00) (el espacio de las trayectorias cadlag). Ademds X es

un proceso de Markov fuerte con respecto a la filtracion Fi+ = (| Fiae
e>0
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Procesos de Lévy

B.1. Definicién y algunas propiedades

Vamos a considerar a A como el punto cementerio y a D ) como el es-
pacio de todas las funciones cadlag( continuas por la derecha y con limite por
la izquierda). Se define la filtracién candénica asociada al proceso estocastico
real {X;}i>0 y completada con respecto a P como {F;}i>0 = (X5 : s < 1).

A partir de aqui vamos a considerar a A = 0o y a Q = Djg ) U{A} v a
un espacio de probabilidad filtrado (Q, F, {F}}+>0, P).

Definicién B.1.1 (Procesos de Lévy). Sea X = {X;}i>0 un proceso es-
tocdstico real definido en (2, F,{F;}i>0,P). Se dice que X es un proceso de
Lévy st cumple:

i) Para cualquiern > 1y 0 <ty <t; <--- <ty,, las variables aleatorias
Y; =X, — Xy, , conje{l,2,3,...,n} son independientes.

1

ii) Xo =0 casi sequramente.

iii) Para toda t,s > 0 la distribucion X, s — X; depende de s y no de t, es
deCir Xt+8 — Xt = Xs~

Estos procesos también son conocidos como procesos con incrementos in-
dependientes y estacionarios.

Una observaciéon importante es que la variable aleatoria X; es infinita-
mente divisible, lo cual es posible mostrar si definimos a una sucesién de
variables aleatorias {n;}?_; donde

n=X,i — X,i1 para toda i € {1,2,...,n}
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de esta manera vamos a tener que
n
Xe=> m
i=1

entonces afirmamos que X; es una variable aleatoria infinitamente divisible.
Por ser X, infinitamente divisible su exponente caracteristico esta dado

por la relacion de Lévy-Kintchine, la cual es
242

WO\ = idr + L2

—+ / (1 — ei)\m + i)\xﬂ{|x|<1})H(dx)
R—{0}

donde d € R y es conocida como derivada o drift, ¢ € R y es el coeficiente
gaussiano y II es la medida de Lévy que cumple

/ (1A 22)TI(dz) < o0
R—{0}

Ahora vamos a mencionar tres teorema que son fundamentale dentro de
la teoria de los procesos de Lévy, cuyas demostraciones vamos a omitir.

Teorema B.1.1. Si {X;}i>0 es un proceso de Lévy, entonces la distribu-
cion de X, es infinitamente divisible para toda t y si px, (A) = exp{—¥(\)},
entonces px,(A) = exp{—tU(\)}

Teorema B.1.2. Sid € R, ¢ > 0, II es una medida definida en R — {0} tal
que

/ (1 A zH)(dz) < oo
R—{0}

y para toda A\ € R, se tiene

21)2
WOV = id + L2

—+ / (1 — €i>\$ + i/\IﬂﬂxKl})H(dx)
R—{0}

entonces existe un espacio de probabilidad (Q, F,P) y un proceso X bajo éste,
tal que X es un proceso de Lévy con exponente caracteristico W(\).

Teorema B.1.3. Todo proceso de Lévy es proceso de Markov
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B.2. Procesos de Lévy con saltos no negati-
VOs.

Vamos a suponer que X es un proceso de Lévy con saltos no negativos,
esto es que la medida de Lévy del proceso tiene soporte en [0, 00). También
es conocido como el proceso de Lévy espectralmente positivo.

Aunque X; puede tomar los valores tanto positivos como negativos, po-
demos ver que la siguiente proposicion se cumple

Proposicion B.2.1. Para toda X\ > 0 tenemos

Elexp{—AX;}] <

Demostracién. Sea Y, = — X,y T, = inf{t > 0:Y; > a}, entonces podemos
ver que
Yr,=a  P—cs. en{T, < oo}

Después vamos a considerar un tiempo aleatorio exponencial 7(q) con
pardmetro ¢ > 0 el cual es independiente de {X;}i>,.
Ahora vamos a mostrar que para cada a,b > 0 se tiene

P(Toss < 7(q)) =P(T, < 7(¢))P(T} < 7(q))

veamoslo:

P(Toy < 7(q)) = P(P(Ta+b <7(¢), Ty < T(Q)|fTb)>

E| L, <r(n E[Liz, .1 <rian | Y2 |

E |1t <r(Bo (1t <]
= B[, <r() ] E[ Uz, <ra))]
= ]P’(Ta < T(q))]P’(Tb < T(q))
Si definimos a S, = sup{Y; : 0 < s < 7(¢)} podemos ver que
]P)(S‘r(q) > 6) = P(Te < T(Q))

solamente mostrando que {7, < 7(q)} es equivalente a {S; () > €}.
Supongamos que w € {T. < 7(q)} y sabemos que T, = inf{s : Y; > €},
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entonces Sy, = € y por lo tanto S;) > S7. = € entonces afirmamos que
w € {ST(q) > 6}.

Si ahora suponemos que w € {S;(,) > €} entonces tenemos que S-(4) > St,
y por lo tanto 7(q) > T; entonces afirmamos que w € {T, < 7(q)}.

Entonces {T. < 7(q)} es equivalente a {54 > €}.

Usando la falta de memoria de la ley exponencial la cual cumple S-(,
gracias a lo que acabamos de demostrar, entonces podemos afirmar que dicha
variable tiene distribucién exponencial con pardmetro ®(q).

Ahora vamos a ver que P(T(q) > e) se va cero cuando ¢ se acerca a
infinito, esto es facil de ver ya que

P(T(q) > 6) =
al aplicar el limite tenemos

lime =0

q—00

Esto nos va a ser util para mostrar que Sr(,) converge a cero en probabi-
lidad cuando ¢ se va a infinito.
Sea

P(ST(q) > 6) = P(Te < T(Q))

IP’(IP’(TG < T(q)‘Te))

IP’(T6 < 7'(q)‘TE = y) Qr.(dy)

0

= /0 N P(7(q) > y)Qr.(dy)

pero sabemos que ]P’(T(q) > y) converge a cero cuando ¢ se va a infinito,

entonces claramente S (4 converge en probabilidad a cero, como consecuancia

vamos a tener que ®(¢) > A cuando se escoge una ¢ suficientemente grande.
De esta manera para una t € [0,7(¢)) tenemos que

E[eM'] < E[e*r@]

0

< 00
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De esta manera queda demostrado, por la propiedad de que el proceso
es continuo por la derecha y permite que apartir del intervalo que tenemos

extenderlo a la semirecta [0, 00).
]

La funcién caracteristica A — E[exp{iAX;}] (A € R) puede extenderse
al plano superior complejo {J(A) > 0} y define a una funcién analitica. Por
otro lado, la formula de Lévy-Kintchine y el hecho de que la medida de Lévy
desaparezca en el semi-eje negativo muestra que el exponente caracteristico
W()\) esta bien definido y es analitico en {J(A) > 0}. Entonces podemos
introducir la siguiente relacion

q2 )\2

wO\) = —\I/<i)\) =d\+ T + /(0 )(€>‘x -1+ )\x]l{z<1})H(d:c)

de esta manera tenemos la identidad

E[exp{—AX,}] = exp{ts)(A)}
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