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ESTADÍSTICA

PRESENTA:
MIGUEL ANGEL PLUMA RODRIGUEZ

CO-DIRECTORES DE TESIS:

DR. CHRISTIAN HOUDRÉ
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Introduccion

En esta tesis se exponen algunos aspectos de las relaciones entre funcionales del
movimiento browniano, el espectro de matrices del Ensamble Gaussiano Unitario
(GUE) y la distribución ĺımite de la subsucesión no decreciente más grande de
palabras aleatorias.

Una primera relación, entre el valor propio más grande Dk de una matriz GUE
de dimensión k y el movimiento browniano, establece que

Dk
d= ρk(B) := sup

0=t0≤···≤tk=1

k∑
i=1

(Bi(ti)−Bi(ti−1)), (1)

donde B = (B1, · · · , Bk) es un movimiento browniano estándar de dimensión k, es
decir B tiene matriz de covarianza Σ0 = Ik, la matriz identidad de dimensión k. Esta
relación fue demostrada en 2001 por Baryshnikov [3] y de manera independiente por
Gravner, Tracy y Widom [7]. Sin embargo ρk(B) fue estudiado por primera vez en
1975 por Pitman [21] en el contexto de procesos de Bessel de dimensión k = 2.

Una segunda relación, estudiada recientemente, es la descripción de ρk(B) como
el ĺımite de la longitud de la subsucesión no decreciente más grande de una palabra
aleatoria. En espećıfico, sea ωn = x1 · · ·xn una palabra de longitud n en un alfabeto
con k letras, definimos a LIn la longitud de la subsucesión no decreciente más grande
como

LIn = máx{s : ∃ 1 ≤ i1 < i2 < · · · < is ≤ n, con xi1 ≤ xi2 ≤ · · · ≤ xis}.

En 2013 Houdré y Xu [11] demostraron que para el caso de una palabra aleatoria
con distribución uniforme en un alfabeto con k letras (caso homogéneo), se cumple
que

LIn − n
k√

n
k

⇒ ρk(B),

donde B tiene matriz de covarianza

Σ1 =


k−1
k
− 1
k
· · · − 1

k

− 1
k

k−1
k
· · · − 1

k
...

...
. . .

...
− 1
k
− 1
k
· · · k−1

k

 .

Mas aún, Benaych-Georges y Houdré [4] demostraron en 2015 que cuando B tiene
matriz de covarianza Σ1, el funcional ρk(B) es igual en distribución al valor propio
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más grande de un GUE sin traza. De hecho, lo anterior es un caso particular de un
resultado más general en [4], en donde se toman palabras con letras independientes
y tales que no todas tienen la misma probabilidad de aparecer (caso no homogéneo).
Espećıficamente, cuando hay k letras con probabilidad p ∈ (0, 1) y las otras n − k
letras tienen probabilidad de aparecer estrictamente menor que p, se tiene que

LIn − np√
np

⇒ ρk(B),

donde ahora B tiene matriz de covarianza

Σ2 =


1− p −p · · · −p
−p 1− p · · · −p
...

...
. . .

...
−p −p · · · 1− p

 .

En este caso el funcional ρk(B) también es igual en distribución al valor propio más
grande de una matriz que se construye a partir de varias matrices GUE sin traza,
cuyas dimensiones dependen de las multiplicidades de las probabilidades de las letras
del alfabeto.

Una tercera relación, entre la distribución ĺımite de LIn y su identificación como
la distribución del valor propio más grande Dk de matrices aleatorias, fue dada en
1994 por Kerov [18] y redescubierta por 2001 por Tracy y Widom [27], y Johansson
[14] para el caso homogéneo, y meses despues por Its, Tracy y Widom [12] para el caso
no homogéneo. Los métodos utilizados en [12] y [27] incluyen ecuaciones diferenciales
parciales (ecuación de Painlevé), determinantes de Fredholm y Toeplitz; en general
las matemáticas que están alrededor del problema de Riemann-Hilbert.

Por otra parte, lo novedoso de los trabajos de Houdré y coautores en [4] y [11]
es describir la distribución ĺımite de la normalización de LIn como funcionales del
movimiento browniano, además del uso de métodos puramente probabilistas tales
como el teorema de Donsker y otros resultados clásicos de convergencia débil de
procesos estocásticos.

Una herramienta común en los trabajos [4], [11], [12], [14] y [27], son los diagramas
de Young, los cuales tienen asociado un vector cuya primera entrada es la variable
LIn. En general las entradas de este vector son las longitudes de las subsucesiones
crecientes ajenas cuya unión es toda la palabra. En este sentido la forma del diagrama
de Young de una palabra (o permutación) nos proporciona más información que la
variable LIn.

El objetivo de esta tesis es presentar de manera detallada estas relaciones entre
los funcionales del movimiento browniano, el espectro de matrices aleatorias y la
distribución ĺımite de LIn, siguiendo el enfoque probabiĺıstico. Con el fin de hacer
autocontenido este trabajo, presentamos el material necesario para estudiar estos
resultados, entre los que se encuentran elementos de teoŕıa de representaciones de
grupos como los diagramas de Young y la correspondencia RSK.

Los problemas descritos anteriormente sobre la distribución ĺımite de LIn en el
caso de palabras aleatorias son una variante al problema de Ulam, quién propuso
en 1961 el estudio de la distribución ĺımite de LIn en el caso de permutaciones
aleatorias, con el fin de ilustrar la utilidad del método Monte Carlo.
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En 1999 Baik, Deift y Johansson [2] dieron solución al problema de Ulam [28],
dando la relación pionera entre la distribución asintótica de LIn y la distribución
ĺımite del valor propio más grande de una matriz GUE. Esta última distribución
ĺımite surgió por primera vez en los trabajos pioneros de Tracy y Widom [25, 26]
sobre el ĺımite del valor propio más grande de una matriz aleatoria. Actualmente
es una distribución universal en el sentido de que aparece en distintos contextos
en estad́ıstica, modelos de crecimiento aleatorio, f́ısica, comunicación inalambrica y
finanzas [30].

El contenido de la tesis está organizado de la siguiente manera. En el caṕıtulo
1 se presentan diversos preliminares para leer esta tesis. En la sección 1.1 presen-
tamos elementos de combinatoria como permutaciones generalizadas, tabloides y la
correspondencia RSK, la cual nos da una relación uno a uno entre permutaciones
generalizadas, matrices con entradas enteras y pares de tabloides con la misma for-
ma. También se presenta la forma en que la correspondencia RSK se relaciona con
la subsucesión no decreciente más grande y se hace una breve reseña histórica del
problema de Ulam. En la sección 1.2 se introducen definiciones y la notación de
matrices aleatorias GUE con y sin traza, aśı como generalizaciones que se usan en
esta tesis. En la sección 1.3 se incluye material sobre funcionales del movimiento
browniano, incluido el teorema de Donsker, el funcional de Glynn y Whitt y su
contexto inicial en teoŕıa de colas. Por último en la sección 1.4 se presenta a de-
talle un resultado de Johansson [14], conjeturado por Tracy y Widom [27], sobre
la convergencia en distribución de las medida inducida por la forma del diagrama
de Young asociado a palabras aleatorias homogéneas con distribución uniforme, a
la distribución conjunta del espectro ordenado del GUE, cuando la longitud de la
palabra tiende a infinito. Este resultado será clave para relacionar al espectro del
GUE con el movimiento browniano.

En el caṕıtulo 2 se presentan las relaciones entre: funcionales del movimiento
browniano, el espectro de matrices Gausianas Unitarias y el problema de Ulam
para palabras aleatorias. En la sección 2.1 se expone de manera pormenorizada los
trabajos de Benaych-Georges y Houdré [4], sobre la relación entre funcionales del
movimiento browniano y el espectro de los menores de un GUE (Teorema 2.1.1).
En la sección 2.2, se expone la solución al problema de Ulam que fue propuesta por
Houdré y Xu [11], en el caso de palabras aleatorias. Ellos, a diferencia de Tracy y
Widom [25, 27] utilizan métodos completamente probabilistas para identificar a la
forma ĺımite del diagrama de Young asociado a una palabra aleatoria en términos
de funcionales del movimiento browniano. Adicionalmente, usando los resultados de
la sección 2.1 se muestra cómo se pueden obtener los resultados de Tracy y Widom
a partir de los resultados de Houdré y Xu. Como una consecuencia de estos dos
enfoques se obtiene una conjetura sobre una igualdad en distribución como la que
se muestra en (1), donde ahora Dk es el valor propio más grande de una matriz
aleatoria que es una generalización de las matrices GUE y, B es un movimiento
browniano con matriz de covarianza distinta a la identidad.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Combinatoria
La herramienta base para relacionar el espectro de una matriz aleatoria con

funcionales del movimiento browniano es la correspondencia RSK1. Este resultado
nos da una correspondencia biuńıvoca entre las permutaciones generalizadas, las
matrices con entradas enteras no negativas y el conjunto de pares de tabloides.
La forma de construir esta correspondencia es dando expĺıcitamente el algoritmo
para pasar de una permutación generalizada a una matriz con entradas enteras no
negativas y a un par de tabloides. Por esta razón a veces a la correspondencia RSK
se le llama algoritmo RSK.
En esta sección daremos las definiciones necesarias para enunciar la correspondencia
RSK, mencionaremos los casos particulares que nos serán de interés y mencionaremos
la relación que hay con la subsucesión no decreciente más grande. Para los detalles
técnicos referimos al lector a los libros [5] y a [24].

1.1.1. La correspondencia RSK
A continuación definimos las cadenas de caracteres que nos serán de interés:

Sean n, p y q enteros positivos, denotaremos [n] = {1, 2, · · · , n}.

i) Permutaciones
El conjunto de permutaciones de n enteros se define como

Sn := {σ : [n]→ [n]|π es biyectiva}.

También usaremos la notación

Sn 3 σn =
(

1 · · · n
j1 · · · jn

)
, 1 ≤ j1, · · · , jn ≤ n,

con σn(k) = jk.
1RSK es el acrónimo de Robinson-Schensted-Knuth, quienes desarrollaron este algoritmo.

9



10 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

ii) Palabras
El conjunto Sqn de palabras de tamaño n en un alfabeto con q letras se define
por

W q
n := {ω : [n]→ [q]}) = [q]n.

También usaremos la notación

W q
n 3 ωn =

(
1 · · · n
j1 · · · jn

)
, 1 ≤ j1, · · · , jn ≤ q, (1.1)

con ωn(k) = jk.

iii) Permutaciones Generalizadas
El conjunto GP p,q

n de permutaciones generalizadas de p en q elementos y de
tamaño n, se define por

GP p,q
n :=

{
π : [n]→ [p]× [q]| Si πn(k) = (r, s1) y πn(k + 1) = (r, s2)

entonces s1 ≤ s2.

}
(1.2)

También usaremos la notación

GP p,q
n 3 πn =

(
i1 · · · in
j1 · · · jn

)
.

sujeto a 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ in y 1 ≤ j1, · · · , jn ≤ q, con ik = ik+1 implica jk ≤ jk+1.

Observemos que las permutaciones son un caso particular de las palabras, y estas a
su vez son un caso particular de las permutaciones generalizadas.
Escribimos

Mp,q(n) := {M ∈Mp×q[N]|
p∑
i=1

q∑
j=1

Mij = n} (1.3)

donde Mp×q[N] es el conjunto de matrices de p× q con entradas en N, y

Mp,q =
∞⋃
n=1

Mp,q(n). (1.4)

El último ingrediente necesario para enunciar la correspondencia RSK son las tablas
y los tabloides, para lo cual necesitamos algunas definiciones preliminares.
Una partición λ de n (que denotaremos por λ ` n) es una sucesión (λk)k≥1 de
enteros no negativos tales que λ1 ≥ λ2 ≥ · · · . Denotaremos por P(n) al conjunto de
particiones de n, es decir

P(n) = {λ ∈ NZ+ : λ1 ≥ λ2 ≥ · · · y
∞∑
i=1

λi = n}, (1.5)

y
P =

∞⋃
n=1
P(n). (1.6)

Cada elemento λ ∈ P tiene asociadas dos caracteŕısticas; su longitud y su peso, las
cuales se definen de la siguiente manera.
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a) Longitud
`(λ) := máx{k : λk > 0}.

b) Peso

|λ| :=
∞∑
k=1

λk.

Es decir λ ` |λ| y λ = (λ1, λ2, · · · , λ`(λ), 0, 0, · · · ), por esta razón usaremos
también la notación λ = (λ1, λ2, · · · , λ`(λ)).

En la sección 1.1.3, veremos que a cada palabra en un alfabeto con m letras le
podemos asociar una partición con a lo más m entradas positivas. Por esta razón
será conveniente introducir la siguiente notación:

P(n)
m = {λ ∈ Nm : λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λm ≥ 0 ≥ · · · y

m∑
i=1

λi = n}, (1.7)

y

Pm =
∞⋃
n=1
P(n)
m . (1.8)

Un diagrama de Young es una representación gráfica de una partición. Esta repre-
sentación se construye de la siguiente manera: dada λ ∈ P tomamos |λ| bloques-2
y coloquemos λ1 bloques-2 en un renglón, λ2 bloques-2 en el segundo renglón jus-
to debajo de los primeros λ1 bloques-2, y aśı sucesivamente hasta colocar λ`(λ)
bloques-2 en el último renglón. Por ejemplo los diagramas de Young asociados a
λ1 = (6, 4, 4, 2) y λ2 = (5, 4, 3, 2) son

λ1 = λ2 = .

Esta notación nos permite definir la transpuesta λT de una partición λ, mediante
la transposición del diagrama de Young pensándolo como una matriz. Por ejemplo
para los casos anteriores

λT1 = λT2 = .

También usaremos la notación

λT = (λT1 , λT2 , ...).
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Con esto podemos dar la definición de tablas y tabloides.

Un tabloide con forma λ ∈ P es un arreglo de enteros (aij) colocados en los
bloques-2 del diagrama de Young de λ, y que son no decrecientes de izquierda a
derecha en cada renglón y crecientes de arriba a abajo en cada columna.

Una tabla de forma λ ∈ P es un tabloide de la misma forma en el que los en-
teros sobre el diagrama de Young de λ son estrictamente crecientes de izquierda a
derecha en cada renglón.

1 2 2 3 3 5
2 3 5 5
4 4 6 6
5 6

1 3 7 12 13 15
2 5 10 14
4 8 11 16
6 9

.

Tabloide Tabla
Para cada λ ∈ P denotaremos por

Tq(λ) = “Tabloides con forma λ y lleno con los números el 1 al q”, (1.9)

Como los números en los renglones de un tabloide son estrictamente crecientes, se
tiene que q tiene que ser mayor o igual al numero de entradas positivas en λ. Para
cada terna de enteros positivos p, q y n, denotaremos por

T p,qn :=
⋃

λ∈P(n)

Tp(λ)× Tq(λ) =


Pares de tabloides (P,Q) con
forma λ ` n, llenados con los

enteros {1, · · · , p} y {1, · · · , q}
respectivamente

 (1.10)

Si T es una tabla o tabloide diferente del vaćıo denotaremos por sh(T ) a la forma
de la tabla o el tabloide, es decir para toda tabla o tabloide T diferente de vaćıo se
tiene que sh(T ) ∈ P .
El siguiente teorema será fundamental a lo largo de toda la tesis, la demostración
completa de este resultado se puede ver en [5]. Aqúı se presenta un bosquejo de la
misma.

Teorema 1.1.1 (Correspondencia de Robinson-Schensted-Knuth) Sean n, p
y q enteros positivos. Existe una relación biuńıvoca entre los siguientes conjuntos

Mp,q(n)⇔ GP p,q
n ⇔ T p,qn .

Demostración: (Bosquejo) GPp,q
n ⇒Mp,q(n)

Sea
π ∈

(
i1 · · · in
j1 · · · jn

,

)
∈ GP p,q

n .

Construyamos una matriz M = (mij) de la siguiente manera

mij = “Número de veces que aparece
(
i
j

)
en π”.
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Es claro que M ∈Mp,q(n).

Mp,q(n)⇒ GPp,q
n

Dada M ∈Mp,q(n) construyamos

π ∈
(
i1 · · · in
j1 · · · jn

)
∈ GP p,q

n ,

revirtiendo el proceso anterior. Recordemos que para π una permutación generaliza-
da, si ik = ik+1 entonces jk ≤ jk+1. Esto nos permite asegurar que con este método
obtenemos una única permutación generalizada.

GPp,q
n ⇒ Tp,q

n
Denotemos por ∅ al tabloide vaćıo. Dado un tabloide T construiremos un nuevo
tabloide T ′ mediante la incersión de un tabloide de la forma r o ∅. Supongamos
que T tiene s-renglones y denotemos a su i-ésimo renglón de la siguiente manera

Ri1 Ri2 · · · Riwi .

Recordemos que como T es un tabloide se cumple que

Ri1 ≤ Ri2 ≤ · · · ≤ Riwi , 1 ≤ i ≤ s,

w1 ≥ w2 ≥ · · · ≥ ws.

A continuación daremos la descripción del algoritmo incersión por renglón. Con este
algoritmo se inserta un bloque-2 a un tabloide con forma de renglón, y después se
se generalizará a un tabloide de forma arbitraria. A este algoritmo lo denotaremos
de la siguiente forma

Ri1 Ri2 · · · Riwi ← r

El algoritmo genera dos cosas de interés, un nuevo renglón

R′i1 R′i2 · · · R′iwi

y un tabloide de la forma r′ o el tabloide vaćıo ∅, el cual puede ser insertado en
otro renglón.
Caso 1: Se inserta el tabloide vaćıo ∅.

Ri1 Ri2 · · · Riwi ← ∅ .

En es este caso obtenemos el mismo renglón Ri1 Ri2 · · · Riwi y el tabloide vaćıo
∅.

Caso 2: Si Riwi ≤ r obtenemos el renglón Ri1 Ri2 · · · Riwi r y el tabloide
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vaćıo ∅.

Caso 3: Si existe 1 ≤ k ≤ wi tal que r ≤ Rij para toda j ≥ k y r > Rij para
toda j < k, entonces el renglón se descompone de la siguiente manera

Ri1 Ri2 · · · Riwi = Si1 · · · Si(k−1) Tik · · · Tiwi ,

Donde r es estrictamente mayor que Si1, · · · , Si(k−1) y menor o igual que Tik, · · · , Tiwi .
En este caso el algoritmo genera el siguiente renglón

Si1 · · · Si(k−1) r · · · Tiwi ,

y el tabloide Tik .
De modo que para definir T ′ = T ← r lo hacemos de manera recursiva. Sean
R1, R2,...,Rs los renglones de T , el primer renglón R′1 de T ′ es el que se obtiene en
R1 ← r y sea r1 el tabloide obtenido. El segundo renglón R′2 de T ′ se obtiene en
R1 ← r1 y sea r2 el tabloide obtenido. Los demás renglones se obtienen de la misma
manera.
Si en el último renglón, al hacer Rs ← rs−1 obtenemos el tabloide vaćıo, terminamos
la construcción de T ′. Si el tabloide obtenido no es el vaćıo, agregamos un nuevo
renglón a T ′ con un sólo bloque rs .
Tomemos ahora

πn ∈
(
i1 · · · in
j1 · · · jn

)
∈ GP p,q

n ,

usando el algoritmo incersión por renglón vamos a construir, a partir de πn a un par
de tabloides (P,Q) los cuales llenaremos con los enteros {1, · · · , p} y {1, · · · , q}.
Construyamos primero a Q insertando bloques-2 con los enteros j1, · · · , jn al ta-
bloide vaćıo. Es decir, en la sucesión de tabloides

Q0 = ∅,

Q1 = Q0 ← j1 ,

Q2 = Q1 ← j2 ,

...

Qn = Qn−1 ← jn ,

tomaremos a Q = Qn. Observemos que para pasar de Qk−1 a Qk sólo agregamos un
tabloide con un sólo bloque, entonces podemos construir otra sucesión de tabloides
P0 = ∅, P1,...,Pn de tal forma que los tabloides (Pi, Qi) tienen la misma forma, pero
los bloques de cada Pk están llenos con los números i1, · · · , in y son colocados en ese
orden en la casilla que se va agregando. �
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Ejemplos:

a) Sea

π6 ∈
(
i1 i2 i3 i4 i5 i6
1 2 1 3 2 1

)

Entonces

1 → 1 2 → 1 2
1 → 1 2 3

1 → 1 2 3
1 2 →

1 2 3
1 2
1

= Q.

i1 → i1 i2 → i1 i2
i3

→ i1 i2 i4
i3

→ i1 i2 i4
i3 i5

→
i1 i2 i4
i3 i5
i6

= P.

b) Sea

π6 ∈
(

1 2 2 4 4 5
3 2 2 1 4 3

)

Entonces

3 → 2
3 → 2 2

3 →
1 2
2
3

→
1 2 4
2
3

→
1 2 3
2 4
3

= Q.

1 → 1
2 → 1 2

2 →
1 2
2
4

→
1 2 4
2
4

→
1 2 4
2 5
4

= P.

En nuestro bosquejo de la demostración del teorema anterior, nos hemos limitado a
dar únicamente los algoritmos que permiten pasar de una permutación generalizada
a una matriz, y a un par de tabloides. Para los detalles técnicos relacionados con
este teorema remitimos al lector a [5].
En esta sección hemos presentado a la correspondencia RSK en su versión más
general. Sin embargo, nosotros utilizaremos un caso particular que es cuando las
permutaciones generalizadas son palabras de tamaño n en un alfabeto con k letras.
Observemos que cuando una permutación aleatoria es una palabra, su correspon-
diente matriz es tal que en cada renglón aparece sólo un 1 y sus demás entradas son
ceros. Denotemos por Mq(n) al conjunto de todas estas matrices, es decir

Mq(n) =
{
M ∈Mn,q(n) :

q∑
i=1

Mki = 1, para toda 1 ≤ k ≤ n

}
.

Por otra parte, la correspondencia RSK asigna a cada palabra ωn de tamaño n
un par de tabloides (P,Q) de la misma forma tales que sh(P ) ` n. Pero como P
está lleno con los enteros 1, · · · , n entonces para el caso de palabras P es una tabla.
Con estas observaciones se tiene el caso particular de la correspondencia RSK que
nos será de interés.
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Teorema 1.1.2 (Correspondencia de Robinson-Schensted-Knuth) Sean n y
q enteros positivos. Existe una relación biuńıvoca entre los siguientes conjuntos

Mq(n)⇔ W q
n ⇔ T n,qn .

1.1.2. La subsucesión no decreciente más grande
La historia del estudio de la subsucesión no decreciente más grande comienza

con el matemático Polaco–Estadounidense Stanislaw Ulam (1909-1984). Durante la
segunda guerra mundial, John von Neumann sugirió que Ulam se uniera al Proyecto
Manhattan en Los Almos. Durante su estancia, Ulam sugirió el uso de los métodos
Monte Carlo para resolver algunos problemas complejos, que surgieron durante la
construcción de la bomba atómica. Años después en 1961, Ulam queŕıa mostrar
la utilidad de los métodos Monte Carlo [28]. Para ello propuso una variable que
es inaccesible con métodos deterministas pero śı con métodos estad́ısticos. Dicha
variable es definida a continuación: sea Sn el conjunto de permutaciones de los
enteros 1, 2, · · · , n− 1, n, para σn ∈ Sn definamos a la longitud de la subsucesión no
decreciente más grande de σn por

LI(σn) = máx{s : ∃ 1 ≤ i1 < i2 < · · · < is ≤ n, con σi1 ≤ σi2 ≤ · · · ≤ σis}.

Si queremos calcular el valor promedio de la subsucesión no decreciente más grande
tenemos que calcular LI(σn) para cada elemento de Sn, pero recordemos que la
cardinalidad de este conjunto es n!, de modo que dicho cálculo sólo seŕıa posible
para valores pequeños de n. Por otra parte si calculamos LI(σn) para solo algunos
miles de permutaciones, seleccionadas de manera uniforme, podemos obtener una
buena estimación del valor promedio. De esta forma Ulam conjeturó que

E[LI(σn)] ≈ 1.7
√
n+ Gaussiana, (1.11)

conjetura que resultó ser falsa, pero esto no se supo si no hasta 1999 con los trabajos
de Baik, Deift y Johansson [2]. De aqúı en adelante al problema de encontrar la
descripción asintótica de la variable LI(σn) se le conoce como el problema de Ulam.
La solución al problema de Ulam se dió en 1999 y fué dada por Baik, Deift y
Johansson en [2]. Ellos demostraron lo siguiente

Teorema 1.1.3 (Daik, Deift y Johansson (1999))

ĺım
n→∞

P
(
LI(σn)− 2

√
n

n
1
6

≤ t

)
= FTW (t), para toda t ∈ R.

Donde FTW es la distribución de Tracy-Widom.

La distribución de Tracy-Widom surgió por primera vez en los pioneros trabajos
de Tracy y Widom [25, 26], como la distribución ĺımite de los valores propios más
grandes de matrices GUE2. La distribución FTW se define de la siguiente manera

FTW (t) = exp
{∫ ∞

t
(x− t)2q(x)dx

}
,

2Las matrices GUE se definió en la sección 1.2.
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donde q es la solución a la ecuación de Painlavé tipo II

q′′(s) = s q(s) + 2q(s)3,

tal que
q(s) ∼ Ai(s), cuando s→∞,

con Ai la función de Airy.
El resultado de Baik, Deift y Johansson nos muestra una relación entre LIn y

los valores propios más grandes de matrices GUE. En el caṕıtulo 2 de esta tesis
abordaremos el problema de Ulam, pero en el caso de palabras aleatorias. Intuiti-
vamente, podemos pensar que una palabra de tamaño n en un alfabeto de n letras,
es asintóticamente (n→∞) una permutación. De modo que una propuesta natural
para el ĺımite de LIn cuando n→∞, en el caso de palabras aleatorias en un alfabeto
con m letras, es el valor propio más grande de una matriz GUE de dimensión m.
Daremos más detalles sobre este resultado en el caṕıtulo 2.

1.1.3. LIn y la correspondencia RSK

Definamos a la subsucesión no decreciente más grande para permutaciones, pa-
labras y permutaciones generalizadas. Repetiremos la definición para permutaciones
con el fin de ilustrar lo análogo de las definiciones.

i) Permutaciones Sea σn ∈ Sn

LI(σn) = máx{s : ∃ 1 ≤ i1 < i2 < · · · < is ≤ n, con σi1 < σi2 < · · · < σis}.

ii) Palabras Sea ωn ∈ Sqn

LI(ωn) = máx{s : ∃ 1 ≤ i1 < i2 < · · · < is ≤ n, con ωi1 ≤ ωi2 ≤ · · · ≤ ωis}.

iii) Permutaciones Generalizadas Sea πn ∈ GP p,q
n

LI(πn) = máx{s : ∃ 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ is ≤ n, con πi1 ≤ πi2 ≤ · · · ≤ πis}.

En la sección 1.1.1 vimos que podemos representar a las permutaciones generaliza-
das como matrices con entradas enteras o como pares de tabloides. Surge entonces la
pregunta ¿Cuál es el análogo de la sucesión no decreciente más grande en matrices
con entradas enteras y en pares de tablas y tabloides? Quizás la forma mas simple
de responder esta pregunta es con el siguiente.

Ejemplo: Para n = 10, p = 4 y q = 3 el algoritmo RSK genera la siguiente
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equivalencia

GP p,q
n 3 π =

(
1 1 1 2 2 2 3 3 4 4
2 3 3 1 2 2 1 2 1 3

)
, LI(π) = 5,

m

(P,Q) =


1 1 1 2 3
2 2 2
3 3

,

1 1 1 3 4
2 2 2
3 4

 , λ1 = 5,

m

M =



0 → 1 2
↓

1 2 0
↓

1 1 → 0
↓

1 0 1


,

∑
(i,j)∈{camino}

wij = 5.

El hecho de que las longitudes de la subsucesión no decreciente más grande, la
longitud del primer renglón en el diagrama de Young y la suma de las entradas sobre
el camino más pesado que va de la entrada (1, 1) a la entrada (4, 3) y que sólo da pasos
a la derecha y hacia abajo en nuestro ejemplo sea igual, no es coincidencia. Se puede
demostrar que esto siempre ocurre3, de hecho esta relación será muy importante en
el siguiente caṕıtulo, pues es lo que permitirá relacionar al movimiento browniano
con el espectro de una matriz aleatoria.

Si la longitud del primer renglón en el diagrama de Young es igual a la longitud
de la subsucesión no decreciente más grande, ¿se le podrá dar una interpretación
similar a las longitudes de los otros renglones? La respuesta a esta pregunta es si, y
para hacer esto se generalizará la definición de LI, de la siguiente manera:
Para

π =
(
i1 · · · in
j1 · · · jn

)
∈ GP p,q

n ,

denotemos por

Gπ(n, k) = máx

r :
∃ k-subsucesiones no decrecientes
ajenas de π tales que la suma de sus
longitudes es r.


Observemos que en particular

Gπ(n, 1) = LI(π).

El siguiente resultado será de gran utilidad en el próximo caṕıtulo, su demostración
puede ser consultada en [5].

3Ver [5].
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Lema 1.1.1 Sea π ∈ GP p,q
n y λ = (λ1, λ2, · · · ) la forma del diagrama de Young que

se obtiene al aplicar el algoritmo RSK a π. Entonces para toda k entero positivo se
cumple que

Gπ(n, k) = λ1 + · · ·+ λk.

También podemos interpretar a Gπ(n, k) en términos de la matriz M = (mij) que
genera el algoritmo RSK al aplicarlo a π. Para ello serán necesarias las siguientes
definiciones:

Definición 1.1.1 (Caminos↓→) Un camino↓→ C de longitud l sobre una ma-
triz M ∈ Mn,k, es un conjunto C = {(i1, j1), · · · , (il, jl)} de tal manera que para
cualquier 2 ≤ r ≤ l se tiene que (ir, jr)− (ir−1, jr−1) ∈ {(1, 0), (0, 1)}.

Observemos que las entradas de M que están en un camino↓→ inducen, una subsu-
cesión no decreciente. Ilustraremos esto con un ejemplo.

M =



0 1 0 1 0
↓

1 0 1 0 1
↓

0 0 0 1 1
↓

0 2 → 1 0 0


π =

(
1 1 2 2 2 3 3 4 4 4
2 4 1 3 5 4 5 2 2 3

)

El camino↓→ induce la subsucesión subrayada.

Como se observó anteriormente, para encontrar la longitud de la subsucesión no
decreciente más grande basta con buscar sobre este tipo de caminos. De modo que
Gπ(n, k) se puede interpretar de la siguiente manera

Gπ(n, k) = máx
{
`1 + · · ·+ `k : ∃ k-caminos↓→ ajenos de

longitudes `1,...,`k

}
.

Ilustraremos esta interpretación con el siguiente ejemplo.
Ejemplo: Sea π ∈ GP 4,5

10 , observemos los siguiente
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π =
(

1 1 2 2 2 3 3 4 4 4
2 4 1̃ 3̂ 5 4̂ 5 2̃ 2̃ 3̃

)
, Gπ(10, 3) = 10,

m

(P,Q) =


1 2 5 7
3 4 6 10
8 9

,

1 1 2 3
2 2 3 4
4 4

 , λ1 + λ2 + λ3 = 10,

m

M =



0 → 1 → 0 → 1 → 0
↓

1 0 1 → 0 1
↓ ↓ ↓
0 0 0 1 1
↓
0 → 2 → 1 0 0


,

∑
(i,j)∈{caminos}

wij = 10.

Es decir, si π ∈ GP p,q
n y λ = (λ1, · · · , λ`(λ)) es la forma del diagrama de Young que

se obtiene al aplicar el algoritmo RSK a π, entonces π se puede descomponer en `(λ)
subsucesiones no decrecientes ajenas de longitudes λ1,..., λ`(λ).
Sean C1,...,Ck caminos↓→ disjuntos en M ∈ Mp,q

n , denotemos por |C1|,...,|Ck| sus
pesos, es decir

|Ci| =
∑

(i,j)∈Ci

mi,j. (1.12)

Entonces con esta notación vemos que

Gπ(n, k) = máx
{
|C1|+ · · ·+ |Ck| :

C1,...,Ck caminos↓→ disjuntos
en M .

}

En 2015 Benaych-Georges y Houdré [4] demostraron lo siguiente.

Lema 1.1.2 Para cualesquiera C1, · · · , Ck caminos↓→ existen C̃1, · · · , C̃k caminos↓→
que comienzan y terminan en el primer y último renglón de M tales que

|C1|+ · · ·+ |Ck| = |C̃1|+ · · ·+ |C̃k|.

Para el ejemplo anterior ilustramos los caminos C̃1, C̃2 y C̃3.

M =



0 1 → 0 1 → 0
↓ ↓ ↓
1 0 1 → 0 1
↓ ↓ ↓
0 0 0 1 1
↓ ↓ ↓
0 → 2 → 1 0 0
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Esta clase de caminos juega un papel esencial en la identificación de la distribución
asintótica de la subsucesión no decreciente más grande en palabras aleatorias, en
términos de un funcional del movimiento browniano. Por este motivo es necesaria
la siguiente notación: para enteros positivos n y k denotaremos

Π̂n,k =

π :
π es un camino↓→ en {1, · · · , n} × {1, · · · , k},

tal que empieza en {1} × {1, · · · , k}
y termina en {n} × {1, · · · , k}

 . (1.13)

En el caṕıtulo 2, determinaremos a la distribución asintótica de la forma del dia-
grama de Young asociado a palabras aleatorias. Para ello, será necesario considerar
a varios caminos↓→ que sean disjuntos. El que los caminos↓→ sean disjuntos, es
una propiedad de los elementos de Π̂n,k que será de importancia fundamental en el
caṕıtulo 2, por este motivo presentamos la siguiente definición.

Definición 1.1.2 Sean π̂1, π̂2 ∈ Π̂n,k diremos que π̂1 < π̂2, si para toda r = 1, · · · , n,
(r, s) ∈ π̂1 y (r, l) ∈ π̂2 se cumple que s < l. Es decir, π̂1 < π̂2 si π̂2 está siempre a
la derecha de π̂1.

En términos de Π̂n,k y de la definición 1.1.2 podemos reescribir el lema 1.1.1 de la
siguiente manera.

Lema 1.1.3 Denotemos por λ = (λ1, λ2, · · · ) a la forma del diagrama de Young que
se obtiene al aplicar el algoritmo RSK a π ∈ GP p,q

n , y por M ∈ Mp,q
n a su matriz

asociada. Entonces para toda k entero positivo se cumple que

λ1 + · · ·+ λk = máx
π̂1, · · · , π̂k ∈ Π̂p,q

π̂1 < · · · < π̂k

k∑
i=1
|π̂i|.

La demostración del lema 1.1.3 puede ser consultada en [4].

1.2. Matrices aleatorias y su espectro
Una matriz aleatoria M de dimensión n es un elemento aleatorio que toma

valores en un conjunto Q de matrices de dimensiones n × n. En esta tesis sólo
consideraremos matrices cuadradas. Recordemos que a Q lo podemos identificar con
algún subconjunto de Rn2 (o Cn2), y también que una función que toma valores en
Rn2 (o Cn2), es medible si y sólo si cada una de sus entradas es medible. Por lo que
podemos representar a la matriz aleatoria M como

M =


m11 · · · m1n
...

...
mn1 · · · mnn

 ,
donde las variables {mij}ni,j=1 son variables aleatorias con valores reales o complejas.
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1.2.1. El ensamble gaussiano unitario (GUE)
Consideremos dos familias {Xij}nj≥i≥1, {Yij}nj≥i≥1 de variables aleatorias indepen-

dientes e independientes entre si, idénticamente distribuidas como N
(
0, 1

2

)
.

Definición 1.2.1 El ensamble gaussiano unitario (GUE) es la sucesión de matrices
aleatorias {Hn = (hij)ni,j=1}n≥1 definidas de la siguiente manera

hij =


hjj = Xjj + Yjj si i = j
hij = Xij + iYij si i < j

hji = hij si i > j

Usaremos la notación Hn ∼GUE para hacer referencia a que la matriz Hn es el
n-ésimo elemento del GUE.

Otra forma de dar una descripción del GUE es a través de la densidad de cada una
de las matrices que lo conforman, que en este caso es

fGUE(H) = 1
2n

2 π
n2
2

exp
{
−Tr (H2

n)
2

}
.

Recordemos que el conjunto Hn de las matrices hermitianas de dimensión n se define
por

Hn = {H ∈Mn×n(C) : H∗ = H}, (1.14)
donde H∗ es la transpuesta conjugada de H.
Observemos que si Hn ∼ GUE entonces Hn ∈ Hn, de modo que Hn es diagonalizable
y además sus valores propios son reales. Al conjunto de los valores propios λ1(H) ≥
· · · ≥ λn(H) de un matriz M lo llamaremos espectro ordenado de M . Cuando no
haya lugar a confusión usaremos la notación λ1, · · · , λn.
También se puede dar una descripción del espectro de una matriz GUE en términos
de su densidad conjunta, por ejemplo Anderson,Guionnet y Zeitouni [1], dan la
siguiente expresión para el espectro ordenado del GUE:

f(λ1, · · · , λn) = 1

(2π)n2
n∏
i=1

i!
exp

{
−λ

2
1 + · · ·+ λ2

n

2

}∏
j>i

|λj − λi|2,

donde cn es una constante tal que
∫
Rn fGUE(λ1, · · · , λn)dλ1 · · · dλn = 1.

1.2.2. GUE sin traza y GUE por bloques sin traza
Otro de los conjuntos de matrices aleatorias que han sido de mucha utilidad es

el GUE sin traza. Decimos que una matriz H̃n de dimensiones n× n es un GUE sin
traza si

H̃n = Hn −
tr(Hn)In

n
, (1.15)

donde Hn ∼ GUE. Observemos que tr(H̃n) = 0 esto es lo que le da el nombre GUE
sin traza.
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Para los fines de esta tesis será conveniente generalizar este concepto. Diremos que
una matriz H es un GUE por bloques sin traza, si existen matrices Hn1 , · · · , Hnk

GUE sin traza, no necesariamente de la misma dimensión tal que

H =


Hn1 0

. . .

0 Hnk

 .
Otra forma de generalizar al GUE sin traza que además generaliza al GUE por blo-
ques sin traza es la siguiente: consideremos números no negativos p1, · · · , pn tales que
p1 + · · ·+pn = 1. Denotemos por p(1), · · · , p(k) a los k valores distintos en p1, · · · , pn,
supongamos que d1, · · · , dk son las diferentes multiplicidades de p(1), · · · , p(k), res-
pectivamente. Denotemos

J = diag(√p1, · · · ,
√
pn),

y tomemos

H =


Hd1 0

. . .

0 Hdk

 .
Entonces una matriz H̃n es un GUE por bloques sin traza generalizado (o simple-
mente block traceless generalizado) si se puede escribir de la siguiente forma

H̃n = Hn − tr(HnJ)J. (1.16)

Como caso paritular observemos que si p1 = · · · = pn = 1
n

entonces (1.16) y (1.15)
coinciden.

1.3. El movimiento browniano y el funcional de
Glynn y Whitt

El objetivo de esta sección es introducir al movimiento browniano y a los fun-
cionales que nos serán de interés. Las herramientas combinatorias expuestas en la
sección anterior nos permitirán darle una interpretación a nuestros funcionales en
términos de teoŕıa de colas.

1.3.1. El movimiento browniano
Recordemos que el movimiento browniano estándar (Bt)t≥0 es el un proceso con

trayectorias continuas que cumple lo siguiente

a) B0 = 0 con probabilidad 1.

b) Para toda t > s la variable Bt −Bs es independiente de (Bu)0≤u≤s.

c) Para toda t > s la variable Bt − Bs tiene distribución normal con media cero
y varianza t− s.
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Existe una gran cantidad de bibliograf́ıa sobre este proceso estocástico, para el lector
interesado en este tema recomendamos [22] o [16]. También diremos que un proceso
B con valores en Rn es un movimiento browniano estándar n dimensional si las
coordenadas de B son movimientos brownianos estándar e independientes.

La base de esta tesis es la correspondencia RSK, por lo que necesitaremos una
herramienta para pasar de una estructura discreta al movimiento browniano. Esta
herramienta nos la da el Teorema de Donsker, el cual nos dice que: bajo ciertas
condiciones técnicas las caminatas aleatorias vistas como elementos aleatorios de

C[0,∞) := {f : [0,∞)→ R| f es continua } ,
con respecto a su σ-álgebra de borel B(C[0,∞)) converge al movimiento browniano.
Teorema 1.3.1 (Donsker) Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, y en él una
sucesión (ξn)n≥1 de variables i.i.d. con media µ y varianza 0 < σ2 <∞. Definamos

X
(n)
t = 1

σ
√
n

n∑
i=1

(ξi − µ) + (t− btc)ξbtc+1

σ
,

y sea Pn la medida que induce X(n) en (C[0,∞],B(C(0,∞))). Entonces la sucesión
(Pn)n≥1 converge débilmente a una medida P∗ bajo la cual, el proceso Wt(ω) = ω(t)
en (C[0,∞],B(C[0,∞))) es un movimiento browniano estándar.

La demostración del teorema de Donsker puede consultarse en [16].

1.3.2. El funcional de Glynn y Whitt
Consideremos el siguiente esquema. Supongamos que tenemos n servidores en

serie y k clientes formados en el primer servidor. Denotemos por ωij al tiempo de
servicio del cliente i en el servidor j. Supondremos que las variables ωij son i.i.d.
con media µ y varianza σ2. Los clientes y servidores siguen la siguiente dinámica. El
primer cliente entra a servicio y espera un tiempo ω11 para salir, cuando sale comien-
za a ser atendido el segundo cliente en el primer servidor y el primer cliente en el
segundo servidor. Si ω12 > ω21 el primer cliente pasa al tercer servidor, si ω12 < ω21
el segundo cliente se forma en el segundo servidor y espera su turno, mientras que
el tercer cliente comienza a ser atendido en el primer servidor, etc.

Denotemos por:

D(n, k) = Tiempo en que el k ésimo cliente termina
de ser atendido en el n ésimo servidor

De la dinámica descrita anteriormente se puede deducir que
D(n, k) = máx{D(n− 1, k), D(n, k − 1)}+ ωnk,

tomando D(n, 0) = D(0, k) = 0. Usando inducción se puede demostrar4 que

D(n, k) = máx
π∈Πn,k

 ∑
(i,j)∈π

wij

 , (1.17)

4Ver [6].



1.3. EL MOVIMIENTO BROWNIANO Y EL FUNCIONAL DE GLYNN Y WHITT25

donde Πn,k es el conjunto de caminos↓→ que empienzan en (1, 1) y terminan en
(n, k). Sea

D
(n)
k = D(n, k)− µn

σ
√
n

. (1.18)

en 1991 Glynn y Whitt [6] probaron el siguiente resultado.
Teorema 1.3.2 El proceso D(n)

. = (D(n)
k , k ≥ 1) definido en (1.18) converge en ley

a un proceso D. = (Dk, k ≥ 1), tal que

Dk
d= sup

0=t0≤···≤tk=1

k∑
i=1

(Bi(ti)−Bi(ti−1)), (1.19)

donde para cada k ≥ 1 se tiene que (B1, · · · , Bk) es un movimiento brownianos
estándar k dimensional.
Al funcional del movimiento browniano que aparece en (1.19) le llamaremos funcio-
nal de Glynn y Whitt. En el siguiente caṕıtulo daremos una demostración de este
resultado. De hecho, uno de los principales resultados expuestos en esta tesis es una
generalización de este teorema.
Diez años después de los trabajos de Glynn y Whitt, Baryshnikov demostró en [3]
que el proceso formado por las variables Dk es igual en distribución al proceso que
forman los valores propios más grandes de matrices GUE. El resultado preciso es el
siguiente.
Teorema 1.3.3 (Baryshnikov) Sea (Hn)n≥1 ∼GUE y para 1 ≤ k ≤ n denotemos
por µn1 al valor propio más grande de Hn. Sea {Bn = (Bn(t); t ≥ 0)}n≥1 una sucesión
de movimientos brownianos estándar independientes, entonces para toda n ≥ 1

µn1
d= sup

0=t0≤···≤tk=1

k∑
i=1

(Bi(ti)−Bi(ti−1)).
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1.4. GUE como ĺımite de diagramas de Young
En esta sección presentamos un resultado de Baryshnikov [3], el cual nos propor-

ciona una forma de aproximar al espectro de los menores principales de una matriz
GUE, a partir de la forma del diagrama de Young asociado a una permutación
aleatoria. Un primer resultado en esta dirección se debe a Johansson [13], el cual
presentamos a continuación.
Proposición 1.4.1 Consideremos el siguiente diagrama

(Ω,F ,P) XW−→ (Mn,m,Σ1,PXW ) sh−→ (Pm,Σ2,Psh)

Donde (Ω,F ,P) es un espacio de probabilidad tal que XW es una matriz aleatoria
con valores en Mn,m, de tal forma que las entradas de XW sean independientes y con
distribución geométrica de parámetro 0 < q < 1, Σ1 y Σ2 son las respectivas σ-álge-
bras potencia, PXW y Psh son las medidas inducidas por XW y sh respectivamente.
Entonces la variable sh(XW ) se distribuye de la siguiente manera:

Psh[{λ}] = (1−q)nm
m−1∏
i=0

(n−m)!
j!(n−m+ i)!

∏
1≤i<j≤m

(λi−λj +j− i)2
m∏
i=1

(
λi + n− i
λi +m− i

)
qλi ,

(1.20)
donde λ ∈ Pm.

Demostración:
Para la demostración será necesario considerar a la correspondencia RSK, es decir
se tiene el siguiente diagrama

(Ω,F ,P) XW−→ (Mn,m,Σ1,PXW ) sh−→ (Pm,Σ2,Psh)

↓ RSK

(⋃∞k=1 T
n,m
k ,Σ3,PRSK) ,

donde Σ3 es la σ-álgebra potencia y PRSK la medida inducida por la correspondencia
RSK.
Observemos que para A ∈Mn,m se tiene que

PXW [{A}] =
n∏
i=1

m∏
j=1

(1− q)qaij = (1− q)nmq|A|,

donde
|A| =

n∑
i=1

m∑
j=1

Aij.

De lo cual se sigue que la medida PXW ( · |Mn,m(k)) es la medida uniforme en el
conjunto Mn,m(k). Esta es la razón de pedir que las entradas de XW sean variables
aleatorias geométricas del mismo parámetro. En particular, como la suma de va-
riables aleatorias independientes, con distribución geométrica del mismo parámetro
tiene distribución binomial negativa, se tiene que

PXW [Mn,m(k)] =
(
nm− k − 1

k

)
(1− q)nmqk. (1.21)
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De la correspondencia RSK se sigue la igualdad de eventos

RSK−1(T n,mk ) = Mn,m(k). (1.22)

Entonces de (1.21) y (1.22) se sigue que

PRSK [T n,mk ] = PXW [RSK−1(T n,mk )] =
(
nm− k − 1

k

)
(1− q)nmqk. (1.23)

Observemos que

#Mn,m(k) =
(
nm+ k − 1

k

)
. (1.24)

Luego por ley de la probabilidad total

Psh[{λ}] = PXW [sh−1({λ})]

=
∞∑
k=0

PXW [sh−1({λ})|Mn,m(k)] PXW [Mn,m(k)]

= PXW [sh−1({λ})|Mn,m(|λ|)] PXW [Mn,m(|λ|)]

= #Tn(λ)× Tm(λ)(
nm+|λ|−1
|λ|

) (
nm+ |λ| − 1

|λ|

)
(1− q)nmq|λ|

= #Tn(λ)× Tm(λ) · (1− q)nmq|λ|. (1.25)

Para llegar a la cuarta igualdad, utilizamos (1.21), (1.24) y que la medida PXW [·|Mn,m(|λ|)]
es la medida uniforme en Mn,m(|λ|).
Es posible demostrar que

#Tn(λ) =
∏

1≤i<j≤n

λi − λj + j − i
j − i

, (1.26)

ver [13, 29].
Sin perdida de generalidad supondremos que n > m, luego de la definición de P(n)

m

se sigue que λi = 0 para m < i ≤ n. De esta observación, haciendo el cambio de
variable hi = λi + m − i para i = 1, · · · ,m, y haciendo uso de (1.26), podemos
calcular lo siguiente

#Tn(λ)× Tm(λ) =
∏

1≤i<j≤n

λi − λj + j − i
j − i

∏
1≤i<j≤m

λi − λj + j − i
j − i

=
∏

1≤i<j≤m

(
λi − λj + j − i

j − i

)2 m∏
i=1

n∏
j=m+1

λi + j − i
j − i

=
∏

1≤i<j≤m

(hj − hi)2

(j − i)2

m∏
i=1

n∏
j=m+1

hi + j −m
j − i

= 1
m∏
i=1

n∏
j=m+1

(j − i)
∏

1≤i<j≤m
(j − i)2

∏
1≤i<j≤m

(hj − hi)2
m∏
i=1

(hi + n−m)!
hi!

=
m−1∏
i=0

1
j!(n−m+ i)!

∏
1≤i<j≤m

(hj − hi)2
m∏
i=1

(hi + n−m)!
hi!

. (1.27)
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Para obtener la última igualdad se utilizaron las siguientes dos identidades

∏
1≤i<j≤m

(j − i) =
m−1∏
j=0

j!. (1.28)

m∏
i=1

n∏
j=m+1

(j − i)
∏

1≤i<j≤m
(j − i)

=
m−1∏
j=0

j!
m∏
i=1

(m+ 1− i)(m+ 2− i)(m+ 3− i) · · · (n− i)

= m! (m+ 1)!
1!

(m+ 2)!
2! · · · (n− 1)!

(n−m− 1)!1!2! · · · (m− 1)!

=
m−1∏
i=0

(n−m+ i)!. (1.29)

Sustituyendo (1.27) en (1.25) obtenemos

Psh[{λ}] = (1− q)nmq|λ|
m−1∏
i=0

1
j!(n−m+ i)!

∏
1≤i<j≤m

(hj − hi)2
m∏
i=1

(hi + n−m)!
hi!

= (1− q)nm
m−1∏
i=0

(n−m)!
j!(n−m+ i)!

∏
1≤i<j≤m

(λi − λj + j − i)2
m∏
i=1

(
λi + n− i
λi +m− i

)
qλi .

�

A la expresión (1.20) se le conoce como el ensamble de Meixner [14]. La importancia
de la proposición 1.4.1, es que nos permite demostrar que la forma del diagrama de
Young (sh(XW )) asociada a la matriz XW converge al espectro del GUE.

Corolario 1.4.1 Bajo las mismas hipótesis de la proposición 1.4.1, se tiene que

ĺım
n→∞

Psh

λi − qn
1−q√

qn

1−q

≤ yi, i = 1, · · · ,m
 =

∫
A

∏
1≤i<j≤m

(xi − xj)2
m∏
i=1

e−
x2
i

2 dxi

∫
Rm

∏
1≤i<j≤m

(xi − xj)2
m∏
i=1

e−
x2
i

2 dxi

,

donde A = (∞, y1]× · · · × (−∞, ym].

En 2001 Baryshnikov [3] publica un resultado que mejora al corolario 1.4.1.
Baryshnikov considera a las siguientes variables: para un número entero positivo m,
se Xk

W un elemento aleatorio en Mn,k 1 ≤ k ≤ m, y de tal forma que las entradas de
Xk
W sean variables i.i.d. como geométricas de parámetro 0 < q < 1. Denotemos por

λk = (λk1, · · · , λkk) a la forma del diagrama de Young que que genera el algoritmo
RSK cuando lo aplicamos a Xk

W . Definamos

ξki =
λki − qn

1−q√
qn

1−q

,
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con 1 ≤ i ≤ k ≤ m. Por otra parte consideremos a una matriz Hm ∼ GUE de
dimensión m, denotemos por Hk para 1 ≤ k ≤ m a los menores principales de Hm.
Para 1 ≥ k ≥ m denotemos por

µk1 ≥ · · · ≥ µkk,

al espectro ordenado de Hk.

Proposición 1.4.2 (Baryshnikov) Con la notación anterior se tiene que
ξ1

1

. .
. ...

. . .

ξm1 · · · ξmm

 =⇒
n→∞


µ1

1

. .
. ...

. . .

µm1 · · · µmm

 .

El resultado de Baryshnikov es el último ingrediente necesario para demostrar el
teorema que nos da la relación entre el espectro de Hm y las generalizaciones del
funcional de Glynn-Whitt.



Caṕıtulo 2

Matrices aleatorias y el
movimiento browniano

En este caṕıtulo se expone de manera pormenorizada los trabajos de Benaych-
Georges y Houdré [4], y Houdré y Xu [11], sobre relaciones de funcionales del mo-
vimiento browniano y el espectro de los menores de un GUE, y con la distribución
ĺımite de la forma del diagrama Young asociado a palabras aleatorias.

Recordemos del caṕıtulo 1, que LIn coincide con la longitud del primer renglón
del diagrama de Young, asociado a la misma palabra que LIn. En particular, en este
caṕıtulo exponemos la forma de identificar a la distribución ĺımite de LIn como el
valor propio más grande de una matriz aleatoria, y como un funcional del movimiento
browniano. Al final del caṕıtulo veremos que, la unicidad del ĺımite de LIn nos da
una igualdad en distribución entre un funcional del movimiento browniano y el valor
propio más grande de una matriz aleatoria.

2.1. Funcionales del movimiento browniano y el
espectro de los menores principales de un
GUE

En la sección 1.1.3 usamos a la correspondencia RSK para interpretar a los
caminos↓→ sobre matrices en Mn,m(N) como subsucesiones no decrecientes de ele-
mentos en GP n,m

N . El lema 1.1.2, nos dice que cualquier colección de caminos↓→
puede ser sustituida por otra colección de caminos que sean elementos del conjunto
Π̂n,m. En este caṕıtulo nos es de utilidad una versión continua de los caminos en
Π̂n,m, esta nueva clase de caminos es la siguiente.

Πm = {π : [0, 1]→ {1, · · · ,m}|π es cádlág y no decreciente}. (2.1)

Los caminos en Πm pueden ser descritos de la siguiente forma: para cada camino
π ∈ Πm existe una partición 0 = t0 ≤ · · · ≤ tm = 1 del intervalo [0, 1] de tal forma
que

π(·) =
m−1∑
i=1

i1[ti−1,ti)(·) +m1[tm−1,tm](·). (2.2)

30
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Usando la representación (2.2), a cada camino π ∈ Πm le asociamos un funcional de
la siguiente forma,

∆π(F ) =
m∑
i=1

(Fi(ti)− Fi(ti−1)), (2.3)

donde F : [0, 1]→ Rm con F = (F1, · · · , Fm).
El siguiente teorema se debe a Benaych-Georges y Houdre [4], y fue publicado

en 2015. El teorema 2.1.1 presenta una generalización del teorema de Baryshnikov
1.3.3. La generalización es en el sentido de que nos da una igualdad en ley entre la
suma de los valores propios mas grandes de un GUE y un funcional del movimiento
browniano.
Teorema 2.1.1
Sea B(t) = (B1(t), · · · , Bm(t))t∈[0,1] un movimiento browniano estándar m-dimensional
y Hm una matriz GUE de dimensión m. Para k = 1, · · · ,m denotemos por

µk1 ≥ · · · ≥ µkk,

al espectro del menor principal k × k de Hm. Entonces se tiene que

(µk1 + · · ·+ µkl )1≤l≤k≤m
d=

 sup
π1,··· ,πl∈Πk
π1<···<πl≤k

l∑
i=1

∆πi(B)


1≤l≤k≤m

. (2.4)

Demostración:
Sea ωn,m = (ωij; 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m) un arreglo de variables aleatorias i.i.d. como
geométricas de parámetro 0 < q < 1 con

e = E[w11] y v = Var[ω11].

Para cada k = 1, . . . ,m denotemos por ωn,k = (ωij; 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ k) al
subarreglo que se obtiene con las primeras k columnas de ωn,m. Denotemos también
por λk = (λk1, · · · , λkk) a la forma del diagrama de Young que se obtiene al aplicar el
algoritmo RSK al subarreglo ωn,k. Es decir, gráficamente

ωn,m =



ω11 · · · ω1k

...
. . .

...

ωn1 · · · ωnk

  =



λk1

...

λkk

 .

De la proposición 1.4.2 es claro que

(ξkl + · · ·+ ξkl )1≤l≤k≤m
D=⇒ (µkl + · · ·+ µkl )1≤l≤k≤m. (2.5)

Recordemos que el lema 1.1.3, nos dice que para 1 ≤ l ≤ k ≤ m se tiene que

λk1 + · · ·+ λkl = máx
π̂1, · · · , π̂l ∈ Π̂n,k

π̂1 < · · · < π̂l

l∑
i=1
|π̂i|, (2.6)

donde | · |, Π̂n,k y “<” se definen en (1.12), (1.13) y en la definición 1.1.2, respecti-
vamente. Es decir, gráficamente
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ω11 ω12 ω13 ω14 ω15 ω16
↓ ↓ ↓
ω21 ω22 ω23 ω24 → ω25 ω26
↓ ↓ ↓
ω31 → ω32 ω33 → ω34 ω35 ω36

↓ ↓ ↓
ω41 ω42 ω43 ω44 ω45 ω46

↓ ↓ ↓
ω51 ω52 → ω53 ω54 ω55 ω56

↓ ↓ ↓
ω61 ω62 ω63 ω64 ω65 ω66

↓ ↓ ↓
ω71 ω72 ω73 ω74 ω75 → ω76

↓ ↓ ↓
ω81 ω82 ω83 ω84 ω85 ω86

↓ ↓ ↓
ω91 ω92 ω93 ω94 ω95 ω96



RSK =



λ6
1

λ6
2

λ6
3

λ6
4

λ6
5

λ6
6



máx
π̂1,π̂2,π̂3∈Π̂9,6
π̂1<π̂2<π̂3

3∑
r=1
|π̂r| = λ6

1 + λ6
2 + λ6

3.

Ahora definamos

ξki = λki − en√
vn

. (2.7)

Si en (2.6) normalizamos de la misma manera que en (2.7) obtenemos

λk1 − en√
vn

+ · · ·+ λkl − en√
vn

= máx
π̂1,··· ,π̂l∈Π̂n,k
π̂1<···<π̂l

l∑
r=1

∑
(i,j)∈π̂r

ωi,j√
vn
− len√

vn

= máx
π̂1,··· ,π̂l∈Π̂n,k
π̂1<···<π̂l

l∑
r=1

∑
(i,j)∈π̂r

(
ωi,j − e√

vn

)
− O(kl)√

vn
.

Es decir

ξk1 + · · ·+ ξkl = máx
π̂1,··· ,π̂l∈Π̂n,k
π̂1<···<π̂l

l∑
r=1

∑
(i,j)∈π̂r

(
ωi,j − e√

vn

)
− O(kl)√

vn
. (2.8)

Usando (2.5) podemos encontrar el ĺımite del lado izquierdo en (2.8). Para encontrar
el ĺımite del lado derecho en (2.8) necesitamos hacer lo siguiente: dado que las
entradas del arreglo ωn,k son variables aleatorias i.i.d. con media y varianza finita,
podemos normalizarlas de la siguiente manera

ωij 7−→
ωij − e√

nv
.

Con esta normalización, y usando el teorema de Donsker cuando el número de ren-
glones en el arreglo ωn,m tiende a infinito (n→∞), podemos obtener un movimiento
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browniano de cada columna del arreglo normalizado, gráficamente

ωn,k =



ω11−e√
vn

· · · ω1k−e√
vn

...
. . .

...

ωn1−e√
vn

· · · ωnk−e√
vn


Donsker ⇓ · · · ⇓

(B1, · · · , Bk).

Luego para obtener el ĺımite del lado derecho en (2.8) usamos el teorema del mapeo
continuo con el movimiento browniano obtenido de la normalización del arreglo ωn,m.
Ahora para cada 1 ≤ r ≤ k definamos

B̂n
r (t) =

bntc∑
i=1

(
ωir − e√

vn

)
,

y denotemos B̂ = (B̂1, · · · , B̂k).
Observemos que para cada 1 ≤ r ≤ k se tiene que

∑
(r,s)∈π̂r

(
ωr,s − e√

vn

)
=

k∑
i=1

(B̂n
i (ti)− B̂n

i (ti−1)),

para alguna partición 0 = t0 ≤ · · · ≤ tk = 1 adecuada. Es decir, para cada 1 ≤ r ≤ k
tenemos que ∑

(r,s)∈π̂u

(
ωr,s − e√

vn

)
= ∆π(B̂),

para alguna π ∈ Πk. Por lo que el lado derecho de (2.8) se puede reescribir de la
siguiente manera

máx
π̂1,··· ,π̂l∈Π̂n,k
π̂1<···<π̂l

l∑
r=1

∑
(i,j)∈π̂r

(
ωi,j − e√

vn

)
− O(kl)√

vn
= sup

π1,··· ,πl∈Πk
π1<···<πl

l∑
r=1

∆π(B̂)− O(kl)√
vn

. (2.9)

Luego de (2.8) y (2.9) obtenemos que

ξk1 + · · ·+ ξkl = sup
π1,··· ,πl∈Πk
π1<···<πl

l∑
r=1

∆π(B̂)− O(kl)√
vn

. (2.10)

Luego por el teorema de Donsker y el teorema del mapeo continuo se tiene que

sup
π1,··· ,πl∈Πk
π1<···<πl

l∑
r=1

∆π(B̂)− O(kl)√
vn

D⇒ sup
π1,··· ,πl∈Πk
π1<···<πl≤k

l∑
i=1

∆πi(B), (2.11)
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donde B = (B1, · · · , Bk) es un movimiento browniano k-dimensional.
La demostración del teorema se sigue de (2.5), (2.10) y (2.11). �

El teorema 2.1.1 nos da la relación entre los funcionales del movimiento browniano
y el espectro del GUE. Gráficamente la idea de la demostración del teorema 2.1.1
es la siguiente:

ωn,k =



ω11−e√
vn

· · · ω1k−e√
vn

...
. . .

...

ωn1−e√
vn

· · · ωnk−e√
vn


RSK =



λk1−en√
vn

...

λkk−en√
vn


Johansson

=⇒



µk1

...

µkk



Donsker ⇓ · · · ⇓

(B1, · · · , Bk)

Una consecuencia directa del teorema 2.1.1 es el teorema de Baryshnikov (teorema
1.3.3), el cual enunciamos a continuación

Corolario 2.1.1 Bajo las mismas hipótesis del teorema 2.1.1 se tiene que

µk1
d= sup

0=t0≤···≤tk=1

k∑
i=1

(Bi(ti)−Bi(ti−1)).

Siguiendo con el enfoque probabilista de Benaych-Georges, Houdré y Xu [4, 11],
en la siguiente sección identificaremos a la distribución asintótica de la forma del
diagrama de Young asociado a una palabra aleatoria, en términos de funcionales del
movimiento browniano. La importancia del teorema 2.1.1 es que nos permitirá iden-
tificar a la forma ĺımite del diagrama de Young, como el espectro de una matriz
aleatoria. Para ello nos será de gran utilidad el siguiente lema.

Lema 2.1.1 Sea B(t) = (B1(t), · · · , Bm(t))t∈[0,1] un movimiento browniano estándar
m-dimensional y Hm = (hij) una matriz GUE de dimensión m. Para k = 1, · · · ,m
denotemos por

µk1 ≥ · · · ≥ µkk,

al espectro del menor principal k × k de Hm. Se tiene que

(µj1)1≤j≤k ∪ (hjj)1≤j≤k
D=
 máx

0=t0≤···≤tj=1

j∑
i=1

(Bi(ti)−Bi(ti−1))


1≤j≤k

∪ (Bj(1))1≤j≤k.

(2.12)

Demostración:
Observemos que las entradas izquierda y derecha correspondientes a los ı́ndices
(l, k) = (1, k) en la igualdad (2.4), corresponden a

µk1 y sup
π∈P
π≤k

∆π(B) = sup
π∈P
π≤k

k∑
i=1

(Bi(ti)−Bi(ti−1)).
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Por otro lado, las expresiones correspondientes a la diferencia de entradas
(j, j)− (j − 1, j − 1) en (2.4) son, del lado izquierdo

hjj =
j∑
i=1

µji −
j−1∑
i=1

µj−1
i

y del lado derecho

sup
π1,··· ,πj∈P
π1<···<πj≤j

j∑
i=1

∆πi(B)− sup
π1,··· ,πj−1∈P

π1<···<πj−1≤j−1

j−1∑
i=1

∆πi(B) =
j∑
i=1

(Bi(1)−Bi(0))−
j−1∑
i=1

(Bi(1)−Bi(0))

= Bj(1).

Luego por el teorema del mapeo continuo se sigue el resultado. �

2.2. Palabras aleatorias
Con las mismas ideas usadas en la demostración del teorema 2.1.1, podemos

abordar el problema de encontrar la distribución asintótica de la longitud de la
sucesión no decreciente más grande en palabras aleatorias. En esta sección identifi-
caremos a la distribución asintótica antes mencionada, en términos de funcionales
del movimiento browniano y en términos del espectro de una matriz aleatoria, que
especificaremos más adelante. La identificación se hará en el caso de palabras alea-
torias no homogéneas y como caso particular se obtendrá el ĺımite cuando las letras
tienen la misma probabilidad de aparecer.

2.2.1. Generalidades
Sea (Xn)n≥1 una sucesión de variables aleatorias i.i.d que toman valores en un

alfabeto con letras {1, · · · ,m}. Supongamos que las variables aleatorias (Xn)n≥1
cumplen la siguiente condición: para j = 1, · · · ,m se tiene que

P(X1 = j) = pj > 0, (2.13)

y entonces
m∑
j=1

pj = 1.

Sea τ una permutación de {1, · · · ,m} tal que

pτ(1) ≥ · · · ≥ pτ(m). (2.14)

Supongamos que hayK probabilidades distintas p(1), · · · , p(K) en el conjunto {p1, · · · , pm},
con multiplicidades d1 · · · , dK , respectivamente. Es decir

K∑
i=1

p(i)di = 1. (2.15)
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Sin perdida de generalidad supondremos que

p(1) > · · · > p(K). (2.16)

Sea m1 = 0 y para k = 2, · · · , K denotemos

mk =
k−1∑
i=1

di.

Es decir, mk es el número de probabilidades estrictamente mayores que p(k). En
resumen

pτ(m1+1) = · · · = pτ(m2)︸ ︷︷ ︸
d1 probabilidades

con valor común p(1)

> pτ(m2+1) = · · · = pτ(m3)︸ ︷︷ ︸
d2 probabilidades

con valor común p(2)

> · · · > pτ(mK+1) = · · · = pτ(m)︸ ︷︷ ︸
dK probabilidades

con valor común p(K)

(2.17)
A lo largo de este caṕıtulo consideraremos a una palabra aleatoria

Wn = X1 · · ·Xn, (2.18)

donde las letras X1, · · · , Xn de Wn cumplen con las condiciones descritas anterior-
mente.

La correspondencia RSK genera a partir de Wn a una matriz con entradas enteras
no negativas XW ∈Mn,m, y a un diagrama de Young de forma λn = (λn1 , · · · , λnm) ∈
Pm. De modo que una pregunta natural seŕıa ¿qué propiedades probabilistas tienen
la matriz XW y la partición λn? Las propiedades probabilistas de XW se describen
en el siguiente lema.

Lema 2.2.1 Sea Wn = X1 · · ·Xn una palabra aleatoria como en (2.18). Denotemos
por XW a la matriz que genera el algoritmo RSK al aplicarlo a Wn. Entonces los
renglones de XW tiene la siguiente matriz de covarianza.

ΣW =


p1(1− p1) −p1p2 · · · −p1pm
−p2p1 p2(1− p2) · · · −p2pm
...

...
. . .

...
−pmp1 −pmp2 · · · pm(1− pm)

 . (2.19)

Demostración:
Sea (ei)i=1,··· ,m la base canónica de Rm, y sea V = (V1, · · · , Vm) un vector aleatorio
tal que

P(V = ei) = pi, j = 1, · · · ,m.

Observemos que para cada 1 ≤ i ≤ m, se tiene que

E(Vi) = pi, Var(Vi) = pi(1− pi),

y que para i 6= j, Cov(Vi, Vj) = −pipj. Entonces Cov(V) = ΣW .
Tomemos V1, · · · ,Vn copias independientes de V, donde para 1 ≤ i ≤ m se
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tiene que Vi = (Vi1, · · · , Vim). Denotemos por X̃W a la matriz de n × m cu-
yos renglones son los vectores V1, · · · ,Vn. Observemos que X̃W es igual en ley a
XW . �

Una descripción de la distribución de λn en términos de polinomios ortogonales
discretos se puede ver en [14].

En la sección 2.3 de esta tesis daremos una descripción de la distribución asintóti-
ca de λn en términos de funcionales del movimiento browniano, y en términos del
espectro de una matriz aleatoria. Pero antes, veremos como podemos codificar la
estructura probabilista de Wn en términos de una matriz aleatoria.

Sean Hd1 ,...,HdK matrices aleatorias independientes GUE de dimensiones d1, ...
, dk respectivamente. Denotemos por

H :=


Hd1

. . .

HdK

 y J :=


√
p(1) Id1

. . . √
p(K) IdK

 . (2.20)

Donde Id es la matriz identidad de dimensión d. Luego consideremos a la siguiente
matriz

Ĥ := H − tr(HJ)J =


Ĥd1

. . .

ĤdK

 , (2.21)

donde para i = 1, · · · , K se tiene que

Ĥdi = Hdi − tr(HJ)
√
p(i) Idi . (2.22)

El siguiente lema nos muestra que las matrices definidas en (2.22), coodifican parte
de la información probabilista de Wn.

Lema 2.2.2 Construyamos Ĥ como en (2.21) a partir de la colección Hd1 =
(
h

(1)
ij

)d1

i,j=1
,

... ,HdK =
(
h

(K)
ij

)dK
i,j=1

de matrices GUE y denotemos para l = 1, · · · , K a la matriz

Ĥdl =
(
ĥ

(l)
i,j

)dl
ij=1

como en (2.22). Entonces el vector

(
ĥ11, · · · , ĥdldl

)
,

tiene matriz de covarianza
1− p(l) −p(l) · · · −p(l)

−p(l) 1− p(l) · · · −p(l)

...
. . . · · ·

...
−p(l) · · · 1− p(l)

 . (2.23)
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Demostración:
Observemos que

ĥ
(l)
ii = h

(l)
ii −

√
p(i)tr(HJ)

= h
(l)
ii −

√
p(i)

K∑
r=1

√
p(r)tr(Hdr).

La matriz (2.23) se obtiene de un cálculo directo. �

Observemos que si multiplicamos (2.23) por p(l) obtenemos la submatriz de (2.19)
correspondiente a las columnas con probabilidad p(l). De hecho la información conte-
nida en las K matrices definidas en (2.23) es la misma que la información contenida
en (2.19). En la sección 2.3 veremos que la distribución ĺımite de λn corresponde al
espectro de la matriz Ĥ definida en (2.21).

Siguiendo las ideas de la demostración del teorema 2.1.1, identificaremos a la
distribución ĺımite de λn como un funcional del movimiento browniano. Para ello
daremos a la siguiente definición.
Definición 2.2.1 Sea B = (B1, · · · , Bm) un movimiento browniano m-dimensional.
Para cada l = 1, · · · ,m denotemos por k = k(l) al único entero tal que 1 ≤ k ≤ K
y pτ(l) = p(k). Definamos a los siguientes funcionales de B

Llm(B) :=
mk∑
i=1

Bi(1) + sup
π1,··· ,πl−mk∈Πdk
π1<···<πl−mk

≤dk

l−mk∑
i=1

∆πi(Bmk+1, · · · , Bm), (2.24)

donde Πm y ∆π se definen como en (1.13) y (2.3).

Observemos que para el caso particular l = 1, se tiene que m1 = 0 y entonces L1
m se

reduce a

L1
m(B) = sup

π1∈Πd1
π1≤d1

∆π(B1, · · · , Bd1)

= sup
0=t0≤···≤td1=1

d1∑
i=1

(Bi(ti)−Bi(ti−1)). (2.25)

Observemos que la expresión (2.25) ya ha aparecido en múltiples ocasiones a lo
largo de la tesis, por ejemplo si B = (B1, · · · , Bm) es un movimiento browniano
estándar el funcional (2.25) aparece en el teorema 1.3.2 como ĺımite de tiempos de
espera en teoŕıa de colas, y en los teoremas 1.3.3 y 2.1.1 aparece una igualdad en
distribución entre (2.25) y al valor propio más grande de una matriz GUE. Por esta
razón decimos que los funcionales Llm(B) son una generalización del funcional de
Glynn y Whitt (1.19).

2.2.2. El problema de Ulam para palabras aleatorias
Recordemos que en el problema de Ulam para palabras aleatorias, se trata de

encontrar la distribución asintótica de la longitud de la subsucesión no decreciente
más grande en una palabra aleatoria.
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A continuación veremos que la expresión (2.25) cuando B = (B1, · · · , Bm) es un
movimiento browniano no estándar, se puede ver como la distribución asintótica de
la longitud de la subsucesión no decreciente más grande en palabras aleatorias.

Teorema 2.2.1 Sea Wn = X1 · · ·Xn una palabra aleatoria como (2.18), y sea

λn = (λn1 , · · · , λnm),

la forma del diagrama de Young que se obtiene al aplicar el algoritmo RSK a Wn.
Entonces cuando n→∞,

λn1 − npτ(1)√
n

⇒ L1
m(B̃) = sup

t0=0≤···≤td1=1

d1∑
i=1

(B̃i(ti)− B̃i(ti−1)), (2.26)

donde B̃ = (B̃1, · · · , B̃d1) es un movimiento browniano con matriz de covarianza
pτ(1)(1− pτ(1)) −p2

τ(1) · · · −p2
τ(1)

−p2
τ(1) pτ(1)(1− pτ(1)) · · · −p2

τ(1)
...

...
. . .

...
−p2

τ(1) −p2
τ(1) · · · pτ(1)(1− pτ(1))

 , (2.27)

donde τ es una permutación como en (2.14).

Demostración:
Sea XW la matriz que genera el algoritmo RSK cuando lo aplicamos a Wn. Recorde-
mos que los renglones de esta matriz son los vectores de la base canónica en Rm. Más
espećıficamente, si en la palabra aleatoria Wn = X1 · · ·Xn se cumple que Xk = r,
para 1 ≤ k ≤ n y 1 ≤ r ≤ m. Entonces el k-ésimo renglón de XW es el vector
er = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0) de la base canónica en Rm. Como las letras de Wn son
independientes, entonces los renglones de XW son independientes. Por otra parte,
del lema 2.2.1 se tiene que las variables en cada renglón de XW tienen matriz de
covarianza como en (2.19).
Denotemos por λn = (λn1 , · · · , λnm) a la forma del diagrama de Young que se obtiene
al aplicar el algoritmo RSK a XW . Si en el lema 1.1.3 tomamos k = 1 obtenemos
que

λn1 = máx
π̂∈Π̂n,m

|π̂m|, (2.28)

donde | · | y Π̂m se definen como en (1.12) y (1.13), respectivamente. Ahora obser-
vemos que

λn1 = máx
π̂∈Π̂n,m

∑
(i,j)∈π̂

(XW )ij

= sup
0=t0≤···≤tm=1

m∑
i=1

btinc∑
j=bti−1nc

(XW )ij.

Sea
J1 = {i|pi = p(1)},
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es decir J1 son los ı́ndices de las d1-letras con mayor probabilidad.
Denotemos por

λ̂n1 = sup
0=t0≤···≤tm=1
ti−1=ti, i/∈J1

m∑
i=1

btinc∑
j=bti−1nc

(XW )ij, (2.29)

es decir, λ̂1 corresponde a tomar el camino π̂ en XW con el mayor peso, de tal manera
que las entradas en XW que están sobre π̂, son positivas solo en las columnas que
corresponden a letras con probabilidad p(1).
Supongamos que

J1 = {α1, · · · , αd1} con α1 < · · · < αd1 .

Definamos para i = 1, · · · , d1 y 0 ≤ t ≤ 1 a los siguientes procesos

B̃n
i (t) =

bntc∑
j=1

(
(XW )jαi − pαi√

n

)
.

Restando npτ(1) a (2.29) y dividiendo por
√
n obtenemos

λ̂n1 − npτ(1)√
n

= sup
0=t0≤···≤tm=1
ti−1=ti, i/∈J1

m∑
i=1

btinc∑
j=bti−1nc

(XW )ij√
n
−
npτ(1)√

n

= sup
0=t0≤···≤tm=1
ti−1=ti, i/∈J1

m∑
i=1

btinc∑
j=bti−1nc

(XW )ij − pτ(1)√
n

+ O(m)√
n

= sup
0=t0≤···≤tm=1
ti−1=ti, i/∈J1

m∑
i=1

(B̃n
i (ti)− B̃n

i (ti−1)) + O(m)√
n

= sup
0=t0≤···≤tm=1

d1∑
i=1

(B̃n
αi

(ti)− B̃n
αi

(ti−1)) + O(m)√
n

Luego, por el teorema de Donsker y el teorema del mapeo continuo se tiene que
cuando n→∞

λ̂n1 − npτ(1)√
n

⇒ sup
t0=0≤···≤td1=1

d1∑
i=1

(B̃i(ti)− B̃i(ti−1)), (2.30)

donde B̃ = (B̃1, · · · , B̃m) es un movimiento browniano, y por el lema 2.2.1 B̃ tiene
matriz de covarianza (2.34).
Se puede demostrar1 que cuando n→∞

λn1√
n
− λ̂n1√

n
P→ 0. (2.31)

1Ver [9].
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En particular

λn1 − npτ(1)√
n

−
λ̂n1 − npτ(1)√

n
P→ 0. (2.32)

Por lo que sumando (2.30) y (2.32) y usando el teorema de Slutsky se obtiene el
resultado. �

Ejemplo:
La idea principal de la demostración del teorema 2.2.1 es reducir el problema a uno
ya conocido. Por ejemplo, si tenemos un alfabeto con nueve letras 1, 2, · · · , 9, con
probabilidades p1, · · · , p9, respectivamente, y las probabilidades cumplen que

p1 = p3 = p7 > p4 = p8 > p2 = p5 = p9 > p6,

entonces a la palabra

W14 = 5 3 8 7 3 1 3 2 6 3 6 8 7 9,

le corresponde la siguiente matriz de enteros

ω14,9 =



0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1



.

Sea λ14 = (λ14
1 , · · · , λ14

9 ) la forma del diagrama de Young asociado a W14. Sabemos
que λ14

1 es la longitud de la subsucesión no decreciente más grande, la cual es igual
al máximo de los pesos de los caminos↓→ sobre ω14,9 que van de la entrada (1, 1) a
la entrada (14, 9). Lo que se dice en (2.31) es que asintóticamente, tomar el máxi-
mo sobre los caminos↓→ es equivalente a tomar el máximo sobre un arreglo más
pequeño, como el que se muestra a continuación.
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p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 p1 p3 p7

0 0 0 0 1 0 0 0 0
↓
0 → 0 → 1 0 0 0 0 0 0

↓
0 0 0 0 0 0 0 1 0

↓
0 0 1 0 0 0 0 0 0

↓
0 0 0 0 0 0 0 0 0

↓
1 0 0 0 0 0 0 0 0

↓
0 0 1 0 0 0 0 0 0

↓
0 1 0 0 0 0 0 0 0

↓
0 0 0 0 0 1 0 0 0

↓
0 0 1 0 0 0 0 0 0

↓
0 0 0 → 0 → 0 → 1 0 0 0

↓
0 0 0 0 0 0 0 1 0

↓
0 0 0 0 0 0 → 1 0 0

↓
0 0 0 0 0 0 0 → 0 → 1



 



0 0 0
↓
0 → 1 0

↓
0 0 0

↓
0 1 0

↓
0 0 1

↓
1 0 0

↓
0 1 0

↓
0 0 0

↓
0 0 0

↓
0 1 0

↓
0 0 0

↓
0 0 0

↓
0 0 → 1

↓


Es decir, basta tomar el máximo en el arreglo que se forma con las columnas de
ω14,9 correspondientes a las probabilidades más grandes p1, p2 y p3. De esta forma,
podemos usar las mismas ideas que en la demostración del teorema 2.1.1, pues el
nuevo arreglo corresponde a una palabra aleatoria cuyas letras tienen distribución
uniforme en el alfabeto.

Como un caso particular del teorema 2.2.1 se obtiene la distribución ĺımite de la
longitud de la subsucesión no decreciente más grande de una palabra aleatoria, en
el caso en que las letras tienen distribución uniforme en el alfabeto.
Corolario 2.2.1 Sea Wn = X1 · · ·Xn una palabra aleatoria con letras i.i.d. tales
que para toda r = 1, · · · ,m

P(Xj = r) = 1
m
.

Supongamos que λn = (λn1 , · · · , λnm) es la forma del diagrama de Young que se
obtiene al aplicar el algoritmo RSK a Wn. Entonces cuando n→∞,

λn1 − n
m√

n
⇒ sup

t0=0≤···≤td1=1

d1∑
i=1

(B̃i(ti)− B̃i(ti−1)), (2.33)

donde B̃ = (B̃1, · · · , B̃d1) es un movimiento browniano con matriz de covarianza
m−1
m2 − 1

m2 · · · − 1
m2

− 1
m2

m−1
m2 · · · − 1

m2

...
...

. . .
...

− 1
m2 − 1

m2 · · · m−1
m2

 . (2.34)
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Demostración:
Basta con tomar d1 = m en el teorema 2.2.1. �

En 2001 Its, Tracy y Widom [12] demostraron que

λn1 − n
m√

n
m

⇒ µ1, (2.35)

donde µ1 es el valor propio más grande de una matriz GUE sin traza de dimensión
m. El cambio de variable B =

√
mB̃ en el corolario 2.2.1 nos da la normalización

usada por Tracy y Widom en (2.35).

Corolario 2.2.2 Sea Wn = X1 · · ·Xn una palabra aleatoria con letras i.i.d. tales
que para toda r = 1, · · · ,m

P(Xj = r) = 1
m
.

Supongamos que λn = (λn1 , · · · , λnm) es la forma del diagrama de Young que se
obtiene al aplicar el algoritmo RSK a Wn. Entonces cuando n→∞,

λn1 − n
m√

n
m

⇒ sup
t0=0≤···≤td1=1

d1∑
i=1

(Bi(ti)−Bi(ti−1)), (2.36)

donde B̃ = (B̃1, · · · , B̃d1) es un movimiento browniano con matriz de covarianza
m−1
m

− 1
m
· · · − 1

m

− 1
m

m−1
m

· · · − 1
m

...
...

. . .
...

− 1
m
− 1
m
· · · m−1

m

 . (2.37)

Demostración:
Basta con multiplicar por

√
m en ambos lados de (2.33). �

Por la unicidad del ĺımite, de (2.35) y (2.36) obtenemos que

µ1
d= sup
t0=0≤···≤td1=1

d1∑
i=1

(Bi(ti)−Bi(ti−1)), (2.38)

donde (B1, · · · , Bm) es un movimiento browniano con matriz de covarianza (2.37),
y µ1 es el valor propio más grande de una matriz GUE sin traza de dimensión m.
Nosotros utilizaremos el teorema 2.1.1 para obtener (2.38) a partir de (2.26).

Observemos que el funcional L1
m(B̃) que aparece en (2.26), tiene la misma estruc-

tura que el funcional que aparece en el corolario 2.1.1. Sin embargo, el movimiento
browniano que aparece en el corolario 2.1.1 es estándar, y el movimiento browniano
que aparece en (2.26) tiene una matriz de covarianza distinta a la identidad. Un
cambio de variable nos permite expresar al funcional L1

m(B̃) que aparece en (2.26)
en términos de un movimiento browniano estándar.
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Lema 2.2.3 Sea B = (B1, · · · , Bm) un movimiento browniano estándar, y entonces
Cov(B) = Im. Definamos al proceso B̃ = (B̃1, · · · , B̃m) por

B̃i = √pτ(i)Bi − pτ(i)

m∑
j=1

√
pτ(j)Bj. (2.39)

Entonces B̃ es un movimiento browniano m dimensional con matriz de covarian-
za Σ definida por

Σ =


pτ(1)(1− pτ(1)) −pτ(1)pτ(2) · · · −pτ(1)pτ(m)
−pτ(2)pτ(1) pτ(2)(1− pτ(2)) · · · −pτ(2)pτ(m)

...
...

. . .
...

−pτ(m)pτ(1) −pτ(m)pτ(2) · · · pτ(m)(1− pτ(m))

 . (2.40)

Demostración:
Observemos que B̃ es un movimiento browniano, pues se obtiene mediante una trans-
formación lineal de B. La matriz Σ se obtiene mediante un cálculo directo. �

Si aplicamos el cambio de variable (2.39) en al funcional L1
m(B̃) que aparece en

(2.26) obtenemos que

L1
m(B̃) = −pτ(1)

m∑
q=1

√
pτ(q)Bq(1) +√pτ(1) sup

0=t0≤···≤td1=1

d1∑
i=1

(Bi(ti)−Bi(ti−1)), (2.41)

donde B = (B1, · · · , Bm) es un movimiento browniano estándar.

Corolario 2.2.3 Consideremos a una palabra aleatoria Wn definida como en (2.18),
y sea λn = (λn1 , · · · , λnm) la forma del diagrama de Young que genera el algoritmo
RSK. Sea Ĥd1 como en (2.22) y µ1 su valor propio más grande. Entonces se tiene
que

λn1 − npτ(1)√
npτ(1)

⇒ µ1. (2.42)

Demostración:
Por el teorema 2.2.1 y por el teorema del mapeo continuo será suficiente demostrar
que

L1
m(B̃)
√
pτ(1)

d= µ1 (2.43)

Usando (2.41) y el lema 2.1.1 se sigue que el lado izquierdo de (2.56) se puede escribir
como

L1
m(B̃)
√
pτ(1)

= −√pτ(1)

m∑
q=1

√
pτ(q)Bq(1) + sup

0=t0≤···≤td1=1

d1∑
i=1

(Bi(ti)−Bi(ti−1))

= −√pτ(1)

m∑
q=1

√
pτ(q)hqq + λ1(Hd1), (2.44)
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donde H = (hij)mi,j=1 es como en (2.20), y λ1(Hd1) es el valor propio más grande de
la matriz Hd1 definida como en (2.22).

Del lado derecho observemos que si λ es un valor propio de Hd1 asociado al vector
propio v, entonces

λ− tr(HJ)
√
p(1),

es un valor propio de H̃d1 = Hd1− tr(HJ)
√
p(1)Idk que tiene a v con su vector propio

asociado. En particular se tiene que

µ1 = −tr(HJ)
√
p(1) + λmax(Hd1),

= −
√
p(1)

m∑
q=1

√
pτ(q)hqq + λmax(Hd1). (2.45)

Luego de (2.44) y (2.57) se sigue el corolario. �

Los corolarios 2.2.5 y 2.2.2 nos dan una demostración de (2.38).
Corolario 2.2.4 Sea Hm una matriz GUE sin traza de dimensión m, y B = (B1, · · · , Bm)
un movimiento browniano con matriz de covarianza

m−1
m

− 1
m
· · · − 1

m

− 1
m

m−1
m

· · · − 1
m

...
...

. . .
...

− 1
m
− 1
m
· · · m−1

m

 . (2.46)

Entonces
µ1

d= sup
t0=0≤···≤td1=1

d1∑
i=1

(Bi(ti)−Bi(ti−1)), (2.47)

donde µ1 es el valor propio más grande de Hm.

Demostración:
Basta con tomar d1 = m en el corolario 2.2.5, y el resultado se sigue de la unicidad del
ĺımite en distribución en las expresiones (2.55) y (2.36). �

2.2.3. Forma ĺımite del diagrama de Young de una palabra
aleatoria

Es posible extender el teorema 2.2.1 para encontrar la distribución asintótica de
toda la forma del diagrama de Young. Esta extensión nos permitirá interpretar a los
funcionales Lim en términos de caminos sobre XW .
Teorema 2.2.2 Sea Wn = X1 · · ·Xn una palabra aleatoria definida como en (2.18),
y λn = (λn1 , · · · , λnm) la forma del diagrama de Young que se obtiene al aplicar el
algoritmo RSK a Wn. Entonces cuando n→∞,(

λn1 − npτ(1)√
n

, · · · ,
λnm − npτ(m)√

n

)
⇒ (L1

m(B̃), (L2
m − L1

m)B̃, · · · , (Lmm − Lm−1
m )B̃),

donde L1
m, · · · , Lmm son los funcionales definidos en (2.24), y B̃ es un movimiento

browniano con matriz de covarianza (2.40).
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Demostración:
Denotemos por XW a la matriz que genera el algoritmo RSK al aplicarlo a Wn.
Recordemos que del lema 1.1.3 se tiene que para 1 ≤ l ≤ m tenemos que

λn1 + · · ·+ λnl = máx
π̂1,··· ,π̂l∈Π̂n,m

π̂1<···<π̂l

l∑
r=1
|π̂r|, (2.48)

donde | · | y Π̂m se definen como en (1.12) y (1.13), respectivamente. Definamos para
i = 1, · · · ,m y 0 ≤ t ≤ 1 a B̃ = (B̃m, · · · , B̃m) por

B̃n
i (t) =

bntc∑
j=1

(
(XW )j,τ(i) − pτ(i)√

n

)
,

por el lema 2.2.1 tenemos que

Cov(B̃) =


pτ(1)(1− pτ(1)) −pτ(1)pτ(2) · · · −pτ(1)pτ(m)
−pτ(2)pτ(1) pτ(2)(1− pτ(2)) · · · −pτ(2)pτ(m)

...
...

. . .
...

−pτ(m)pτ(1) −pτ(m)pτ(2) · · · pτ(m)pτ(m)

 . (2.49)

Sumando n(pτ(1) + · · ·+ pτ(l)) a (2.48) y dividiendo por
√
n, obtenemos

(λn1 + · · ·+ λnl )− n(pτ(1) + · · ·+ pτ(l))√
n

= máx
π̂1,··· ,π̂l∈Π̂n,m

π̂1<···<π̂l

l∑
r=1

∑
(i,j)∈π̂r

(
(XW )ij − pτ(r)√

n

)

+ O(lm)√
n

(2.50)

= sup
π1,··· ,πl∈Πm
π1<···<πl

l∑
r=1

∆πr(B̃) + O(lm)√
n

.

Para l ≥ 1 denotemos

Jl = {i|pi = p(l)}, y Jl = J1 ∪ · · · ∪ Jl−1

recordemos que de la notación c) y d) se tiene que |Jl| = dl y |Jl| = d1 + · · ·+dl−1 =
ml. Sea

Π̃n
l = {π|π es un camino ↓→ en la latice {1, · · · , n} × Jl} .

En la definición de Π̃n
l hay que tomar en cuenta que importa el orden en la latice

{1, · · · , n} × Jl. Nosotros tomaremos el orden usual en los conjuntos.
Para cada l = 1, · · · ,m denotemos por k = k(l) al único entero tal que 1 ≤ k ≤ K
y pτ(l) = p(k), y sea

Gl,n =
∑
j∈Jk

n∑
i=1

(XW )ij + máx
π̂1,··· ,π̂l−mk∈Π̃n

k

π̂1<···<π̂l−mk

l−mk∑
r=1

∑
(i,j)∈π̂r

(XW )ij. (2.51)



PALABRAS ALEATORIAS 47

Aplicando en (2.51) la misma normalización que en (2.50) obtenemos

Gl,n − n(pτ(1) + · · ·+ pτ(l))√
n

=
∑
j∈Jk

n∑
i=1

(
(XW )ij − pτ(j)√

n

)

+ máx
π̂1,··· ,π̂l−mk∈Π̃n

k

π̂1<···<π̂l−mk

l−mk∑
r=1

∑
(i,j)∈π̂r

(
(XW )ij − pτ(j)√

n

)
+ O(lm)√

n

=
mk∑
j=1

B̃n
j (1) + sup

π1,··· ,πl−mk∈Π̃k
π1<···<πl−mk

l−mk∑
r=1

∆πr(B̃mk+1, · · · , B̃m) + O(lm)√
n

,

donde
Π̃k = {π : [0, 1]→ Jk|π es no decreciente y cádlág}.

Luego por el teorema de Donsker y el teorema del mapeo continuo se tiene que

Gl,n − n(pτ(1) + · · ·+ pτ(l))√
n

D⇒ Llm(B). (2.52)

Por el mismo argumento que en [9] se tiene que

λn1 + · · ·+ λnl√
n

− Gl,n√
n

P→ 0. (2.53)

Del teorema de Slutsky y de (2.52) y (2.53) se obtiene el resultado. �

Si aplicamos el cambio de variable (2.39) a los funcionales L1
m(B̃), · · · , Lmm(B̃) con B̃

un movimiento browniano con matriz de covarianza (2.40) obtenemos las siguientes
expresiones.

Llm =
mk∑
j=1

√
pτ(j)Bj(1)−

l∑
j=1

pτ(j)

m∑
q=1

√
pτ(q)Bq(1)

+√pτ(mk+1) sup
π1,··· ,πl−mk∈Π̃dk

l−mk∑
j=1

∆πj(Bmk+1, · · · , Bmk+dk), (2.54)

donde (B1, · · · , Bm) es un movimiento browniano estándar m dimensional, y para
cada l = 1, · · · ,m denotemos por k = k(l) al único entero tal que 1 ≤ k ≤ K y
pτ(l) = p(k).

Las expresiones (2.54) y el teorema 2.1.1 nos permiten identificar a(
L1
m(B̃), (L2

m − L1
m)B̃, · · · , (Lmm − Lm−1

m )B̃
)
,

como el espectro de una matriz GUE sin traza generalizado.

Corolario 2.2.5 Consideremos a matrices Ĥ y Ĥd1 , · · · , ĤdK como en (2.21) y
(2.22). Denotaremos por

(µdi1 , · · · , µdidi) = espectro(Ĥd1),
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donde el orden se está tomando decreciente, es decir µdi1 ≥ · · · ≥ µdidi. Sea

(µ1, · · · , µm) = (espectro(Ĥd1), · · · , espectro(ĤdK )).

Consideremos también a un movimiento browniano B̃ = (B̃1, · · · , B̃m) con matriz
de covarianza (2.40). Entonces cuando n→∞ se tiene que

(
λn1 − npτ(1)√

npτ(1)
, · · · ,

λnm − npτ(m)√
npτ(m)

)
⇒ (µ1, · · · , µm). (2.55)

Demostración:
Por el teorema 2.2.2 y por el teorema del mapeo continuo será suficiente demostrar
que (

L1
m√
pτ(1)

,
L2
m − L1

m√
pτ(2)

, · · · , L
m
m − Lm−1

m√
pτ(m)

)
d= (µ1, · · · , µm). (2.56)

Observemos que para i = 1, · · · , K, si λ es un valor propio de Hdi asociado al vector
propio v, entonces

λ− tr(HJ)
√
p(i),

es un valor propio de H̃di que tiene a v con su vector propio asociado. En particular
si denotamos por λmax(U) al valor propio más grande de una matriz U se tiene que

µ1 = λmax(H̃d1) = −tr(HJ)
√
p(1) + λmax(Hd1),

= −
√
p(1)

m∑
q=1

√
pτ(q)hqq + λmax(Hd1),

=
−p(1)∑m

q=1
√
pτ(q)hqq +

√
p(1)λmax(Hd1)√

p(1)
, (2.57)

donde H = (hij)1≤i,j≤m. Observemos que el numerador en (2.57) es muy similar a
(2.41).
Ahora para l = 2, · · · ,m tenemos dos casos.
Caso 1: pτ(l) = pτ(l−1).
Recordemos que existe una única k ∈ {1, · · · , K} tal que pτ(l) = p(k), y además
observemos que pτ(mk+1) = p(k). En este caso de (2.54) se sigue que

Llm − Ll−1
m = −pτ(l)

m∑
q=1

√
pτ(q)Bq(1)

+√pτ(l) sup
π1,··· ,πl−mk∈Π̃dk

l−mk∑
j=1

∆πj(Bmk+1, · · · , Bmk+dk)

−√pτ(l) sup
π1,··· ,πl−1−mk∈Π̃dk

l−1−mk∑
j=1

∆πj(Bmk+1, · · · , Bmk+dk).
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Por lo que al dividir por √pτ(l) obtenemos que

Llm − Ll−1
m√

pτ(l)
= −√pτ(l)

m∑
q=1

√
pτ(q)Bq(1)

+ sup
π1,··· ,πl−mk∈Π̃dk

l−mk∑
j=1

∆πj(Bmk+1, · · · , Bmk+dk)

− sup
π1,··· ,πl−1−mk∈Π̃dk

l−1−mk∑
j=1

∆πj(Bmk+1, · · · , Bmk+dk). (2.58)

Caso 2: pτ(l−1) > pτ(l).
En este caso existe una s = 2, · · · , K tal que l = ms + 1, y entonces

p(s−1) = pτ(l−1) > pτ(l) = p(s).

De (2.54) se sigue que

Llm − Ll−1
m =

ms∑
j=1

√
pτ(j)Bj(1)−

ms−1∑
j=1

√
pτ(j)Bj(1)


−

 l∑
i=1

pτ(i)

m∑
q=1

√
pτ(q)Bq(1)−

l−1∑
i=1

pτ(i)

m∑
q=1

√
pτ(q)Bq(1)


+
√pτ(ms+1) sup

π1,··· ,πl−ms∈Π̃ds

l−ms∑
j=1

∆πj(Bms+1, · · · , Bms+ds)

− √pτ(ms−1+1) sup
π1,··· ,πl−1−ms−1∈Π̃ds−1

l−1−ms−1∑
j=1

∆πj(Bms−1+1, · · · , Bms−1+ds−1)

 ,
=

ms∑
j=ms−1+1

√
pτ(j)Bj(1)− pτ(l)

m∑
q=1

√
pτ(q)Bq(1)

+√pτ(l) sup
π∈Π̃ds

∆π(Bms+1, · · · , Bms+ds)

−√pτ(ms−1+1) sup
π1,··· ,πl−1−ms−1∈Π̃ds−1

ds−1∑
j=1

∆πj(Bms−1+1, · · · , Bms−1+ds−1),

= −pτ(l)

m∑
q=1

√
pτ(q)Bq(1) +√pτ(l) sup

π∈Π̃ds

∆π(Bms+1, · · · , Bms+ds).

Por lo que al dividir por √pτ(l) se tiene que

Llm − Ll−1
m√

pτ(l)
=
−√pτ(l)

∑m
q=1
√
pτ(q)Bq(1) + sup

π∈Π̃ds
∆π(Bms+1, · · · , Bms+ds)

√
pτ(l)

.

(2.59)
Por último de (2.57), (2.58), (2.59) y haciendo uso del teorema 2.1.1 y del lema 2.1.1
se sigue el resultado. �

Los corolarios 2.2.5 y 2.2.2 nos dan una demostración de (2.38).
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Corolario 2.2.6 Sea Hm una matriz GUE sin traza de dimensión m, y B = (B1, · · · , Bm)
un movimiento browniano con matriz de covarianza

m−1
m

− 1
m
· · · − 1

m

− 1
m

m−1
m

· · · − 1
m

...
...

. . .
...

− 1
m
− 1
m
· · · m−1

m

 . (2.60)

Entonces
µ1

d= sup
t0=0≤···≤td1=1

d1∑
i=1

(Bi(ti)−Bi(ti−1)), (2.61)

donde µ1 es el valor propio más grande de Hm.

Demostración:
Basta con tomar d1 = m en el corolario 2.2.5, y el resultado se sigue de la unicidad del
ĺımite en distribución en las expresiones (2.55) y (2.36). �
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2.3. Comentarios finales
En esta tesis se ha visto que si B = (B1, · · · , Bm) es un movimiento browniano

tal que Cov(B) = Im entonces el funcional

L1
m(B) := sup

0=t0≤···≤td1=1

d1∑
i=1

(Bi(ti)−Bi(ti−1)), (2.62)

aparece en el teorema 1.3.2 como ĺımite de tiempos de espera en teoŕıa de colas, y
en los teoremas 1.3.3 y 2.1.1 aparece una igualdad en distribución entre (2.62) y el
valor propio más grande de una matriz GUE. Más espećıficamente, para una matriz
hermitiana A denotemos por λ1(A) al valor propio más grande de A. Entonces si
Hm es una matriz GUE de dimensión m, el corolario 2.1.1 nos dice que

L1
m(B) d= λ1(Hm). (2.63)

Notemos que Hm = (hij)ni,j=1, entonces de la definición 1.2.1 se sigue que las variables
en la diagonal de Hm son independientes. Es decir, si

D(Hm) := (h11, · · · , hmm) (2.64)

entonces Cov(D(Hm)) = Im. Por lo que

Cov(D(Hm)) = Cov(B). (2.65)

Por otra parte, del corolario 2.2.6 se sigue que

L1
m(B′) d= λ1(H ′m), (2.66)

donde

Cov(B′) =


m−1
m

− 1
m
· · · − 1

m

− 1
m

m−1
m

· · · − 1
m

...
...

. . .
...

− 1
m
− 1
m
· · · m−1

m

 , (2.67)

y H ′m es una matriz GUE sin traza. Siguiendo con la notación (2.64), el lema 2.2.2
nos dice que

Cov(D(H ′m)) = Cov(B′).
Un poco más general, si consideramos a una matriz Ĥd1 como la que se definió en

(2.22), el lema 2.2.2 nos dice que

Cov(D(Ĥd1)) =


1− p(1) −p(1) · · · −p(1)

−p(1) 1− p(1) · · · −p(1)

...
. . . · · ·

...
−p(1) · · · 1− p(1)

 . (2.68)

Por otra parte, el de manera completamente análoga al corolario 2.2.2, y por la
unicidad del ĺımite en distribución en el corolario 2.2.5 y el teorema 2.2.1 se puede
demostrar que

L1
m(B′′) d= λ1(Ĥd1), (2.69)
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donde por el lema 2.2.2 se tiene que

Cov(D(Ĥd1)) = Cov(B′′).

De estos tres ejemplos se sigue la siguiente
Conjetura:
Sea H = (hij)mi,j=1 una matriz aleatoria tal que las entradas fuera de la diagonal
son como las de un GUE, y las entradas en la diagonal tienen matriz de covarianza
Σ. Sea B = (B1, · · · , Bm) un movimiento browniano con matriz de covarianza Σ,
entonces

λ1(H) d= L1
m(B),

donde λ1(H) es el valor propio más grande de H.
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