Soluciones! a Lista de Problemas de teoria de nimeros

1.- Demostrar que 30 | n® — n.

Solucién: Notemos que n® —n = n(n?+1)(n+1)(n—1), ya sabemos que
6| (n—1)n(n+ 1), por ser el producto de tres niimeros consecutivos, basta
demostrar que 5 | n(n? + 1)(n + 1)(n — 1); ahora n puede ser de la forma:
5k,5k + 1,5k + 2,5k + 3,5k + 4.

Caso 1: n = 5k = 5 | n(ya que (5k) =5-k) = 5| n° — n.
Caso 2:n=5k+1=5|n—1(yaque (5k+1)—1=5-k) = 5|n° —n.
Caso 3: n = 5k+2 = 5 | n®+1(ya que (5k+2)%+1 = 25k*+20k+5 = 5(5k*+4k+1)) = 5 | n°—n.
Caso 4: n = 5k+3 = 5 | n’+1(ya que (5k+3)%4+1 = 25k 4+-30k+10 = 5(5k*4+6k+2)) = 5 | n®—n.
Caso 5: n=5k+4=>5|n+1(vaque (5k+4)+1=5(k+1)=5|n’ —n.
.30 | n® —nm

2.- Probar que si z y y son enteros impares, entonces x2 + 12 es par, pero
no es divisible entre 4.

Solucién: = y y impares = = 2r+ 1 paraalginr € Zy y = 2s+ 1
paraalgin s € Z, = 22 +y> = (2r + 1)2 + (2s +1)2 =4(r> + s> +r +5) +2
S 2] 22 + 92, pero 412? + yg

3.- Probar que el cuadrado de cualquier entero es de la forma 3k o bien
3k + 1, pero no de la forma 3k + 2.

Solucion: Sea n € Z = n es de la forma: 3r,3r + 1 o bien 3r + 2.

Caso 1: n = 3r = n? = 9r? = 3(3r%) = 3k.
Caso2:n=3r+1=n* =92 +6r+1=33r>+2r)+1=3k+1.
Caso3:n=3r+2=n>=924+12r +4=303r> +4r)+ 1 =3k + 1.

‘. el cuadrado de cualquier entero es de la forma 3k o bien 3k+1, pero no de la forma 3k+2g

4.- Probar que si n es impar, entonces 8 | n? — 1.
Solucién: Sea n € 2Z + 1(impares) = n es de la forma:4k + 1 o 4k + 3.

Caso 1: n = 4k+1 = n?—1 = (4k+1)>—1 = 16k>+-8k = 8(2k?+k) = 8 | n®—1.
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Caso 2: n = 4k+3 = n?—1 = (4k+3)*—1 = 16k*+24k+8 = 8(2k*+3k+1) = 8 | n?—1.
5.8 | TL2 —1m
5.- Sean m, a, b enteros cualesquiera, probar que (ma, mb) = m - (a,b)

Solucién: Sean g = (ma,mb) y d = (a,b), entonces tenemos tres posibil-
idades g < md, g = md o g > md, veamos que la primera y la ltima no
pueden ocurrir.

Casol:g<md,notemosque%z%éZimd!ma,%:%EZ:
md | mb, *. md es un divisor de ma y mb més grande que g, pero g era el
méas grande contradiccion !

Caso 2: g > md, esto implica que %2 > d, notemos que 4+ = % €7
= g | ma, %z%b €Z = g | mb,. . L es un divisor de a y b mas grande

que d, perongi era el mas grande contradiccién !
o (ma,mb) =m- (a,b)m

*Nota: £ € Z, ya que m | ma'y m | mb, = m | (ma, mb), esto hay que notarlo, ya que
en principio no sabemos si el cociente es un entero.



