Soluciones! a Lista de Problemas de teoria de nimeros

1.- Sip, 4p®> + 1y 6p® + 1 son primos, encuentra p.

Solucién: p = 5 Solo falta ver que es el Unico, supongamos que existe
otro, entonces p tiene residuo 1,2,3 o bien 4 mdédulo 5, si tuviera residuo 0,
serfa multiplo de 5, y ya no seria primo.

Sip=1 (mod5) = 4p? +1 = 0(mod 5), contradiciendo el hecho de que
sea primo.

Si p=2 (mod 5) = 6p? +1 = 0(mod 5), contradiciendo el hecho de que
sea primo.

Si p =3 (mod 5) = 6p® +1 = 0(mod 5), contradiciendo el hecho de que
sea primo.

Si p=4 (mod 5) = 4p? +1 = 0(mod 5), contradiciendo el hecho de que
sea primo.

Por lo tanto solo existe un primo p tal que 4p® + 1 y 6p® + 1 son primosp
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2.- Encuentra el residuo de cuando lo divides entre 7.

Solucién: 3 = 3(mod7), 32 = 2(mod7), 33 = —1(modT7), 3* = 1(mod?7),
2006 = 2(mod4) = 32906 = 32004. 32 = 30 32 = 2(mod7)g

3.- Prueba que 22225955 4+ 55552222 eg divisible entre 7.

Solucién: No temos que:
22225555 + 55552222 — (22225555 +45555) + (55552222 _ 42222) _ (45555 _ 42222)
ya que es sumar y restar lo mismo y que 1111 = 11(101) =5 (mod 7) =
22225555 + 45555 = (2 . 5)5555 + 45555 = (3)5555 + 45555 =0 (mod 7)

55552222 _ 42222 — (5. 5)2222 _ 42222 — (4)2222 _ 42222 — () (mod 7)
45955 _ 42222 = () (mod 7) ya que 4° = 4% (mod 7)
por lo tanto 22225555 + 55552222 = () (mod 7) 0
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4.- Los nimeros primos p,q y r mayores a 3 estdn en progresion ar-
itmética, es decir p = p,q = p+d,r = p+ 2d. Prueba que d es divisible entre
6.

Solucién: Notemos que p > 2 de lo contrario r no es primo. Entonces
p es de la forma 2k + 1 = 2 | d, de lo contario ¢ es par. Entonces d tiene
residuo 0,2 6 4 médulo 6, y p por ser primo mayor que 2 tiene residuo 1 6 5,
de lo contario g 6 r no serian primos.

Caso 1: p tiene residuo 1 médulo 6; si d tiene residuo 2 médulo 6, entonces
p+d tiene residuo 3 y ya no es primo. Si d tiene residuo 4 médulo 6, entonces
p + 2d tiene residuo 3 y ya no es primo= d = 0 (mod 6).

Caso 2: p tiene residuo 5 médulo 6; si d tiene residuo 2 médulo 6, entonces
p+2d tiene residuo 3 y ya no es primo. Si d tiene residuo 4 médulo 6, entonces
p + d tiene residuo 3 y ya no es primo= d = 0 (mod 6).

Por lo tanto d es divisible por 6 o

5.- Encuentra el dltimo digito de 1% + 22 + 3% + ... + 992,

Solucién: 12422432 4., . 4+992 = 210019 — 70.33.5.199 . es miltiplo
de 10 = el ultimo digito es 0

6.- Prueba que dado k entero positivo, existen k enteros consecutivos
compuestos.

Solucién: (k+1)!4+2,(k+ 1)+ 3, (k+1)!+4,...,(k+ 1!+ (k+1) son
k enteros consecutivos compuestos .

7.- Probar que 2" > n, para todo n € Z(enteros).

Solucién: Base de induccién 2' > 1. Hipotesis de induccién supongamos
que para cierta k > 1 tenemos que 28 > k. 28 > k= 2.2" > 2.k > k41 =
Ml > k410

8.- Probar que 52" —1 es un miiltiplo de 24, para todo n € N(Naturales).

Solucidn:

52 =1 (mod 24)
= (5%)" = 1" (mod 24) = 5" = 1 (mod 24 )



9.—Probarque1+%+é+...+#§2—

S|

Solucién: Base de induccion 1 < 1. Hipotesis de induccién supongamos
que para cierta k > 1 tenemos que 1 + % + % + ...+ l%? <2- % Ahora
mostremos que ocurre para k + 1 se cumple dado que se cumple para k;

1,1 1 1 1 1 1 1 1

1 k2+k k2 +k+1 : .
= 71 S % GFDZ S K1)z < W12 lo cual siempre ocurre ..

Solucién: Sea S = a+ar+ar?+...+ar" ' = Sr=ar+ar’+...+ar"
=S —-Sr=a—a" = S(1—r)=a(l —r") despejando S, tenemos que

a(l—r™
S = (1—7" )D

2 Al escribir el denominador de esta forma estamos asumiendo que 7 # 1.



