Soluciones! a Lista de Problemas de teoria de nimeros

1.- Demostrar que que todo entero positivo n tiene una expresion tnica
de la forma n = 2"m, r > 0, m un entero positivo impar.

Soluciéon: Sean r1, 79, m1, ms tales que n = 2"'mq, n = 2™my con r; > 0,
ro > 0y m1, mg enteros impares positivos. Sin perdida de generalidad pode-
mos suponer que 7y > 11 = m1 = 227 "my dado que mq es impar entonces
227" =1 = r9 =11 = m1 = my.". solo existe una expresién tnica de esta

forma g
2- Sean § y 5 f 1 d
ean ¢ raciones en su mdas simple expresién, de manera que
(a,b) = (c, ) robar que si su suma es un entero, entonces | b |=| d |.

ad+bc __ k=
bd
= kd, como b | bc entonces b | ad, pero (a,b) =1 = b | d, analoga-

mente%:kbédw.'.\b]:]d\m

Solucién: Supongamos que 7 + 5 = k,k € Z, entonces
ad+bc
b

3.- Probar que cualquier primo de la forma 3k + 1 es de la forma 6k + 1.

Solucién: Sea p un primos de la forma 3k + 1, supongamos que p es
de la forma 6k, o bien 6k 4+ 2, o bien 6k + 4 entonces p es par= p = 2,
contradiciendo la afirmacion inicial de que es de la forma 3k + 1.

Ahora supongamos que p es de la forma 6k +3 = p = 3(2k + 1) lo cual
no puede ser de la forma 3k + 1, contradiciendo la afirmacién inicial de que
es primo.

Ahora supongamos que p es de la forma 6k +5 = p=3(2k+1)+2 lo
cual no puede ser de la forma 3k + 1, contradiciendo la afirmacion inicial.

Por lo tanto p es de la forma 6k + 1 o

4.- Si z y y son impares, probar que 22 4 y? no puede ser un cuadrado
perfecto.

Solucion: x y y impares = x = 2r + 1 para algin r € Z y y=2s+1
paraalgin s € Z, = 22 +y> = (2r + 1)2 + (2s +1)2 =4(r? + s> + 7 +5) +2
.2 | 22 + 42, pero 4 1 22 + y? Por lo tanto no puede ser un cuadradp per-
fecto, ya que si un primo lo divide lo debe dividir su cuadrado o
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5.- Probar que (a,b) = (a,b,a + b) y més generalmente, que (a,b) =
(a,azx + by) para todos los enteros z,y.

Solucién: La primera afirmacién es consecuencia directa de la segunda
afirmacion. Asi que a continuaciéon demostraremos la segunda afirmacién:
(a,ax +by) = menor valor positivo de az1 + (ax + by)yr
= {menor valor positivo de a(zys + x1) + b(yy1)}
= {menor valor positivo de ax’ + by/}, donde z' = Y1 +T1 VY =yn
= (a7 b)D
6.- Probar que (a,a + k) | k para todos los enteros a, k no ambos cero.

Solucién: Por problema (5) tenemos que (a,a + k) = (a, k), pero por
definicién (a, k) | k =(a,a+ k) | k o

7.- Probar que (a,a 4+ 2) =1, o bien, 2 para todo entero a.

Solucién: Por problema (5) tenemos que (a,a + 2) = (a,2), entonces
(a,a+2) =1, o bien, 2, ya que son los tnicos divisores de 2

8.- Probar que el cuadrado de cualquier entero de la forma 5k + 1 es de
la misma forma.

Solucién: Sea n = 5k + 1 = n? = 25k% + 50k + 1 = 5(5k% + 10k) + 1 o

9.- Probar que no existen enteros x,y que satisfagan x +y = 100 y
(z,y) = 3.

Solucién: Para que existan soluciones, (z,y) debe dividir a 100, pero
31100, por lo tanto no tiene soluciones

10.- Probar que existen un nimero infinito de pares de enteros x y y que
satisfacen = +y =100 y (x,y) = 5.

Solucién: Sea zo = 55 y yg = 45 que sea otra solucién es de la forma
x=55+ryy=45—r,y (554,45 —r) donde r = 100k con (k,55) =1,
sead= (55+r,45—r) = d | 100 = d | 55 y d | 45, pero por construccién d
es multiplo de 5 entonces (55+ 7,45 —1r) = 5, y estos niimeros son soluciénp



