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Los nimeros naturales {1,2,3,...}.

Los enteros {...,—3,-2,—1,0,1,2,3,...}.
Los ntimeros racionales (fracciones).

Los ntimeros reales.

Los nimeros primos {2,3,5,7,11,...}.

El intervalo {z € R:a < x < b}.

El intervalo {z € R: a < x < b}.

El intervalo {z € R:a < x < b}.

El intervalo {z € R: a <z < b}.

El intervalo {x € R: z > a}.

El intervalo {z € R: z > a}.

El intervalo {x € R: z < a}.

El intervalo {z € R: z < a}.

El tinico entero que satisface z — 1 < |z] < z.
El tinico entero que satisface z < [z] <z + 1.
Parte fraccionaria de x.

x pertenece a X.

A esta contenido en B.

Para todo.

Existe.

Existe un nico.

Implica.

Si, y solo si.

Por lo tanto.

Lo cual queriamos demostrar.



2. Preliminares

2.1. Paridad

Al conjunto 2Z = {...,—4,—-2,0,2,4,...} se le llama el conjunto de los
nimeros pares y al conjunto 2Z +1 = {...,—3,—1,1,3,...} se le llama el
conjunto de los niimeros impares.

Las siguientes reglas' se cumplen para cualesquiera par e impar:

par + par = par.
par + impar = impar.
impar 4 par = impar.
impar -+ impar = par.

Ejemplo 2.1. Demuéstre que para ninguna seleccion de signos en
1+24+---4+10,

se obtendrd una suma 0.

Solucion: La suma 1 4+ 2 + --- 4+ 10 = 55, un entero impar. Ya que la
paridad no es afectada por la eleccion del signo, para cualquier seleccion del
signo 1+ 2+ - .- + 10 nunca serd par, y en particular, nunca serd 0.

Ejemplo 2.2. Dos esquinas diametralmente opuestas son cortadas de un
tablero de ajedrez, que como se recordard, tiene 64 casillas. Demuéstre que
es imposible cubrir totalmente a las 62 casillas restantes con 31 dominds.

=

Solucion: Cada domind cubre cuadrados de diferente color. Al eliminar
dos casillas diametralmente opuestas, se eliminan dos casillas del mismo
color. Por lo tanto quedan 32 casillas de un color y 30 del otro, con lo cual
31 dominds no las pueden cubrir a todas.

!Estas reglas se deduciran del algoritmo de la divisién.



2.2. Principio de las Casillas

“Si (n + 1) objetos se deben de acomodar en n casillas, entonces en al-
guna de las casillas hay més de un objeto”.

Este resultado se conoce como Principio de las Casillas, también es lla-
mado el Principio de Dirichlet, o Principio de las palomas. Peter Dirichlet
fué el primero en utilizarlo en teoria de niimeros en el siglo XIX.

Su validez es facil de ver, supongase que en cada casilla se coloca a lo mas
un objeto, entonces tenemos a lo méas n objetos acomodados, pero nosotros
colocamos n + 1, por lo tanto hay una casilla con méas de un objeto.

Ejemplo 2.3. En un grupo de tres personas hay dos del mismo sexo. En
este caso los objetos son las personas y los sexos son las casillas.

Ejemplo 2.4. En un grupo de 13 personas hay dos que nacieron el mismo
mes. En este caso los objetos son las personas y los meses son las casillas.

Ejemplo 2.5. En un grupo de § personas hay dos que nacieron el mismo
dia de la semana. En este caso los objetos son las personas y los dias de la
semana son las casillas.

Ejemplo 2.6. En un conjunto de n+1 enteros positivos, todos ellos menores
o tguales a 2n, siempre hay dos elementos de manera que uno de ellos divide
al otro.

Solucion: Podemos escribir a los n+1 enteros en la forma a1 = 2™by, a9 =
2M2by .. Gpa1 = 2" b, con b; > 1 un ndmero impar y m; > 0. Como
b1,b2,...,bnt1 es un conjunto de n + 1 nimeros impares menores que 2n
y entre 1 y 2n solamente hay n impares, tenemos por el Principio de las
casillas que hay dos de ellos iguales, digamos b; = b;. Ahora si m; < m; es
claro que a; divide a aj, y si m; > mj tenemos que a; dvide a a;.

Ejemplo 2.7. Sea A un conjunto de 19 enteros diferentes elegidos dentro
de la progresion aritmética ® 1,4,7,10,...,100. Muestre que hay dos enteros

2Una progresién aritmética es una sucesién de ntimeros, tal que si a es el primer término,
la progresion es:
a,a+d,a+2d,a+3d,...,a+nd,...



diferentes en A cuya suma es 104.

Solucion: Hay 16 parejas diferentes de la progresion aritmética que suman
104, y son: (4,100), (7,97), (10,94), (13,91), (16,88), (19,85), (22,82), (25,79),
(28,76), (31,73), (34,70), (37,67), (40,64), (43,61), (46,58) y (49,55). Los
numeros 1 y 52 no tienen pareja, dentro de la progresion, que sumen 104.
Ahora en la progresion aritmética tenemos 34 nimeros, entonces por Princi-
pio de las casillas tomaremos una pareja que suma 104 ya que solo tenemos
18 ndmeros que entre ellos no suman 104.

Ejemplo 2.8. Un exdmen de admision a la universidad tiene 100 pregun-
tas de opcion maultiple con 4 respuestas alternativas para cada pregunta. s
Cudntos alumnos se necesitan para garantizar que hay dos de ellos con las
mismas respuestas en todo el examen?

Solucion: Como cada pregunta tiene 4 respuestas ,se puede contestar de
4 formas posibles, tenemos que habrdn 4'%° maneras diferentes de contestar
el exdmen, luego por el Principio de las casillas, bastard tener un alumno
mas del nimero de maneras diferentes de contestar el exdmen. Por lo tanto
se necesitan 4'%° + 1 alumnos para garantizar que dos tendrdn las mismas
respuestas.

Ejercicios

Problema 2.9. En un fiesta simpre hay dos personas que conocen al mismo
numero de personas.

Problema 2.10. ;Pueden las casillas de un tablero de 3 x 3, llenarse con
nimeros del conjunto {—1,0,1}, de manera que la suma de los nimeros en
cada renglon, en cada columna y en cada diagonal sean diferentes?

Problema 2.11. En el espacio se dan 9 puntos de coordenadas enteras de
manera que no hay tres de ellos colineales. Muestre que hay un punto de
coordenadas enteras entre algun par de ellos.

Problema 2.12. En el espacio se dan 19 puntos de coordenadas enteras
de manera que no hay tres de ellos colineales. Muestra que hay tres de ellos
con la propiedad de que el centroide del tridngulo que forman, también tiene
coordenadas enteras.

Problema 2.13. Sean a, b, ¢ y d enteros, muestre que (a — b)(a — ¢)(a —
d)(b—c)(b—d)(c—d) es divisible por 12.



Problema 2.14. Sean a, b, ¢ y d enteros, muestre que (a — b)(a — ¢)(a —
d)(b—c)(b—d)(c—d) es divisible por 12.



2.3. Principio Extremal

En muchos problemas se pide probar la existencia de un objeto que
cumpla ciertas condiciones. En estos casos suele resultar util prestar atencion
a los objetos que maximizan o minimizan alguna funcién convenientemente
relacionada con la condicién, y tratar de probar por absurdo(contradiccién)
que estos objetos cumplen la condicién pedida.

Ejemplo 2.15. En el parlamento unicameral de cierto pais cada diputado
tiene a lo sumo tres enemigos. Pruebe que es posible dividir el parlamento
en dos camaras de modo tal que cada diputado tenga, en su propia cdmara,
a lo sumo un enemigo.

Solucion. Para cada particion P del conjunto de todos los diputados en
dos camaras definamos el grado de conectividad g(P) calculando el nimero
de enemigos que cada diputado tiene en su propia cdmara y sumando todos
los valores resultantes. Esta funcion solo toma valores enteros no negativos,
por lo tanto debe existir una particion P en dos cdmaras en la cual g toma
su valor minimo. Probemos ahora que en esta particion cada diputado tiene
a lo sumo un enemigo en su propia camara. En efecto, si un diputado tuviese
mds de un enemigo en su propia cdmara, en la otra tendria a lo sumo uno
(puesto que en total tiene a lo sumo tres). Entonces cambidndolo de cdmara
la suma g(P) disminuiria al menos en una unidad, lo cual es absurdo.



2.4. Contradiccién

Ejemplo 2.16. Sean x,y, 2z, w enteros satisfaciendo

1 1 1 1
—+-+-4+—=1
r Yy z w

Demuéstre que al menos uno de ellos es par.

Demostracién: Supéngase que x,y, z, w son impares. Luego
YZW + T2ZW + TYW + TYZ = TYZW.

El lado izquierdo es par, por ser la suma de cuatro enteros impares. El lado
derecho es impar, por ser el producto de cuatro enteros impares. Con lo cual
obtenemos una contradiccién.

Ejemplo 2.17. Demuéstre, sin utilizar calculadora, que 6 — /35 < %.

Demostracion: Supdéngase que 6 — /35 > %. Entonces 6 — % >14/35,0
sea, 59 > 10+/35. Al elevar ambos lados al cuadrado tenemos que, 3481 >
3500, lo que no tiene sentido. Entonces se concluye que 6 — v/35 < %.

Ejemplo 2.18. Si a,b,c son enteros impares, demuéstre que la ecuacion
ax?® +bx + ¢ = 0 no posee una solucién racional.

Demostracién: Si la ecuacién tuviera una solucién racional %, con p,q
relativamente primos, es decir (p,q) = 1, entonces

2
a<p> +b<p>+c—0éap2+bpq+cq2—0.
q q

Si ambos p y p fueran impares, entonces ap® + bpq+ cq? seria también impar,
y por lo tanto # 0. De manera semejante, si uno entre p y ¢ fuese impar y el
otro par, luego ap? + bpq es par o bien bpq + c¢® seria par, y ap® + bpq + c¢®
impar, otra contradiccién. Luego, tal raiz racional % no existe.



2.5. Induccién

En el principio de inducciéon matematica, tratamos de comprobar la ve-
racidad de una asercién P(n) estableciendo primero su validez en un caso
base ko (usualmente ky = 1). Luego tratamos de establecer si la validez de
P(n — 1) implica la validez de P(n).

Ejemplo 2.19. Demostrar que 2™ > n, Vn € N.
Solucion: La asercion es cierta para n = 0, ya que 2° > 0. Supdngase
que 2" "1 >n — 1 para n > 1. Ahora bien,

" =22" N >2n—-1)=2n—-2=n+n-2.
Peron—1>0 = n—22>0,yaquen+n—22>n+0=n y entonces,
2" > n.
Esto termina la induccion.
Ejemplo 2.20. Demostrar que
333 — 260 — 27

es un maultiplo de 169 para todo nimero natural n.

Solucién: Sea P(n) la asercion “k € N con 333 — 26n — 27 = 169k.”
Demostraremos que P(1) es cierta y que P(n —1) = P(n). Paran =1 se
asevera que 35 — 53 = 676 = 169 - 4 es divisible por 169, lo cual es evidente.

Ahora bien, P(n — 1) se traduce en la existencia de un N € N tal que
33(=1+3 _ 96(n — 1) — 27 = 169N, i.e., para n > 1,

33" — 26n — 1 = 169N
para algin entero N. Luego
33nH3 _26m — 27 = 27 - 33" — 26n — 27 = 27(3%" — 26n — 1) + 676n

lo que simplifica a
27 - 169N + 169 - 4n,

lo que claramente es multiplo de 169. Esto termina la induccion.



3. Divisibilidad y Primos

3.1. Divisibilidad

Definicion: Un entero b es divisible por un entero a, no cero, si existe un
entero x tal que b = ax y se escribe a | b. En el caso en que no sea divisible
por a se escribe a1 b.

En ocasiones se usa la notacién a || b, para indicar a” | b, pero a**1 1 b.

Teorema 3.1. Dados a,b,c € Z tenemos que:
1. a | b implica a | be para cualquier entero c;
2. albyb|cimplicaalc;
3. a|bya|cimplicaa| (bxr+ cy) para cualquiera enteros T y y;
4. a|byblaimplica a = +b;
5. a|b,a>0,b>0, implica a <b.

Teorema 3.2. El algoritmo de la division. Dados dos enteros cualesquiera
a yb, cona>0, existen los enteros q y r tales que b=qga + 7, 0 <r < a.
Sia | b, entonces r satisface las desigualdades mds fuertes 0 < r < a.

Definicién: Si k | a y k | b, entonces se dice que k es un divisor comun o
un factor comun de a y b.
Se dice que g es el maximo comun divisor de a y b, si g es el mayor de los
divisores comunes a a y b, y se denota por (a,b).

Teorema 3.3. Si g es el mdzximo comun divisor de b y ¢, entonces existen
los enteros xq € yo tales que g = (b, c) = bxo + cyo.

Demostracién: Considérese el conjunto A = {bx + cy : =,y € Z}, este
conjunto de enteros incluye valores positivos y negativos, y también 0 selec-
cionando x =y = 0.

Escojanse xg y yo de manera que bxg + cyp sea el menor entero positivo ! en
el conjunto, asi que [ = bxy + cyp.

Ahora demostraremos de manera indirecta(por contradicciéon) que I | b, esto
es, se supondréd que [ 1 b y se obtendra una contradiccién.

Si [ 1b, tenemos que existen enteros g y r tales que b =gl +r con 0 < r < L.
De aqui se tiene que r = b — ql = b — q(bzo + cyo) = b(1 — x¢) + ¢(—qyo) ..
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re A

Esto contadice el hecho de que [ es el menor entero positivo en el conjunto
A={bx+cy:x,y€Z}.
=b=gB,c=gCyl=bxo+cyo=9g(Bro+Cy) =g |l=9g<l=g=In
Con esto acabamos de obtener una nueva caracterizaciéon del méximo comin
divisor de a y b, como el menor entero positivo en el conjunto A = {bx+cy :
x,y € L}.

Teorema 3.4. Para cualquier entero positivo m, (ma,mb)=m(a,b).

Demostracion:
(ma,mb) = menor valor positivo de max + mby
= m-{menor valor positivo de ax + by}
= m(a,b)m

Teorema 3.5. Sid|a yd|byd>0, entonces

(52) - oo

si (a,b) = g, entonces (9 9) =1

9’9
Demostracion:
(ma,mb) = menor valor positivo de Jx + gy
= L .{menor valor positivo de az + by}
1
d (av b).

Teorema 3.6. Si (a,m) = (b,m) = 1, entonces (ab,m) = 1.

Demostracion: Existen xq,yo,x1,y1 € Z, tales que 1 = axg + myg =
bx1 + my;. Por lo tanto puede escribirse (ax)(bz1) = (1 —myo)(1 —my;) =
1 — mys, donde yo = yo + y1 — myoy1 = abroxri + mys = (ab,m) = 1m

Definicién: Se dice que a y b son primos relativos o coprimos en el caso
de que (a,b) = 1.

Teorema 3.7. Para todo k, (a,b) = (b,a) = (a,—b) = (a,b+ ak).

Demostracion: Las primeras dos igualdades son consecuencias directas
de la definicién, ahora veamos la tercera igualdad.
(a,b+ak) = menor valor positivo de ax + (b + ak)y
= {menor valor positivo de a(x + k) + by}
= {menor valor positivo de ax + by}, donde ¢ =x+k
= (aa b).
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Teorema 3.8. Sic|ab y (b,c) =1, entonces ¢ | a.
Demostracion:

Teorema 3.9 (El algoritmo euclideano). Dados los enteros b y ¢ > 0,
se hace una aplicacion repetida del algoritmo de la division,

b = cq1 + 11 0<r <eg,
c =  Tr1q2+ T2 0<ry <y,
L = Traq3+T3 0<rs<rg,
ri—g = rjgit+r; 0<r; <rjq,
ri-1 = Tidj+1
= (b,c) =1y, los valores xo y yo en (b,c) = bxo + cyo pueden obtenerse
eliminando r1,72,...,7j_1 en el conjunto de ecuaciones.
Demostracion:

Definicién: Sean a,b € Z, el menor de los multiplos de a y b recibe el
nombre de minimo comun miiltiplo y se denota por |[a, b].

Teorema 3.10. Sim > 0, [ma, mb] = m[a,b]. También [a,b] - (a,b) =| ab |.
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3.2. Primos

Definicién: Se dice que un entero p > 1 es un nimero primo, o simple-
mente que es un primo, en caso de que no exista divisor d de p que satisfaga
1 < d < p. Si un entero @ > 1 no es un primo entonces se dice que es un
nimero compuesto.

Teorema 3.11. Sip | ab, siendo p primo, entonces p | a o bien p | b. Mas
generalmente, sip | a1,az---ay, entonces p divide por lo menos a un factor
a; del producto.

Teorema 3.12 (El teorema fundamental de la aritmética). Todo en-
tero n mayor que 1 puede expresarse como producto de primos. Y estd fac-
torizacion es canonica(unica), salvo el orden de los primos.

Ejercicio: Demuestra que si n es un entero positivo compuesto entonces
tiene un divisor primo p en el rango 1 < p < y/n. (Sugerencia: si n = ab y
a > +/n, entonces b < \/n).

Teorema 3.13 (Euclides). El nimero de primos es infinito.

Demostracién: Sean 2,3,5,...,p todos los primos entre 2 y un primo
p, vamos a demostrar la existencia de un primo nuevo, mayor que p. Sea
N=(2-3-5-...-p)+ 1. Si N no es primo es divisible entre un primo. Pero
N no es divisible entre ninguno de los primos 2,3,5,...,p (dividiendo a N
por cualquiera de estos nimeros da residuo 1), asi que si N no es primo es
divisible por un primo entre p y IN. De cualquier modo obtenemos un primo
mayor que p con lo cual tenemos una cantidad infinita de primos g

Teorema 3.14. Dado cualquier entero positivo k, existen k enteros com-
puestos consecutivos.

Teorema 3.15. /2 es irracional.

Demostracién: Si v/2 fuera racional, entonces podriamos escribir v/2 =
™, con m y n enteros positivos, y también suponer que son primos relativos,
(m,n) = 1. Asf que 2n? = m? y 2 | m?. Como 2 es un primo, tenemos que
2| m, asi que m = 2k, donde k es un entero positivo. Obtenemos entonces

2n? = (2k)? = 4k* = n? = 2k%.

Ahora tenemos 2 | n? = 2 | n, asi que 2 es un divisor comiin de m y n,
contradiciendo la suposicién original. Por lo tanto v/2 es irracional m
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4. Congruencias

Definicion: Sea m un entero diferente de cero, a,b € Z. Entonces a = b
(modm) < m | (b— a), a congruente con b modulo m si, y solo si m divide
ab—a. Sib— a no es divisible por m se dice que a no es congruente con b
modulo m y en este caso se escribe a # b (modm).

Teorema 4.1. Supdngase que a,b,c,d, z,y, denotan enteros. Entonces:

a) a=b(modm), b= a(modm) yb— a = 0(modm) son proposiciones equivalentes.

b) Sia=b(modm) yb=c(modm), entonces a = c(modm).

¢) Sia=blmodm) yc=d(modm), entonces ax + cy = bx + dy(modm)
d) Sia=b(modm) yc=d(modm), entonces ac = bd(modm)

e) Sia=blmodm) yd|m, entonces a = b(modd)

Teorema 4.2. Supdgase que f denota un polinomio con coeficientes enteros.
Si a = b(modm) entonces f(a) = f(b)(modm).
Teorema 4.3. Supdngase que a,x,y, m denotan enteros. Entonces:

a) ax = ay(modm) siy solamente si x =y (mod(;”—b)).

b) Siax = ay(modm) y (a,m) =1, entonces x = y(modm).

c¢) x=y(modm;) parai=1,2,...,17 si y solamente si x = y(mod[mi, ma, ...

Definicién: Si z = y(modm) entonces y recibe el nombre de residuo de
moédulo m. Un conjunto z1,x9,..., T, es un sistema completo de residuos
x modulo m si para todo entero y existe uno y solamente un z; tal que
y = x;j(modm).

Teorema 4.4. Si x = y(modm) entonces (x,m) = (y,m).
Definicién: Un sistema reducido de residuos médulo m es un conjunto de

enteros r; tales que (r;,m) =1, r; # rj(modm) si i # j y tales que todo x
primo para m es congruente médulo m para algin miembro r; del conjunto.

Teorema 4.5. El nimero ¢(m) es el nimero de enteros positivos menores
o0 iguales a m que son relativamente primos para m.

Teorema 4.6. Sea (a,m) =1. Sea ri,ra, ...,y un sistema completo, o bi-
en, reducido, de residuos médulo m. Entonces ary,ars, . ..,ar, es un sistema
completo, o bien, reducido, respectivamente, de residuos modulo m.

Teorema 4.7 (Teorema de Fermat). Considérese que p denota un primo.
Si pta entonces aP~! = 1(modp). Para todo entero a, a? = a(modp).
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Teorema 4.8 (Generalizaciéon de Euler del teorema de Fermat). Si

(a,m) =1 entonces
a®™ = 1(modm).

Corolario 4.9. Si (a,b) = 1 entonces ax = b(modm) tiene una solucion
x = z1. Todas las soluciones estdn dadas por x = x1 + jm donde j =
0,+1,£2,....

Teorema 4.10 (Teorema de Wilson). Si p es un primo, entonces
(p—1)! = —1(modp).
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4.1. Solucién de congruencias

Definicion: Considérese que r1,72,...,7, denota un sistema completo
de residuos médulo m. El nimero de soluciones de f(x) = 0(modm) es el
ntimero de los r; tales que f(z;) = 0(modm).



