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Capitulo 1

Enlaces Tricoloreados

Fabiola Manjarrez Guti’errez To see a world in a grain of sand
And a heaven in a wild flower,

Hold infinity in the palm of your hand

And eternity in an hour.

(William Blake. Auguries of innocence)

En la teoria de variedades de dimensién tres un problema fundamental es dar
una lista completa y sin repeticiones de todas las 3-variedades orientables.

Una cubierta ramificada entre dos 3-variedades M y N es una funcién
¢ : M — N continua, abierta y propia tal que existe un enlace L C N que
satisface que ¢| : M \ ¢~}(L) — N \ L es un espacio cubriente finito.

Alexander probé en [1] que toda 3-variedad es cubierta ramificada de la
3-esfera S3 . Pero contamos con un resultado ain mejor que probaron Mon-
tesinos ( [9]) y Hilden ( [3]); éste dice que toda 3-variedad M es una cubierta
simple ramificada de 3-hojas de S3. Es decir para toda M existe ¢ : M — S3
cubierta ramificada simple de tres hojas donde L C S® es tricoloreable. Asi
cada tres variedad M determina un enlace tricoloreado en la 3-esfera.

Ademis si comenzamos con un enlace tricoloreado L C S es posible construir
una 3-variedad M y una cubierta ramificada simple de tres hojas ¢ : M — S*

correspondiente al enlace L.

De esta manera tenemos un método de describir 3-variedades a través de



cubiertas ramificadas muy especiales (simples y de tres hojas).

Resulta interesante generar una lista de enlaces que correspondan, a través
de una cubierta ramificada especial, a alguna familia de 3-variedades orde-
nadas con algin método racional. Asi que el objetivo principal de esta tesis
es justamente dar una lista de tales enlaces.

A partir de un diagrama de Heegaard de una 3-variedad M es posible cons-
truir un enlace L C S® que corresponda a una cubierta ramificada simple de
tres hojas ¢ : M — S® y viceversa.

En el Capitulo 1 damos definiciones y teoremas utiles para el desarrollo de
la tesis, por ejemplo el Truco de Alexander y la Propiedad Universal del Co-
ciente. En el Capitulo 2 se tratan conceptos béasicos de la teoria de espacios
cubrientes, en este capitulo la Proposicién 3.6 es de mucha importancia;
también probamos que cualquier grupo tiene una representacién en el grupo
simétrico de n simbolos si y sélo si tiene un subgrupo de indice n. En el tercer
capitulo platicamos el Teorema de Lickorish ( [4]); las técnicas desarrolladas
por Lickorish seran de uso invaluable para nosotros en el Capitulo 6. El cuar-
to capitulo trata de las descomposiciones de Heegaard para 3-variedades; a mi
en especial me gusta mucho este tema. En el Capitulo 5 definimos qué es una
cubierta ramificada, luego platicamos muchas cosas acerca de las cubiertas
para 2-variedades y finalmente extendemos los conceptos para n-variedades;
cabe mencionar que este capitulo es una parte sustancial de ( [2]), por su-
puesto que con nuestras propias demostraciones. Y por ultimo en el Capitulo
6 mostramos los resultados que son enlaces de ramificacién tricoloreados para
algunas 3-variedades de género de Heegaard 0, 1, 2 y 3. Espero que estos
dibujos les impresionen tanto como a mi.



Capitulo 2

Preliminares

Definicién 2.1. Un k-simplejo o es un conjunto convexro minimo que con-

tiene a los puntos vg, v, ... ,v; en R™ con la propiedad de que
{v1 — vo,v2 — Vg, ..., v — Vo} es linealmente independiente. Lo denotare-
mos por 0 =< vg,V1,...,V; > donde k es la dimension del simplejo. Si
v €< vy, v1,...,0V > entonces los coeficientes a;, con a; > 0 y Zf:o a; =1
tales que v = Zf:o a;v;, se llaman coordenadas baricéntricas de v.
o
VO
0-simplejo
®e————©
Vo Vi1
1-simplejo
\¢)
V1 V2
2-simplejo



VO

V3

V2 V1

3-simplejo

Definicién 2.2. Una cara de un k-simplejo 0 =< vg,v1,...,U; > €S un
simplejo generado por algin subconjunto X C {vg,v1,... , v}

Sea o =< vg, v1,...,V, > un n-simplejo. Un pre-orden es una (n+1)-ada
0, %1, » Un

(vo, iy, - - - ,;,) donde {iy, 4, ... ,4,} es una permutacién de {1,2,... ,n}.

Dos pre-ordenes (v;;) y (vy,) estdn relacionados si las permutaciones {i;} y

{k;} son ambas pares o impares. Esto es una relacién de equivalencia.

Una orientacion para ¢ es una de las clases de equivalencia de los pre-ordenes

de 0. La orientacién de las permutaciones pares se escribe +[vg, vy, ... , U],
y la otra se escribe —[vg, vy, ... ,vy].

Si o tiene la orientacion +, entonces la orientacion inducida en la cara ¢-ésima
T=<1Vy,V1y--- ,Vi—1,Vj41,..- ,Up > €8 (—1)i[’l)0,1)1, ey Vi1, Uiy Viga, - ,’Un].
Si o tiene la orientaciéon —, entonces la orientacion inducida en la cara ¢-ésima
T=<17Vy,V1y--- ,Vi—1,Vig1,--. ,Up > €8 (—]_)H_l[’l)o,’l)l, ey Vi1, Uiy Vig1, - - ,’l}n].

Definicién 2.3. Un complejo K es un conjunto finito de simplejos en un
espacio R™tal que

1. Si o € K entonces todas las caras de o pertenecen a K
2. Si o1 yoy € K entonces 01 Nos € K

La dimension de K es la dimension mdzima entre los simplejos de K.
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CAPITULO 2. PRELIMINARES

EJEMPLOS

Definicién 2.4. Sea K n-complejo. Sea r < dimK. FEl r-esqueleto K" de
K es la coleccion

K"={o € K :dimo <r}

Si K es un complejo, |K| denota la unién de los elementos de K, con
la topologia de subespacio inducida por la topologia de R™. Tal conjunto
recibe el nombre de POLIEDRO.

Las coordenadas baricéntricas de los puntos p € ¢ son funciones lineales de
las coordenadas cartesianas, y viceversa.

Una funcién f : o0y — 09 es lineal si las coordenadas baricéntricas de un
punto f(p) son funciones lineales de las del punto p. Si los vértices también
son enviados en vértices, entonces f es simplicial.

Sean G y H colecciones de conjuntos. Si para todo A € G existe B € H tal
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que A C B, entonces G se llama refinamiento de H y escribimos G < H
Sean K y L complejosen R" si L < K y |L| = |K|, entonces L es subdivisién
de K y escribimos L < K.

Sea f : |K| — |L| continua. Si cada funcién f|o con o € K es simplicial,
entonces f es simplicial. Si existe una subdivisién K’ de K y una subdivisién
L' de L tal que cada funcién f|o, con o0 € K’ envia linealmente a ¢ en un
simplejo de L', entonces f es PL (piecewiselinear o lineal a pedazos).
OBSERVACION: La composicién de funciones PL, resulta ser PL. Ver [8].

Definicién 2.5. Una n-variedad es un espacio métrico en el que cada punto
tiene una vecindad homeomorfa a R".

Sea K un complejo tal que el espacio M = |K| es una variedad. Entonces
M es una n-variedad triangulable.
Diremos que M es una n-variedad orientable si cada simplejo en que se divide
M tiene una orientacién, y en las caras donde se intersecan los n-simplejos
la orientacién inducida es contraria.

Definicién 2.6 (Isotopia). Sean f,g : X — Y homeomorfismos. Una
1sotopia entre f y g es un homeomorfismo G : X X I — Y X I tal que
G(z,0) = (f(2),0) y G(z,1) = (9(z),1) para todo v € X y G(z,t) € Y x {t}
para toda x y para toda t.

Teorema 2.7 (Propiedad Universal del Cociente). Sea (X, 7) un es-
pacio topologico, ~ una relacion de equivalencia en X,

p: (X, 7) = (£, Z) la proyeccion natural. Entonces para toda funcion
f:(X,7) = (Y,0) continua tal que si (p(x) = p(y) entonces f(x) = f(y)),
existe una tnica funcion f : (£,Z) — (Y,0) continua tal que f = fp, es
decir, el diagrama

(X, 7)1~ (¥, 0)

conmuta

Demostracion. Definimos



CAPITULO 2. PRELIMINARES

con esto ya tenemos que f = fp. Veamos que f es funcién y es tnica.

Sea [a] = [b], por demostrar f[a] = f[b]. Como [a] = [b] entonces p(a) = p(b),
por hipétesis f(a) = f(b), entonces f[a] = f(a) = f(b) = f[b], por lo tanto
f es funcién.

Para la unicidad supongamos que f = gp, entonces gla] = gp(a) = f(a) =
/la]. , ,

Por tltimo veamos que f es continua. Como f = fp es continua y 7 es la
topologia mas grande que hace continua a p, por lo tanto f es continua. [

Teorema 2.8 (El truco de Alexander). Toda funcion continua h : 0D — 0D,
donde 0D es la frontera de un n-disco D, se extiende a una funcion conti-

nua H: D — D. Ademds si h es homeomorfismo entonces también H es
homeomorfismo.

Demostracion. Definamos
H:D—=D

w = [lwllh ()

[Jw]]

H satisface el teorema. O
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Capitulo 3

Espacios cubrientes

La teoria de espacios cubrientes estd muy relacionada con el estudio del
grupo fundamental. Muchas preguntas geométricas acerca de los espacios
cubrientes se pueden reducir a preguntas puramente algebraicas sobre el gru-
po fundamental de los espacios.
Consideraremos a todos los espacios conectables por trayectorias y localmen-
te conectables por trayectorias.

Definicién 3.1. Sean X y X espacios topoldgicos conectables por trayecto-
rias y localmente conectables por trayectorias, p : X — X funcion continua,
suprayectiva, finita a uno (es decir que para todo v € X #p~(z) < 00).
Entonces p se llama espacio cubriente si y sélo si:

Para todo v € X ewiste U vecindad de x tal que para toda componente
U C p~Y(U) se tiene que p|U : U — U es un homeomorfismo.

Cada vecindad U como antes recibe el nombre de vecindad fundamental.

Lema 3.2. Sip: X = X es un espacio cubriente, X y X son conectables
por trayectorias, ¢ € X y a :[0,1] = X es una trayectoria tal que o(0) = x
y T € p~'(x), entonces existe una tnica trayectoria & : [0,1] — X tal que
a(0) =7 ypa = a.
X
a , lp
7/
/

I—a>X

15



Demostracion. Sea U una vecindad fundamental de x y supongamos que
TeUcCp ).

ter caso: &(I) € U definimos & : I — X como a(t) = p~t(a(t)), y esta
trayectoria cumple las propiedades requeridas.

2do caso: consideremos para cada t € [0, 1] una U; vecindad fundamental de
a(t). {Ui}ser es una cubierta abierta para el compacto a(I) y {a 1 (Us) }eer
es cubierta abierta de I, entonces existe A > 0 (nimero de Lebesgue) tal
que para todo s,t € I para el que |s — t| < A, existe r tal que s,t €
a™'(U,). Sea n € N tal que 1/n < A, entonces dividimos a I en subinter-
valos [0, %], [%, % e ["T_l, 1]. Observemos que « envia a cada subintervalo
en una vecindad fundamental en X. Definamos a sucesivamente sobre estos
subintervalos empezando con |0, %] como en el caso anterior. O

Lema 3.3. Sip: X = X es un espacio cubriente, X y X conectables por
trayectorias, x € X, o : [0,1|" — X funcidon tal que a(0) =z y T € p~'(x),

entonces existe una unica & : [0,1]" — X funcidn tal que a(0) =7 y pa = a.
Este lema se prueba de manera similar al Lema 3.2.

Teorema 3.4. Sean X y X conectables por trayectorias, p : XX espacio
cubriente. Entonces:

ps (X, F) = m (X, z)
es monomorfismo para toda T € p~'(x).

Demostracion. Definimos py[a] = [pa]. Sabemos que py es homomorfismo.
Por demostrar py es inyectiva, es decir, por demostrar ker(py) = {[z]}.
Supongamos que pgla] = [z], pero pxa] = [pa] = [z], por demostrar [a] =
[Z], es decir, que & es homotépica a z. Como pg[a] = [z] por lo tanto pa es
homotdépica a x, es decir, existe h : [0,1] x [0, 1] — X tal que h(y, 0) = pa(y)
y h(y,1) = z(y). Por el Lema 3.3 existe h : [0,1] x [0, 1] — X tal que h = ph.
Observemos que hg : [0,1] x {0} — X es levantamiento de p& que comienza
en Z. & también es levantamiento de pa, pero los levantamientos son tinicos,
por lo tanto hy = a. Por un argumento similar obtenemos que h; = 2. Por
lo tanto h es homotopia entre a y 7. O

Teorema 3.5. Si G < m (X, x) entonces existep : X=X espacio cubriente
tal que py(m(X,Z)) =G con T € p~*(z).

16



CAPITULO 3. ESPACIOS CUBRIENTES

La demostracion de este teorema puede ser consultada en [6]

Proposicion 3.6. Sean X y X espacios topolégicos conectables por trayec-
torias y localmente conectables por trayectorias. p : X — X espacio cu-
briente. Sea U espacio topoldgico conectable por trayectorias, f : U — X
continua, entonces existe f : U — X continua tal que pf = f si y sélo si

fami (U, 20) C ppmi(X,2), es decir,
X

af

/

U—f>X

st 1y solo si

(X, o)
fe 7 l
Pl P

-
-

(U, o) —},#>7T1(X,f($0))

Esta prueba puede ser consultada en [6].

Definicién 3.7. Una funcion continua f : X — Y es primitiva si y solo si
fu i m(X, %) = m (Y, %) es suprayectiva.

Proposicion 3.8. Sea f: X — Y funcidon continua. Entonces eriste
'+ X =Y primitiva yp: Y — Y espacio cubriente tales que f = pf', es
decir
Y
7

fl
//p
/

X?Y

conmuta.

Demostracion. Sea p : Y = Yel espacio cubriente tal que B
pxm(Y) = fam(X), por la proposicién anterior existe f' : X — Y con-
tinua tal que pf' = f. Verifiquemos que f’ es primitiva , es decir, f} es

17
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suprayectiva. Sea [a] € m1(Y), por demostrar que existe [a] € m(X) tal que
fyla] = [al.

pula] € ppmi(Y) = fam (YY), entonces pyla] = [B] € fami(X).

Sea [a] € m1(X) tal que fu[a] = [B], entonces py fiu[o] = fx[a] = [B], pero
pglal = [B], asi pyfyla] = pgl@ y como py es monomorfismo f[a] = [@].
Por lo tanto f' es primitiva. O

Definicién 3.9. Si X es un conjunto, el conjunto
S(X)={f:X = X|f es biyectiva}

tiene estructura de grupo respecto a la composicion de funciones. Este grupo
recibe el nombre de grupo simétrico en el conjunto de simbolos de X, y cada
f € S(X) se llama una permutacion de X.

Si #X = a, entonces escribimos S, = S(X). Si a < 0o, consideraremos
X ={1,2,...,a}.

El subgrupo de permutaciones de S(X) que dejan fijo a x € X recibe el
nombre del estabilizador de X y se denota por st(zx).

Definicién 3.10. Sea G un grupo y sea p : G — S, un homomorfismo,
decimos que p es transitivo si y sélo si para todo i, j existe f € p(G) tal que

f)=3.

Teorema 3.11. Sea G un grupo y H < G subgrupo tal que #(G/H) = a.
Entonces existe pg : G — S, homomorfismo transitivo tal que

pi(st(1)) = H.

Demostracion. Sea X = {z1,xs,...,} un conjunto de representantes de cla-
ses laterales izquierdas de G/H, con z; = e.
Definamos

PH : G— S(X)

g—=pu(g)=f:X—=>X
y
f: X=X
Tit—= Tj
st gv;H = x;H

18



CAPITULO 3. ESPACIOS CUBRIENTES

donde z;H = gx;H si y sélo si a:j_lgxi € H.
Por demostrar que pg es homomorfismo, es decir, pg(g192) = (pr91)(PHG2)-
Sea x; € H, tenemos

/)H(glgz)l"i =Zj
(PHQl)(PH!D)xi = PH(QI)JUﬂ = T2

De donde se tiene que

ij = q1927; H
riH = gow; H
TioH = gywyn H

esto ocurre si y sélo si

o g € H
ac;lngxi € H
T gz € H

multiplicamos las dos tltimas ecuaciones y obtenemos

T 1rinTy gaw; € H
T, g1927; € H

siy solo si xipH = gi1gox;H, por lo tanto z;o = ;. O

Teorema 3.12. Sea p: G — S, homomorfismo transitivo y H = p~*(st(1))
entonces p = py, salvo conjugaciones en S,.

Demostracion. Sea X = {x1,zs,...} representantes de las clases laterales
izquierdas de G/H, con z; = e.

Vamos a demostrar que #X = a. Como p es transitivo entonces #X > a.

Sea i # 1, px;(1) =4, # 1. Sea x; # z; y j # 1 entonces xj_lxi ¢ H asi
p(acj’laci)(l) = j1 # 1. Como p es homomorfismo se tiene que p(z;) " p(z;)(1) # 1.
En particular p(z;)(1) # p(x;)(1), por lo tanto #X < a.

Renumeremos a X, es decir, X = {z1,72,...} = {To1), To(2), .- }, asi te-
nemos p' = op(g)o~*. Vamos a demostrar que py(g) = p'(g). Supongamos
que pg(g)(j) =1, es decir, gz;H = x,H, entonces z; 'gz; = h € H, de aqui
tenemos que g = xlhxj_l. Por otro lado

p'(9)(4) = p'(@ihai ) (§) = p'(a:h) (1) = p'(2,) (1) = I. Listo!!! O

A este homomorfismo p transitivo le llamamos representacion transitiva.

19



Proposicion 3.13. Sean M y M complejos simpliciales y sea ¢ : M—M
espacio cubriente de k hojas, entonces x(M) = kx(M).

Demostracion. Sea T triangulacion de M y sea T triangulacion de M ,
¢ : T — T simplicial. Sea x(M) = x(T) = v — a + f, donde v, a, f son
el nimero de vértices, aristas y caras, respectivamente, de la triangulacién.
Sea o un n-simplejo en T', entonces p~!(o) consiste de k copias homeomorfas
01,09, ..., 0 € f, entonces el nimero de n-simplejos en T es k veces el niimero
de n-simplejos en T. Asi tenemos v = kv, a = ka, f = kf, por lo tanto

0

Proposicién 3.14. Sea ¢ : M- M espacio cubriente, M n-variedad orien-
table. Entonces M es variedad orientable.

Demostracion. Supongamos que M y M estdn trianguladas y ¢ es simplicial.
Queremos demostrar que los simplejos de M tienen una orientacién de tal
manera que la orientacién inducida en las caras donde se intersecan sean
contrarias. Fijemos una orientacién de M y sea ¢ un n-simplejo orientado de
M. Si ¢7}(0) =01 U0y U... es unién ajena de n-simplejos (¢ es cubriente
simplicial) entonces orientamos cada o; de tal manera que ¢| : 0; — o
conserve la orientaciéon. Sean oy y o2 simplejos en M tales que se intersecan
en una cara, entonces ¢ '(o1) y ¢ *(02) son colecciones de simplejos en M,
como ¢ es simplicial y continua, y al tomar un simplejo de ¢ !(o7) y otro
simplejo de ¢~!(02), entonces estos simplejos o bien no se intersecan o se
intersecan en una cara y la orientacién inducida en ella es contraria pues ¢
conserva la orientacion en cada simplejo, por lo tanto M es orientable. [

20



Capitulo 4

C-Homeomorfismos o giros de
Lickorish o giros de Dehn

Si M es una 2-variedad orientable podemos definir un homeomorfismo sobre
M como sigue: Sea c una curva poligonal simple cerrada en M. Una vecin-
dad de ¢ en M es un cilindro S* x I. Cortamos a M a lo largo de ¢, giramos
uno de los extremos del cilindro un angulo de 27, y lo volvemos a pegar.
Hemos definido un homeomorfismo de M que deja fijo a M excepto en una
vecindad de c¢. Este proceso se ilustra a continuacién.

21



S x|

cortamos

giramos pegamos

Un homeomorfismo PL de este tipo se llama c-homeomorfismo.
Sea k un poliedro

G ={f:k— k|f eshomeomorfismo PL}
es un grupo.
N, ={f € Gi|f esisotépicoa id}

Ny, es subgrupo normal de GGy. Los elementos de GG, estan en la misma, clase
lateral de Vi si y sélo si son isotopicos.

Definicién 4.1. Sea L; = g—’; Ly es el grupo de clases de isotopia de ho-
meomorfismos PL.

Si p1 y p2 son curvas en M diremos que p; ~. ps Si existe una suce-
sion de c-homeomorfismos hy, hs, ..., h,, v un elemento n € Nj, tales que
nh1h2 . hmpl = P2.

Como el inverso de un c-homeomorfismo es un c-homeomorfismo y Ny, es
normal en Gj;, ~,. es una relacion de equivalencia en el conjunto de curvas
simples cerradas de M.

22



CAPITULO 4. C-HOMEOMORFISMOS O GIROS DE LICKORISH O
GIROS DE DEHN

Lema 4.2. Si p; y ps son curvas poligonales cerradas, simples en M, tales
que p1 Y po Se intersecan en exactamente un punto entonces p; ~. ps.

Demostracion. Sea h; un c-homeomorfismo donde ¢ = ps. Si p; y p2 se in-
tersecan en el punto 7, h;p; es una copia de p; que se rompe en 7 con una
copia de c insertada en la rotura.

Py

* h \ hipy

Ahora tomemos ¢y una curva simple, cerrada en una vecindad de p;

hypy

Si hy es un c-homeomorfismo con ¢ = co, entonces hohip; es lo siguiente
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Existe una isotopia de M que manda hship; a ps, es decir existe n € N, tal

que nhahipy = p2 O
Corolario 4.3. Si p1,p2, ... ,pr son curvas poligonales simples cerradas en
M tales que p; interseca a p;11 en un solo punto (i = 1,2,...,r) entonces
b1 ~ec Dr-

Este corolario se sigue del lema anterior y del hecho de que ~, es relacién
de equivalencia.

Lema 4.4. Sean p y q curvas poligonales simples cerradas en M y sea V
una vecindad de q en M. Entonces existe una curva ps tal que p ~ py,
p.N(M\V)CpnN(M\V) yp. no interseca q, o la interseca precisamente
dos veces con interseccion algebraica cero.

Demostracion. La prueba es por induccién sobre el nimero de puntos de in-
terseccién r de py q. Sir = 1 por el lema anterior p ~, q y existe un n € Ny,
tal que ng C V, pero ng no interseca a q. En este caso tomamos p, = ng.
Sir = 2y p puede orientarse de tal manera que p tenga direcciones contrarias
con respecto a la orientacion de ¢, en los puntos de p N ¢ el lema es trivial.
Supongamos que el lema es cierto para curvas py q con r < k.

Sean curvas p y q tales que r = k. Orientemos a p y a q.

Caso 1

Supongamos que en dos puntos a y 8 de pNgq, que son adyacentes en ¢, p esta
orientado en la misma direccion en o y en 3 con respecto a la orientacion de

q.
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q

Sea p; una curva poligonal cerrada que empieza en un punto A contenido
en una vecindad de a, A € V, recorriendo muy cerquita de p (sin intersecar-
lo) hasta un punto B que estd en una vecindad de §, B € V, y llega hasta
A de manera que BA C V y BA interseca a p y ¢ en un solo punto.

q N
777777777777 p
A
p
Bl
W_/
V

Por el lema anterior p ~, p; y p1 N g contiene menos de k£ puntos. Exis-
te n € Ny talque npy N (M \V) CpnN (M \ V) y np; Ngq tiene menos de
k puntos. La hipétesis de induccién implica la existencia de un p, tal que
Ps ~e NP1 ~. p que tiene las propiedades que necesitamos.

Caso 2

Supongamos que hay tres puntos consecutivos sobre ¢ de p N ¢, digamos
a, B, tal que p estd orientada en direcciones alternadas con respecto a la
direccién de q.
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Y
y
5 Y
Y
a

Uno de los segmentos @y 6 J& de p no contiene a . Supongamos que
tal segmento es ya. Tomemos c la curva cerrada, mostrada a continuacién,

o>

,,,,,,,,,

c empieza en un punto B € V contenido en una vecindad de v, continia
por una vecindad de p, sin intersecar a p, hasta A € V cerca de «a y sigue
hasta B. AB C V, AB interseca a p dos veces y a ¢ una vez.

Si h es un c-homeomorfismo definido con esta ¢, hp C V como se muestra.
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Entonces existe un n € N,; tal que nhp es como sigue,

q

—

nhp

— |\

n se escoge de manera que nhp N (M \V) C pn (M \ V), y tal que nhp
interseque a g dos veces menos de lo que p interseca a q. Ahora p ~. nhp
y, por hipotesis de induccién, nhp ~. p, es una curva con las propiedades

exigidas. O
Corolario 4.5. Sip,qi,qo, ... ,q, son curvas poligonales simples cerradas en
M con g;Ngq; = 0 si1+# j, eriste una curva p, tal que parai=1,2,...,1 ¥

P« MO interseca a q;, 0 py interseca a q; dos veces, con interseccion algebraica
cero. También p ~, p,.
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Demostracion. Tomemos V; vecindad de ¢; tales que V; N V; = 0 si i # j.
Aplicamos el lema a p, q; y V; para obtener una curva p; tal que p; interseca
a ¢ a lo mas dos veces y p; ~. p. Ahora aplicamos el lema a p;,q y Vs,
para obtener ps tal que sélo interseca a ¢, a lo mas dos veces y ps ~. p1 ~¢ P.
Como pa N (M \Va) CpiN(M\Va) y ¢n € M\ Va, py interseca a ¢ a lo més
dos veces. Continuando de esta manera obtenemos una p, tal que p ~. p, y
p, interseca a cada ¢; a lo mas dos veces. Entonces p,, tiene las propiedades
correctas para p. o p, interseca algun g; sélo una vez. En este caso por el
Lema 4.2, p, ~c q; ¥ q; ~ p« donde p, no interseca g;. O

Ahora tomemos M una 2-variedad cerrada, conexa, PL, orientable, a la
que pensaremos como una esfera con asas. Consideremos una asa tipica con
curvas poligonales ¢,, gg, g,. Diremos que una curva p no interseca la asa si
no interseca a gg, y diremos que una curva que no interseca la asa atraviesa
la asa si interseca a ¢, un nimero impar de veces.

Lema 4.6. Sip es una curva poligonal simple cerrada en M entonces
P ~. P«, donde p, no interseca a ninguna de las asas de M.

Demostracion. Sean g1, qs, ... ,q., €l conjunto de curvas poligonales cerradas
ajenos en M tales que para cada asa de M, alguna ¢; va alrededor de la asa
como lo hace g y otra g; va alrededor de la base de la asa como g,.

El Corolario 4.5 implica que p ~, p; donde p; no interseca a ¢; o interseca a
q; dos veces; y si ésto ultimo ocurre, entonces p; va en direcciones opuestas
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en cada uno de estos puntos.

Consideremos una asa en M. Si p; interseca la asa entonces corta a q,, se
tuerce alrededor de la asa cortando a gz sélo dos veces y luego corta a g, y
estd lejos de la asa en cuestién.

Entonces existe un n; € Ny tal que nyp; no interseca a gg, y n1 deja fijo a
M en el complemento de la asa.

Un argumento similar aplicado a cada asa permite encontrar una sucesion de
elementos de Ny; que envia a p en una curva p, que no interseca a gg. O

Después de demostrar estos resultados Lickorish prueba en [4] el siguiente

Teorema 4.7. Cualquier homeomorfismo h PL de una 2-variedad M ce-
rrada, conexa, orientable, PL, que conserva la orientacion, es isotopico al
producto de una sucesion de c-homeomorfismos

Un esbozo de esta demostracion es:

Demostracion. Si M es una 2-esfera, por el Truco de Alexander, h es isotépico
a la identidad.

Si M tiene género g > 0, podemos encontrar una sucesion de giros hy, ho, ... , h,
una n € Ny tales que nhyihs ... h.h deja fijas a las curvas q,, g, ¢, de algu-
na asa de M; podemos entonces cortar esta asa a lo largo de ¢, y cerrar la
variedad resultante con un disco para obtener una superficie M’ de género
g — 1 < g; por el Truco de Alexander podemos extender a nhihs...h.h al
disco con el que cerramos a M' y podemos aplicar induccién sobre el género
de M. O

Un resultado més fuerte que prueba Lickorish en [5], y que serd de gran
utilidad para este trabajo es el

Teorema 4.8. Cualquier homeomorfismo h PL de una 2-variedad M cerra-
da, conexa, orientable, combinatoria es isotopico al producto de una sucesion
de c-homeomorfismos sobre la siguiente coleccion de curvas, sequido posible-
mente de una reflexion.
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Capitulo 5

3-variedades y
descomposiciones de Heegaard

Definicién 5.1. Un cubo con k-asas es una 3-variedad conexa con frontera
una superficie tal que existen k discos ajenos propiamente encajados cuyo
complemento es una 3-bola.

Las fronteras de los discos propiamente encajados se llaman meridianos.
La siguiente figura muestra un ejemplo de un cubo con k-asas.

Teorema 5.2 (Descomposicién de Heegaard). Sea M una 3-variedad
cerrada conexa orientable. Entonces existen Vi,Vo C M cubos con asas tales
que M =V UVa y ViNVe =0V NoVe =90V = 0Vs.

Demostracion. Sea K una triangulacién de M. Definamos

Vi := vecindad regular del 1-esqueleto de K

Vo= M\ V;

Efectivamente tanto V7 como V5 son 3-variedades conexas con frontera una
superficie. Verificaremos que cada una tiene k£ discos cuyo complemento es
una 3-bola.
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Para V; tomemos un disco propiamente encajado por cada arista que corte a
Vi precisamente en esa arista. Supongamos que tenemos r discos dy, ds, . . . d,
cuyo complemento son dos componentes C; y Cs, pegamos C; y Cs por un

disco d;, entonces los k = r — 1 discos de V; son ds, ds, ... ,d,.. Si existe otra
componente (3, entonces se la pegamos a C; Uy, Cs por do, y los k =17 — 2
discos de V; son ds,dy, ... ,d, y do v asi sucesivamente, es decir, si tenemos

n componentes al cortar por los r discos, entonces k =7 — (n — 1)
Veamos que pasa para V2. Supongamos que el 1-esqueleto es

Entonces un pedazo de V5 se ve como

En general V5 serd unién de cosas como las de la figura anterior pegadas
por la frontera, y los k£ discos de V5 se obtienen de los 2-simplejos de M. Por
lo tanto Vi y V5 son los cubos con asas que se buscan (y tienen el mismo
género pues V; y Vs comparten la frontera).

O

Definicién 5.3. Sea M una 3-variedad conexa, definimos el género de Hee-
gaard de M como sigue

h(M) =min{k e NU{0}: M =Vi Uy Vo, V; cubos con asasy gen(dV;) =k}

A continuacién vamos a demostrar que si h(M) = 0 entonces M = S3

Demostracion. Supongamos que h(M) = 0 entonces gen(0V;) =0y
OV; = S2. Luego V; = B3 por lo tanto M = B3 U, B3.

32



CAPITULO 5. 3-VARIEDADES Y DESCOMPOSICIONES DE
HEEGAARD

Sabemos que S® = B3 U;; B?
Tenemos que:

B} U B3 B L B3
M=—"—"2% h:9B} 9B} S°=—"1—2

x ~ h(x) T~

Ambos son cocientes

B3 LI B3 B3 L B3
PlJ{ \LPQ
M S3

donde p; y p2 son las proyecciones.

Queremos usar la Propiedad Universal del Cociente, es decir, encontrar una
f:B3U B3 — B3B3 y usar la composicién pof : B} U BS — S% para
verificar que si p;(z) = p2(y) entonces pof(x) = pof(y) v asi existird una
f: M — S® que resultard ser homeomorfismo.

Observemos que por el Truco de Alexander h se extiende a un homeomorfismo
H

0B "~ 9B3

L,

H
B —— B}

Definamos:
f:B}uUB:— BUBS
z+> 258 2€ B3
2+ H(z)size B}

Claramente f es continua. Supongamos que p;(u) = p2(v) (siy sélo siu = v
o h(u) = v), queremos demostrar que psf(u) = p2f(v). Si u = v es claro.
Supongamos h(u) = v, es decir, u € dB; y v € B3, entonces f(u) = H(u)y
f(v) = v, por demostrar poH(u) = p2(v). De poH (u) = poh(u) = pa(v). O

Con una demostracién andloga se obtiene el siguiente:

Lema 5.4. Si M =V U,V y h : OV — 0V se extiende a H : V — V,
entonces M =V U;; V.
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Y de este lema se obtiene:

Corolario 5.5. Sean M =V U,V y N=V U,V ygth:9V — 9V se
extiende a H : V — V. Entonces M = N.

Proposicion 5.6. Sea V' cubo con asas, h: OV — OV se extiende a
H:V =V siysolo si h manda a un sistema de meridianos de V en un
sistema de meridianos de V.

Demostracion. Un sistema de meridianos es el conjunto de las fronteras de
los k discos ajenos de V' cuyo complemento en V' es una 3 — bola.

<) Supongamos h : dV — JV manda un sistema de meridianos en un
sistema de meridianos. Por demostrar que existe H : V — V tal que

H|0V = h.

Tenemos h; = h|m; : m; — m; donde m; son los meridianos. Por el Truco de
Alexander cada h; se extiende a H; : k; — k;, donde k; son discos tales que
Por otro lado sabemos que al cortar a V' por los k£ discos obtenemos una
3-bola B? y para la cual tenemos una funcién A’ : S? — S? definida por h.
h' se extiende a H' : B®* — B3 (otra vez por Alexander). Con todo esto
definimos

H:V =V
x> Hi(x) six €k;
x— H'(zx)sizeV\Ek;

=) Obvio. O

Proposicion 5.7. Sea M una 3-variedad compacta, W C intM 3-subvariedad
conexa compacta. OW compacta. X = M\ W. Supongamos M = X Uy W
con f: OW — 0X homeomorfismo. Sea h : OW — OW homeomorfismo y
sea M' = X Upp, W. Si h es isotdpica a la identidad, entonces M' = M.

Demostracién. Como h es isotépica a id, entonces h~! también es isotépica
a la identidad y existe

H:0W xI—0W x1 tal que
H(w,0) = (A~ (w),0)
H(w,1) = (w,1)
H es homeomorfismo y H(w,t) = ({(w),t) para todo t, w
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Por otro lado sabemos que: Existe V C W tal que V es vecindad de OW en
Wy V=20W x 1, es decir, existe a : V — W x I homeomorfismo tal que
a(OW) = oW x {0} y a(w) = (w,0) para w € OW.

Observemos que:

XU XU
V- W W

z ~ f(z) @~ fh(z)

Queremos definir g : X UW — X U W tal que si p;(u) = pi(v) entonces
pag(u) = pag(v) para completar el siguiente cuadrado (por la Propiedad
Universal del Cociente)

XUW—2-XUuWw

| 2

M--<-=M
Definamos
(z)=4 ° si zeW\V
9\ = a‘Ha(z) si z€V

g es continua pues coincide en VN W \ V y estd bien definida.
Supongamos p;(u) = p1(v) esto pasa siy sélosiu=v o f(u) =v. Siu=v
entonces pag(u) = pag(v). Si f(u) = v, entonces u € OW y v € 90X y por lo
tanto g(v) = v y g(u) = a 'Ha(u). Por demostrar pog(u) = pag(v), que es
equivalente a demostrar que fha 'Ha(u) = v.

fha ' Ha(u) = fha ' (h™(u),0) = fhh ™ (u) = f(u) = v.

Por lo tanto pag(u) = pag(v). O
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Capitulo 6

Cubiertas ramificadas

Definicién 6.1. Una funcion ¢ : M™ — N™ entre variedades se llama
cubierta ramificada si es finita a uno, abierta, continua y propia. Finita
a uno quiere decir que #¢ '(z) es finito para todo x € N™. Abierta que
para todo U C M™ abierto o(U) C N™ es abierto. Propia que cumpla que
@ H(ON™) = oM™,

En los ejemplos que nos interesan el conjunto de puntos de M™ en los
que ¢ no es homeomorfismo local, es un subpoliedro de M™ de codimensién
dos (se sabe que ésto es cierto en general). Este conjunto se llama conjunto
singular. La imagen en N del conjunto singular de la cubierta ramificada ¢
se llama conjunto de ramificacién y se denota por B, el cual también es un
subpoliedro de codimensién dos. Las fibras de ¢ son los subconjuntos finitos
¢ Hy), y € N™. Una fibra ¢'(y) es principal si y € N™\ B,.

OBSERVACION: @ : M™ — N™ es una cubierta ramificada si y sélo si ¢
es continua, abiertay ¢ : M™\ ¢ '(B,) — N™\ B, es un espacio cubriente
finito.

Dos cubiertas ramificadas ¢g,1 : M™ — N™ son equivalentes si existen
homeomorfismos f: M™ — M™ y g: N™ — N™ tales que gpo = 1 f.
Son b-homotépicas si existe una homotopia 6; : M™ — N™, 0 <t <1, tal
que 0y = @y, 01 = @1, y cada 6; es una cubierta ramificada.

Sip: M™ — N™ es una cubierta ramificada, el grado de ¢ o el niimero
de hojas de ¢, grad(yp), es la cardinalidad méxima de una fibra.
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6.1. CLASIFICACION DE CUBIERTAS RAMIFICADAS EN
DIMENSION DOS

6.1 Clasificacion de cubiertas ramificadas en
dimension dos

OBSERVACION: Si ¢ : M2 — N? es una cubierta ramificada entre superfi-
cies, entonces B, es un conjunto finito de puntos de N2.

Proposicién 6.2. Sea ¢ : M?> — N? una cubierta ramificada. Sea p € By,
D C N? disco tal que p € int(D) y DN B, = {p}. Sea U C ¢7'(D)
componente conexa. Entonces

1. U es un disco
2. o|U es equivalente a z — 2¥ k > 2, para z € D*> C C

Demostracion. ¢|U : U — D es sobre, continua, abierta y finita a uno, es
decir, es cubierta ramificada. o|U \ ¢ (p) : U \ ¢ *(p) — D\ {p} es espacio
cubriente, sabemos que my (D \ {p}) = Zy m (U \ ¢ 1(p)) C m(D\ {p}) =Z
Y por el lema siguiente:

Lema 6.3. Sea H < Z subgrupo entonces H = {0} o H = kZ.

Asi que (U \ ¢ 1(p)) = kZ y tal k es la de la funcién z — 2*. Por otro
lado |U \ ¢~ *(p) es finita, orientable, compacta y x(U \ ¢~'(p)) = 0 por lo
tanto U \ ¢! (p) es un anillo y ¢~*(p) = {punto}, asi que U es un disco. [

A este nimero k se le llama grado local de x € M?, y se denota por
grad(p,x) = k.

Proposicién 6.4. Sea ¢ : M? — N? cubierta ramificada de grado n, enton-
ces

X(M?) = nx(N?) — X(grad(p,x) — 1)

donde la suma se extiende sobre todo x en el conjunto singular de . FEsta
expresion recibe el nombre de formula de Riemann-Hurwitz.

Demostracion. Supongamos que N2 = D? y que ¢ sélo tiene un punto de
ramificacién y grad(p,z) = n.

Entonces M? = D?, ya que si tomamos V una vecindad regular de B, en-
tonces | M2\ ¢ (intV) : M? \ p=!(intV) — D?\ V es espacio cubriente,
y se tiene que x(M?\ ¢~ (intV)) = 0 y como M? \ ¢! (intV)es orientable,
conexo y con dos fronteras, entonces es un anillo, por lo tanto M? = D2
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Luego nx(D*) —(n—1)=n—-n+1=1y x(M?) =1.
Tomemos N? que no sea disco y B, = {qj};-”:l, sea V' una vecindad regular
de los puntos de ramificacién en N2 entonces V = V; LUV, ...V, donde
V; & D? es vecindad de ¢; y V; N B, = {p;} para j = 1,2...m. Entonces
| M?\ o (intV) — N2\ intV es espacio cubriente, por lo tanto
X(M2\ o t(intV)) = nx(N? \ intV).
e '(V;) = VaUVpU...UVy,. Seapy € Vyparal =1,2,...,k;. Sea
dj = grad(e,pp) y S0 dj=n para j =1,2,... ,m.
X(N? \int(V)) + m = (V)

X(M?\ o~ H(intV)) + 3270, by = x(M?)
X(M?) = x(M?\ @ (intV)) + 370, by = nx(N? \ intV) + 370, kj =
=n(x(N?) —m) + 37" kj = nx(N?) —nm + Y7 kj =

= "X(N2) - Zg1 dy — 2221 doy — ... — Z;ZH dmi + Z;n:]_ kj =
= nx(N?) - (E;fil du — k1) — (kail do — ka) — ... —k(ZfZl At — ki) =
= nX(NZ) - zi1(d1l - 1) - lil(dﬂ - 1) e Zzgl(dml - 1) =

kj,m
= nx(N2) - Zlil,j:l(grad((Pupjl) —1)
Por lo tanto
X(M?) = nx(N?) = 3 (grad(p, z) — 1)
donde la suma varia sobre todos los puntos singulares. O

Una cubierta ramificada ¢ : M? — N? est4 determinada por el espacio
cubriente g : M?\ ¢™*(B,) — N2\ B,. Y éste queda determinado por
un homomorfismo p, : m (N?\ By, *) — S,, donde S,, denota el n-grupo
simétrico en n simbolos y x € N2\ B, es un punto base. La representacién
p, estd determinada mdédulo automorfismos interiores de S, al escoger una
correspondencia 1 a 1 7' (%) + {1,2,... ,n} y asignamos a un lazo a €
N?\ B, basado en * la permutacién de {1,2,...,3} inducida al levantar «
en los distintos puntos de ¢! (x)

Teorema 6.5 (Teorema de Clasificacién de Hurwitz). Dos cubiertas ra-
mificadas ¢, : M? — N? i = 1,2 son equivalentes si y sélo si existe un
homeomorfismo h : (N?, By, x) — (N?, By, %) tal que p, = pyh..

Demostracion. =) Sean ¢, : M? — N2 i = 1,2 cubiertas ramificadas
equivalentes, entonces existen f : MZ — M2y g : N> — N? homeomorfismos

tales que ¥ f = gp.
Sea h = g por demostrar
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1' g(B<P) = B"/Ja

2. pp = Pygs-

1) Sea z € g(B,) = 3y € B, 3 g(y) = =.

Por demostrar x € By, es decir para cada vecindad V de z y alguna com-
ponente U de 9 1 (V), 4|U no es homeomorfismo. Sea V' vecindad de y.
Sea U’ una componente de ¢~'(V'). Tomemos f(U) = Uy g(V) =V.
Entonces 9|U no es homeomorfismo ya que si lo fuera, implicaria que ¢|U '
seria homeomorfismo también. Por lo tanto x € By.

Para demostrar que B, C g(B,) se procede de la misma manera sélo que
ahora tomamos inversas de f y g.

2) Por demostrar p, = pyg.. Sea w € m (N \ B,), queremos ver que

pow = pypgw. Sea j € {1,2,...,n}, verificaremos que p,w(j) = pypgw(j).
Si w es un levantamiento de w bajo ¢ tal que w(0) = j, entonces

w(1) := p,w(j). Si gw es un levantamiento de gw bajo 9 tal que

gw(0) = f(j), entonces gw(l) := pyg.w(j).

Como ¢ f = fo, por lo tanto fw(1l) = gw(1).

<) Usaremos el teorema de espacios cubrientes:

Sea p: X — 7, QZ: Y — Z, espacios cubrientes, si ¢pumi(X) y ibv#m (Y) son
conjugados. Entonces existe f : X — Y homeomorfismo que conmuta con ¢
y con 1.

Supongamos que existe h : (N2, By, %) — (N2, By, ) tal que p, = pyh.
implica que pyum (N2 \ B,) y ¢umi(N? \ By) son conjugados. Tomemos
G: M2\ o (B,) = N2\ B, y ¥ : M2\ ¢ (By) — N2\ B, ambos son es-
pacios cubrientes. Entonces existe f: M2\ ¢™'(B,) — M2\ ¢(By) ho-
meomorfismo. Usamos el Truco de Alexander en vecindades de los puntos
de B, y By para extender f y obtener f : M7 — M7 homeomorfismo, y a
la vez extendemos ¢ y {/; y por lo tanto 9 f = hy y por lo tanto ¢ y % son
equivalentes. O

Teorema 6.6 (Teorema de Existencia de Hurwitz). Para un conjunto

finito B C N? y una representacion transitiva p : m (N?\ B, *) — S, existe
una cubierta ramificada de n hojas ¢ : M* — N? con B, C B y p, = p.

Demostracion. Para esta esta prueba es necesario el siguiente:
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Lema 6.7. Sean M y N superficies, B C N, A C M conjuntos finitos,
@: M\ A— N\ B espacio cubriente. Entonces existe ¢ : M — N cubierta
ramificada tal que p|M \ A = @.

Demostracion. Lo que deseamos hacer es extender . Supongamos que
#B =1, B = {z}. Sea D un disco alrededor de z. Tomemos $(D), te-
nemos los siguientes casos:

i) (D) € M\ A, en este caso ¢ = @

ii) 71(D) € A y la imagen no estd en B, aqui tampoco hay problema

iii) ~1(D) € A y la imagen no estd en B. Usamos el Truco de Alexander.
El resto es por inducciéon sobre #B. O

Para el teorema tenemos que p : m;(N? \ B, *) — S, induce un espacio
cubriente de alguna M?, asi tenemos @ : M? — N2\ B espacio cubriente.
Por el lema, existe ¢ : M? U F — N? cubierta ramificada tal que B, C B,
la representacién de esta cubierta es p, : w1 (N2 \ B, *) — S, para la cual se
tiene que py(a;) =1sia € B\ By, y py(a;) = p(a;) si a; € B, y a; ¢ B, por
lo tanto p, = p. O

6.2 Cubiertas ramificadas simples

Definicién 6.8. Una cubierta ramificada ¢ : M™ — N™ de grado n > 2
es simple si para cada x € N™ la fibra ¢~ () sobre x consiste de al menos
n — 1 puntos. Y, por lo tanto, contiene a lo mds un punto singular de grado
local dos en cada fibra.

En el caso de una cubierta simple ramificada ¢ : M? — N2 donde M? y
N? son 2-variedades, la férmula de Riemann-Hurwitz toma la forma

x(M?) = nx(N?) —k

donde k es la cardinalidad del conjunto de ramificacién B, y n = grad(yp).
Similarmente el sistema de Hurwitz para ¢ es especialmente simple ya que
todas sus permutaciones resultan ser transposiciones en .S,,.

Teorema 6.9 (Teorema de Unicidad). Si M? es una 2-variedad conera,
entonces cualesquiera dos cubiertas simples @g, 1 : M? — S? de n hojas son
equivalentes.
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Por el Teorema de Clasificacién de Hurwitz la prueba se reduce a la ma-
nipulaciéon combinatoria de “sistemas de Hurwitz”.
Por la formula de Riemann-Hurwitz observamos que:
x(M?) = nx(S?) — #By,
X(M?) = nx(5?) — #By,
implica #B,, = #B,, = #B, es decir, se puede suponer que ambas cubiertas
tienen el mismo conjunto de ramificacién B. Por una isotopia de S? podemos
tomar el mismo punto base * € S?\ B. Sean pg, p1 : ™ (S \ B,*) = S,
las representaciones correspondientes que determinan a g y 1. Por el Teo-
rema, de Clasificacion de Hurwitz es suficiente encontrar un homeomorfismo

f:(S?% B, x) = (5% B, ) tal que

I

71 (5% \ B, *) m1(S%\ B, %)

conmuta.

Escogemos una orientacién de S? y describimos py (0 p1) por una sucesién
A= (aq,09,...,0r) de permutaciones en S, tal que

1) 10 = - - O = 1.
2) Cada «; es transposicién (g es simple).
3) {a1,as,...,qn} genera un grupo transitivo en S, para algin n.

Es suficiente encontrar un homeomorfismo f : (S?, B,*) — (S?, B, x) que
convierta a A en una sucesién de transposiciones para ¢;. Mejor aun es su-
ficiente poner la sucesiéon A en una forma canénica que sélo dependa de n y
k.

La operaciéon basica esta dada por el:

Lema 6.10. Eziste un homeomorfismo h : (S, B, x) — (52, B, %) que efectia
el siguiente cambio:
(con s Qim1y 0y g1, Qi o) 2 (Lo, Qimt, QOGO QG Qliga, )
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Demostracién. Escogemos un disco que contiene a b; y bi41 en S? y giramos
bi, b;11 junto con el interior del disco 180 grados hacia la izquierda y vemos
el efecto que tiene sobre A. Fuera del disco no sucede nada.

82

h, : 71'1(52 \ B) — ’/T1(S2 \ B)
1 — T

To > To

Ti1 = Ti
-1
Ti = TiZip1%;
Tiy1 — T

Tit2 > Tip2
T = Tg
Ademaés esta operacién conserva la transitividad, es decir, si:

{-..,a; 1,05 Qi1,. ..} es transitiva entonces {... ,a; 1, 01104, 04, ... } €8
transitiva. Para ver este hecho supongamos que

Si pasa (a) se tiene ;o115 = (T123).
Si pasa (b), entonces a;a;110; = (T324).
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Y si pasa (c) se tiene ;a1 = (2122).
En los tres casos se conserva la transitividad. O

Esta operacién y su inversa no alteran las propiedades (1),(2) y (3) de A.

Lema 6.11. Sea (aq,an,... ,ax) la sucesion con las propiedades (1), (2) y
(8). Siar = (x1 x2) y z es un simbolo, entonces A es equivalente a

(/Bla a1, 02, ... 7ak71)
donde By = (2 x3).

Demostracion. Sea a3 = (z172) entonces podemos encontrar algin subse-
cuente o; = (z223). De no ser asi se tendria que a;(z2) = x5 para todo i, es
decir, x5 se queda fijo y ajas - - - ag(x1) = 22, lo que es una contradiccién. Al
aplicar la inversa de la operacion del Lema 6.10 podemos asumir que o; = aa
y similarmente para az = (23%4), s = (x475),etc, ..., hasta encontrar un
a, = (2,2). Movemos a,_; al r-ésimo lugar

(oo (@ra1my), (1), o) = (oo (@p11), (Tp12y) -0

y obtenemos un nuevo ., 1 = (2, 12). Aplicamos esta operacién hasta hallar
ay = (z2), al cambiar a ay al primer lugar obtenemos la sucesién

((z22), (2172), - - -, (Tr121)).
O
Ahora el Teorema de Unicidad se reduce al siguiente resultado:
Proposicién 6.12. Cualquier sucesion A = (o, @, ... ) en S, que sa-

tisface (1),(2) y (3) se puede poner de manera candnica
(12), (12),...,(12),(12),(23),(23),(34), (34),... , (n =1 m),(n =1 n)
usando la operacion del Lema 6.10 y su inversa.

Demostracion. De ajas---ap = 1 se tiene que k es par, de otra manera se
tendria que ajas---ag_1 = ag, el lado izquierdo de esta igualdad es una
permutacién par y el lado derecho es impar, lo cual es una contradiccion.
Usaremos induccion sobre k para demostrar que podemos reordenar a A de
tal manera que as;_1 = ag; parat=1,2,... ,my k = 2m.

Si k = 2 entonces A = (v, az) por la propiedad (1) se tiene ajas =1 lo que
implica a; = as.

Supongamos que la Proposicién es cierta para n < k. Supongamos que
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a3 = (z172) entonces por el lema anterior, tenemos as = a;. Si 1 0 Zo
aparece en algun «; para ¢ > 2, volvemos a aplicar el lema anterior hasta
obtener una sucesién

(041, Qg ... 09, X241, . - - ,Oék)

tal que a1 = a2 = ... = ag; = (2122) y «; deja fijo a z; 0 a x5 para
j=2i+1,... k.
Entonces por hipétesis de induccién la sucesion

(a2it1,. .-, )

aplicada al simétrico con un simbolo menos, cumple lo que deseamos.
Asi tenemos la sucesion

(x122), (T122), . .. , (X122), (X122), (T23), (X23), . .. , (T, 12.), (Tp 12)).

Usamos el lema anterior para obtener

(12), (12), (12), (12), ... , (12), (12), (23), (23), ..., (34),(34),... ,(r=1 1), (r—1 7)

Observemos que puede haber mas de dos transposiciones (¢ —1 ) para
© > 3, pero con las siguientes operaciones que se derivan del Lema 6.10

l-(.oymzyy,...)— (-, y, 2,2, . .)
2- (o, y, Yy ) = (o YTy, YTy, Y, Y, - - )

podemos obtener la sucesién con un nimero par de transposiciones (12) y
parejas de transposiciones (i —1 ) para i > 3.
Por ejemplo, sea la sucesion

(12),(12), (12), (12), (23), (23), (23), (23)
por (1)

(12),(12), (23), (12), (12), (23), (23), (23)
otra vez por (1)

(12),(12), (23), (23), (12), (12), (23), (23)
usamos (2)

(12),(12), (23), (23), (13), (13), (23), (23)
nuevamente por (2)

(12),(12),(12), (12), (13), (13), (23), (23)
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y finalmente usamos (2)

(12), (12), (12), (12), (12), (12), (23), (23).

0

6.3 Realizacion de homeomorfismos en cubier-
tas simples ramificadas

Definicién 6.13 (Giro de arco). Sea a un arco en N? definimos el giro
de arco t(a) : N* — N? como sigue: Sea D un disco vecindad de a; fuera
de D definimos t(a) como la identidad, en D definimos t(a) como un giro de
180 grados en la direccion de la orientacion de 0D, de manera que manda
al arco a en si mismo con los extremos intercambiados.

OBSERVACION: Un giro de arco es isotépico a la identidad.

Teorema 6.14. Sea M? una 2-variedad conexa, sea ¢ : M? — S? una cu-
bierta simple ramificada de n > 3 hojas y sea f : M?> — M?* un homeomor-
fismo. Entonces existen homeomorfismos h : M?> — M? y h: S> — S? tales
que h es isotopica a f y el diagrama

M2_h>M2

ol e

Sz_h>52

conmuta.

Demostracion. Antes necesitamos el siguiente:

Lema 6.15. Sea ¢ : A — D una cubierta de dos hojas donde A es un anillo,
D un 2-disco, y el conjunto de ramificacion es B = {y1,y2} C D. Entonces
el giro sobre el arco a que conecta y, con ys en D se levanta (salvo isotopia
rel frontera en A) a un giro en el dnima de A, t(p~'(a)).

Demostracion. Lo que se quiere demostrar es que
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Por la Proposicion 3.6 esta demostracién se reduce a demostrar que

t(a)pppm(A\ ¢ (B)) C pp(m(A\ ¢ (B)))
Veamos que @xm (A\ ¢ 1(B,)) =< 23, 1175 ", 1172 > ¥

t(a)y(z1) = 72
t(a)p(r2) = 23" 27 w2
Aplicamos t(a)y a cada generador de pumi(A\ ¢ 1(B,))
t(a)y(2i) = 23
t(a)y (2175 ") = 2129
t(a)(2122) = 212y

por lo tanto

< X3, X1 Ta, Ty "Wy >C pum (A\ <p’1(B¢,))

O

Sea S? con una orientacién fija y M? orientada de manera que ¢ con-
serve la orientacién. Sea M? de género g y sean a;,bjcon i = 1,2,... .9y
ciconi=1,2,...,9—1las curvas en M? que se indican en la siguiente figura

Probaremos que cada uno de las giros en estas 3g — 1 curvas se realiza sal-
vo isotopia por un levantamiento de giros en S?. Esto completa la prueba
cuando f conserva la orientacién ya que Lickorish ha mostrado que tal f
es isotopica a una composicién de giros en esta coleccién de curvas. Ver el
Capitulo 3.

Sea MZ una copia de M? y sea o : MZ — S? una cubierta ramificada de dos
hojas, que es la proyeccién natural del cociente de la involucién 7' que gira
MZ 180 grados sobre el eje horizontal, (cubierta de dos hojas).

#B,, = 29+ 2, y el sistema de Hurwitz le asigna a las curvas alrededor de
estos puntos la transposicién (12) € Sy. Por la férmula de Riemann-Hurwitz
9 es efectivamente una cubierta de S2.
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Veamos que si tomamos una vecindad regular anular de las curvas

03 (@) 05 (G),05 " (b1) ¥ @5 (by) resulta que @, es equivalente a la cubierta
ramificada del Lema anterior. Asi tenemos que el giro en estos arcos a;, ¢;
se levanta a giros en las curvas a;, ¢;, b1, by. No es claro que que los giros en
ba, bs, ... ,by—1 se puedan realizar de esta manera y por un cédlculo como en
el Lema anterior, de hecho es imposible.

Sea (n — 2)S? la uni6n ajena de (n — 2) copias de S? y extendemos 5 a una
cubierta de grado n

@ MU (n—2)S* — S?

para (n—2)S? definimos a ¢!, como la identidad. Sea ¢” una cubierta simple
de grado n, ¢! : §* — S2. Su sistema de Hurwitz le asigna, por el Teorema
de Existencia de Hurwitz, las transposiciones:

(12), (12), (13), (13), ... , (1n), (1n)

al conjunto de ramificacion.
Sea @, : (Mg U (n — 2)5%)#;5? — S?#S5? obtenida de ¢/, y de ¢! mediante
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la suma conexa en un punto de ramificacion el que le corresponda una trans-

o a2
NG N
(o o

@

1n1)

= & o

A @n)

Como (M U (n — 2)S?)#S* = M? podemos tomar a ¢, como modelo
para ¢ (por el Teorema 6.9).

Ahora ¢ *(a;) consiste de las curvas a; en MZ y (n — 2) arcos que son en-
viados homeomorfamente por ¢,. Por lo tanto el giro t(a;) se levanta a la
composicién de t(a;) y (n-2) giros, estos tltimos son isotépicos a la identidad,
asi que el levantamiento de ¢(a;) es isotépico a t(a;). Similarmente ocurre
para t(¢;), es decir el levantamiento de ¢(¢;) es isotépico a t(c;).
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Solo falta encontrar arcos b; en S? tales que los levantamientos de t(b;) sean
isotépicos a t(b;). Tomemos los siguientes arcos b; en S.

(12) (12) (12 (12) (13)  (13) (In

(In)

visto desde “arriba” tenemos

213,13 @D (n) an)

(1n-1)

Un arco b; se levanta en n arcos d;i, d;s, . . . , din, que tienen interiores ajenos,
y los arcos d;1, d;3 tienen los mismos extremos y los demds arcos son ajenos.

20
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figura A
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Sea b; el lazo formado por d; U dj3. Al igual que antes el giro #(b;) en S?
se levanta a la composicién de los giros ¢(b;) y los ¢(b;;) para j # 1, 3; éstos
tiltimos son isotépicos a la identidad. Asf el levantamiento ¢(b;) es isotépico
al giro ¢(b;). Cada b} es isotépica a b;.
Asi si f conserva la orientacién, el teorema queda demostrado ya que sabe-
mos que f es isotépica a t; oty 0« - -0 ty, donde ¢; son giros en algunas de las
Curvas ai, as, ... ,ag,b1,b2,... by, c1,¢2,... ,cg—1. Tomamos h = f, y por la
prueba que hemos realizado h es el homeomorfismo que induce h.
Si f no conserva la orientacién entonces es isotépica a r ot; oty 0 --- 0 ty,
donde 7 es alguna reflexion y ¢; son giros. Esta reflexién se puede visualizar
como el resultado de reflejar respecto a la curva que es la interseccion de la
figura A con el plano representado por la hoja de papel. Y procedemos de la
misma manera para obtener h y h.

O

Lema 6.16. Sea ¢ : D?> — D? una cubierta simple ramificada de 3 hojas
con conjunto de ramificacion B = {y1,y2} y sea t(a) el giro sobre un arco a
que conecta a Yy, con ys. Entonces t3(a) se levanta mediante ¢ a un giro en
el arco ¢~ (a).

Demostracion. Queremos demostrar que

conmuta.
Por la Proposicién 3.6 es suficiente demostrar que

t(a)upx(m(D\ ¢ (B)) C pgm (D \ ¢~ '(B))
Sea pum (D \ ¢ 1(B)) =< 29, 7%, 212327 ', 217021 7175 P2yt >
g = To G = acf a9 = xlmgxfl az = xlxgxlxlxglel

Veamos el efecto de t(a)y, t(a)} v t(a)’ en los generadores de
pum(D\ 9™ (B))
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t(a)u(w1) = @2
t(a) p(x2) = 25 07 2
t(a)%(z1) = a3ty @
t(a)5(x2) = o3 wyay  ay s
t(a)d(z1) = @y w1y g T
t(a)d(z2) = a2y w1 @omy ) g T
Ho)4(a?) = 33 130 0

( %( !

(@)% (

wn
=N
n
[¢”)
-+
—
D
=
)

t(a)%(z2) = ag ' asag

t(a)%(23) = ag a3 a

t(a)3(z12327h) = ag tayag

t(a)i(mlxgxlxglxl_l) = ay ajaytaj  ag

Y se tiene lo que deseamos. O

NOTA: En el lema anterior ni t(a) y t*(a) se levantan.

Teorema 6.17. Sea ¢ : M?> — S? una cubierta simple ramificada de al
menos tres hojas. Sea o € S(B), entonces evisten homeomorfismos
h:M? — M? yh:5%— 5? tal que el siguiente diagrama

MZ_h>M2

1]

§2 —— G2
conmuta. Y h es isotépica a la identidad en M* y h|B = 0.

Demostracion. Sea B, = {z1,%s,...,2;} y supongamos que el sistema de
Hurwitz para ¢ es

(12), (12), ... , (12), (12), (13), (13), ... , (1n), (1n)

Al realizar o existen dos casos dependiendo si el sistema de Hurwitz le asigna
diferentes o iguales transposiciones a y; y a y;. Es suficiente considerar los
siguientes dos casos:
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1) yi = (12) y; — (13)

2) yi = (12) y; — (12).

Si pasa (1), tomemos el arco a que une a y; con y; y no toca al resto de B,,.
¢~ 1(a) consiste de (n — 2) arcos de los cuales (n — 3) son homeomorfos a a.
Si realizamos el giro t*(a), por el lema anterior, se levanta a una composicién
de giros en M? que permuta las fibras sobre y; y y;, y ademds es isotépica a
la identidad.

Si (2) entonces escogemos un punto auxiliar y € B, que corresponda a una
permutacién (13). Tomemos los arcos a de y; a y, y b de y; a y, tales que
a y b tienen interiores ajenos. t3(a) y t*(b) se levantan a homeomorfismos
en M?. Entonces el homeomorfismo t*(a)t*(b)t*(a) en S? que cambia a y;

y y; se levanta a una composicién de giros en M? tal que es isotépica a la
identidad. O

Definicién 6.18. Sea ¢ una cubierta ramificada, diremos que es no degene-
rada si y solo si la representacion p es suprayectiva.

Corolario 6.19. Sean M? y N3 3-variedades conezas sin frontera y sea

0 : M3 — N3 una cubierta simple ramificada no degenerada de n > 3 hojas,
con B, # &. Entonces existe una cubierta simple ramificada 9 : M® — N®
de n hojas con By conezxo.

Demostracion. Sea x € M?>\ ¢ *(B,) y tomemos trayectorias (arcos) de *
a cada componente del conjunto singular de ¢. A la unién de estos arcos
los llamamos K. Esta construccion es posible por el siguiente Lema técnico:
Si X es el 1-esqueleto de M?, M?\ X es conectable por trayectorias: Sean
Y1, Yo € M3\ X, sea a trayectoria en M? que conecta a y; con 4. Supongamos
anNX # @, sea p € X Na tomemos una vecindad V de p, V = R3, y por el
lema: R® U, [; es conexo, donde /; son rectas. Asisia V le quitamos la recta
[ donde esta p, el resultado es conexo, por una pequena isotopia movemos la
recta [ de tal manera que ya no toque a X, asi obtenemos una trayectoria o'
que une a y; con Y, en M3\ X, y por lo tanto M3\ X es conexo.

Podemos suponer que ¢|K es 1-1. Sea L = ¢(K), sea V una vecindad regular
de Ly U = ¢ (V). Sea Uy la componente de U que contiene a K.

©|Up : Uy — V es cubierta simple ramificada de n > 3 hojas. Veamos que
VD>xIyB,NV 2(B,ND? x I, de aqui ¢~ *(0V) N U es conexo.
Por una isotopia de OU podemos alterar la manera en que U estd pegada
en M3\ intU de tal forma que induzca una permutacién en el conjunto de
ramificacion 9V, escogida de manera que la cubierta ramificada resultante
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de M3 — N3 tenga conjunto de ramificacién conexo.

Explicitamente lo que hacemos es construir un arco ¢ en 9V que una a las
componentes del conjunto de ramificacién, sea ¢ el arco al que se levanta
¢, hacemos t3(c) en OV, este giro se levanta a #(¢) y se puede extender a
U(K) vecindad de K por el Truco de Alexander (ya que U(K) = B?). La
nueva variedad que se obtiene es homeomorfa a la anterior por la Proposicién
5.7. O

Un ejemplo que ilustra este corolario es el siguiente. Si B, es un enlace,

entonces el dibujo.
T~

(ab) (cd)

se puede cambiar por

6.4 Cubiertas ramificadas del toro

Caracterizaremos una clase de funciones del toro que son homotdpicas a
cubiertas ramificadas.
Para g > 0 sea T, la superficie orientable de género g.

Teorema 6.20. Sea f : T, — T} una funcién de grado n > 2 tal que

1) g > max{3,n} y
2) n > #Wl(Tl)/f*Wl(Tg)

Entonces f es homotopica a una cubierta ramificada.
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Demostracion. La clase de homotopia de cualquier funciéon T, — T} esté de-
terminada por su homomorfismo inducido en homologia ya que T} = S x S1
tiene grupo fundamental abeliano. Y tal homomorfismo estd determinado
por su matriz respecto a las bases estdndares ay, as, ... ,a4,b1,bo,... ,by pa-
ra Hi(T,) y a,b para H,(T})

fe + Hi(Ty) — Hi(Th)
a; |—>a:ia+z,-b y
bi = Y;a + U)zb

coni=1,2,...,9. Hi(T,) ~Z* y Hi(T1) ~ Z. La matriz asociada a f, es
de 2¢g columnas y 2 renglones.

Observemos que es suficiente probar el teorema cuando f es primitiva. Su-
pongamos que f no es primitiva, entonces es posible factorizar a f como pf’
donde f': T, — T es primitiva de grado mayor que 1, y p es un espacio
cubriente, para verificar esto ver Proposicion 3.8. Asi si f no es primitiva
entonces f = pf’ con f’ primitiva y f es homotdpica a una cubierta ramifi-
cada si y sélo si f' lo es.

Dadas estas observaciones la prueba del teorema se divide en dos partes:

Proposicién 6.21. Ewiste una cubierta ramificada primitiva v : Ty — T
de n hojas y con g > n.

Demostracion. Sean vy : nTy — Ty y 99 : T, ,, — Tj cubiertas ramificadas
de n hojas. nT} denota la union ajena de n copias de 7} cada una enviada
de manera homeomorfa por ;. 15 se construye con un sistema de Hurwitz
especifico con una colecciéon de 2g — 2 puntos de ramificacion etiquetados con
las siguientes transposiciones:

(12),(12), ..., (12), (12), (13), (13), ... , (1n), (1n)

y encontramos el género del espacio resultante mediante la formula Riemann-
Hurwitz.
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Entonces obtenemos ¢ mediante la suma conexa fibrada de 9, y 15 a lo largo
de una fibra principal. Asf 1) tiene las propiedades exigidas. O

Proposicién 6.22. Si f : T, — T1 es una funcion primitiva de grado n y
g > 3 entonces existen homeomorfismos h : Ty — T, y k : Ty — Ty tales que
kfh tiene la matriz

100 ... 0 0O0O0...0
(000...0 nlO...O)'
Demostracion. Primero definimos ~ como la relaciéon de equivalencia sobre
las parejas ordenadas de enteros (z,y) generada por (z,y) ~' (z,y £ z)
y (z,y) ~ (x + y,y), es decir T ~ ¥y si existe una sucesién en Z X Z,
To =2Z,T1,--- ,%n =Y que cumple:

T =7i 6

)57~ 77 6

i)7Z; ~ T

Ahora demostraremos el siguiente:

Lema 6.23. Cualquier pareja ordenada de enteros es equivalente a (z,0)
donde
z >0y z = mdximo comin divisor {|x|, |y|}

Demostracion. Sean (z,y) ~ (z,w), sea g = med{z,y}

glz, gly entonces gl + y.

Si c|lz y c|x £+ y entonces c|g por lo tanto g = med{z,z + y}

y cly y c|z £ y entonces c|g por lo tanto g = med{y, x + y}.

Y por lo tanto si (z,y) ~ (z,w) entonces med{|z|, |y|} = med{|w|, |z|}.

Sea (z,y) ~ (z,w) donde |w| es tan pequefia como sea posible.

Siw=0y z >0 entonces (z,y) ~ (2,0) y z = med{|z|, |y|}.

Siw=0y z <0 entonces (z,y) ~ (2,0) ~ (2, —22) ~ (—2,0).

Supongamos que w # 0 afiadimos multiplos de tw a z, (z,y) ~ (z,w) ~ (z£
kw, z), pero al reducir z obtenemos que |z| < |w|, lo cual es una contradiccién
ya que w era el mas pequeno, por lo tanto w = 0. O

Consideremos ahora los siguientes automorfismos de Hy(Ty), g > 3, en
los casos (i), (ii) podemos pensar también en Hq(7})
1) (ai, bz) — (ai,bi + a,-)
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6.4. CUBIERTAS RAMIFICADAS DEL TORO

111) (ai, a;, bz', b]) — (CI,Z' + Qaj, Gj, bi, Fb; + b])

Los generadores que no se especifican son enviados bajo la identidad.

Estos isomorfismos conservan el niimero de intersecciéon, y son inducidos por
homeomorfismos de 7.

El primero es inducido por un giro en la curva a;. Supongamos que la orien-
tacion de T, esta dada como en la siguiente figura

La inversa nos da

El segundo isomorfismo es inducido por un giro en la curva b;. Si se rea-
liza en b;, se obtiene
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CAPITULO 6. CUBIERTAS RAMIFICADAS

La inversa es

Y el tercer isomorfismo se obtiene por una composicién de giros t(a;) " ¢(b;)t(c)
donde ¢ = a; — b;. En la siguiente figura se ilustra tal curva

A las curvas a; y b; no les pasa nada.
Al girar a a; en ¢, obtenemos

El giro en b; tiene el efecto
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Girar en a; no tiene ningin efecto. De la figura anterior veamos que es
posible deshacernos de parte sombreada

y obtener

que es igual a

en donde la curva claramente es a; + a;.

Ahora veamos el efecto del giro ¢(a;)~'¢(b;)t(c) sobre la curva b;. Al girar en
¢, tenemos
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CAPITULO 6. CUBIERTAS RAMIFICADAS

/\/\

Luego ¢(b;) no le hace nada, pero ¢t !(a;) si, de la siguiente forma

/\/\

La curva resultante es efectivamente —b; + b;.
Tenemos

f : Tg — Tl
fo s Hi(Ty) = Hi(th)
a; — .’L'Z'Cl—}‘ZZ'b

1=1,2,...,9
f« tiene la siguiente matriz
ry T2 ... Xy oYy .. Yy
21 &2 ... Zg wy w2 ... Wy

Se puede probar que grado(f) =Y .(z;w; — z;y;) = n.
Usamos las operaciones (i) y (ii) para alterar f, precomponiéndola con los
homeomorfismo adecuados. Al aplicar

(a1,b1) = (a1,b1 £ a1) = (x1a + 210, (y1 £ z1)a + (w1 £ 21)b)

obtenemos
Ty Ta ... Iy NETL Yo ... Yy
Z1 22 ... Zg wy 2z wy ... W
Y por el lema tenemos que (z1,y1) ~ (med{z1,y1},0), tenemos
med{z1, 1} 22 ... 0 Yo . Yg
21 Zo ... Zg wy k2 wy ... W
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6.4. CUBIERTAS RAMIFICADAS DEL TORO

Aplicamos esto g veces y obtenemos
Ty Ty ... Iy 0O 0 ... 0
21 k2 ... Zg w w2 ... Wy
Usamos la operacion (i44)

(ag,a1,by,b1) = (ag £ a1, a1, be, Fby + by)

y se tiene
Ti TotxTi ... Ty 0 0O ... 0
21 z2tzm ...z Fwy +wy wa ... Wy
Otra vez por el lema (x1,z5) ~ (mcd{z,z5},0)
1 0 ... x4 O 0 ... O
zZ1 R2 ... Zg wy W2 ... Wy
Otra vez aplicamos (4i7) para obtener
rzr 0 0 ... O 0o 0 ... 0
21 Z2 23 ... Zyg wy w2 ... Wy

Como f, es sobre 1 = £1 y por grado(f) = >_,(z;w; — zig;) = 1wy =ny
por lo tanto w; = n
La matriz queda

1 0 0 ... 0 0O 0 ... O
21 X2 &3 ... Zyg n wy ... Wy
Usamos (4)
(0,2, bz) — (ag, b2 + ag)
para tener
1 0 0 ... 0 0 0 ... 0
21 Z2 23 ... Zg n wetzg ... Wy
pero (wa, z2) ~ (med{ws, 22}, 0)
1 0 0 ... O 0 0 0
21 2 23 ... Zg n 0 Wy
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CAPITULO 6. CUBIERTAS RAMIFICADAS

y volvemos a aplicar (i)

1 0 0 ... 0
Z1 Z2 23 ... Zg

S ©
o O

Usamos (7i)

o O

(a3, az,bs, by) — (as £ ag, as, bs, Fbs + bs)

y la matriz queda

10 0 0 ... 0 O
n

21 2z w3tz oz ... Zg
y por el lema
( 1 000 ... 0 O
z21 22 0 z4 ... Zz n
aplicamos en los siguientes hasta obtener

0 0

1
21 220

0 0 0
00 n
Usamos

y asi

sitzog =m

0 00
0 00

1
2

o

0
0

0)

f« es sobre entonces f,(aa; + by + vbs) = b para algunas «, 3, y, entonces

ala+ zb) + pnb+ymb=>
Bnb+ymb=1>
Bn+ym =1
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6.4. CUBIERTAS RAMIFICADAS DEL TORO

es decir med{n,m} = 1.
Como g > 3 para T, podemos usar (i1i) (3-veces, es decir,

(a17a3ablab3) — (al + (13,03,1)1, :F/Bbl + b3)

1000 ... 00 0O 0 ... 0
z7 000 ... 00 n m pm ... 0

hacemos lo mismo pero ahora 7y-veces, es decir

y se tiene

(a17a3ablab3) — (0,]_ + a'3aa37b1a:|:’yb1 + b3)

para obtener

1 000 ... 00 00 0 ... 0
z1 000 ... 00 »m» m yn+pm ... 0O
ya que yn + fBm =1
1 000 00 0 0O 0
z27 0 00 00 »n m1 0
aplicamos
(a3, az, b3, ba) — (a3 £ ag, az, by, Fbs + bo)
para tener
100 ... 00 O 0 00 ... 0
200 ... 00 »n F14m 10 ... 0
pero (m,1) ~ (med{1,0})

1 00 ... 00 O0O0O0OOS.. 0
z2 00 ... 00 =» 100 ... 0
Todos estos resultados han sido obtenidos por precomposiciones de f con

homeomorfismos de 7.
Finalmente usamos (¢) sobre T3, (a1,b1) — (a1 £ b1, b1)

1 o000 ... 00 0O0O0O0... 0
z2+1 000 ... 00 = 1 00 ... 0
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y (1,2) ~ (med{z, 1},0)
100 ... 00 0O0OO0OO... O
000 ..00 =»100...0
De estas dos proposiciones concluimos que:
Si f: Ty, — T, es una funcién de grado n > 2 se cumple (1) y (2), entonces

existen homeomorfismos h : T, — Ty, k : T — T y una cubierta ramificada
primitiva ¢ : T, — T} tales que

kyh es cubierta ramificada homotoépica a f.

U
U

Las cubiertas ramificadas T, — T; que hemos construido tienen la propie-
dad de que cualquier curva simple cerrada en 77 es isotépica a una curva en
el complemento del conjunto de ramificacién cuya imagen inversa es conexa.
Para demostrar esto, primero damos la siguiente:

Definicién 6.24. Una cubierta ramificada ¢ : M? — N? es local si M? es
conexa y ¢ es la suma conexa fibrada de una cubierta no ramificada

@0 : M2 — N? y una cubierta ramificada o, : M? — S? donde M? es conera.
© es semilocal si ¢ es la suma conexa fibrada a lo largo de una fibra principal
de una cubierta ramificada @y : M3 — N? y una cubierta ramificada

o1 : M — 5% con M} coneza.

Teorema 6.25. Sea ¢ : M? — N? una cubierta ramificada simple semilocal.
Entonces cualquier curva simple cerrada en N? es isotdpica a una curva ¢
tal que ¢ no toca al conjunto de ramificacion y ¢ *(c) es conezxo.

Demostracidn. Supongamos N? = S2. Sea ¢ C S?\ B, una curva que cumpla
que ¢~ *(c) es conexo, para que esto ocurra es necesario y suficiente que bajo
la representacion p,, : m1(S?\ B,) = Sy, pylc] sea un ciclo de longitud n, por
ejemplo (1,2,...,n). Como ¢ es simple, el sistema de Hurwitz normalizado
es el siguiente:

(12), (12), ... , (12), (12), (13), (13),... , (1n), (1n)
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6.5. EXTENSION DE CUBIERTAS RAMIFICADAS

En S? todas las curvas simples cerradas son isotépicas. La curva ¢ que con-
viene escoger es aquella que rodee a los puntos (12), (13), (14), ..., (1n).

12 @12 (12) (Inl)  @Anl @

(An)

Asi ¢ cumple que ¢! (c) es conexo.

Consideremos el caso general, ¢ : M? — N? donde ¢ = @o# 41 es semilocal,
wo: Mg — N? ¢y : M? — S?, M7 conexo. Sea ¢ C N? curva simple cerrada.
Podemos hacer a c isotépica a una curva co#c; con ¢g C N2y ¢; C S2. Como
en el caso anterior vemos que c; representa una clase apropiada en S,, de
manera que ¢ representa un n-ciclo y ¢!(c) es conexo. O

6.5 Extension de cubiertas ramificadas

Definicién 6.26. Un cobordismo entre A y B variedades sin frontera es una
variedad compacta M tal que OM = AU B

Observaciones:
1. dimA =dimB =n
2. dimM =n+1

3. Cobordismo es una relacion de equivalencia, es decir si definimos A ~ B
cuando y sélo cuando existe un cobordismo entre A y B, entonces ~
es una relacion de equivalencia en la clase de todas las variedades.

Lema 6.27. Sean M™ y N™ m-variedades conexas, cerradas, orientables, y
sea W™ un cobordismo orientable obtenido de M™ x I al anadirle una
1-asa B*x D™ a lo largo de M™x{1}. Entonces cualquier cubierta ramificada
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CAPITULO 6. CUBIERTAS RAMIFICADAS

p: M™x {0} = N™ x {0} se extiende a una cubierta ramificada
0 : Wt — N™ x I que resulta ser simple si ¢ lo es.

Demostracion. ¢ : M™ — N™ la extendemos a 9 : M™ x I — N™ x [
definida por ¢(x,t) = (p(z),t); ¢ es abierta, continua, finita a uno, por lo
tanto, es cubierta ramificada.

Observemos que: By, = B, x Iy S, = S, x I donde B y S denotan los
conjuntos de ramificacién y singular, respectivamente. Sea z ¢ B, x I,
por demostrar existe V, vecindad de = tal que para cada componente U
de ¥~ 1(V,), ¥|U es homeomorfismo local. z = (z,t) con z ¢ B,, existe
V, & D™ vecindad de z tal que para cada componente W de ¢ 1(V,), o|W
es homeomorfismo local, asi definimos V, =V, x [ = D™*!

Continuando con la demostracion definamos

f:D2—>D2
2> 22

cubierta ramificada de dos hojas. Y definimos también

Yy = f xid: D2 x D1 — D? x D1
(z,2) = (f(z),2)

cubierta ramificada de D™ — D™+ de grado 2.

Sea 15 : (n — 1)D™*! — D™F1 cubierta ramificada de grado n, obtenida de
1y y al enviar de manera homeomorfa a (n — 2)D™"!. Entonces existe una
cubierta ramificada

0 = hhapy - M™ x Ifj(n — 1)D™ — N™ x [§D™ !

f es la suma conexa fibrada en las fronteras de 9 y 1, a lo largo de fibras
principales. Para ilustrar esta operacién tomemos M™ = N™ = S2 yn = 2
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Y ademas

M™ x Ig(n — 1) D™+t = Jym+l
N™ x I§pD™HL 2 N™ x [ y
IM™ x {0} = ¢.
[

Teorema 6.28. Sea W3 un cobordismo orientable entre dos 2-variedades
coneras M y MZ, sean ¢; : M; — S? x {1}, i = 0,1, cubiertas ramificadas
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de grado n > 3. Entonces existe una cubierta ramificada 0 : W3 — S? x I
que extiende a @y Y @1 Y que es simple si pg Y Y1 lo son.

Demostracion. Tenemos las cubiertas

wo : Mg — 5% x {0}
(p12M12—>SZX{1}

Descomponemos W32 = V@ U (U? x I) U V2, donde V@ = M2 U (1 — asas) y
V3 = MU (1 — asas).

Tomamos MZ x I en W3, triangulamos W? y tomamos un vecindad V' del
l-esqueleto y esto es Vi, el complemento es V2. Vi2 y V? tienen el mismo
género g. El complemento de V@ y V;? es U? x I, donde U? es una 2-variedad
de género g, por el lema anterior g y (1 se extienden a cubiertas ramificadas

90 : %3 — 582 x1
0, : V3 — 82 x 1
y también existe 1 : U? x I — S? x I.
Vamos a definir una cubierta ramificada de
VU (U2 xI)— (S2x I)U(S? xI)
donde f : OV} — 9(U? x I) es homeomorfismo.

Sabemos que existen h : V¢ — U2x 1y h: S? x I — S? x I homeomorfismos
tales que

VO?’—h>U2><I

S

Ssz—E>S2><I

conmuta, es decir ¥h = hy y h es isotépica a f.
Con esto definimos

VEU(U2 x I)—22  ($2x )L (S2 x I)

VO?’Uh(UQx])ffffgf>(S2><I)U,-l(Sz><I)

y tenemos que demostrar que existe tal g. Es decir, por la Propiedad Uni-
versal del Cociente, hay que demostrar que si 7 (z) = m1(y) entonces
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(0o U tp(z)) = m2(6o L 4 (y)).-

m(z) = m(y) siy sélosi z = y o h(z) = y. Si x = y es inmediata la
demostracién. Supongamos h(z) = y esto implica que z € V¥ y y € U? x I.
Por demostrar que m(6y U ¥(z)) = ma(b L 9(y), es decir maby(z) = matp(y)
lo que significa que hay que probar que héy(z) = 1 (y).

Pero hby(z) = vh(z) = ¥(y).

Ahora definimos una cubierta de

(Ve UL (U2 x D) Up V2 = ((S2 x I) Up, (S2x I)) U (S% x I).

Procedemos de la manera anterior... y listo!!! O

6.6 Cubiertas ramificadas de variedades orien-
tables

Teorema 6.29 (Teorema de Montesinos y Hilden). Sea M? una 3-variedad
cerrada y orientable, y sea n > 3 un entero. Entonces existe una cubierta
ramificada simple ¢ : M® — S* de grado n tal que B, C S* es un enlace
n-coloreado.

Demostracién. Sean M3 = Vi U, Vs, S® = B, Uy, By, donde B; es una 3-bola
y V; es un cubo con asas para i = 1, 2.

Sea B C intVy, B 3-bola. Sea Wy = V; \ intB; W; es cobordismo entre S? y
0V,. Entonces existe 6, : W; — S? x I cubierta ramificada simple de n-hojas.
Tomemos ¢; : B — B cubierta ramificada simple de n-hojas, observemos que
01|S% y 1|0B son equivalentes, es decir existen homeomorfismos f y f tales
que

sz—1-oB
91|S2l l(pﬂaB
2 o
S 7 0B

conmuta.
Tomemos los cocientes

WUB/z~ f(z) v (S2xI)uB/z~ f(z)
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Por la Propiedad Universal del Cociente tenemos que en el siguiente cuadro
existe ;

61U

WuB———— (S*xI)UB

| |

Wufoffiéf>(S2xI)ufB

que resulta se cubierta ramificada de n hojas.

Con un razonamiento similar al anterior obtenemos la cubierta 65 : Vo — Bs.
Asi que tenemos dos cubiertas ramificadas 6, : Vi — By , 05 : Vo — By y un
homeomorfismo h : 0V; — 9V,. Por el Teorema 6.14 existen homeomorfis-
mos ¢ : OV; — OV y G : OB, — OBs tales que fg = GO, y g es isotépica a h.
Tomemos los cocientes

WuWVo/z~g(z) y ByUBy/z~ g(x)

Por la Propiedad Universal del Cociente, en el siguiente cuadrado existe ¢

9_1 LJO_2

VinVo——DB; UDB,

| |

%Ug‘/é_ET@)BI UgBQ

¢ es la cubierta ramificada simple de M3 — S® de n-hojas que estamos bus-
cando.

La cubierta ramificada simple de n hojas ¢ : M3 — S® est4 determinada
por una representacién p : m1(S*\ B,) — S, donde S,, es el grupo simétrico
en n simbolos y B, es un enlace L. Los meridianos de L son mandados a
transposiciones bajo p, ya que ¢ es simple. Esta representacion la ilustra-
remos escribiendo una permutacién (ab) cerca del puente del dibujo de L,
llamaremos a (ab) el color del correspondiente meridiano y llamaremos a L
un enlace coloreado. 0

OBSERVACION: En cada cruce de L los meridianos satisfacen una rela-
cién del tipo zzz~* = y en el grupo m (S*\ L). Como p es homomorfismo debe
mandar a x, ¥ y z ya sea en la misma transposicién o a tres transposiciones
distintas.
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Capitulo 7

Enlaces tricoloreados

Dada M una 3-variedad conexa, cerrada, orientable y M = X; U, X5 una des-
composiciéon de Heegaard es posible construir una cubierta ramificada simple
de tres hojas 1 sobre la 3-esfera S*. Esto quiere decir que podemos encontrar
un enlace de ramificacién L C S3.

A partir de ¢ : S* — S cubierta simple ramificada de tres hojas se construye
Y : M — S*. Esto se hace como sigue: Sea M = X; U, X, una 3-variedad,
donde X; y X5 son cubos con n asas y g : 0X; — 0X5 homeomorfismo de
pegado.

Sea ¢ : S3 — S3 cubierta ramificada simple de 3 hojas
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Tomemos una descomposicién de S3

S3:Vv1UTVv2
53:B1U7B2

Tal que ¢~!(B;) = V; donde V; son cubos con n-asas. 7 : 9V; — 9V, homeo-
morfismo. Esto se ilustra a continuacién
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Vo

Al “enderezar” a Bj se tiene el siguiente dibujo
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Existen también

fi:Xa =W
Pa: Xo — Vo

homeomorfismos.
Definamos

P =11 (Ba|0X3) (B HOV1) : Vi — Vs

Sea M = Vi Ury Vo 3-variedad. Queremos verificar que M es homeomorfa a
M.
Tenemos el siguiente cuadrado

X, UuX 22 vy,

| |7

X1UgX2—}>V1Un/;V2

Y lo que queremos demostrar es que existe f homeomorfismo, es decir, que
si p1(z) = p1(y) entonces po(B1 U B2)(x) = pa(B1 U B2)(v).

76



CAPITULO 7. ENLACES TRICOLOREADOS

Supongamos p;(z) = p1(y) siy sélo si z = y o g(z) = y. Supongamos que
g9(x) =y, es decir, x € 0X;. Por demostrar psf3; (z) = p2f2(y), por demostrar
TP (z) = Ba(y).

Veamos

TPPi(z) = 7'7'71(62|5X2)9(51_1|5V1)51 (z) = Bag(x) = Ba2(y)

LISTO!!

Notese que la manera en que B; estd pegada a Bs es inmaterial, es decir,
los homeomorfismos 7 y 7 se borran segin la demostracién anterior.

La receta para la construccién de la cubierta ramificada es la siguiente:

1. Sea M = X; Uy X, una 3-variedad con su descomposiciéon de Heegaard.
Es decir, tenemos un dibujo de M con {Ci}?z':l} curvas ajenas, cerradas,
simples en 0.X5.

Encontrar homeomorfismo h tal que {¢;} — {m;}, donde {m;}? ; son
meridianos en 0Xy. h = t(01)t(02)...t(0;), donde t(o;) son giros en
ciertas curvas.

2. h=1:0X; — 0X, tal que m; — c¢;.

3. Como S® = B; U B,, con B; una 3-bola, tal que ¢71(B;) = X;, con
1 = 1,2. Encontrar en By arcos 01,0s2,...,0; que se levantan a las
curvas oy, 0o, ... , 0], respectivamente.

4. Realizar los giros correspondientes en los arcos d; para obtener el enlace
de ramificacion.

7.1 3-variedades con género de Heegaard ce-
ro

Sea una tres variedad cuyo género de Heegaard sea igual a cero, esto es, si
M = X; U, X, entonces X; =3-bola para ¢ = 1,2. Como ya demostramos en

el capitulo de 3-variedades y descomposiciones de Heegaard, M3 = S3. Asi
el enlace de ramificacion es:
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7.2. 3-VARIEDADES CON GENERO DE HEEGAARD UNO

’e

(12) (13)

Y si usamos el Corolario 6.19, tenemos que el nudo

-

(13)

(23)

(12) (13)

también representa a S3.

7.2 3-variedades con género de Heegaard uno
Un caso especial y bonito es cuando el género de Heegaard de M es 1.

Sea M = X; U, Xy 3-variedad tal que h(M) = 1. X; es un cubo con una
1-asa, es decir, un toro sélido.
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g:0X1 — 0X,
m — am + fl
[ — rm+ pl

cona, fB,7,p € Zy «, 3 primos relativos. Y las curvas my 1 son las siguientes

Ademaés g tiene asociada la siguiente matriz

(57)
B p
__ Sabemos que g es isotépica a una composicién de giros en las curvas m y
[. Denotemos por
t(fﬁ) : 8X1 — 8X2
_mem
I mtl
t(l): 0X; — 0Xs
s 1
[—1

los giros en m y [ respectivamente. La matriz asociada a t(m) es

(v 7)

~

Y la asociada a t(l) es
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Denotemos por

t(m) : 0B* — 0B®
t(l) : 0B* — 0B?

los giros en los arcos m y [ en S? que se levantan a m y [ respectivamente.

Tomemos la fraccion continua

i:a0+ 1

B a; + 1
at 1

at e

3, +

1
an

donde a; € Z para i =1,2,... ,k. Esta expresion se obtiene mediante el
algoritmo de Euclides para la divisién (ver [10]). Si k es par definimos

fla,B) : 0X1 — 0Xs

como

flo, B) =t (m)2 (1) ...t~ % (m)t** (1)
Y f(a, f) determina una 3-variedad M=V, U Flas Vo que es homeomorfa

a la 3-variedad M = X; U, X, ya que f(«,[3) tiene asociado el siguiente
producto de matrices
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()DL D))

Al calcularlo obtenemos una matriz

N (51)

Si k es impar definimos a f(a, 3) como

~ ~ ~ ~

Flow B) = rat(ye(e(imyees @ @) ...t @) (1)
donde 7, es una reflexion, cuya matriz asociada es

(3 7)

~

Y al calcular el producto r.t(m)t(l)t(m) se obtiene la matriz
01
10
Asi f(a, B) tiene el siguiente producto asociado
01Y(1a\(1 0 (1 0\(1ai)(/10
10 0 1 a1 apy 1 0 1 ap 1

De igual manera que el caso anterior, al calcular este producto se obtiene

una matriz
a u
B v

y por lo tanto para cualquiera de los dos casos tenemos que
Si k es par definimos f(«, 8) como

fla,B) =t~ (m)t>(l) ...t~ (m)t™*(l) : B> — 0B>
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Esta composicién se levanta a f(a, ) si k es par.
Y si k es impar
fla,B) = rt(m)t(D)t(m)t (Dt~ (m) ...t~ (m)t** () : 0B*> — B>

~

esta se levanta a f(a, ).
En cualquiera de los casos, al realizar f(«, 3) obtenemos el enlace de ramifi-

cacién en S3.
Si k es par el enlace es:

A

producto de giros
enlyeim

1 U

Si k es impar el enlace es:

7 C

+ reflexion

producto de giros
enl yenm

m

82
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Ejemplo 1:
Sea

cuya matriz asociada al homeomorfismo de pegado g es:

(2 1)

La fraccién continua de % es

o[
Il
=)
+
o=

Asi obtenemos:

F(1,2) = (m)t*(1)

Y el enlace de ramificacién es

/\ )
UL

(12) (12) (13)
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si usamos el Corolario 6.19, obtenemos el nudo tricoloreado

representa la misma variedad.

84



CAPITULO 7. ENLACES TRICOLOREADOS

Ejemplo 2:
Sea

cuya matriz asociada al homeomorfismo de pegado g es:

(57)

La fraccién continua de }3 es

Asi obtenemos:

fQ@,=3) = t%(m)t=3(1)

Y el enlace de ramificacién es

Bl
AL

(12) (12) (13)
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si usamos el Corolario 6.19, obtenemos el siguiente nudo que representa la
misma variedad
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Ejemplo 3:

Sea

cuya matriz asociada al homeomorfismo de pegado g es:

30
4 1
La fraccion continua de % es
3 _ 1
= =0+ @

Asi obtenemos:
f(3,4) = rat(O)t(m)t()t° ()t~ (m)£* (1)

Y el enlace de ramificacién es

o

(12) (12) (13
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si usamos el Corolario 6.19, obtenemos el nudo

que representa la misma variedad.
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Ejemplo 4:
Sea

cuya matriz asociada al homeomorfismo de pegado g es:

(1)

La fraccion continua de % es

[ IeY)
|
o
+
—
o

Asi obtenemos:

£(3,5) = t2(m)t ()t~ (m)t*(1)

Y el enlace de ramificacién es

89
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NN Y

N NS

(12) (12) (13)

al aplicar el Corolario 6.19 tenemos el siguiente nudo

) / N

\ ) \

que representa a la misma variedad.

90



CAPITULO 7. ENLACES TRICOLOREADOS

Ejemplo 5:
Sea

cuya matriz asociada al homeomorfismo de pegado g es:

(37

La fraccion continua de % es

Asi obtenemos:

f(4,5) = rt(Dt(m)t 1)t 1)t(m)t* (1)

Y el enlace de ramificacién es
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NG

si usamos el Corolario 6.19 obtenemos

|

que representa a la misma variedad.
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7.3 3-variedades con género de Heegaard dos

Las descomposiciones de Heegaard de esta seccion y la siguiente fueron to-
madas de [7].

A continuacién realizaremos el enlace de ramificacién en S® para ciertas

3-variedades de genero de Heegaard igual a dos, es decir, M = V; U, V5 donde
gen(0Vy) = 2, por lo tanto dV; =toro de género dos.
Recordemos que para construir una cubierta simple ramificada de tres hojas
¢ de una 3-variedad M = V; U, V5 en S® partimos de la cubierta simple
ramificada de 3 hojas ¢ : $* — $3. Tomamos S* = B; U; B, donde B; sean
tales que = !(B;) = V; para ¢ = 1,2. De esta manera tenemos el siguiente
dibujo

figura B

donde los arcos m;, ¢ y l; para ¢ = 1,2 se levantan a las curvas m;, ¢y
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7.3. 3-VARIEDADES CON GENERO DE HEEGAARD DOS

l;, respectivamente.

Primero presentaremos la descomposicién de Heegaard para la 3-variedad
M =V; U, Vs, es decir un dibujo de 0V, con dos curvas simples cerradas
y po. En segundo lugar el homeomorfismo h : 0V; — 0V, que envia a
los meridianos {ms, ms} en las curvas {1, p2}. Los meridianos de los que
hablamos son:

Recordemos que h serd una composiciéon de giros en ciertas curvas, asi
que en caso de ser necesario especificaremos quién es el arco que se levanta
a tal curva, el giro en una curva o se denotard por . Un giro positivo en S?2
es girar en sentido opuesto a las manecillas del reloj.

Un giro positivo en S? al extenderlo a la bola B; se ve como

N

y un giro negativo se ve como

/

Un giro positivo en 0V; es un giro de Lickorish.

NS
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Por 1ltimo dibujaremos el enlace de ramificacion, y su dibujo tricolorea-
do, donde las transposiciones estaran representadas por los siguientes tipo de
lineas

(12) (13) (23)
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Ejemplo 2,1

Tomemos las longitudes Iy y Io

giramos en sentido positivo
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y obtenemos

giramos en sentido positivo

y obtenemos
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Observemos que

~2~2 ~2
li 1y (u2) =1 (m2) =Tm2
~2~2 2

Entonces el siguiente homeomorfismo
PN, P,

h:= l2 ll
my — [
Mg > U2

es el que nos interesa, pues envia a los meridianos a los curvas p; y po-
Como Iy y I3 se levantan a [ y Iy, respectivamente, entonces los giros en [} y
[y se levantan a giros en [y y [5.

Si efectuamos tales giros en S? obtenemos el enlace de ramificacién:
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Por simplicidad dibujaremos

TN Y Y O

N N N N

(12) (12) (12) (13)
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Ejemplo 2,2

Sea la curva [y

~—1

efectuamos el giro [y

=
1 (H2)

~—1
para obtener la curva l; (u9) y tomenos la curva c
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=t
11 (12)

Qe

giramos en ¢

A aa
cli(uz)

/\Ail .
y se tiene la curva ¢l; (p2), ahora consideremos a Iy

Aoag
cli(uz)

al girar en o

Anoaa
12¢ 11 (K2)

y asi tenemos
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Anag
12¢ 11 (H2)

~ ~—1 )
Hasta aqui tenemos que el homeomorfismo lycl;  envia a uy a ms. Vea-
mos que efecto tiene éste en

1
I (uy)

~—1

observemos que l; (y1) = p1. Tomemos la curva ¢

Hi

el efecto de ¢ en p; es

AN
cly (H1)

~—1
Obtenemos la curva ¢l; (u;) y consideremos el giro en Iy
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N
cly (uy)

El giro en [; es

Anny
IZCII(“l)

para tener la curva Z;’cﬂ _l(ul).

De aqui en adelante seguiremos componiendo con giros en curvas, estos
tendran la caracteristica de que no afectaran a msy, pues comenzamos con
un sistema de meridianos.

Consideremos la curva o

el H(ny)

al efectuar el giro 3! obtenemos

el H(ny)
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Ahora tomenos la curva ¢

1

A oana
I el (Ky)

5 -

el giro en tal curva es

An A g
co " lpcl (kg

Tomemos nuevamente a ¢

An A g
co el (Ky)

giramos

ot Sl ()

PSP
Asi obtenemos 251 ycl;  (p1)-
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Aph g n ana
cto el (M)

El giro en [ es

R Y
\1c0 Izcl1 (H1)

y obtenemos

P I e
\lco I2cl1 (H1)

De esta manera hemos obtenido un homeomorfismo
/\AQA_]-/\A/\—]_
llc 2 lgCll

tal que envia a p; a my y a e a mo. Al tomar el inverso de este homeomor-
fismo obtenemos

~ o m—l o~
h:=1lc 1, o¢2,
my —
Mg — 2

Ya sabemos quiénes son los arcos en S® que se levantan a Iy, Iy, ¢, y el arco
en S3 que se levanta a o es
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Si vemos esta figura desde arriba lo que vemos es

El giro positivo en este arco esta indicado por las flechas

Si hacemos memoria y vemos la figura B, tenemos el siguiente dibujo

Asi el efecto de girar en el arco que se levanta a o es el siguiente
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Si jalamos los arcos y acomodamos, la extension del giro a la 3-bola se ve
como

Al efectuar todos los giros en los arcos, obtenemos el siguiente enlace de
ramificacion.
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)

)

)

)

NN

1L
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Ejemplo 2,3

H2

/\—1’\/\/\—1/\71/\/\—1/\—2’\
h:=m1 l2m1m2 g "Maommi Mo lz
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donde o es

y el arco que se levanta a o es

Ot
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)

7

7

a

U
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Ejemplo 2.4

My

H2

y el arco que se levanta a o es
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)

T~
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Ejemplo 2,5

el arco que se levanta a o
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J
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Ejemplo 2,6
I M1 I
I l'12 I
h:= ll ’c\2m2 O'mzlz/c\ﬁ:lj\l ll
g €s

y el arco correspondiente es
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)

~N O

N
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Ejemplo 2,7

ho=1 Iy ¢ 'imsl,
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N YN Y )
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Ejemplo 2,8

la curva o es

el arco que se levanta a o es
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/\(\f\
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Ejemplo 2,9

h:= ll lg 1177/"7,\23_

1

la curva o es

el arco que se levanta a o es
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Y (Y (Y ()

C
_
_
_
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Ejemplo 2,10

M1

/\—3/\ ~—
lg C_lll

1 ,~—1

h: Cl2
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a

a
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Ejemplo 2,11

M1

~—1

~ /\A_l/\
h:= U_lmlll mzlg

la curva o es

el arco que se levanta a o es
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Ejemplo 2,12

h:= 118_112 0'28_2l1

g €8

el siguiente arco se levanta a o
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7 O

gL L
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Ejemplo 2,13

K2

2

-~ e /\A_l
h:= 0'_3l1 C 1m2l2

la curva o es

el siguiente arco se levanta a o
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[
|
(
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7.4. 3-VARIEDADES CON GENERO DE HEEGAARD TRES

7.4 3-variedades con género de Heegaard tres

En este caso tenemos una 3-variedad M = V; Uy V3, donde gen(0V;) = 3, es

decir 9V} =toro de género 3.
Seguiremos el orden que en caso anterior, s6lo que ahora los meridianos a los

que son enviados las curvas 1, 2, i3 POT conveniencia no siempre seran

Cuando esto suceda especificaremos quiénes son tales meridianos.
Seguiremos las mismas convenciones que en la seccién anterior para la pre-
sentacion de los dibujos.
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Ejemplo 3,1

-1

~—l~—1~2

-~ -1 17
h:= Cio0 C1 l1 l3 12 mocCo l2

~ 71/\ ~
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donde o es

y el arco que se levanta a o es

134



CAPITULO 7. ENLACES TRICOLOREADOS

O )

ANg

|
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Ejemplo 3,2

~~—1 ~—1

~ ANl A1 AT AT AT AT . - |
hIZO'llgll C1 09 l302120111011202137’7’t\2 C1 l2

Las curvas o; y 05 son
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:

el arco que se levanta a oy es

y el correspondiente a o9
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qﬂﬁﬁﬂ

EE

]

I

‘‘‘‘‘‘‘‘
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Ejemplo 3,3

~2~—1 ~
~—l AT A~ A~
h = l2 13 g1 61110'20'1
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las curvas o; son

:

el arco que se levanta a o; es

y el que se levanta a o5 es
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7

W

)

141

! ) / ) ! ) ! )

S
[

! / | i [ ; ! i



7.4. 3-VARIEDADES CON GENERO DE HEEGAARD TRES

Ejemplo 3,4

hi= 67 'Glh b6y
C1— 1
0 > o
ms — U3

-1

los meridianos ms,0 y ¢; son
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Las curvas o; son
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los arcos que se levantan a
01

a 09

a 03
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N-AA-AC
(EEEEEES

]
.
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Ejemplo 3,5

~~ ~—1 ~ o~ ~
~ A~ ~ ~ A7 A7 ~ 3
h = 0'10213126211 02@6113021202@ l3
my = iy
mo — o
0 > 3

Los meridianos my, ms y 4 son
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Las curvas o; son

Los arcos que se levantan a
01

02
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aNaNeNaNs
(%
- —
\
it
s | [
¢
LL
IS
B
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Ejemplo 3,6

la curva o es

el arco que se levanta a o es
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jjaNaNala

CEElE==
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Ejemplo 3,7

O
h =" Gl6m Hahc '
C1 — U1
0 > o
ms — i3

Los meridianos ¢, d y ms son
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La curva o es

e

y el arco que se levanta a ella es
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7
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Ejemplo 3,8

~—l~—1  ~

hi=6\ls I GolaGy 63
01 = iy
0o > Lo

mz —r |43

Los meridianos d1, 0o y m3 son
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las curvas o; son
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los arcos que se levantan a

V

01

02

03
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(EnmEE=—

! K / K / K / |
““““

—

Ao ==

“““
[ i ! / ! i ! i
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Ejemplo 3,9
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las curvas o; son
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los arcos que se levantan a:

01

02

03
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T
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Ejemplo 3,10

A72A o~ =1 ~ ~

h = l:izlg g1Mmy 0901
my = iy
Co —> 2
mg — [i3

Los meridianos my, ¢a y ms son
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las curvas o; son

los arcos que se levantan a:
01

02
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%ﬁ

a

a

a

/m—\
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Ejemplo 3,11
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las curvas o; son
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los arcos que se levantan a:
01

02

03

167



7.4. 3-VARIEDADES CON GENERO DE HEEGAARD TRES

168



CAPITULO 7. ENLACES TRICOLOREADOS

Ejemplo 3,12
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las curvas o; son
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los arcos que se levantan a:
01

02

03
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N

m

g

iRk

e

1

|
I I
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Ejemplo 3,13

AT N ~N—1TT ~
h = 01l262m3 l3[10’22
1
0 > o
mz — 43

Los meridianos ¢y, 0 y ms son
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las curvas o; son

:

los arcos que se levantan a:

01

02
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ARARARARe
I

((ﬁ
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Ejemplo 3,14

hi=ai 'l Gac G L Gy Gimass ams 6 il
C1 > 1
Mo > 2
ms > i3

Los meridianos c¢;, ms y ms son
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las curva o; son
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7.4. 3-VARIEDADES CON GENERO DE HEEGAARD TRES

los arcos que se levantan a:

01

02

03

04
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7.4. 3-VARIEDADES CON GENERO DE HEEGAARD TRES

Ejemplo 3,15

h:zll l2 13
mi — W1
6|—>,U2
mg —r |43

Los meridianos my, 6 y ms son
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