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Resumen

Los modelos de series de tiempo no lineal constituyen una herramienta 1itil para describir y
pronosticar una gran variedad de fenémenos naturales. Uno de los modelos més utilizados y
estudiados en la literatura de modelos no lineales corresponde a los modelos autorregresivos
tipo umbral ("threshold"), identificados en la literaura como modelos TAR.

Ante la siguiente problematica, identificada en la literatura de modelos no lineales, jpor
qué, dado un proceso generador de datos de un modelo no lineal, los prondsticos a través de
un modelo lineal resultan més satisfactorios en términos de su error cuadratico medio? nos
planteamos el objetivo general de explorar nuevas alternativas de obtencién de pronésticos en
modelo TAR. EI cumplimiento de dicho objetivo se logra al proponer métodos de estimacién
y prondstico que tomen en cuenta la estructura no lineal del modelo TAR. Esto se verifica
en la evaluacién de los desempenos de los prondsticos bajo cada alternativa considerada.

Especificamente, una vez identificado el problema proponemos dos alternativas para
generar y cuantificar los desempenos de los prondsticos h-pasos adelante en los modelos
TAR: verosimilitud predictiva y regresiéon por cuantiles. A diferencia de los procedimientos
tradicionales para generar prondésticos en modelos TAR, verosimilitud predictiva pronostica
conjuntamente la serie TAR y la variable umbral que determina el comportamiento en cada
uno de los regimenes en el modelo, aprovechando asi las caracteristicas de no linealidad
que caracterizan al proceso. Verosimilitud predictiva se basa en el principio de mdxima
verosimilitud y consiste en calcular la verosimilitud predictiva del modelo TAR, de manera
que obtenemos los prondsticos h-pasos adelante via la maximizacién de la verosimilitud
predictiva perfil de los valores futuros desconocidos. La segunda alternativa considera al
modelo TAR como un modelo de regresiéon por cuantiles manejando en forma adecuada la
no linealidad que caracteriza al modelo TAR dentro y fuera de la muestra. Esta alternativa
identificada como regresion por cuantiles es una propuesta de distribucién libre que puede
tomar en cuenta la asimetria de los errores en forma natural. Consiste en minimizar la
funcién de cuantiles resultante, la cual es una funcién asimétrica como funcién de los pesos
asociados a los errores positivos y negativos del modelo.

Demostramos las propiedades asintéticas de los estimadores de méxima verosimilitud
y de regresién por cuantiles bajo los modelos TAR. Implementamos también un amplio
ejercicio de simulacién para comparar los desempenos de los pronédsticos h-pasos adelante en
los modelos TAR contra los desempenos de los prondsticos en los modelos AR, para cada
una de las alternativas de prondsticos. Valoramos dichos desempenos mediante las funciones
de pérdida error cuadratico medio de prondstico, que corresponde a una funcién de pérdida
simétrica, y por medio de la funcién de pérdida de cuantiles, la cual considera el caso de
pérdidas asimétricas, asi como el caso simétrico, dado por desviaciones absolutas del error.
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Prefacio

Esta tesis estd orientada al estudio y a la obtencién de los prondsticos en modelos tipo umbral
autorregresivos (Threshold Autoregressive (TAR) models).

Histéricamente el andlisis de series de tiempo se ha desarrollado alrededor de modelos
de series de tiempo lineales; sin embargo en una gran cantidad de aplicaciones para diver-
sas dreas como: economia (ciclos de negocios), oceanografia (niveles de agua en el mar,
temperatura del agua en el mar, el fenémeno del nifno), hidrologia (fluidos), ciencias ambien-
tales (contaminacién del agua), fisica (caos, rotacion de la tierra, magnitudes de huracanes),
epidemiologia (salmonela, sarampion, rubéola), entre otras, se ha observado un esquema de
comportamiento comun, el cual puede ser descrito por un comportamiento lineal por pedazos
en el espacio de la llamada variable umbral', pero no lineal en el tiempo. El uso de modelos
tipo umbral para describir distintos fenémenos de la naturaleza crece dia a dia; sabemos
por ejemplo que en economia y crecimiento de poblaciones animales, existen fases de expan-
sién y contraccion, las cuales dificilmente pueden ser descritas por la misma dindmica lineal.
Asimismo, suponer que un crecimiento de la temperatura diaria promedio de 0°C a 2°C tiene
el mismo impacto que el aumento de la temperatura en los flujos de un rio de -12°C a -10°C
si hay un glaciar dentro de la zona de influencia del rio, es poco realista. La linealidad ignora
las fases de transicién; mientras que asumir una dindmica simple y distinta (del tipo auto-
rregresivo, por ejemplo) dentro de cada una de las fases, nos ayuda a comprender y describir
mejor el fenémeno. La consideracién de estos comportamientos distintos se da en general
por cambios de un régimen a otro y tomando en cuenta los comportamientos de las distintas
fases de transicién del fenémeno en estudio. Tong y Lim (1980) y Tong (1983) introducen
los llamados modelos de regimenes autorregresivos, capaces de considerar comportamientos
distintos en cada uno de los regimenes como funcién del comportamiento de una variable o
covariable, identificada como variable umbral y activado por el cruce de dicha variable en
funcién de un valor critico llamado valor del umbral. Posteriormente, Tong (1983, 1990)
da una introduccién detallada de los modelos de regimenes autorregresivos, enfatizando lo
amplio de las aplicaciones de dichos modelos, debido a que estos contemplan diversos fené-
menos como: ciclos limites, resonancias, distorsiones armonicas, modulacién de efectos y

Ltraduccién de la palabra threshold
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caos. Sin embargo, cabe aclarar que en los trabajos de Tong (1983, 1990), asi como la gran
mayoria de la bibliografia actual, consideran el caso donde la serie misma identifica a qué
régimen corresponde la t-ésima observacion, es decir, la variable umbral que determina el
cambio en el régimen estd dada por rezagos o funcién de rezagos de ella misma. Por claridad
de exposicién, identificamos a este tipo particular de modelos como SETAR (Self-Exciting
Threshold AutoRegressive model). Por otro lado, si la variable umbral es una funcién exé-
gena de la variable de interés identificamos al modelo de regimenes como TAR (Threshold
AutoRegressive model). Las propiedades tedricas de los modelos SETAR, asi como los resul-
tados asintéticos de los estimadores para cada uno de los pardmetros en el modelo, han sido
ampliamente estudiadas y se deben principalmente a los trabajos de Chan, K. S., Petruccelli,
J. D, Tong, H. y Woolford, S. W. (1985), Chan y Tong (1985), Petruccelli y Woolford (1984),
Chan (1993), Chen y Tsay (1991), Hansen (1997, 2000), Chan y Tsay (1998), Qian (1998),
entre otros. La literatura en torno a la generacién y evaluaciéon de prondsticos h-pasos hacia
adelante en modelos SETAR es extensa, por ejemplo, Clements y Smith (1997), Clements,
M. P., Frances, P. H., Smith, J. y Van Dijk D. (2003), Diebold, F. X., Gunther, T. A. y
Tay, A.S. (1998), Diebold y Mariano (1995), Dacco y Sanchell (1999), entre otros. Una de
las conclusiones coincidentes en dichos trabajos es que los modelos SETAR pueden descri-
bir adecuadamente el comportamiento del fenémeno correspondiente, pero al momento de
evaluar el desempeno de los prondsticos fuera de la muestra observada, resulta que dichos
prondsticos no se comportan en general mejor que los prondsticos provenientes de un mo-
delo del tipo lineal autorregresivo (AR por sus siglas en inglés). La funcién de pérdida de
mayor uso, para cuantificar los desempenos de los prondsticos h-pasos hacia adelante, es el
error cuadratico medio de prondstico (ECMP). Mientras que los procedimientos de obten-
cién de prondsticos més estudiados se basan en métodos del tipo Monte Carlo los cuales
aproximan la esperanza condicional resultante para cada horizonte de prondstico, mediante
procedimientos recursivos.

Motivados por el hecho de que en algunas situaciones reales el considerar que los cambios
en los regimenes se dan por rezagos de la serie misma puede no ser muy realista, estudiamos
el caso mdas general de modelos autorregresivos de regimenes. Es decir, el caso en que
la variable umbral que determina a qué régimen corresponde la t-ésima observacion estd
dada por una variable exégena, que denotaremos por Z;. La variable umbral Z; posee su
propia dindmica, la cual es conocida y relativamente mé&s simple que el modelo TAR, de
interés. Contrario al caso SETAR, a la fecha existe un nimero pequeno de articulos en
torno al estudio de los modelos TAR, como por ejemplo Gonzalez y Gonzalo (1998, 1999),
Hansen (1997, 2000). Suponer que la variable umbral es distinta a rezagos o funcién de
rezagos de la serie misma, conlleva a consideraciones tedricas distintas a las estudiadas en
el modelo SETAR. El espacio probabilistico asociado al modelo TAR debe considerar la
estructura probabilistica de la variable umbral. Las condiciones de regularidad, asi como
las demostraciones correspondientes, para garantizar estacionariedad y ergodicidad en los
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modelos TAR, se establecen en Gonzélez y Gonzalo (1998).

El objetivo general del presente trabajo de tesis consiste en explorar nuevas alternativas
de obtencién de prondsticos en modelos TAR. El alcance de dicho objetivo trae como con-
secuencia los siguientes objetivos particulares: proponer métodos de estimacién y obtencion
de pronésticos en modelos TAR, que tomen en cuenta la estructura no linealidad del modelo
y evaluar los desempenos de los prondsticos bajo cada alternativa considerada.

Analizamos tres procedimientos para la obtencién de los pardmetros estimados en el mo-
delo TAR: minimos cuadrados, méxima verosimilitud y regresién por cuantiles. Para los
primeros dos métodos obtenemos las propiedades asintéticas de los coeficientes autorregre-
sivos para el caso de umbral conocido y desconocido. En regresiéon por cuantiles estudiamos
sélo las propiedades asintoéticas de los estimadores para el caso de umbral conocido. Es-
tudiamos los comportamientos de los prondsticos h-pasos adelante para los modelos TAR,
bajo cada alternativa de obtencién de prondsticos y considerando las funciones de pérdida
ECM y funcién de pérdida de cuantiles. El estudio de los desempenos de los prondsticos en
los modelos TAR se contrasta con los respectivos desempenos de los prondsticos en modelos
lineales AR. A diferencia de los modelos SETAR, los pronésticos en los modelos TAR im-
plican el conocer el comportamiento futuro de la variable umbral. Proponemos dos nuevas
alternativas de obtencién de pronésticos en los modelos TAR, verosimilitud predictiva y re-
gresién por cuantiles. La primera de ellas se basa en el principio de méaxima verosimilitud
y consiste en obtener la verosimilitud predictiva del modelo TAR bajo estudio. Bajo estd
alternativa los prondsticos h-pasos hacia adelante para el modelo de interés, serdn los valores
futuros mds plausibles en el modelo TAR dada la informacién observada hasta el tiempo t,
en el sentido de que dichos valores maximizan la ecuacién objetivo resultante e identificada
en la literatura como verosimilitud predictiva perfil, ver Lauritzen (1974), Hinkley (1979),
Butler (1986) y Bjornstad (1990). La segunda alternativa se basa en considerar al modelo
TAR como un modelo de regresién por cuantiles, justificado por el hecho de que ante una
especificacion errénea del modelo, ocasionada por considerar un modelo del tipo lineal como
el verdadero proceso generador de datos y acrecentada por la influencia de probabilidades
con valores grandes de mala clasificacién en el régimen. Concretamente, identificamos que
el proceso de error ante la mala especificacién no se comporta como un proceso de ruido
blanco. La funcién de pérdida asociada al modelo de regresiéon por cuantiles es asimétrica
y contempla el caso simétrico dado por las desviaciones absolutas del error de prediccion,
Koul (1996) y Mukherjee (1999). Realizamos un amplio ejercicio de simulacién, bajo el
supuesto de que el pardmetro de umbral es conocido, a fin de estudiar los comportamien-
tos de los prondsticos h-pasos adelante, bajo cada una de las alternativas de obtencién de
pronésticos. Cuantificamos los desempenos de los prondsticos mediante los errores cuadrati-
cos medios de pronésticos y calculando también la funcién de pérdida definida en el modelo
de regresion por cuantiles. Andlogo al caso SETAR, contrastamos nuestras dos alternativas
para la obtencién de los prondsticos en el modelo TAR, contra los pronésticos obtenidos del
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método de Monte Carlo recursivo. El procedimiento implementado es similar a los métodos
de Monte Carlo estudiados por Granger y Terdisvirta (1993), para modelos no lineales. Es
decir, aproximamos los valores esperados condicionales para los h horizontes de interés en el
modelo TAR, con la diferencia de que ahora incluimos el pronéstico de la variable umbral
Z; o bien el valor de la funcién indicadora definida en términos de si la variable umbral al
tiempo t estd por arriba o por abajo del valor del umbral.

Una conclusién general de nuestro ejercicio de similaciéon es que los prondsticos en el
modelo TAR, obtenidos por medio de verosimilitud predictiva presentan mejores desempenos
que los pronésticos bajo el modelo AR, ya que los valores de las funciones de pérdidas para
los distintos horizontes de prondstico son mas pequenos que sus respectivos valores bajo el
modelo lineal.

La organizacién de esta tesis es la siguiente: el Capitulo 1 contiene una revisién del
tema de prondsticos para modelos no lineales. En el Capitulo 2 se describe el modelo TAR,
sus propiedades tedricas, como por ejemplo estacionariedad y ergodicidad. Asi como una
comparacion tedrica de las expresiones de los errores cuadrédtico medio de prondstico bajo
un esquema TAR simplificado. El Capitulo 3 aborda el problema de estimacién en los mo-
delos TAR, se estudian los métodos de minimos cuadrados y de maxima verosimilitud; en
ambos métodos de estimacién se discuten las propiedades asintéticas de los estimadores bajo
pardmetro de umbral conocido y desconocido. El Capitulo 4 describe el método recursivo
de Monte Carlo para la aproximacion de los pronésticos en el modelo TAR, describiendo
los métodos correspondientes para el prondstico de la variable umbral. En el Capitulo 5
introducimos el concepto de verosimilitud predictiva y obtenemos bajo el supuesto de nor-
malidad en los errores la correspondiente funcién de verosimilitud predictiva para el modelo
AR(1) y el modelo TAR(2;1,1). El Capitulo 7 se refiere a las ideas de regresién por cuan-
tiles, especificamente expresamos el modelo TAR como un modelo de regresién por cuantiles,
establecemos las propiedades asintéticas de los pardmetros estimados en el modelo y describi-
mos el procedimiento de obtencién de los prondésticos bajo esta alternativa. En el Capitulo
8 describimos el ejercicio de simulacién implementado para la comparacién de las distin-
tas alternativas de obtencién de prondsticos, asi como la cuantificacién de sus desempenos,
como funcién de los valores de las funciones de pérdida. Los resultados de dicho ejercicio
se presentan en forma gréfica y tabulada. Finalmente en el Capitulo 9 resaltamos algunas
observaciones en torno al problema de estimacién y prondésticos en modelos TAR, asi como
un resumen de las conclusiones de este trabajo de tesis.



Capitulo 1

Introduccion

Los modelos de series de tiempo no lineal son una herramienta 1til para describir y pronos-
ticar una gran variedad de series de tiempo econémicas. Sin embargo, se ha observado en una
gran variedad de trabajos empiricos, que estos modelos ajustan bien dentro de la muestra
pero dificilmente presentan una ganancia sustancial en sus predicciones fuera de la muestra.
Las predicciones se comparan con las predicciones correspondientes en modelos lineales auto-
rregresivos. Algunos autores, Pesaran y Potter (1997) y Clements y Smith (1999), sugieren
que los modelos no lineales pueden ser mejores competidores de desempenos de pronésticos
puntuales como funcién de sus respectivos ECMP si se consideran las varianzas condicionales
para cada uno de los regimenes. Clements y Smith (1999) calculan los ECMP condicionando
en cada uno de los regimenes y calculando también estadisticos relacionados con la direccion
del cambio. El estudio de Pesaran y Potter (1997) sugiere que los modelos no lineales pueden
ser mejores al pronosticar momentos de orden alto, lo cual se entiende como: el desempeno de
los intervalos de pronésticos y de la densidad de prondsticos es mejor que su correspondiente
competidor lineal.

1.1 Prondsticos en modelos no lineales

Sea Y; una serie de tiempo estacionaria dada por la siguiente ecuacion,
Vi =g (Y1) +e,

con g una funcién arbitraria y &, una secuencia de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas con distribucién D, media cero y varianza o? y que denotaremos
como: &; ~ iidD (0, 0?). Dado un conjunto de T observaciones sobre el tiempo, el predictor
de Y75 con error cuadrético medio minimo estd dado por la esperanza condicional, es decir,

Viin = Blg(Yra)|Yiis < T7. (L.1)

5



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Si g (+) es una funcién lineal, pensemos por ejemplo que Y; sigue un proceso autorregresivo
de orden uno (AR(1)) estacionario y dado por la expresién: Y; = 6Y;_1 + 7, con proceso de
error 1, ~ tdN (O, 0727) , tenemos que a partir de la ecuacién recursiva:

h—1
Yron =0"Yr + > 0np )
§=0
el pronéstico optimal h-pasos adelante estd dado por:

Yron = E[Ypa|Yes <T)
0"Yr.

En la practica es comin que el pardmetro # sea desconocido, y es necesario estimarlo del
conjunto de datos observados. La estimacién de 6 puede realizarse, por ejemplo, mediante
los métodos de minimos cuadrados o por méaxima verosimilitud, entre otros métodos. El
estimador de 6, bajo el supuesto de normalidad en los errores para ambos procedimientos de
estimacién es el mismo, y satisface las propiedades de consistencia y normalidad asintética.
De esta forma el prondstico h-pasos adelante para el modelo AR(1), se obtiene de la siguiente
expresion:

~ ~h
VAR =9 yy,

donde 6 es un estimador consistente de . La varianza del error de prediccién o error
cuadrético medio de prondstico, se obtiene de la siguiente expresién:

~2h
- (1 —146
Var (YT+h — Yzfﬁ(l)wgp) ~ af)—( — ),
1-0)

con 6,27 la varianza estimada del proceso de error en el modelo AR (1).
La obtencién de los prondésticos en modelos no lineales es més dificil que en el caso lineal,
por ejemplo, consideremos el modelo no lineal dado por:

Y; = g (Yio1) + &, con & ~ iidD (0,07) (1.2)

pero ahora la funcién g (-) es una funcién no lineal. Sea §r la o-dlgebra generada por el
conjunto de informacién hasta el tiempo 7', digamos {Y3, ..., Yr}. El pronéstico optimal un
paso adelante esta dado por:

?T-&-l =F [YT+1|8:T] =g (YT) .

Sin embargo, dada la no linealidad de la funcién g, el pronéstico dos pasos adelante esta
dado por:

Viso = EVrsal§r] = Blg (V) [§1) # 9 (B Vraal§el) = g (Vi)
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O equivalentemente,
Yrio = E[Yral8r] = Elg (Yra) [§1] = E g (9(Yr) + 1) [37]
=F [g <YT+1 + 6T+1> |S‘VT:| #g <?T+1>

Similarmente, podemos expresar el prondstico h-pasos adelante mediante la siguiente igual-
dad:

Voin = E Yrunl§r) = Blg Yrin-1) [87)
=Eg(g(9(g(---9(g(Yr) +ers1)) + -+ + ersin-3)
+ erin—2) + erin_1) |37

=F [9 (9 (9(9(' : ‘Q(Y/TH + 5T+1)) + -+ 6T+h—3>
+ erin—2) + ertn-1) |87,

donde la funcién g es evaluada h — 1 veces.

Los métodos més utilizados en la literatura para generar pronoésticos en modelos no linea-
les, y en particular en los modelos SETAR, se basan en aproximar la esperanza condicional
para diferentes horizontes de prondstico. Algunas de las alternativas maés estudiadas se
describen a continuacién, Granger y Terésvirta (1993).

Método Exacto. Supongamos que la funcién de distribuciéon acumulada D, para los
errores £; en el modelo es conocida y dada por @ (-) , entonces el pronéstico dos pasos adelante
por el método exacto se obtiene como:

Verea = ElVralial = [ g (Veor+ 2) d2(2).
Equivalentemente, tenemos que:
Yirie = EYrl3r] = / 9 Wre1) n (WralSr) dyra

= / E (Yrio|Yri1) n (yr1[S7) dyr1,
—00
donde 7 (yr41|§7) es la funcién de densidad de Y;;; condicional a la o-algebra §r. Notemos
que la funcién de densidad anterior es la misma funcién de densidad de &7, s6lo que ahora
la media de la variable aleatoria es g (Y;) .
Generalizando, el pronéstico h pasos hacia adelante para Y; estd dado por:

oo

Verin = E[Yoim|§r] = / 9 (Yrsn—1) N (Yr+n—187) dyrsn-1,

—0o0
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de modo que para obtener el prondstico h-pasos adelante debemos determinar la integral
anterior en cada punto por medio de integracién numérica.

Una alternativa para calcular la integral y obtener los pronésticos h-pasos adelante ?E7T+h
para Y., consiste en utilizar la relacién de Chapman-Kolmogorov para calcular los pronés-
ticos h-pasos adelante en el método exacto, es decir, sea

N (Yyr+n|S1) :/ N (YranYrin-1) 0 (Yren-1|87) dyrin-1,

—0o0

donde 1 (yryn|Yr1n-1) es la funcién de densidad de Y7, dado Y. p_1, entonces,

Yerin = / / 9 (Yr4h—1) 1 (Yrrn—1Yr4n-2) X

n (yT+h—2 |3T) AYr+h—1dYr4h—2

:/ / / 9 (Yrsn-1) 0 Yrin—|Yrin-2) X

o (yr|Yr) n (yr|S7) dyrsn—1dyrin—o - - - dyr.

Dado que no existe una expresién analitica general para las integrales anteriores, es nece-
sario aproximar dichas integrales mediante métodos numéricos, Tong (1990). Las integrales
se complican cada vez mads si el nimero de prondsticos hacia adelante aumenta. En este
sentido es que se han propuesto una serie de métodos numéricos encaminados a resolver el
problema de prondsticos para modelos SETAR y en general para modelos no lineales.

Método Naive. Supongamos que 7,1 = 0, esto significa que podemos intercambiar el
operador esperanza por la funcién g, dado que se cumplen las siguientes igualdades,

Yrp = g(Yr) =Y
Blg (V) §r) = B9 (Vr) 18] = g (Ven).

De modo que el pronéstico dos pasos adelante estd dado por:
Yurie = E [Vriol§7) = Elg (Yria) [87] = 9 Vri1) = g (YTH) :
Equivalentemente, si ep1 = o = 0, el prondstico tres pasos adelante para Y3 es:

}A/N,T+3 = B Yr3lS87| = Elg (Yri2) [57] = 9<}A/N,T+2)-
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Finalmente, si epy1 = -+ = epyp—1 = 0, el prondsticos h-pasos adelante se obtiene de la
siguiente igualdad:

Yyrin = EYral8r) =g (YN,T—f—h—l) ,
donde el subindice N en el prondstico h-pasos adelante corresponde a la identificacién del

método naive.

Método de Monte Carlo. Una alternativa para calcular prondsticos h-pasos hacia
adelante consiste en aproximar la esperanza condicional respectiva por medio de un procedi-
miento computacional recursivo del tipo Monte Carlo, por ejemplo, el prondstico dos pasos
adelante se aproxima mediante la siguiente ecuacion:

N
~ 1 ~
Yrvcir2 = N JZ;C] (YT-H + Zj)

donde Z;, j =1,..., N son extraidos de una funcién de distribucién D conocida.
Bajo este esquema el prondstico Monte Carlo para Y7, con h > 1 es de la forma:

1

' _ h—1
YMC,TJrh—NZg 9(Vr + Z)) )+ Z7Y),
J=1 h—1 veces
con Z}, 73, ..., Zjh_l generados de la distribucién D, para j = 1, 2, ..., N. Cabe men-

cionar que este método es el de mayor uso en la préctica, dada la facilidad de implementacion
y las propiedades de convergencia para N suficientemente grande.

Método de Remuestreo. Similar al método de Monte Carlo, el método de remuestreo
consiste en aproximar la esperanza condicional, mediante la expresién:

. 1 . A
Yo = ] Zlg (YT-H + 5j> :

donde a diferencia del método de Monte Carlo los £;, j =1,...,n — 1 son valores extraidos
de los residuales observados &; sobre el periodo muestral. Equivalentemente tenemos que el
prondstico h-pasos adelante se aproxima por medio de la siguiente igualdad:

YBT+h——Zg(9( g(Yr +&)--)+&™), h> 1.
1 h,_/
" h—1 veces
donde 5 5 é‘ ! son h — 1 valores aleatorios extraidos de los residuales observados,

j=12". n—1
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Para mds detalles ver Granger y Teréisvirta (1993); Clements y Smith (1997); Clements
et al (2003); Diebold et al (1998); Diebold y Mariano (1995).

En la préctica la funcién g (-) no es conocida y deberd ser especificada y estimada por
medio de algtin procedimiento de estimacién. La funcién estimada g (-) se sustituye en cada
una de los métodos anteriores para obtener los prondsticos de interés.

Cada uno de los métodos anteriores son alternativas diferentes, con ventajas y desven-
tajas, por ejemplo: los prondsticos mediante el método naive son féciles de obtener pero
usualmente sesgados e inconsistentes ya que E [g (€)] # g[F (¢)]. Los prondsticos mediante
el método exacto son computacionalmente costosos y complicados, mientras que los pronés-
ticos mediante el método de Monte Carlo, pueden ser sesgados si seleccionamos una funcién
de distribucién D incorrecta, sin embargo en condiciones generales suele ser la mejor técnica.
Los prondsticos por el método de remuestreo son relativamente féciles y pueden tener buenas
propiedades siempre que g (-) sea una buena aproximacién a ¢ (+), pero en otras situaciones
pueden ser sesgados, Granger y Terésvirta (1993).

1.2 Técnicas de evaluacién y obtencion de prondsticos

Gran parte del estudio de obtencién y evaluacién de prondsticos se ha enfocado a prondsticos
puntuales, donde el resumen de la incertidumbre de los prondsticos se mide a través de sus
errores estdandar, Clements y Smith (1997), Clements et al (2003), Diebold et al (1998),
Diebold y Mariano (1995), Dacco y Sanchell (1999), etc.. Chistosffersen (1998) sugiere
algunas formas de evaluar los desempenos de los pronésticos mediante la evaluacién de
intervalos de prondsticos condicionales; mientras que Diebold et al (1998) proponen algunos
métodos para evaluar la densidad de prondstico.

Pronésticos puntuales

La obtenciéon de prondsticos puntuales h-pasos adelante en modelos no lineales involucra,
por lo general, la solucién analitica de integrales mmiltiples y de aqui el uso de técnicas de
integracion numérica o métodos de simulacion alternativos para la obtencion de los pronds-
ticos. Dentro de los métodos mas utilizados se encuentran los métodos Monte Carlo del tipo
recursivo los cuales aproximan la esperanza condicional correspondiente mediante el prome-
dio de un nimero predeterminado de réplicas para cada uno de los horizontes de pronéstico.
Ver por ejemplo, Clements y Smith (1997, 1998), De Gooijer y De Bruin (1998), Davies et
al (1988). La comparacién de los desempenios de los prondsticos bajo el modelo TAR y bajo
el modelo AR se realiza por lo general tomando el cociente de los ECMP para el modelo AR
entre los ECMP para el modelo TAR, considerando cada uno de los horizontes de prondstico.
De esta forma, valores mayores que uno indican que los desempenos de los prondsticos en el
modelo TAR son mejores que los pronésticos en el modelo AR. Algunas de las conclusiones
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de los trabajos de Clements y Smith (1997), Clements et al (2003), Diebold et al (1998),
Diebold y Mariano (1995), Dacco y Sanchell (1999), en torno al estudio de los prondsticos
en modelos SETAR, son las siguientes:

» Se sabe que el comportamiento de los prondsticos en modelos no lineales dentro de la
muestra es mejor que el comportamiento de los prondsticos en modelos lineales, pero fuera
de la muestra no, a menos que la no linealidad caracterice el periodo de prondstico.

» Los desempenos de los pronésticos a largo plazo (més de tres pasos hacia adelante),
son comparables tanto para modelos lineales autorregresivos como para modelos SETAR.

» Los desempenos de los prondsticos en modelos SETAR son mejores que los desempenos
de los prondsticos en modelos AR, siempre que los valores de las pendientes en cada uno de
los regimenes sean de signo opuesto y cercanos al circulo unitario (valores +0.6 y +0.8).

» Si la comparacién entre los pronésticos de un modelo SETAR y un modelo AR se realiza
condicionando en cada uno de los regimenes se tiene que la ganancia de los prondsticos en
el modelo SETAR es mayor que en el modelo AR.

Diebold y Mariano (1995) realizan la comparacién de desempenios de prondsticos pun-
tuales mediante el contraste de las alternativas de prondésticos (lineal y no lineal), bajo la
hipétesis nula de igualdad de precisién de prondstico, para alguna funcién de pérdida ar-
bitraria pero definida en términos de los errores de prondstico g (eiyt‘t_h) , donde e; 4, =

A

Yt — Yige—n, © = 1,2 corresponde a los errores de prondsticos h-pasos adelante bajo la al-
ternativa de prondstico ¢. La propuesta consiste en definir la pérdida diferenciada como:

di=g (ei,t|t—h) ) (ej,tlt—h) ’

coni,j=1,2, i # j,si F(d;) =0 entonces tenemos igualdad en la precisién de los pronds-

. . ., . . . T . . .,
ticos. Dada una realizacién muestral estacionaria en covarianzas {dt}TiZ la distribucién
asintética de la pérdida diferenciada muestral, d, con

Ci 1 T+nd
_n—h‘i‘]./]%_:h b

estd dada por: vVn—h+1 (J— u) 4N (0, V (CZ)) , donde

. h-1
vV (d) =TT <’Yo+22%> ;

=0

bajo el supuesto de que los prondsticos h-pasos adelante exhiben dependencias de orden
mayor que h — 1. De estd forma el estadistico de Diebold y Mariano (1995) se basa en el
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siguiente estadistico de prueba para probar la hipétesis nula de igualdad de precision de
pronéstico:

d aprox.

TN (0,1)
vV (d)

donde V (CZ) es un estimador consiste de V' (CZ) , basado en una suma ponderada de autoco-
varianzas muestrales, 7,, con

1 T+n
N TR Z,(dt_d)(dt—i_d)'
T+h—i

Clements et al (2003) presentan un estudio detallado sobre el comportamiento del estadistico
de prueba de Diebold y Mariano (1995) bajo distintos escenarios, mostrando la robustez del
mismo.

Evaluacién mediante la densidad de prondstico

Diebold et al (1998), proponen evaluar el desempenio de los prondsticos un paso adelante
mediante el cdlculo de la densidad de prondéstico. La evaluacion de la densidad de pronéstico
se basa en el andlisis de las probabilidades de transformacién integral (pti) de las realiza-
ciones actuales de las variables sobre el periodo de pronéstico con respecto a la densidad de
pronéstico de los modelos SETAR y AR, por ejemplo. Las probabilidades pti se denotan por
pe(ye), t=T+1, T+2 ...,T+n,de modo que,

Yt
zt:/ pe(w)du, t=T+1, ..., T +n.

Si la densidad de prondéstico corresponde a la verdadera densidad predictiva, dada por el
verdadero proceso generador de datos, y denotada por: f; (y;), es decir, pi (v:) = fi (1),
tenemos que la secuencia de probabilidades de transformacién integral {zt};ff son tal que
las variables aleatorias z; son independientes e idénticamente distribuidas con distribucién
uniforme en el intervalo [0,1], y que denotaremos como z; ~ #dU [0,1]. Algunas de las
opciones para verificar uniformidad son: por inspeccién visual de la funcién de distribucion
empirica para la serie z;, y mediante la prueba de Kolmogorov-Smirnov, la cual se basa
en la desviacién méaxima entre la funcién de distribucién empirica de los z; y la funcién
de distribucién tedrica. Berkowitz (2001) sugiere tomar las transformaciones inversas de la
funcién de distribucién acumulada normal de la serie {z}5.}, v denotadas por {z;}5./7.
Note que ahora los z; bajo la hipétesis nula son variables aleatorias normales estdandar e
independientes.
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Clements et al (2003) argumentan que los métodos de evaluacién de la densidad predic-
tiva, bajo el supuesto de errores normales en el proceso generador de datos, SETAR, puede
verse como un método de evaluacién de prondstico puntual ya que la secuencia de probabi-
lidades normales {2/} son equivalentes a los errores de prondésticos escalados. Por ejemplo,
supongamos el siguiente modelo SETAR(2;1,1),

Y = (¢1yt*1 + Et) I (ytfl < 7) + (¢2yt*1 + Et) I (ytfl > 7) ) t= 17 27 oo 7T +n,

donde la funcién I () corresponde a la funcién indicadora, 7" denota el tamano de la muestra
y n la longitud de el periodo de prondstico fuera de la muestra. El prondstico un paso
adelante estd dado por:

1 = E (yt+1|3':t) (1~3)
= Sl (Y <) + S (e > )

donde F; denota como antes el conjunto de la informacién disponible hasta el tiempo t o
equivalentemente la o-dlgebra generada por el conjunto de observaciones disponible hasta el
tiempo t. Bajo el supuesto de errores gaussianos la densidad de prondstico para el modelo
AR(1) es p; (ye) = N(GAR, (677)?), con 67 la desviacion estédndar estimada para el proceso
de error y gjﬁﬁ el prondstico un paso adelante para y;, ambos bajo el modelo AR(1). Para
el caso del modelo SETAR(2;1,1) tenemos que la secuencia de probabilidades {z;} son

obtenidas por z; = ® (%) , con ;11 dado en la ecuacién (1.3) y 67 la varianza estimada
para el proceso de error bajo el modelo SETAR. Observemos que la serie {z;} se obtiene
aplicando la inversa de la funcién de distribucién normal esténdar a la serie {2;} de tal forma
que obtenemos los errores esténdar originales (y; — 9441)/04-

Una conclusiéon general en torno al estudio de los desempenos de los prondsticos en
modelos SETAR contra los desempenos de los pronésticos en modelos AR, e independien-
temente del método de evaluacién, es que la ganancia de prondstico es mayor en el modelo
SETAR, siempre que el pronéstico y la medida de desemperio utilizada se obtengan condi-
cionando a cada uno de los regimenes. En nuestro caso, y como se discutird en la siguiente
seccién, nos interesa estudiar los desempenos de los prondsticos para modelos del tipo TAR,
donde la variable umbral corresponde a una variable exégena con dindmica propia y donde,
posiblemente, uno de los regimenes posee una raiz unitaria y de aqui que la nocién de condi-
cionamiento para la obtencién y evaluacién de los prondsticos no es aplicable.
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1.3 Motivacion

Uno de los objetivos principales en el andlisis de series de tiempo es la obtencion de pronds-
ticos, basados en modelos significativos en el sentido de un buen ajuste y una coherente
interpretacion del fenémeno bajo estudio. Nuestro interés particular se centra en aplica-
ciones econémicas, en las cuales se ha observado que los modelos autorregresivos con umbral
son capaces de capturar caracteristicas comtinmente observadas en series econémicas, como
son: irreversibilidad en el tiempo, asimetrias, persistencia, etc.. Asimismo, desde el punto de
vista econométrico, es més realista suponer que los cambios de un régimen a otro a través del
tiempo se deben a rezagos o funcién de rezagos de una variable aleatoria exégena més que a
rezagos de la serie misma. M4ds atin, existen situaciones practicas donde suponer un modelo
lineal autorregresivo conlleva a considerar que dicho fenémeno se comporta como un proceso
de raiz unitaria. Por ejemplo, consideremos los datos trimestrales de las tasas de interés de
USA, en el periodo de agosto de 1959 a junio de 1999, obtenida de Citibase y analizada en
Gonzélez y Gonzalo (1999). El comportamiento grafico de los datos para las tasas de interés
se da en la Figura 1. Al realizar la prueba de raiz unitaria para dichos datos, concluimos
que no se rechaza la hipétesis nula de raiz unitaria para distintos niveles de significancia,
como se muestra en la Tabla 1. Sin embargo la teorfa econémica argumenta que no es rea-
lista asumir que las series de tasas de interés sigan un modelo de raiz unitaria, ya que dicho
supuesto carece de utilidad en cuanto a la obtencién y estudio del comportamiento futuro
de la serie. Gonzilez y Gonzalo (1998, 1999) estudian el comportamiento de las tasas de
interés por medio de un modelo TAR de dos regimenes, con la caracteristica de que uno de
los regimenes posee una raiz unitaria y denotan a dichos modelos como modelos con umbral
de rafz unitaria (TUR models). La ventaja de dicha consideracién es que el modelo utilizado
es un modelo estacionario, que describe adecuadamente a los datos y con la caracteristica
de que la interpretacién de cada uno de los regimenes resalta la naturaleza misma de la
serie, como por ejemplo el que uno de los regimenes se considere como una fase de recesién
o bien como una fase de crecimiento econémico. Gonzalez y Gonzalo (1998, 1999) presentan
las condiciones tedricas bajo las cuales los modelos TAR son estacionarios y ergédicos; se
dan también algunas sugerencias para posibles variables de umbral, bajo algunos escenarios
econémicos. Un ejemplo de variable umbral en el estudio de las tasas de interés es la serie
que describe los cambios en la inflacién. Note que los modelos SETAR no pueden contener
una raiz unitaria en algunos de los regimenes ya que el cambio se da en funcién de valores
rezagados de la misma serie y ésta no cumpliria el supuesto de estacionariedad y ergodici-
dad, requerido para el andlisis y el cumplimiento de algunos resultados asintéticos para los
parametros estimados en el modelo de interés.
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Tablal. Prueba Aumentada de Dickey-Fuller para los
datos de las tasas de interés en la Figura 1.

ADF test Statistic = -2.415 | Valor critico del 1% | -3.446
Valor critico del 5% | -2.868
Valor critico del 10% | -2.570

Comportamiento grafico de las tasas de interés
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Figura 1. Datos de tasas de interés analizados en Gonzaléz y Gonzalo (1999).
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1.4 Identificacion del problema y alternativas de
solucién

La mayor parte de la literatura, en torno a la problemética de obtencién y cuantificacién
sobre los desempenos de prondsticos en modelos TAR contra modelos AR, se ha concentrado
en el estudio de los modelos SETAR. Se sabe que los estimadores de los pardmetros autorre-
gresivos en el modelo SETAR, bajo pardmetro de umbral conocido y desconocido satisfacen
las propiedades de consistencia y normalidad asintética, Petruccelli y Woolford (1984), Chan
et al (1993). En relacion a la obtencién y cuantificacion de los desempenos de los prondsticos
en modelos SETAR, se ha encontrado que en general estos no presentan mejores desempenos
que los prondsticos generados a partir de un modelo lineal AR. La conclusién general es
que los ECM de pronésticos en el modelo lineal AR son menores o iguales que los ECM de
pronésticos en el modelo SETAR, atin en el caso en que el verdadero proceso generador de
datos (VPGD) este dado por un modelo SETAR. A la fecha, no existe un consenso general
en cuanto a, ;Cudles son las caracteristicas inherentes al modelo que originan dicho com-
portamiento?, o ;En qué situaciones esperamos que los pronésticos bajo dichos modelos se
comporten en forma similar?.

La discusion del mal desempeno de los prondsticos en modelos SETAR, se relaciona con
el problema de mala especificacién de los regimenes. Dacco y Sanchell (1999) ilustran la
problemdtica anterior en los llamados modelos Regime-Switching (RS) contra los modelos
de caminas aleatorias con y sin deriva. Se calculan los ECMP, suponiendo que el verdadero
proceso generador de datos es el modelo de RS, pero considerando que el prondstico un
paso adelante se calcula por medio de cada una de las alternativas de modelacion. Los
ECMP se expresan en funcién de las probabilidades de mala especificacién en los regimenes,
observandose que el mal desempeno de los prondsticos se debe principalmente a valores
grandes de dichas probabilidades. Se sugiere también que el criterio del ECM puede no ser
el criterio apropiado para la evaluacion de los desempenos de los pronésticos, y de aqui que
necesitamos establecer métodos de evaluaciéon que consideren las caracteristicas no lineales
que caracterizan a los modelos TAR.

En nuestro caso identificamos el problema de mala especificacién, debido a clasificaciones
erréneas de las observaciones en los regimenes y la mala especificacién debida al suponer un
modelo distinto del verdadero proceso generador de datos. De estd forma, valores grandes
de las probabilidades de mala clasificacién implican valores grandes en los ECM. Paralela-
mente, asumir un modelo erréneo al VPDG implica un aumento en los ECM de prondstico
bajo el modelo incorrecto, més atin, el comportamiento de los residuales no corresponde al
comportamiento de un proceso de ruido blanco. El aumento en los valores de los ECM de
pronéstico bajo un modelo mal especificado no es suficiente para garantizar que los ECMP
en los modelos TAR son de menor magnitud que los ECMP en los modelos AR, esto debido
a que la metodologia de estimacion de los pardmetros en el modelo es independiente del
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proceso de evaluacion de los prondsticos, tal y como se ha estudiado en la literatura. Por
ejemplo, una préctica comiin es obtener las estimaciones de los pardmetros via la metodologia
de minimos cuadrados y posteriormente calcular y evaluar los pronésticos por medio de un
algoritmo de Monte Carlo.

Nuestras propuestas de soluciéon abordan el problema de estimacién, obtencién y evalua-
cién de los pronésticos bajo la misma metodologia, tomando en consideracién las caracterfs-
ticas de no linealidad inherentes en el modelo TAR. La primera de nuestras alternativas es
conocida como verosimilitud predictiva, y consiste en obtener los estimadores de los pardme-
tros y valores futuros méds plausibles via la maximizacion de la funcién objetivo resultante
e identificada como verosimilitud predictiva perfil. La segunda de nuestras propuestas se
conoce como regresién por cuantiles, y consiste en minimizar la funcién objetivo de cuan-
tiles para obtener primeramente los pardmetros estimados y posteriormente los pronésticos
h-pasos adelante. Esta alternativa considera adecuadamente las caracteristicas de asimetrias
de los modelos TAR, lo cual se refleja en mejores desempenos de los prondsticos bajo el
modelo TAR. Los detalles teéricos de ambas alternativas son estudiados en los Capitulos 5
y 6 respectivamente. En el Capitulo 7 presentamos un amplio ejercicio de simulacién donde
comparamos los desempenos de los prondsticos para cada una de las alternativas antes men-
cionas y de donde concluimos que: en términos generales los prondésticos bajo el modelo TAR
por medio de verosimilitud predictiva y cuantiles de regresién son mejor comportados que
los prondésticos bajo el modelo AR, en virtud de que los valores de las funciones de pérdidas

bajo el modelo TAR son menores en magnitud que los valores respectivos bajo el modelo
AR.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION



Capitulo 2

El modelo TAR

Sea Y= (Y1,...,Yr) el vector de datos observados, con condiciones iniciales (Yp, Y 1, ...,
Y_,+1) . Se dice que la serie de tiempo Y; sigue un modelo TAR(r;py, ..., p,) con variable
umbral Z; 4 y r regimenes si Y; puede expresarse de la forma siguiente:

Pk
Yi=aor + Z Qi Yi—i + €xg Para vy < Zig <y, (2.1)
=1

donde k = 1,2,...,r y d un entero positivo, en nuestro caso conocido. Los errores {c;+} se
consideran una secuencia de variables aleatorias normales independientes con media cero y
varianza o3, donde {e;;} y {€;.} son independiente si i # j. Los niimeros reales -y, satisfacen
—00 =7 < 7 < .. <7, = ooy forman una particién del espacio de Z;_,. El entero
positivo d se conoce como rezago o retardo' de la variable umbral en el modelo. La particién
Vi1 < Zi—q < 7y se refiere a el k-ésimo régimen del modelo en la ecuacién (2.1). Note
que el modelo TAR es un modelo lineal por pedazos en el espacio de Z; 4, pero es no lineal
por pedazos en el tiempo. Si la variable umbral Z; ; estd dada por rezagos o funciones de
rezagos de la serie misma Y}, identificamos al modelo de la ecuacién (2.1) como un modelo
SETAR.

2.1 Algunas definiciones y resultados

Al igual que en el analisis de series de tiempo lineales, las propiedades de estacionariedad y
ergodicidad para el caso de series de tiempo no lineales son fundamentales para garantizar
las propiedades asintéticas de los estimadores para cada uno de los pardmetros en el modelo.
Aun cuando podemos decir que para modelos de series de tiempo lineales es relativamente

del inglés delay
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sencillo mostrar que la serie en cuestion es estacionaria, en el caso de modelos no lineales
dicha propiedad no es facil de establecer. De estd forma, el que una serie de tiempo no lineal
posea o no la propiedad de estacionariedad dependerd del modelo particular de interés. La
manera comtn de verificar los supuestos de estacionariedad y ergodicidad en modelos no
lineales es representar a la serie de tiempo como una cadena de Markov y establecer que la
cadena es ergddica. La serie de tiempo no lineal es estacionaria dado que una cadena de
Markov ergédica es estacionaria. Vale la pena entonces considerar las siguientes definiciones,
en torno a los conceptos de interés.

Definicién 2.1 (Cadena de Markov). Sea {Y:} un proceso estocdstico de valores reales,
decimos que {Y;} es una cadena de Markov si cumple con la propiedad Markoviana, es
decir, si la distribucién condicional de Y;; dado {Yy, Yi_1,...} depende sélo de Yy, Vt.
La distribucién condicional de Y;,1|Y7, digamos F; (+|y) , se conoce como la distribucién de
transicién de la cadena al tiempo t.

Consideremos el siguiente modelo autorregresivo no lineal,

Yi=f(Yia, ., Yiy) 40, (22)

donde {&;} es una secuencia de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas y ¢; independiente de {Y; g,k > 1}. De la ecuacién (2.2) se sigue que {Y;} es
una cadena de Markov dada por:

Yt = f (Yt—l) + E¢, (23)

con Yt - (Yt—lal- .. a}/t—p)la & = (8,5,0, .. '7O>, y f (y) = (f (yl) YY1y e 7yp—1)/ para
y=(v1,...,yp) € R".

Definicién 2.2 (Distribucion de transicion). Sea D (-) la funcién de distribucién de ey, y
F, (-]y) la distribucién condicional de Y,, dado Y, = y, entonces para n > 2,

Fu(aly) = [ D{o = (w)} s (duly).
y Fi(z|y) = D{x — f (y)} es conocida como la distribucién de transicién de la cadena.

Definicién 2.3 (Ergodicidad). Si existe una distribucién F'y una constante A € (0, 1], tal
que
AT (ly) = F ()| — 0 para cualquier y,

decimos que la cadena de Markov Y, es ergddica si A = 1 y geométricamente ergédica si
A < 1. F se conoce como la distribucién estacionaria y ||-|| denota la norma de variacion
total.
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Note que ergodicidad geométrica implica ergodicidad y que la ergodicidad de una cadena
de Markov depende completamente de su distribucién estacionaria.

Resultado 2.4 (Estacionariedad estricta). Suponga que la cadena de Markov Y, dada en
(2.3) es ergédica. Entonces existe una distribucién estacionaria (p-dimensional) F' tal que
la serie de tiempo {Y;, t =1,2,...} definida por el modelo no lineal dado en (2.2) y con
condiciones iniciales (Yo, Y 1, ... ,Y_pH)' ~ [ es estrictamente estacionaria.

Para la demostracién del Resultado 2.4 ver Fan y Yao (2003).

Las propiedades de estacionariedad y ergodicidad de los modelos SETAR se deben esen-
cialmente a los trabajos de Petruccelli y Woolford (1984), Chan et al (1985), Chen y Tsay
(1991), entre otros.

El Teorema de ergodicidad para el modelo SETAR(r;1,1) establecido en Chan et al
(1985) dice lo siguiente:

Teorema 2.5 (Teorema de ergocidad, SETAR). El proceso {Y;} definido en la ecuacién (2.1),
con Z;_q =Y;_ 4 es ergddico si y sélo si se satisface cualquiera de las siguientes condiciones:

a) a1 < 1, ay,r < 1, 1101, < 1;

) Q11 = 1, apy < 1, Qp,1 > 0;

) a1 < 1, Ay = 1, Qo < 0,

Jor1 =1, a1, =1, ap, <0< p;

e) Q1100 = 1, a1y < 0, Qo + Q1,001 > 0.

o o

o

En el caso de dos regimenes y constante cero, Petruccelli y Woolford (1984), y Chen y
Tsay (1991) demuestran que {Y;} es ergédico siy sélosi a1 <1, oo <1y ayq age < 1.
La demostracion del teorema de ergodicidad parte del supuesto de que la serie de interés es
una cadena de Markov con espacios de estados (R, B), donde B es la o-dlgebra de Borel en
los niimeros reales R, y con densidad de transicién dada por:

!
ZI r€v) frly — o — ).
k=1

Nuestro interés particular se refiere al estudio de los modelo TAR de primer orden, sin
constante, estudiado a detalle en Gonzélez y Gonzalo (1998), con variable umbral Z;_4, cuya
representacion matemadtica es,

V, = [el(Zia<y)+-+orl(Zi—g > vp_1)] Vi1 + & (2.4)
= (StY;gfl—FEt, t= 1,2,...,
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donde 0; = a1 I(Zy—g < vy) + -+ +arl(Zi_qg > vr_;), I(+) es la funcién indicadora, y los
procesos €; v Z; satisfacen las siguientes condiciones:

S1. Los procesos (&4, Z;_4) son estrictamente estacionarios y ergédicos.

S2. E(¢|81-1) =0y E(e|F11) = 0%

S3. Para algin 7 > 1, F (¢7"|§—1) < B < .

S4. E (max (0,log |e1])) < oo.

S5. El supremo esencial de |e;| < oo, es decir, esssup |e;| = inf {z : Pr(|e1] > 2) = 0} < oc.
S6. 1 admite una funcién de densidad de probabilidad continua y positiva.

Los supuestos (S1) y (S4) son necesarios para estacionariedad estricta, mientras que el
supuesto (S5) es necesario para estacionariedad en covarianza. El supuesto (S6) se requiere
para ergodicidad geométrica. Los supuestos (S2) son las consideraciones estdndar para es-
pecificar que el proceso de error €; es una secuencia de martingalas en diferencias condi-
cionalmente homoscedastica. (S2) conjuntamente con (S3) se utiliza para obtener algunos
de los resultados asintéticos del proceso TAR.

Las condiciones bajo las cuales el modelo TAR, dado en la ecuacién (2.4) es estacionario y
ergddico se establecen en Gonzélez y Gonzalo (1998), asi como para algunos casos particulares
y de interés practico, los cuales consideraremos en nuestro ejercicio de simulacion.

Teorema 2.6 (Teorema de estacionariedad TAR). Sea Y; un proceso generado a partir del
modelo TAR dado en la ecuacion (2.4), donde el proceso de error e; satisface los supuestos
(S1), (S4) y (S5) enunciados arriba. Sea también Z, 4 la variable umbral, la cual cumple
el supuesto (S1). Si E (|5f}) < 1, entonces el proceso Y; es estrictamente estacionario. Por

. 1/2
otra parte, st Z;; (E ‘H’TZI (52T ) < 00, €l proceso es también débilmente estacionario.

Note que el teorema anterior establece las condiciones bajo las cuales el proceso Y; es
estrictamente estacionario, y estds se basan en que se cumplan los supuestos (S1) y (54)
para los procesos (g, Z;_4). Sin embargo, esto no garantiza la existencia de los momentos
y de aqui que necesitemos asumir que el proceso {g;} cumple con la condicién (S5) para
garantizar que el proceso Y; es estacionario en covarianzas. Note también que el Teorema 2.6
no requiere que la variable umbral Z; ; sea una secuencia de observaciones independientes
de ¢;. Por ejemplo, el proceso Z; , podria ser el proceso ¢; y las condiciones del teorema
podrian seguir cumpliéndose. El teorema incluye el caso de los modelos SETAR siempre que
se cumplan las condiciones || < 1, |ar| < 1, y |aar| < 1, de otra forma la variable de
umbral no serfa ergédica y no cumpliria el supuesto (S1).
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Corolario 2.7 Considere el modelo TAR de dos regimenes de primer orden, denotado como
TAR(2;1,1) con rezago d y dado por la siguiente expresion:

Vi = [0 (Ziea <)+ &l (Zia > )] Yia + & (2.5)
= Y1+ e

donde la variable umbral Z;_4 se supone un proceso de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas y mutuamente independientes del proceso de errores g, con
p=Pr(Z;,_q <7). Entonces, si E (5?) < 1, el proceso Y; es estacionario en covarianzas.

Corolario 2.8 Considere el modelo TAR de primer orden, dado en la ecuacion (2.5) con
Zi_q un proceso de Markov de orden N. Entonces si E(éf) <1y py.2 = pip,.a €l
proceso es estacionario en covarianzas. pijj..; es la probabilidad de iniciar en el estado uno
dado que durante los N periodos anteriores el proceso estuvé en el estado j = 1,2. Cuando
N =1, tenemos que para que el proceso sea estacionario en covarianzas debe cumplirse que:

E (55) <1ypip>pp-

Corolario 2.9 Considere el modelo TAR de primer orden dado en la ecuacion (2.5) donde
Zy—q es un proceso de Markov de orden N y ¢, =1y }gbj‘ <1,i#j,1,j =1,2. Entonces el
proceso Y; es estacionario en covarianzas.

El Corolario 2.9 introduce los modelos TAR con una raiz unitaria en uno de los regimenes,
denotados por Gonzélez y Gonzalo (1998) como modelos TUR, los cuales son una alternativa
para la modelacién de series econémicas con comportamientos de raices unitarias, como por
ejemplo las tasas de interés.

Teorema 2.10 (Teorema de ergodicidad TAR). Sea Y; generado a partir del modelo dado
en la ecuacion (2.5), y que satisface las condiciones del teorema de estacionariedad, mds el
supuesto S6. Entonces, Y; es geométricamente ergddico y por ende ergodico.

Las demostraciones de los Corolarios 2.7, 2.8, 2.9 y los teoremas de estacionariedad y
ergodicidad en modelos TAR, Teoremas 2.6 y 2.10, se encuentran en el trabajo de Gonzalez
y Gonzalo (1998).



24 CAPITULO 2. EL MODELO TAR

2.2 Error cuadratico medio bajo especificaciones
incorrectas

Recordemos que el problema inicial de este trabajo de tesis es investigar porqué en general
los ECM de pronésticos en modelos lineales presentan mejores desempenos que los ECM de
pronésticos en modelo TAR. En esta seccién obtenemos las expresiones tedricas de los ECM
asociados a los pronésticos para el modelo TAR y el modelo AR. Estudiamos el problema de
clasificaciones erréneas de los pronésticos en los regimenes para un escenario simplificado,
similar al caso estudiado en Dacco y Satchell (1999). Posteriormente analizamos los ECM de
pronésticos considerando una mala especificaciéon ocasionada ahora por suponer un modelo
distinto del verdadero proceso generador de datos y generar a partir de dicho modelo los
pronésticos h-pasos hacia adelante.

2.2.1 Clasificacién incorrecta de las observaciones en los regimenes
bajo el modelo TAR simplificado

El interés en esta seccién consiste en investigar porqué, la ganancia de los prondsticos en
los modelos TAR no es generalmente méas grande que la ganancia en los modelos AR, en
términos de los ECMP, atin en el caso en que el modelo TAR ajuste mejor a los datos. El
procedimiento de anélisis es como en Dacco y Satchell (1999), quienes presentan un trabajo
dirigido al estudio de los modelos Regime-Switching en relacién al mal desempeno de los
prondésticos.

Supongamos que el verdadero proceso generador de datos estd dado por la siguiente
version simplificada de la ecuacién (2.4) y que llamaremos modelo TAR simplificado:

Vi = 0l (Zia <9)+ Gl (Zi1 > ) + & (2.6)

= 5t + Et,
con & = ¢ I (Z 1 <)+ ¢l (Z 1 >7), & ~ itdN(0,0%) y Z;_1 una serie de tiempo
estacionaria y mutuamente independiente del proceso ¢; tal que Pr (1 (Z;_1 <) =1) =p(y)
y Pr(l(Zi—1 <v)=0)=1-p(y). Para efectos de andlisis supongamos que los pardmetros

en el modelo (2.6) son conocidos.
Los primeros momentos del proceso ¢, se obtienen como sigue:

ps = E(d)
= Bl (Zia <)+ ¢ol (Zi1 > )]
= 0 E(I(Zi1 <7) + 6, E(1(Z-1 > 7))
= ¢, Pr(Zi 1 <)+ Pr(Zi1 > 1)
= (7)) + (L —p ()], (2.7)
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asimismo la condicién de estacionariedad en covarianzas o segundo momento para el proceso
5 es, E(67) = ¢ip(7) + ¢3[1 — p(7)], de tal forma que la varianza de d, se reduce a:

o3 = Var(d) (2.8)
= p(N([L=p(M] (¢ — ¢)*.

Los momentos del proceso Y; estdn dados en funcién de los momentos de d; y ¢; para
todo t, y se escriben a continuacién:

E(Y)=E(0i+e)=E0) =op(y)+ o [1—p(7)], (2.9)

Var (Y;) = Var(d;+¢&;) = Var (575) + Var (&)
= p(MA—pM](d1 —¢5)* + 0%, (2.10)

ya que la variable umbral Z; ; es independiente del proceso &;.

Para analizar el comportamiento de los pronésticos h-pasos hacia adelante, consideremos
dos posibles modelos para la variable umbral Z; ;. El primer caso consiste en considerar a
Z;_1 como un proceso de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
distribucién uniforme en (0, 1), es decir, Z;_; ~ iidU (0,1) . Para el segundo caso considera-
mos cierta estructura de dependencia en la variable umbral, descrita por ejemplo por un mo-
delo autorregresivo de orden uno, estacionario con errores gaussianos, es decir, Z; 1 ~AR(1).

Caso 1. Z;4 ~iidU (0,1)

Note que al tiempo 7" hemos observado el valor de la variable umbral y de aquf que conocemos
I(Zy <) 6 I(Zr > ), entonces el prondstico un paso adelante para la serie Y; estd dado
por:

YTTJﬁR = E{Yrn|Yr} = E{ L (Zr <)+ ¢l (Zp > ) + erpa|Sr}
= O (Zr <)+ @l (Zr > ),

donde Fr contiene toda la informacién disponible hasta el tiempo 7. El ECMP un paso
adelante es igual a la varianza del error, es decir,

~ 2
ECMPTAR = | (YT+1 - YT+1> = E(erp)’ = o”.
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De la misma forma, tenemos que el pronéstico h-pasos adelante, se obtiene de la siguiente
ecuacion:

VIR = E(YralYr) = B (Zrsn-1 <) + 0o (Zrin > ) + erinlS7]
= OB (Zrin-1 <) |87] + 0B I (Zrin-1 > ) 87
= OB (Zrin1 SV + QB[ (Zrin1 > )]
= ¢p () + o[l —p(V)]
= o7+ o (1—7)
= F (5::) )

por la independencia de Z;_;, notando que p () = 7, dado que Z;_; ~ iidU (0,1) . E1l ECMP
h-pasos adelante para el modelo TAR simplificado estd dado por la siguiente igualdad,

N 2
ECMPIAR = F (YM . YT+h>
= (1 —9) (¢ — ¢2)2 +0°

Para fines de comparacion consideremos ahora el modelo lineal simplificado, dado por la
siguiente ecuacién:

Y, =¢+e, (2.11)

con g; ~ 7idN(0,0?). El prondstico h-pasos hacia adelante, bajo el modelo (2.11), es sim-
plemente dado por SA/TLJrh = ¢, con h > 1. El pardmetro ¢ puede estimarse por la media
muestral, la cual converge en probabilidad a ¢, = ¢1p(7) + ¢o [1 —p(7)] = E(d;), bajo el
hecho de que el modelo dado en la ecuacién (2.6) es el VPGD. Finalmente el ECMP para el
prondstico h-pasos adelante, obtenido del modelo (2.11) estd dado por:

N 2
ECMPF = E [YT+h . YTLM}
= Var (Yrn) = 7(1 =) (¢ — ¢,)* + 0.

Entonces, si Z; 1 ~ iidU(0, 1) tenemos que EC M PIAF = ECM PE. Sin embargo, en la préc-
tica tenemos que los pardmetros en el modelo son desconocidos, y es necesario estimarlos. La
estimacion de los pardmetros se realiza mediante minimos cuadrados o maxima verosimilitud
y en ambos casos tenemos que los estimadores resultantes son consistentes y asintéticamente
normales. Los desempenos de los prondsticos en el modelo TAR simplificado y en el mo-
delo lineal dependen esencialmente de qué tan cercano esté el estimador ¢ del modelo lineal
simplificado con el correspondiente valor estimado de E () .
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Caso 2. Z;, ; proceso AR(1)

Consideremos ahora que la variable umbral sigue un proceso AR(1) , estacionario de tal forma
que los prondsticos para Y;, en (2.6) dependeran de los prondsticos de la variable umbral.
Note que el pronéstico un paso adelante es conocido en virtud de que al tiempo T' sabemos si
estamos en el régimen uno o régimen dos. Sin embargo, desconocemos los valores futuros de
Z; al tiempo T'+ 1,...,T + h y se hace necesario pronosticarlos. Por ejemplo el pronéstico
2-pasos hacia adelante se obtiene como sigue:

Y/TH = FE {YT+2|§T}

= B¢ 1(Zri1 <) + ¢l (Zri1 > 7) + €12l

= 0 E[I(Zrir <7) | 8]+ 6. E I (Zr11 > ) [§1]

= Ol (Zri1 <)+ &ol (Z111 > ),
es decir, para pronosticar la serie Y; dos pasos adelante es necesario pronosticar la funcién
indicadora I (Z741 <) 6 I (Zry1 > 7y) o de forma equivalentemente pronosticar la variable
umbral Z; un paso adelante. La discusién sobre como simular tales variables se describira
en la Seccion 4.1.

Para calcular el ECMP dos pasos adelante definamos la funcién de distribucién conjunta
de las variables I (Zry1 <)y I (Zry1 <), es decir, sea

pij = Pr (f(ZT+1 <) =4,1(Zr1 <) = j)

para i,j = 0,1y > > p;; = 1. Entonces el ECMP dos pasos adelante en el modelo TAR
simplificado dado en la ecuacién (2.6) es:

N 2
ECMPIAR = E [Ym —YT+2]

N A 2
= F [YT+2 ~ Yy |1 (Zra <) =1L1(Zr1 <v)=1| pn

- . . 12
+E \Yrio—Yrio | 1 (Zrpa <) =1,1(Zpp < v) = 0| pro

- . . 12
+E \Yrio —Yro | I (Zrpy <) =0,1 (Zrsa <7v) =1 por

+E|\Yrio —Yrio | I (Zpy <7) = 0,1 (Zrs <7) =0 21000
= Elg+e— ¢ pu+Epy+e — 1)  pio

+E ¢y + e — ¢o)” por + E ¢y + & — bo]” poo
= °pi1 + (¢3 — ¢1)p10 + 07pro + (1 — 3)*por + P01 + 7>poo
= o(pu1 + pro + po1 + Poo) + (&1 — &) (P10 + Por)
= 0%+ (¢) — ¢9)* (P10 + Por),
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es decir,
ECMP2TAR =0’ + (¢1 — ¢2)2(p10 + Po1)s

donde p1g y po1 se entienden como las probabilidades de mala clasificacién en cada uno de
los regimenes, en el sentido de que el valor pronosticado de la variable umbral al tiempo
T + 1 excede o no el valor del pardmetro v conocido.

Comparando los respectivos ECMP en el modelo (2.6) y en el modelo (2.11) tenemos que
se cumple la siguiente desigualdad, para h = 1, ECMPI4® < ECMPEF. Para garantizar
que EC M PF4% < ECM P} dos pasos hacia adelante tenemos que:

ECM PI*% < ECM P siempre que pig +por < p (7)[L —p (7)] .- (2.12)

A partir de la funcién de densidad conjunta tenemos que las probabilidades pig y po1 co-
rresponden a las probabilidades de los pronésticos mal especificados o clasificados, en el
entendido de que el prondstico futuro de la variable indicadora no corresponde al valor ver-
dadero. Por otro lado la probabilidad p () corresponde a la proporcién de observaciones en
el régimen uno y [1 — p ()] a la proporcién de observaciones en el régimen dos.

En la préctica las probabilidades de mala especificacion también dependen de la esti-
macién del pardmetro de umbral v, el cual puede estimarse por ejemplo, mediante regresion
secuencial, Hansen (1997), o mediante maxima verosimilitud, especificamente mediante la
funcién de log verosimilitud perfil, como detallaremos en la Seccién 3.2.1 correspondiente
a la obtencién de los estimadores mediante méxima verosimilitud. Chan (1998), y Hansen
(1997), demuestran que el estimador del pardmetro 7, conocido como estimador por minimos
cuadrados es T-consistente. El mismo resultado se tiene para v estimado a partir de méxima
verosimilitud, como demostramos en la Seccién 3.2.2. Sin embargo es importante mencionar
que desviaciones pequenas del estimador v con respecto al verdadero valor, influyen de ma-
nera significativa en la asignacién de las observaciones a cada uno de los regimenes, y de
aqui que las probabilidades de mala especificacién pueden ser grandes o pequenas, Dacco y
Sanchell (1999). Por ejemplo, supongamos ahora que conocemos el valor futuro de la variable
umbral al tiempo T + 1, pero desconocemos el pardametro v. Supongamos que el verdadero
valor del pardmetro v en el modelo (2.6) es v = 7, pero por medio de algin procedimi-
ento de estimacién encontramos que v = <, con 7y; > 7,, entonces podemos calcular las
probabilidades de mala especificacién como:

Pio = Pr(l(Zri <m)=11(Zri1 <) =0)

= Pr(Zry1 <71, 2141 > )
= Pr(vo<Zri1 <)

r(Zryr <71) = Pr(Zra <),

|
o
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pn = Pr(I(Zry1 <) =0,1(Zp41 <) =1)
= Pr(Zri1 > 71, Zr1 <)
= Pr(v; < Zpi1 <)
= 0.

El valor de la probabilidad pj, depende de la funcién de densidad asociada al proceso Z;. Por
ejemplo, en el caso en que la distribucién asociada a la variable umbral Z; ; es la distribucion
uniforme (i.e. Z;—1 ~ #idU(0,1)) tenemos que la probabilidad de mala especificacion estard
dada en funcién de que tan alejado estd el valor estimado 7, del valor verdadero . Por
su parte si Z;_; ~AR(1) estacionario con media cero y errores gaussianos, tenemos que la
distribucién de Zzry1 es N (0,02/1 — p?), con p el coeficiente autorregresivo en el modelo.

El problema de la mala especificacion aumenta, dado que en la practica debemos pronos-
ticar el comportamiento de la variable umbral, asi como estimar los pardmetros en el modelo.
Sin embargo, los métodos de estimacién descritos en la seccién de estimacién de pardame-
tros garantizan que dichos estimadores possen algunas propiedades asintéticas, como son la
propiedad de consistencia y normalidad.

2.2.2 Especificacion incorrecta del verdadero proceso generador
de datos

En la seccion anterior estudiamos el comportamiento de los errores cuadraticos medios de
pronésticos ante una especificacién incorrecta originada esencialmente por valores grandes
en las probabilidades de mala clasificaciéon en cada uno de los regimenes. El interés en esta
seccién es estudiar el problema de especificacién incorrecta originado al suponer un modelo
lineal a nuestro conjunto de datos provenientes de un modelo TAR(2;1,1). Mostramos ex-
plicitamente, bajo ciertas condiciones en la variable umbral, que al ajustar erréneamente un
proceso lineal AR el supuesto distribucional de ruido blanco para los errores no se satisface.
Mostramos que dichos errores siguen un modelo de volatilidad, e identificamos al modelo
TAR como un modelo de coeficientes aleatorios. El caso més general, como funcién de los
supuestos en la variable umbral también presenta errores cuyos comportamientos se alejan
del supuesto de ruido blanco. Ilustramos dichos comportamientos por medio de un analisis
empirico. Tenemos entonces que una especificacién incorrecta, del tipo lineal autorregresivo,
puede generar errores con comportamientos alejados del supuesto distribucional de ruido
blanco lo cual debe tomarse en cuenta al momento de generar prondsticos h-pasos hacia
adelante, y al realizar la comparacion de los desempenos de dichos pronésticos.
Consideremos ahora la siguiente versién estacionaria del modelo TAR dada en la ecuacién
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(2.4), y que denotamos por TAR(2;1,1), con d = 1,
3/;/ = (stK,1 + Et, (213)

con by = ¢y [ (Zi—1 < )+dy (Zi—1 > ), Z;—1 mutuamente independiente de g; ~ iidN (0, 0?) .
Recordemos de las ecuaciones (2.7) y (2.8) que las expresiones para los primeros momentos
de 0; estdn dadas por las siguientes ecuaciones:

ts = ¢1p+ do(1—p),
E(67) = ¢lp+d5(1—p), (2.14)
‘7(25 = p(l—p)(¢1—gb2)2,

con p = p(vy) = Pr(Z;_1 <7). A partir de los momentos del proceso J; y del proceso
de errores ¢; podemos calcular los momentos del proceso Y;. Supongamos que Yy = 0, y
que la variable umbral estd dada por una secuencia de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas, entonces el proceso Y; estd caracterizado por los siguientes
momentos:

EY,) = E(0Yi1+¢e)

E(6,Y; 1) + E(gy)

= FE(040;-1Yi—2 + 0164-1)

= E(6i0,-1Yi—2) + E (6164-1)

= E((Stdtfl . (51}/0) + E (51551571 c. 5251)
E(O) + E((Stét,1 e 52)E (61)
= 07

por la independencia entre los procesos {Z; 1}y {e;} y dado que E (g;) = 0, V. Igualmente
la varianza del proceso Y; es:

Var (Y;) = Var (5t}/t—1 + 6})
= Var (0;Y;_ 1) + Var (g;) + Cov (0;Y;_1, &)
= Var(6,Y, 1) + 02

Ya que Cov (5,5}/;5_1,5:}) = E[&tY;_]_Et — E(étn_l)E(Et)] = E(5tn—1€t) = E(étn—l)E(et) =
0 por la independencia entre {Z; 1} y {&;} y del hecho de que ¢; es independiente de



2.2. ERROR CUADRATICO MEDIO BAJO ESPECIFICACIONES INCORRECTAS31

Y;_1,Y; o, ..., retomando la ecuacién anterior tenemos que la varianza de Y; es:

Var (Y;) = Var(6,Y; 1) +0°
= Var (6;6;_1Y;—2 + 1g4-1) + 07

= Var (515(515_1}/;5_2) + Var((stgt_l) + 0'2
= Var 6t6t715t73Y273) + Var((st&g,let,g) + Var((Stet,l) + 0'2

= Var (6,0¢_164_3---61Yy) + Var(0;6,_10;_o - - - 6361) + - - - + Var(b,64_1) + 0
= Var(6,0,_10;_9---02g1) + -+ - + Var(d,e,1) + 0°
= FE(6:0116t 2+ 0981)* + -+ + E(6:0¢16¢-2)° + E(61841)* + 02
= E(0i0 1010 09)2E(e1)? + - -
FE(6:0,1)%F (g1-2) + E(6:)?E(e1_1)* + 0

= {1 B () + (B e+ [B (03]

- > ) - O

@
Il
o

por ser Z;_; un proceso independiente e idénticamente distribuido, y por la condicién de
estacionariedad de segundo orden del proceso Y;, que establece que F (5?) < 1.

Igualmente tenemos que la covarianza de Y; y Y;_ estd dada por:
Cov (Y, Yi_) (0o + 1) i

(0:Yi1Yi—s) + E (e4Yi—s)

(6:Yi 1Y)

(00041642 0t—s11Ys-sYi—s)

(081161201 or1) E(Yi oY)

= 5 Var (Y;—)

- (L)

T E()

E
E
= b
E
E

Dado que F (5?) < 1, por la condicién de estacionaridad de segundo orden y haciendo
tender t — oo, resumimos los primeros momentos del proceso Y; por medio de las siguientes
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ecuaciones:
E(Y) = 0
1
Var (Y;) = o?——M—— 2.15
ar( t) Ul—E(éf) ( )
Cov (Y, Vi) = o?—t5
vt ) = T

Recordemos que una de las razones de interés para estudiar los modelos TAR, desde el
punto de vista econémico por ejemplo, es que dichos modelos pueden describir fenémenos
de raices unitarias, como las tasas de interés o de desempleo, pero con la caracteristica de
que el modelo TAR cumple con la condicién de ser un proceso globalmente estacionario.
Comparemos por ejemplo la varianza del proceso TAR(2;1,1), dada en la ecuacién (2.15)
con la varianza convencional de un modelo AR(1) con coeficiente autorregresivo dado por

0.2

1s. Denotemos el modelo AR(1) por Y;, con varianza dada por: Var (ﬁ) =1z Podemos
6 ~

descomponer la varianza de Y;, dada en (2.15), como la suma de la varianza de Y; y un
término adicional que depende exclusivamente de la varianza de ¢;, como sigue:

o? o? o?

L B(®) 1-@ 1-12

Var (Y;) =

2
o 2

11
1-E (&) 1—p3

) o) 1—ps =1+ E (5
= Var (Y2> +o { 1 —/;7 (53)]11 _(“;]}

0.2

12000/

Continuemos con nuestra idea de explorar especificaciones incorrectas ante el hecho de
que nuestro VPGD es el modelo TAR(2;1, 1) pero por alguna razén creemos que los datos
provienen de un modelo AR(1) . Notemos que el proceso d; es igual en distribucién al proceso
s + osVy, es decir,

—— +o
1—p3

= Var (?}) +

o2

d
0 = ps + os5Vi,

Vv, = (M) I(Z1 <)+ (M) I(Zyq > ),

os s

con

un proceso estacionario con media 0 y varianza 1, y por consiguiente podemos rescribir el mo-
delo TAR(2;1, 1) como un modelo linealizado del tipo AR(1) con coeficiente autorregresivo
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s, tal y como se escribe a continuacion,
Vi=psYi1+osYiaVi+e = puYi1+ 1 (2.16)

y ry = 0sY;_1V; + ¢4 el nuevo proceso de error. En situaciones précticas, y dado un conjunto
de observaciones provenientes de un modelo TAR(2;1, 1), cominmente se asume un modelo
del tipo lineal como el dado en la ecuacién (2.16), pero considerando que los errores en el
modelo lineal cumplen con el supuesto de ser ruido blanco gaussiano. Bajo tal consideracién
se obtienen las estimaciones de los pardmetros involucrados en el modelo lineal, asi como la
obtenciéon de los prondsticos h-pasos hacia adelante.

A partir de la expresién (2.16) resaltan dos caracteristicas interesantes para conjeturar
como serd el desempeno de los prondsticos ante una incorrecta especificacién en el modelo.
Por ejemplo, supongamos que el VPGD es efectivamente el modelo TAR(2;1, 1) pero por
error consideramos que los datos provienen de un modelo lineal autorregresivo, dado por:

Y, "=V, T +¢1,

donde la secuencia de errores {QT} cumple con el supuesto distribucional de ruido blanco

gaussiano. Sabemos que &) L, ¢, con & estimador de minimos cuadrados o méxima vero-
similitud, entonces bajo el VPGD ¢ > 15 = é,p () + ¢y [1 — p(7)]. Andlogamente, re-
tomemos el modelo (2.16), si podemos asumir que el proceso de ruido r; cumple el supuesto
de ruido blanco gaussiano, esperamos que los desempenos de los prondésticos en el modelo
lineal, y el modelo TAR estén directamente relacionados con la cercanfa entre la estimacién
del pardmetro autorregresivo y el valor 5. Por otra parte, si no se cumple el supuesto de
homoscedasticidad en el proceso r; esperarfamos que el desempeno de los prondésticos en el
modelo TAR(2; 1, 1) sea mejor que el modelo lineal AR(1), como funcién de sus respectivos
ECM de pronésticos.
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A fin de complementar lo antes mencionado, verifiquemos que el proceso V; tiene media
cero y varianza uno,

EWV) =

= (2264 (22) - o)

= U%[(blp(v)ﬂbz(l—p(v)) psp (V) = 15 + 10 ()]
1

= U—a[lﬁa—ﬂé]

_—

Asimismo,

Var (V;) = E (V)

+p (7) 115 — 20915 (L= p (7)) + (1 — p (7)) p3]
-1

El modelo linealizado (2.16) para Y; corresponde a la expresién mateméatica de un modelo
autorregresivo AR con coeficiente autorregresivo constante ji5, € innovaciones “especiales”
dadas por el proceso r;.
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Para caracterizar el comportamiento del proceso r; = osv;Y;_1 + &; calculemos sus
primeros momentos,

E (ry) [o5ViYio1 + &4
[UJVI‘,Y{ffl]

[E (U(SVth—l) D/t—l]
[

o5V 1 E (V;S|Y;€—1)]

I
SRS e TS

|
o

Y

ya que E (V;|Y;—1) = E (V) = 0. El cédlculo de la varianza es como sigue:

Var(r,) = Var(osViYio1+ &) = o} Var(V;Y,1) + o?
= o3 Var(V;) Var(Y;_1) + 0* = 03 Var(Y;_1) + o?
2

_ 2 g 2 _ 2
= aél_E(éf)—l—o o

—E@®) )

ya que V; = (¢1_“5> I(Z; 1 <7v)+ <¢2U;6“‘5> I (Z;_1 > ) independiente de Y;_;. Asimismo,

os

o5

— 9 41
- E()

E(rireen) = El(0sViYier +e) (06VienYien—1 + €een)]

E(03ViYi 1 VienYion-1 + 0sVienYirn 160 + 05ViYi 16tn + €6an)
O'(%E(Vt-y;‘,fl‘/ﬂrhy;Jrhfl) + 05 E(VienYirn-16t) + 0s E(ViYi—1€tin) + E(et€4n)
0,

ya que,

EViYiVieYna] = EV)E Vi Yiin)
= 0, para h > 0.

Tgualmente tenemos que:

ElViinYinae] = EVign) E (Yign-16t)
= 0, para h > 0,

EViYiaenn] = E(V)E(Yiaein)
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E[Etgt—l—h] =0.

Resumiendo, escribimos los momentos del proceso 7,

E (Tt) = O,
E (Ttrt+h) = O, t > 0, h > 0,

Var(r;) = o* (%) (2.17)
_ (1 ~E(0})+E (%) - Ng)
- B (%)

Calculemos ahora los errores cuadraticos medios de prondsticos bajo las siguientes condi-
ciones:

Situacién 1: Supongamos que el VPGD es un modelo TAR(2;1,1) tal y como se especificé
en la ecuacion (2.13) y que el prondstico h-pasos adelante es también generado a partir de
dicho modelo, es decir,

TAR
v

E(Yin | F) = EGenYern- + e | Fr)
E (0t1nYepn-1 | Fi) + E(eeqn | Fr)
= E(0unYign-1|Ft)
E (8t4n0t4n-1Yern—2 + Orincisn— | Ft)
E (5t+h5t+h71Y;+h72 | F)

B b | )
- /LzSY;‘/?
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entonces el ECMP, denotado como EC'M P,T AR’TAR, se calcula como sigue:

N 2
EYyn—E Y | R =E [Yt+h -y

E (606nYien-1 + 00n — plY;)’

B(67 YA+ etpn + 15V
+20041Yieno1E0en — 20150141 Y1Yirn1
—2M]§€t+hY%)

B (Y ) + B (200) + B (1277)
+2E (6141 Yi4h—1E041) — 2u§E(6t+hYth+h_1)
—2p5 E(e011Y?)

E (67,,) Var (Yien—1) + 0 + p3" Var (V)
—203 B[(614n) Cov (Y, Yesn1)

2 o’ + o2 4 2k ?
M1 () M T ()
h—1
o,k 2 Hs
2:“5”6 (U 1 —E((S?))
2 2h 2h
2 (4 Hs Hs _9 Hs
TUTTTE® TR CToE()
o (L= E0) 4 — i
1= B ()
2 1_‘7§_M§h
o e —
1= E(5)
2k 2
o2 [ L1 i ) (2.18)

B0 1-E()
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Situacién 2: Consideremos ahora que el VPGD es el modelo TAR(2;1, 1) linealizado dado
en la ecuacién (2.16) y que generamos el pronéstico h-pasos adelante mediante el proceso
AR(1) con coeficiente autorregresivo pis, entonces el ECMP, denotado por ECM PhT ARAR
esta dado por:

ECMPIM AR — BIY, ) — E (Y | F))
2
=k [M5Yt+h—1 + Tepn — M?YQ}

_ 2
= E (1Y + i revn—ho1) + 0+ regn — piYr)

2
= ( Yo (h—1) T+ MsTt4h—1 + Tt+h)

Z Hs S J)T§+] b 2 E (reyrino1) + 205 VB (rea i)

Jj=1 j=1
of 1—1 i)
= g _ M
1-E () ; o
o (_L—m (1—M?sh>
_ 2.1
e \1- 2 (2.19)
2h
Y N el
— E(37)

De las ecuaciones (2.18) y (2.19) podemos observar que EC' M Pg ARTAR — poM PhT AR,AR
dado que el cociente 0%/ (1 —F ((5?)) > (0 por la hipétesis de estacionariedad de segundo
orden. Notemos también que los desempenos de los prondsticos h-pasos adelante ante una
especificacion incorrecta dependera del comportamiento del proceso de ruido r; y en particu-
lar de que tan alejado estemos del supuesto de estacionaridad de segundo orden. Mostramos
que el proceso de error r; es un proceso de volatilidad, es decir, la varianza del proceso va
cambiando en el tiempo. Esta observacién es directa para el caso en que Z;_1 ~ iidU(0,1)
ya que el modelo TAR(2;1,1) dado en la ecuacién (2.13) puede pensarse como un modelo
autorregresivo de coeficientes aleatorios (RCA, por sus siglas en inglés), Nicholls y Quinn
(1982) y Koul y Schick (1996). Sin embargo estd caracteristica presentada en los errores
también ha sido observada de manera empirica bajo situaciones méas generales.
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Consideremos el siguiente ejemplo: sea Z; ~ iidU (0,1) y Y; dado por el siguiente modelo
TAR(2;1,1):

— i <
¥i— { 0.8747Y; 1 +& si Z1 <7 (2.20)

10747}/1571 + & si thl < Y,

donde el valor del pardmetro «y es tal que Pr(Z;_; <) = 0.5, es decir, y =05y

g; ~ 1dN (0,0?%), con 0% = 1. Note que el proceso dado en la ecuacién (2.20) es estacionario
en covarianzas por el Corolario 2.7. del Capitulo 2, ya que los primeros momentos de d; son:

E(6) = (91)(p)+ (¢2) (1 —p)
= (—0.8747) (0.5) + (1.0747) (1 — 0.5)
= 0.1

E(6) = (6)°(0) + (¢2)* (1 - p)
= (—0.8747)%(0.5) + (1.0747)* (1 — 0.5)
= 0.96.

La consideracién de este escenario cercano a la condicién de no estacionariedad es con la
finalidad de acrecentar las caracteristicas de volatilidad presentadas en el proceso r;, al usar
erréneamente al modelo lineal AR, como el proceso generador de datos. El comportamiento
esperado de los residuales bajo dicho modelo serd muy distinto al comportamiento de ruido
blanco de los residuales bajo el modelo TAR correctamente especificado.

La Figura 2 presenta el comportamiento de una realizaciéon del proceso Y;, dado en
la ecuacién (2.20), para un tamafio de muestra de 250 observaciones. Note que la serie
presenta periodos de volatilidad baja seguidos de periodos de volatilidad alta, es decir, la
volatilidad del proceso va cambiando a través del tiempo. Note de la ecuacién (2.17) que la
variabilidad del proceso r; depende de los primeros momentos del proceso d;. En particular
si la condicién de estacionariedad de segundo orden (£ ((5? ) ~ 1) es cercana a uno como, en
este experimento, la volatilidad del proceso r; es notoria.
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Figura 2.

CAPITULO 2. EL MODELO TAR

Modelo TAR simulado

T T T T T
50 100 150 200 250

phil=-.8747,phi2=1.0747,gama=.5,var=1, E(delcuad)=0.96

Realizacién del modelo TAR(2;1,1) con Z;—4 ~ 4idU (0,1).

Residuales en el modelo TAR

Figura 3.
11dU(0,1).

T T T T T
50 100 150 200 250

philg=-0.8968,phi2g=1.06, varg=1.04

Residuales bajo el modelo TAR(2;1,1), con Z;_ 1 ~

La Figura 3 describe el comportamiento de los residuales obtenidos al ajustar al conjunto

de los 250 datos simulados un modelo TAR(2;1, 1) . Los valores estimados de los pardmetros
en el modelo, se encuentran en la parte inferior de la grafica y corresponden a las estimaciones
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de ¢y, d, y o? respectivamente. Observemos que independientemente del comportamiento
del proceso de observaciones, los residuales asociados al modelo TAR presentan un compor-
tamiento homogéneo a través del tiempo, el cual es tipico de un proceso de ruido blanco
gaussiano.

Consideremos el conjunto de datos simulados a partir del modelo (2.20), posteriormente
ajustemos a dicho conjunto de datos un modelo lineal AR(1) y AR(2) respectivamente.

Inherente al procedimiento de ajuste de los modelos lineales autorregresivos esta el supuesto
de que los errores asociados a dichos modelos son procesos gaussianos. De las gréficas de
diagnéstico dadas en las Figuras 4 y 5 observamos que los residuales correspondientes pre-
sentan comportamientos de varianza no constante pero dentro de los limites de significancia
estadistica. Méds atin, los valores de las funciones de autocorrelacién total y parcial muestran
un comportamiento dentro de los limites significativos; al igual que p-valores de la prueba
de Ljung-Box, para verificar independencia en los residuales. Podrfamos pensar, de los re-
sultados gréficos que los residuales asociados al modelo lineal aparentemente cumplen con el
supuesto homoscedasticidad y normalidad en los errores. Sin embargo, al realizar las corres-
pondientes graficas de cuantiles, observamos que los datos tienden a distribuirse alrededor
de la recta de 45 grados, pero con la caracteristica de que el rango de valores de los residuales
asociados al modelo lineal estd entre +10 tal y como se observa en la Figura 6.

ARIMA Model Diagnostics: Ytl

Plot of Standardized Residuals

ACF Plot of Residuals

PACEF Plot of Residuals
L. .
‘ ‘ M \ ‘ rr ‘ \ \

P-values of Ljung-Box Chi-Squared Statistics

6 8 10
L

ag
ARIMA(1,0,0) Model with Mean 0

Figura 4. Gréficas de diagndstico para el modelo AR(1).
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ARIMA Model Diagnostics: Yt1

Plot of Standardized Residuals

2 1.0 1 2

0 50 100 150 200 250

ACF Plot of Residuals

00 05 10

ACF

10

PACF

015 005 005 015

P-values of Ljung-Box Chi-Squared Statistics

al
00 02 04 06

4 6 8 10 12 14
Lag

ARIMA(2,0,0) Model with Mean 0
Figura 5. Gréficas de diagndstico para el modelo AR(2).

QQ Plot, ajustando un AR(1) QQ Plot, ajustando AR(2)

resill
0
resi2l

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2
Quantiles of Standard Normal Quantiles of Standard Normal
QQ Plot with Line QQ Plot with Line

QQ Plot, ajustando un modelo TAR(2;1,1)

o
6

ResTARL
0

-3 -2 -1 0 1 2 3

Quantiles of Standard Normal
QQ Plot with Line

Figura 6. Graficas de papel normal para los residuales bajo los modelos

AR(1), AR(2) y TAR(2;1,1) respectivamente.

Ademis de que los rangos de valores observados en los residuales muestrales bajo los
modelos AR(1) y AR(2), son grandes, se observa también que los residuales en los extremos
de las gréaficas de cuantiles tienden a separarse de la recta de 45 grados, lo cual se presenta



2.2. ERROR CUADRATICO MEDIO BAJO ESPECIFICACIONES INCORRECTAS43

en distribuciones de colas més pesadas que la distribucién normal. Una recomendacion en la
literatura de modelos no lineales para identificar estructuras de dependencias de orden mayor
es analizar los comportamientos de los residuales al cuadrado. Las Figuras 7, 8 y 9 presentan
los comportamientos de los valores para las funciones de autocorrelaciéon de los residuales
al cuadrado bajo los modelos AR(1), AR(2) y TAR(2;1, 1) respectivamente. Observemos
que para los modelos AR(1) y AR(2) los valores de las funciones de autocorrelacién para los
residuales al cuadrado decaen muy lentamente, identificando que dichos residuales presentan
una estructura de dependencia. Por su parte las autocorrelaciones para los residuales al
cuadrado en el modelo TAR(2;1,1) son significativamente iguales a cero ya que estds caen
dentro de los lfmites de significancia tal y como se observa en la Figura 9.

Residuales, ajustando un AR(1) Series : resill
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Residuales al cuadrado, ajustando un AR(1) Series : rescuall
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Figura 7. Autocorrelaciones para los residuales y residuales al cuadrado, modelo AR(1).
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Residuales, ajustando un AR(2) Series : resi2l
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Figura 8.  Autocorrelaciones para los residuales y residuales al
cuadrado, modelo AR(2).

Residuales, ajustando un TAR(2;1,1) Series : ResTAR1
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Residuales al cuadrado, ajustando un TAR(2;1,1) Series : ResTARCul
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Figura 9.  Autocorrelaciones para los residuales y residuales al
cuadrado, modelo TAR(2; 1, 1).
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Las conclusiones del ejemplo anterior, en relaciéon a que el proceso de ruido asociado al
modelo erréneamente especificado es un modelo de volatilidad las mostramos explicitamente;
sin embargo cuando la variable umbral Z; ; sigue un proceso AR(1) estacionario con errores
gaussianos, también se observa que los residuales presentan comportamientos alejados del
supuesto de ruido blanco. Por ejemplo, consideremos el siguiente escenario simulado: sea
Zy =057 1+ uy con uy ~ iidN (0,1), y Y; dado por el siguiente modelo TAR(2;1,1) :

v, — —08Y,1+¢& st £ <7
L Yiat+e  si Zig <y

donde 7y es tal que Pr(Z;_; <v) = 0.5y & ~ #dN (0,06%), con 6> = 1. El proceso es

estacionario por el Corolario 2.9., yaque ¢, =1y |¢y| < 1,con E(6;) =0.1y E (5?) =0.82.
Simulamos una realizacién de 250 observaciones a partir del modelo anterior, cuyo com-
portamiento gréfico se presenta en la Figura 10.

Modelo TAR simulado,phil=-.8,phi2=1,p=.5,var=1, E(delcuad)=.82

| I

[Te}
—

10

T 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250

Comportamiento Grafico

Figura 10. Modelo TAR(2;1,1) con Z;_; ~AR(1) gaussiano.
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Como antes consideramos un escenario donde el proceso TAR es cercano a la condicién
de no estacionariedad para ilustrar los comportamientos de los residuales. Ajustamos un
modelo TAR(2;1,1), y a partir de los pardmetros estimados calculamos los residuales aso-
ciados; podemos observar de la Figura 11 que los residuales presentan un comportamiento
homogéneo en el tiempo.

Residuales,philg=-0.83,phi2g=1.01, varg=1.14

T T T T T 1
0 50 100 150 200 250

Comportamiento Gréafico

Figura 11. Residuales para el modelo TAR(2;1,1) con Z;—; ~AR(1)

gaussiano.

Sin embargo, al ajustar al conjunto de datos, un modelo AR(1) (se ajusté también un
AR(2) pero presentamos sélo los resultados para el AR(1) en virtud de que las conclusiones
son similares), y a partir de de este calculamos los residuales estimados. La Figura 12
a) presenta los comportamientos de las funciones de autocorrelacién para los residuales y
residuales al cuadrado bajo el modelo AR(1). Observemos que los valores de las funciones de
autocorrelaciéon para los residuales al cuadrado decaen lentamente identificando que existe
una estructura de dependencia en los residuales.
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Residuales, ajustando un AR(1)
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Figura 12 a). Funciones de autocorrelacién para los residuales, modelo

AR(1).

Residuales, ajustando un TAR(2;1,1)

Series : ResTAR1
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Residuales al cuadrado, ajustando un TAR(2;1,1)

Series : ResTARCul
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Figura 12 b).

TAR(2:1,1).

50 100 150 200 250

Autocorrelaciones

para los residuales en el modelo

Por su parte la Figura 12 b) presenta las funciones de autocorrelacién para los residuales y
residuales al cuadrado bajo el modelo TAR(2;1,1). Note que las funciones de autocorrelacién
bajo este modelo pueden considerarse como cero y de aqui que no se identifica estructura de
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dependencia en los residuales bajo el modelo TAR.

La Figura 13 presenta las grificas cuantil cuantil para los residuales bajo los modelos
AR(1), AR(2) y TAR(2;1, 1) respectivamente, notemos que el supuesto de normalidad bajo
el esquema lineal no se cumple ya que los comportamientos de los puntos en los extremos
de las graficas se alejan de la linea recta. La gréfica de cuantil cuantil bajo el modelo TAR
si reproduce un comportamiento tipico de un conjunto de datos provenientes de un proceso
gaussiano.

QQ Plot, ajustando un AR(1) QQ Plot, ajustando AR(2)

-3 -2 -1 0 1 2
QQ Plot, ajustando un modelo TAR

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 13. Gréficas de papel normal para los residuales de cada uno de
los modelos ajustados.

Demostramos que ante especificaciones incorrectas del verdadero modelo generador de
los datos, el proceso de error asociado al modelo incorrecto se comporta como un proceso de
volatilidad. Los comportamientos asimétricos observados en una gran variedad de fenémenos
reales no pueden describirse por medio de un modelo lineal y de aqui que los residuales ante
la mala especificaciéon hereden los comportamientos asimétricos del verdadero proceso ge-
nerador. Mostramos que los comportamientos de los residuales ante la mala especificacion
no se comportan como un proceso de ruido blanco. Sin embargo, el incremento de la varia-
bilidad se contrarresta al considerar metodologias de estimacién, obtencién y evaluacion de
pronésticos distintas, lo cual favorece al modelo lineal y de aqui que los pronésticos bajo el
modelo TAR presenten desempenos pobres comparados con sus competidores lineales.
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En el Capitulo 6 retomaremos dicho resultado, y estudiaremos a detalle la alternativa
de regresién por cuantiles, como una nueva propuesta para cuantificar los desempenos de
los prondsticos en los modelos TAR por medio de la funcién de pérdida de cuantiles, es
decir, cuantificamos los desempenos de los pronésticos en modelos TAR(2;1,1) contra los
desempenos de los modelos AR(1) por medio de una funcién de pérdida que maneja en forma
adecuada la asimetria natural de los modelos TAR. La funcién de pérdida de cuantiles corres-
ponde a una funcién de pérdida asimétrica equivalente a las funciones de pérdida asimétricas
estudiadas en Christoffersen y Diebold (1996). Granger (2002), justifica el estudio de me-
didas de volatilidad, tales como varianzas o retornos absolutos, mediante el estudio de los
riesgos relacionados. Una forma 1itil y simple de estudiar una distribucién condicional es
considerando sus cuantiles, es decir, estudiando la distribucién de los cuantiles en el tiempo.
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Capitulo 3

Estimacion en modelos TAR

Una de las caracteristicas préacticas en los modelos de umbral es que comparados con otros
modelos no lineales los procedimientos de estimacién son relativamente faciles de imple-
mentar computacionalmente. En este capitulo describiremos los procedimientos de méaxima
verosimilitud y minimos cuadrados para la estimacion de los pardmetros en el modelo TAR
dado en la ecuacién (2.1). Analizamos las propiedades asintéticas de los pardmetros esti-
mados para v fijo, bajo ambos procedimientos de estimacién. La estimacién del pardmetro
~ puede realizarse por medio del método de minimos cuadrados, via una bisqueda directa,
Chan (1993) y Hansen (1997). O bien por medio de la funcién de log verosimilitud perfil
discutida en la Seccién 3.2.1.

3.1 Estimacion por minimos cuadrados

Los estimadores de minimos cuadrados para los modelos SETAR, asi como sus propiedades
asintéticas, se deben a los trabajos de Petruccelli y Woolford (1984), Chan et al (1985),
Chen y Tsay (1991), Chan (1993), Hansen (1997). Sin embargo, es importante garantizar que
dichas propiedades asintéticas siguen cumpliéndose para el caso de los modelos TAR(2;1,1),
cuya expresién matemdtica estd dada en la ecuacién (2.1), para d = 1. Suponemos que el
proceso es estacionario y ergédico, bajo las condiciones dadas en los respectivos Teoremas de
estacionariedad y ergodicidad (Teoremas 2.6. y 2.10 del Capitulo 2). La secuencia de errores
{e:} y la variable umbral Z; ; son mutuamente independientes y cumplen los supuestos S1
a S6 enunciados en el Capitulo 2, Seccién 1.

Sea ¥ = (¢y, ¢4, 0)" €l vector de pardmetros en el modelo TAR(2; 1, 1) dado en la ecuacién
(2.13), los estimadores de minimos cuadrados condicionales para 1, considerando que el

ol
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pardametro v es fijo, son aquellos valores que minimizan la siguiente suma de cuadrados,

ST V- EVIF-sw), (3.1)

t=1

donde T’ es el tamano de la muestra observada, F;_; es la o-dlgebra generada por Y;_1,Y; o,

Yy EYFio; ) = [011 (Zi—1 < v) 4+ ¢ol (Z4—1 > 7y)] Vi1 es la esperanza condicional de
Y; dado F;_1. Observemos que la esperanza condicional sélo depende de los valores de ¢, y
¢, entonces dados los valores observados Yy, Y7,Ys, ..., Yy, tenemos que los estimadores de
minimos cuadrados condicionales ¢, (7) y ¢, (7) , para los pardmetro ¢, y ¢, respectivamente,
se obtienen minimizando la suma de cuadrados de los residuales dados en la ecuacién (3.1),
es decir, ¢y (7) ¥ ¢, (7) estén dados por las siguientes ecuaciones:

T
Z Yl (thl < ’Y) Yio1
=1

T
R Y Y (Ziey > 7)Y
b1 (7) = ==

Y ¢o(7) =

= = , (3.2)
t_Zl I(Z1 <) Y2, ; I(Z—1 > ) YA,

donde los residuales se obtienen de la igualdad: é, =Y, — FE (Y;|Ft_1; b1 (7) by (7)) , a partir

de los cuales obtenemos el estimador natural para o2, dado por:

() =7 i = - [ T <)+ R 1ZL > )] Y} 63)

t=1 t=1

Observe que como notacién nos referimos a los estimadores ¢, (7), ¢, (7) y 62 (7) como fun-
ciones del pardmetro v, esto es con el fin de tener presente que dichos estimadores dependen
del valor de «y considerado.

3.1.1 Propiedades de los estimadores de minimos cuadrados

Para el modelo SETAR(2;1, 1), con v conocido, Petruccelli y Woolford (1984) demuestran
que los estimadores dados en las ecuaciones (3.2) y (3.3), son estimadores consistentes de
¢y, ¢y y 02 respectivamente. Asimismo se prueba que la distribucién asintética de los esti-
madores autorregresivos es normal. Para el caso del modelo TAR(2;1,1) dado en la ecuacién
(2.13), con variable umbral Z; i, estacionaria, ergédica y mutuamente independiente de la
secuencia de errores {¢;} , también se cumplen las propiedades asintéticas de los estimadores.

Teorema 3.1 (Consistencia de los estimadores de minimos cuadrados en el modelo TAR).
Consideremos el modelo TAR(2;1,1) estacionario y ergddico, dado en la ecuacion (2.13).
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Entonces para v fijo, los estimadores de minimos cuadrados para ¢, ¢,y o* dados en las
ecuaciones (3.2), y (3.3) respectivamente, son estimadores consistentes.

Demostracion. Una forma equivalente de escribir ¢, (7), dado en la ecuacién (3.2) es la
siguiente:

S0 (2 <)+ 00 (Zoos > )] Yios e} [ (Zeos <) i

¢ (7) = T
> 1 (Zia <)Y

t=1

T T
S0 (Zia <Y)YE L Yl (Zmy <) Vi)
_ t=1 + t=1
T T
;[(Zt—l <Y ;I(Zt—l <)Y
T
Yoall(Zm1 <) Y]
t=1
= ¢1+ T ’
Y I(Zia <9)Y2,

t=1

Equivalentemente, podemos escribir (}2 (7) en forma similar y obtener las siguientes expre-
siones para ¢, () y ¢, () respectivamente:

M=

e [I(Zi—1 <) Yi]

M= o

, (3-4)

&51 (v) = &+ :
I (Zt—l < 7) Y?,l

t=1

Mﬂ

e[ (Zi—1 > ) Yi]

Il
—_

&2 (v) = ¢+ :
S (Zer > )2,

Observemos que por la condicién de estacionariedad y ergodicidad de las series involu-
cradas en las expresiones (3.4), también las series en las sumatorias anteriores son ergédicas,
y se cumplen los Siguientes resultados asintéticos,

TZIZt LSNYE S B(H(Za S )Vh) < o

TZI Zt 1>7)Yt IT_>OOE(I(Zt—1>’y)}/tQ—1) < o0,
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ya que por el supuesto S3 dado en el Seccién 2.1, el cual establece que F (¢77|F;_1) < B < 00
para algin 7 > 1 y por la ergodicidad de la series €; y Z;, se obtienen las condiciones de
estacionariedad y ergodicidad para Y;. Asimismo, tenemos que:

T

1 C.S.

=Y el (Zin £9) Vi) =5 E(@) B (Zia $9)Yi] = 0,
t=1

1 T

T th L (Zi1 > 7) Yid] T%OO E(e)) EI(Zi—1 > ) Y] = 0,

t

Il
R

de tal forma que ¢, (v) T%OO $1Y 62 (7) T%OO Py-

Rescribamos el estimador de la varianza dado en la ecuacién (3.3), como sigue:
o ()

T
1
= Tz{ﬁblf Zi 1 L)Y+ Gl (Zi1 > 7)Y+ &
=1

~y (NI (Zoy < 7)Yier — 0y (1) I (Ziy >'y)Y21}2

- 72{ S0 (Zis <3)Yies = (B2 () = ST (Ziey > ) Vi + 21}
— ?Z #;](Zt_l§7>K31+W;I<Zt—l>7)yﬁ_l

<€b<> ) v (¢ (v
1Z[ Zi1 <)Y — 22— ZI Zy_1 > ) Y16y,
t=1

t=1

entonces 62 (7) Tg o2, por las propiedades de consistencia de los estimadores &, (v) y
—0Q0

&52 (7). De tal forma que los estimadores de minimos cuadrados para ¢, ¢, y o2 son esti-
madores consistente, bajo el supuesto de que el pardametro v es fijo. 0
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La distribucién asintética de los estimadores autorregresivos de minimos cuadrados para
1y ¢, se da en el siguiente teorema.

Teorema 3.2 (Distribucion asintdtica de los estimadores de minimos cuadrados). Conside-
remos el modelo TAR(2;1,1) estacionario y ergddico, entonces para v conocido tenemos que

9 d o2 - .
VT (¢i - ¢i> T (0,D;), con D; = s T L2, p1=Pr(Z1<7),y

pp=1—Pr(Zi_1>n).

Demostracion. A partir de las ecuaciones (3.4) tenemos que:

_té el (Zi—1 <) Yt—l]_

T )

> I (Zin <) Y2,

L =1 J

ﬁ(ﬁgﬁ_%):ﬁ

(el (Ziy > ) Vi

ﬁ(&h_ﬁbz):ﬁ

M=

I(Zi—1>7) Y2,

L ¢t=1 .

entonces, por el teorema de limite central para series de tiempo estacionarias y ergédicas
demostrado por Hannan (1973), concluimos el resultado del teorema. U

Para el caso de umbral desconocido en los modelos SETAR, Chan (1993) y Hansen (1997)
proponen estimar el pardametro de umbral v por medio de un procedimiento de regresiéon
secuencial, descrito a continuacién: consideremos los estimadores de minimos cuadrados
para ¢,, ¢, y o2 respectivamente, los cuales dependen del valor del pardmetro de umbral 7,

61 (y) = ZtT:l Vil (Ze1 <) Vi by(7) = ZtT:1 YiI(Zq > 7)Y
1 ZtT:l [(Zir < 7)Yy 7 i Zthl I(Ziy > Y2,

T
. 1 ~ . 2
o7(7) = T Z [Yt - <¢1<’7)I (Ze—1 <7) + (N (Z4-1 > ’Y)) Yz-ffli| .
t=1
Entonces, el estimador de minimos cuadrados para ~ es el valor que minimiza el valor de la
varianza, es decir,

5 = argmin 6% (7). (3.5)
el

donde I" = [, 7] es un intervalo acotado.
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El problema de minimizacién de la varianza anterior se resuelve por bisqueda directa y
en general la bisqueda se realiza barriendo sobre todos los valores posible entre el cuantil
15% y 85% de los valores de la variable umbral, con la finalidad de garantizar un minimo de
observaciones en el proceso de estimacién. Finalmente los estimadores para ¢, ¢, y 02 se
obtienen identificando los valores correspondientes en el valor de v que minimiza la varianza,
es decir, ¢,(5), &(5) y 6% = 62 (4) respectivamente.

Para el caso en que el pardmetro d es desconocido, el procedimiento de estimacién de
minimos cuadrados consiste en estimar d paralelamente con los otros pardmetros, de modo
que el problema de estimacién incluye ahora una biisqueda sobre d y en vez de T' regresiones el
método de biisqueda requerird 7'd regresiones, con d el valor maximo posible que puede tomar
d. Ya que el espacio paramétrico para d es discreto el estimador de minimos cuadrados d
serd fuertemente consistente. Para propdésitos de inferencia en los otros pardmetros podemos
pensar que d se conoce con certeza, ver Hansen (1997) para mds detalles. Chan (1993)
demuestra que los estimadores de minimos cuadrados para los coeficientes autorregresivos
con 7y desconocido son consistentes y asintéticamente normales. En nuestro caso mostraremos
que los estimadores de MV en el modelo TAR(2;1,1) son fuertemente consistencia fuerte,
bajo el supuesto de que la distribucién de los errores posee cuarto momento finito. En
particular la distribucién normal cumple con dicho supuesto, lo que implica que también los
estimadores de minimos cuadrados son fuertemente consistentes ya que estos coinciden con
los estimadores de méxima verosimilitud bajo el supuesto de normalidad en los errores.

3.2 Estimacion mediante maxima verosimilitud

Para fines de ilustraciéon y comprension, rescribamos nuevamente el modelo autorregresivo
de primer orden, con dos regimenes y parametro d = 1 y que denotamos por TAR(2;1, 1),

}/t —_ ¢1Y;—1 + 6t7 Si Zt—l S 77
GoYi1 e st Ziqg >,

o equivalentemente,

Vi = [0 (Zir £7) + 0ol (Zia > )] Vi + & (3-6)
= h(Zt_l,}/%_l,O)—{—gt, t:]_,Q,...,

donde h(:) = [ 1(Zi—1 <) + ¢oI(Z1—1 > 7)] Vi1, I (+) denota la funcién indicadora, y en
general Z; | corresponde a una serie de tiempo observada hasta el tiempo t. Identificamos
los pardmetros en el modelo mediante los vectores @y y 01, con 8y = (¢, by, 0%,7) v 07 el
vector que contiene los pardmetros asociados al proceso Z; 1. Gonzilez y Gonzalo (1998,
1999) dan las condiciones de estacionariedad y ergocidad del modelo dado en la ecuacién
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(3.6) en funcién de los coeficientes autorregresivos y la variable umbral Z;_, ver Corolarios
2.7, 2.8, v 2.9, asi como los Teoremas 2.6 y 2.10 del Capitulo 2. Los modelos explorados
para la variable umbral contemplan el caso en que la variable umbral es independiente e
idénticamente distribuida y el caso en que Z; ; sigue una cadena de Markov de orden N. En
particular para N = 1, asumiremos que Z; ; sigue un proceso autorregresivo gaussiano de
orden uno. El caso méds general dado en la ecuacién (2.4) se trabaja de manera similar.

Enfatizamos que la variable umbral Z; es una serie de tiempo estacionaria que rige el
comportamiento de la serie Y; como funcién del valor del pardmetro de umbral, ya que los
valores de Y; dependen de los valores que toma I (Z;_; < 7). Sin embargo, consideramos
que el comportamiento de la serie Z;_; es independiente de los valores de la serie Y;. En
particular supondremos dos escenarios para el proceso Z; 1 : Z;_1 un proceso estacionario
autorregresivo de orden uno (Z;—; ~AR(1)) y el caso en que Z;_; es un proceso independiente
con distribucién uniforme en el intervalo (0,1), es decir, Z;_; ~ #dU (0,1).

3.2.1 Obtencién de los estimadores de maxima verosimilitud

Supongamos que los errores {&;} en la ecuacién (3.6) son variables aleatorias independientes
tales que €, ~ iidD y que ¢, es independiente de Y; 1,Y; o, ..., t > 1, la distribucién D tiene
media cero y varianza finita. Consideremos también que el proceso Z; 1, estacionario, esta
dado por: Z; 1 = pZ;_o + uy con uy ~ idN (0, 03) y £; mutuamente independiente de Z; 1,
de tal forma que para tamanos de muestra grande 7', tenemos que la funcién de verosimilitud
puede escribirse como:

L (¢17 ¢27 027 "z 0-121,’ {}/tv Zt})

T
= [If ilYeer. Zioa; 61, 62,0%,%) fr (Ze-a| Ze-a; . 0%) g0 (Y1, Zi—a)

t=2
T

= Hf Y= h(Yio1,Zi-0,9)50) f1 (Zi—1 — hi (Zy—2,p) 500) 9o (Y1, Zt—a)
t=2

donde ¥ = (¢,, d,,7)" . Consideraremos la funcién de verosimilitud condicional del vector de
pardmetros @ = (¢, by, 02,7, p,02)", dada por:

T
L (gbl? ¢27 0-2a77 P 0-1%7 {Y;fa Zt}) = Hf (Y;E —h (Yt—la Zt—la 19) 70) fl (Zt—l - hl (Zt—d—lap) 7O-u) .

t=2

Para una serie observada Y7, ..., Yy, Zy,..., Z7_1 con D una distribucién normal con media

cero y varianza o2, obtenemos que la funcién de verosimilitud condicional de 8, dada la
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muestra
L ((bla ¢27 027 Y5 Py 0-37 Y;H Zt—l)

= Hf (Klﬁ—laZt—1;¢17¢270‘277) fl (Zt—1|Zt—2;p7 O-i)

t=2
1 1 «
= - —01Y; 3.7
oT—1 P 755 ; tYi-1) (3.7)
1 1 «
X ST exp [— 552 Z (Zi—1 — PZt—2)2
u u t=2
y de aqui que la funcién de log verosimilitud se escribe como:
T
€(¢1,¢2702,’77p703) = _(T_l IOgO' Z 5tY;5 1 _(T_l)logai
t=2
1 « )
T 952 Z (Zi-1 — pZia)”.
U =2

De la ecuacién anterior resolviendo 9f (¢, ¢y, 02,7, p,02) /0o? = 0 obtenemos la siguiente
expresién para la varianza estimada:

T
(¢17 ¢27 Z 51‘/}/;‘/ 1 )

t=2
donde el término de la derecha satisface la siguiente igualdad,
T T
STV —0Y) =) (V2= 20YiY + 072,
t=2 =2

de forma tal que las derivadas parciales de la log verosimilitud con respecto a ¢; y ¢,
respectivamente satisfacen la ecuacién:

T
1 )
8 =53 g (=2LY, 1Y, + 29, LY ), i =1,2.
'L 1—2

Igualando la ecuacién anterior a cero obtenemos las siguientes igualdades para encontrar los
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estimadores de méxima verosimilitud (EMV) para ¢, y ¢, como funcién del pardmetro =,

T
Y LYY
“ =2
6 (1) = F—, (3.8)
> LY2,
t=2
T T T
(A -1)YY, .y Y Y, —> LYY,
& ( ) _ t=2 _ t=2 t=2
2 Y T T T
Z (1-1)Y, Y2 =Y LY?
=2 =2 t=2

con I; = I (Z; <), luego el estimador por maxima verosimilitud para ¢ como funcién de
v estd dado por:

5% (7) =62 (¢1,¢2, ): 12T:( 7)Y 1)2, (3.9)

iy &51 (/7) ) Zt—l < e
(5,5 - ~
() { Gy (7)) Zy—1 > 7.

Similarmente, los estimadores de MV para p y 02, respectivamente son:

con:

T
z Zi 10y
=2

>
I
Q

T
12 /n 1 .
T ’ 2 () = T_1 Z (Z: — pZt71)2 . (3.10)
> Z¢ =2
=2

Las expresiones de los estimadores de mdxima verosimilitud para los coeficientes ¢;, ¢,y o>
estan en funcién de un valor fijo 7. No es posible derivar la funcién de log verosimilitud con
respecto al pardmetro v, debido a que esta no es continua en los puntos Zy, ..., Zr_1, en este
caso lo recomendable para estimar el pardmetro v es por medio de un método de biisqueda.
Una vez calculados los EMV para ~ fijo, se evalia la funcién de log verosimilitud en estos
valores obteniendo la funcién de log verosimilitud perfil, es decir,

60) = 030,600,500,

T

S (Y- d () Vi)

5~2
Y t=2

T
. 1 .
— (T — 1) logai — W E (Zt - PZt—1)2
U =2

= —(T'-1)logo, —
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Observemos que p y 6, no dependen funcionalmente de v, por lo que podemos considerar
para efectos de maximizacién respecto al pardmetro 7y la siguiente funcién de log verosimilitud
perfil:

T
* ~ 1 iy 2
60) = —<T—1>1ogav——%3t§:2j(Yt—mm_l)
. I'-1,
= —(T'—-1)logo, — 557 O',ZY
o
T7-1
= —(T—l)log&v—T
T
T7—-1 1 2 T—-1
R log rg(yi ot (V) Vi 1) T

Maximizar £} () en la ecuacién anterior es equivalente a minimizar —¢; (), es decir,
minimizar la siguiente funcién objetivo,

! ZT:(Y—S()Y )2
T_ltzz t t\ V) Lt—1

con respecto a 7. Este procedimiento nos da una infinidad de valores de v, la recomendacién
de Qian (1998) es tomar 4 como el valor de v que cumpla con la siguiente condicién:

T

1
1
5 %%

T

Tl—lz(yt_gt(”)yt'l)2

t=2

: . T'—1
inf arg min log
% 2

Las ecuaciones para el caso en que la variable Z;_; sigue un proceso independiente y con
distribucién uniforme en (0, 1) pueden escribirse de forma equivalente con la diferencia de
que ahora la funcién de densidad f; (Z;_1|Z;_»; p,02) = 1. Note entonces que las expresiones
que contienen a los pardmetros p y o, en las ecuaciones anteriores desaparecen.

3.2.2 Propiedades asintéticas de los estimadores de maxima vero-
similitud

En la literatura resaltan tres articulos relacionados con las propiedades asintéticas de los

EMYV de los estimadores de minimos cuadrados y méxima verosimilitud para los pardmetros

de los modelos TAR, bajo el supuesto de v desconocido y Z; 4 = Y;_4, es decir, en modelos

SETAR. Estos son: Chan (1993), Qian (1998) y Chan y Tsay (1998).

Chan (1993) y Qian (1998) consideran el caso de SETAR discontinuos y Chan y Tsay
(1998) el caso SETAR continuo.
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Definicién 3.3 (Funcion autorregresiva discontinua, Chan 1993). Sean ¢, y ¢, los
coeficientes del modelo SETAR(2;1,1), se dice que el modelo tiene una funcién autorregresiva
discontinua si existe

Z.=(1,2y1,...,20) , donde 2, 4="7, (3.11)

tal que (¢; — ¢,) Z, # 0. En este caso, el umbral 7 se convierte en el punto de salto de la
funcién autorregresiva. Si (¢, — ¢,) Z. = 0 para toda Z, que satisfaga (3.11) se dice que el
modelo tiene una funcion autorregresiva continua.

Observemos que la definicién de continuidad en la funcién autorregresiva esté relacionada
con un cambio de régimen suave cuando el valor de Y; 4 = 7.

El articulo de Chan (1993) considera la estimacién por minimos cuadrados, el cual es
equivalente al método de méxima verosimilitud cuando la distribucién de la secuencia {e;}
es gaussiana (g; ~ itdN (0,0?%)). Qian (1998) demuestra las propiedades asintéticas de los
EMV de los pardmetros del modelo SETAR en el caso de que los {&;} ~ iidD, donde D es
una distribucién con media cero y varianza finita. Sin embargo, Qian (1998) no considera
la estimacién de los pardmetros de la distribucién D. Mientras que Chan (1993) sf estima y
estudia las propiedades del estimador de o.

Conviene resaltar que en el modelo TAR considerado en esta tesis no se tiene el concepto
de continuidad.

En el caso del modelo TAR (2.13) no podemos hablar de discontinuidad en la funcién
autorregresiva en el sentido de la Definicién 3.3 porque Y; ; puede tomar el valor v y no
involucra cambio de régimen. El cambio de régimen se da cuando Z; 4 =~ y si quisiéramos
que el cambio de régimen sea continuo tendrfamos que pedir que ¢;y;—1 = P,y:—1 cuando
Zy_q =y lo cual en el caso continuo tiene probabilidad cero.

En los modelos TAR no podemos auxiliarnos de esta propiedad porque la continuidad o
discontinuidad de un TAR no se puede determinar.
Consistencia fuerte de los estimadores de méxima verosimilitud

La demostracién se realizara para el caso general donde los errores {¢;} tienen distribucién
arbitraria con media cero y cuarto momento finito.
Consideraremos el modelo TAR(2; p, p) dado en la ecuacién (2.1) del Capitulo 2.

El modelo (2.1) se puede escribir de la siguiente manera equivalente

}/;t = h(ﬁfla thla ¢) + €t 13 2 27 (312)
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para algl'm ¢ = (gb/17¢/2777 d) € §R2p+3 X {1727"‘7]?}7 donde Yt—l = (Ybay—la s >Y—p+1),7
Zia= (Zi-ay - Z—g—pn1) ;= (%ja D1y -es ¢pj)/ ceRrtl j=12yparay e R yzc R,

h(y,z,a) = <¢01 + Z¢k1yk> I(za <7)+ (%2 + Z¢k2yk> I(za> 7).
k=1 k=1

Los errores {&;} en (3.12) son itdN (0,0?).

Teorema 3.4 (Consistencia de los estimadores de MV). Suponga que {Y;, Z;} del modelo
(3.12) es estacionario y ergddico y que se cumplen las condiciones SC1-SC4 del Apéndice A.
Entonces @1 es un estimador fuertemente consistente de 6.

Las demostracién del Teorema 3.4 se da el Apéndice A.



Capitulo 4

Pronodsticos en modelos TAR
aproximando la esperanza condicional

En el Capitulo 1 expusimos distintas alternativas para obtener prondsticos multi pasos en
modelos no lineales en general, sin embargo nuestro interés se centra en estudiar una clase
particular de modelos no lineales conocidos en la literatura como modelos TAR. Recordemos
la representacién matemética de un modelo TAR de dos regimenes, de orden uno e intercepto
igual a cero en cada uno de los regimenes, denotado como TAR(2; 1, 1) y dado por la ecuacién:

i = 1Yol (Zica <)+ 0Yeal (Zio1 > 7) + &
= Y1+

con, & = o1 (Zy_1 <)+ ol (Zi—1 > ) ; Zy y € procesos estacionarios y ergédicos y Z; un
proceso independiente de ;. Consideramos que el proceso Y; es estacionario y ergédico bajo
las condiciones dadas en Gonzdlez y Gonzalo (1998). Al tiempo 7"+ 1 escribimos el modelo
como sigue:

Yrp1 =0 Yr + ey,

de modo que el prondstico un paso adelante puede calcularse facilmente mediante la siguiente
expresion,

Ve = E(Yeu|3r) = E (001 Yr + er|Fr) = 6041 Yo,

donde §r contiene la informacién disponible hasta el tiempo 7. Al tiempo 7' + 2 la repre-
sentacién del modelo TAR(2;1, 1), se escribe como:

Yrio = 0rsoYri1 + €140,

63
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a partir de dicha expresién tenemos que el prondsticos dos pasos adelante es como sigue:

YT—FQ - E (YT+2|ST) - E (5T—|—2YT—|—1 + 8T+2|ST) - E (5T+2YT+1|'ST)
= E{[oy] (Zry1r <) + ¢l (Zrsa > 7)) Yrua|Sr}
= O E (Zry <) YralSt) + 6B [ (Zria > ) Yra|S7]

observemos que para obtener el pronéstico de Yo necesitamos conocer el valor de Zr,; o
bien el valor de la variable indicadora I(Zr41 < 7).
Igualmente al tiempo T" + 3, rescribimos el modelo TAR(2;1,1) como:

Yris = 0rss3Yrio +erys,

de modo que el prondstico tres pasos adelante,

Yris = E (Yrus|8r) = E (0r43Yrya + er1s|87) = E (0r43Yria|7) -

Asimismo el prondstico h-pasos adelante se expresa como sigue:

Yron = EYrl§r) = E OranYrso-n + ernl8r) = E (6r4nYr0-1)|87) ,

o equivalentemente,

YT+h = E(YT+h|3T)
= E([o] (Zrin-1 <)+ 0ol (Zpyn1 > V)] Yrin-1 + erinlSr)
= OB (Zrin <9) Yronal87) + 0B (I (Zrin-1 > ) Yrinal8r) . (4.1)

De la ecuacién anterior (4.1) vemos que para obtener el pronéstico h-pasos adelante para Y;
es necesario conocer el valor de la variable umbral Z; al tiempo T'+ h — 1 o equivalentemente
conocer el valor de la variable indicadora I (Zry,1 < ). Note que para el caso en que
Zy_1 ~1idU (0, 1) el pronéstico h-pasos para Y; estd dado por:

Yeun =611 (Zrin-1 < 9) Yronor + &I (Zrin-1 > %) Yran-1,

y bajo este escenario conocemos los valores que toma [ (Z; <), parat=T,T+1,..., T+
h—1.

Por otro lado si Z; ; sigue un AR(1), podemos considerar dicho modelo para pronos-
ticar Z; utilizando la teorfa de prondsticos ampliamente estudiada en el caso lineal, o bien
considerar los valores que toma la variable indicadora en el tiempo, y modelar a la variable
indicadora I (Z;_; < 7y) como una serie de tiempo binaria. Posteriormente, con base a dicho
modelo obtener el comportamiento futuro de la serie misma. De estd forma obtenemos el
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pronéstico para Y; por medio de las siguientes ecuaciones, segin utilicemos el prondstico
Zpynoq ode I (Zpyn1 < 7y) respectivamente,

YTHL ~ o1 <ZAT+h71 < ’Y) }A/T+h—1 + @yl (ZTHLA > ”Y) YTJrhfl,

}A/TJrh ~ ¢1j (Zrgn—1 <7) }A/T+h71 + ¢2f (Zrin—1>7) ?T+h71-

En la préctica los valores de los pardmetros en el modelo TAR son desconocidos y se hace
necesario estimarlos. Podemos estimar dichos pardmetros mediante los procedimientos de mi-
nimos cuadrados o méxima verosimilitud, descritos en Capitulo 2, los cuales son estimadores
consistentes y asintéticamente normales. Recordemos también que si los errores en el modelo
TAR siguen un proceso gaussiano con media cero y varianza o2, ambos procedimientos de
estimacién coinciden.

Como parte de nuestro ejercicio de simulacién implementamos un procedimiento recursivo
del tipo Monte-Carlo para aproximar los prondsticos h-pasos adelante en el modelo TAR,
pronosticando Z; bajo el supuesto de que este sigue un proceso AR(1) estacionario con
ruido gaussiano, o bien pronosticando I (Z; < ) mediante la teorfa de modelos de regresién
para series binarias estudiados en Kedem y Fokianos (2002). Cuando Z; es un proceso
independiente con distribucién uniforme (0, 1), simulamos 7"+ h nimeros aleatorios U (0, 1)
y tomamos a estos como valores dados para aproximar las esperanzas condicionales.

4.1 Modelos de regresién para series binarias

Consideremos la serie binaria {I;} = {I (Z; < )} que toma los valores de 0 6 1 dependiendo
del valor del parametro de umbral 7, con informacién auxiliar o covariables dada por {B;_1},
visto como un problema de regresién nos interesa estimar la probabilidad condicional de éxito,
denotada por:

Py(I; =1]|3F-1), (4.2)

donde « es el vector de pardmetros p-dimensional y §;_; es todo lo que conocemos o hemos
observado hasta el tiempo ¢ — 1, tanto de la serie de tiempo como de sus posibles covariables.
En nuestro caso particular tenemos que la variable binaria esta definida como:

1 siZ; <~

= < = - ’

hi=1{Z<n) { 0 siZ >,
y una representacion posible para la matriz de covariables es B;_1 = {1, Z;_1, I;_1}, es decir,
la matriz de covariables puede contener rezagos de la variable umbral y rezagos de la variable
indicadora. De estd forma nuestro interés radica en predecir el comportamiento futuro de los
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eventos {Z; < 7} considerando la informacién contenida en la matriz de covariables B, ;. La
serie de tiempo binaria I; puede ser estacionaria o no estacionaria, mientras que la matriz de
covariables B;_; puede representar una o més series, asi como funciones de la serie de interés,
Kedem y Fokianos (2002), Capitulo 2, paginas 42 y 43. B,;_; no necesita ser estacionaria,
sin embargo se debe garantizar que se cumplen los supuestos A, del Capitulo 1, pdgina
16, del libro de Kedem y Fokianos (2002), los cuales garantizan un modelo bien definido y
estimadores consistentes bajo condiciones razonables a largo plazo.

Para garantizar que el modelo dado en la ecuacién (4.2) estime probabilidades (valores
entre cero y uno) debemos elegir una funcién denominada como funcién link, digamos F, que
mapee la recta real sobre el intervalo (0,1). Cuando la serie de tiempo binaria se condiciona
s6lo en funcién de sus valores pasados, como en nuestro caso, la funcién de distribucién
acumulada sugerida o funcién link, es la funcién de distribucién logistica estdndar, es decir,
se asume el siguiente modelo de regresién logistica,

1
1+ exp[—a/B;4]’

T (@) =Pr(l=1|F1)=F(aB,) = (4.3)

donde a es un vector de pardmetros de dimensién p igual a las entradas de la matriz de
covariables B;_;. La transformada inversa de la expresién anterior es la funcién link canénica
para datos binarios y se conoce como funcién logit,

Logit [, (a)] = log {%} _ o'B,,.

o bien modelo logistico.
Observemos que m; () = E (I;|§:-1) y Var (I¢|§:—1) = F1 (a/By_1) [1 — F} (a/B;_1)], de
modo que

Pr(I; =it | §e-1) = [m (@)]" [1 — ¢ ()],

y la verosimilitud parcial (PL) de a, tal y como la definen en Kedem y Fokianos (2002),
dada una muestra observada de tamano T estd dada por el producto de las probabilidades,

[ (@) [L =7 (@) "

=

PL(a) =

t=1

[Fi (@Be-)] [1 = Fi (o/Byy)] .

Il
=

t=1

El estimador de méxima verosimilitud parcial (MVP) para o se encuentra maximizando
la verosimilitud anterior o equivalentemente maximizando la log verosimilitud parcial con
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respecto al pardmetro a, dada por:

l(a) = > Llog(F (a/Biy)) + (1 L)log (1 - F (&/'By_1))

t=1

T
1 1
= 11 1-10)1 1—-
; t708 (1 + exp [—a’Btl]) * ¢)log ( 1+ exp [—a’Btl])

T
exp [—a'B,;_]
= —1I;1log (1 —a'B;_ 1—1)1
> (g (1 exp [-e/Bi) + (1= ) os (52 0E

T

= ) {~Llog(1+exp[—a'B,1]) + (1 - I) (—a'B,_; — log (1 + exp [-a'B,_1]))}

t=1

T

- Z{—It log (1 +exp[—a’B;_1]) — a'B;_1 —log (1 + exp [—a'B;_1])
=1
+1I,a/B;_1 + I;1og (1 + exp [—a'B;_4])}

T
= Z{—O/Bt—1 —log (1 +exp[—a'B;_1]) + [,a'B;_1}.

t=1

A partir de la funcién de log verosimilitud parcial se tiene que el vector o funcién de
Score para la serie binaria dada por:

Sr(a) = Vi(a)

0 Ilog (F (@'By-1) + (1 [)log (1 = F (a/Byy))

Jo

_ f(a'B; 1) —B,_1f (/B;_1)
= ZItBt 1=+ (1 — It) 1_F (Oé,Bt_l)

a IB, . f (O/Bt—l) _ Bt—lf(a/Bt—l) [tBt—lf(a/Bt—1>
F (OC’Btfl) 1-F (OL/Btfl) 1-F (OC,Btfl)

. LB 1f (&'Byi 1) _ Beuf (o/Biy) (F(o/Biy)
tzl F(a/Bio1)(1—F(a/By—1)) 1—F(a/'Bi_1) (F (a’Btl))

= Z Bt—lD (a'Bt_l) (It —F (a’Bt_l)) = Z Bt—lD (a'Bt_l) (It — T (a)) s

t=1
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con f (a/Bt_l)
F (a,Bt—l) ([]_ — F (a’Bt_l)]

D (a'Bt_l) =

f (a’Bt_l) = a%F (a'Bt_l) .

La matriz de informacién condicional ,G7 (), estd dada por

!

T T
Gr(a) = Y Cov[Sr(a)|ia] =) BiiD(a'Biy)f(a’B,y) B,
= t=1

- ZT:B 1 CEEY B,
" F(a'Bt—l)( — F(a'B; ) '
. exp [a'B ,
= B; D1ag< pla /t 1 2) B, ;.
{1+ exp[a'B;4]}

Kedem y Fokianos (2002) demuestran que para 7" suficientemente grande el estimador por
MVP & % a (propiedad de consistencia) y vT (&t — «) &t N (0,G7! () (normalidad
asintotica). Notemos que en el caso de regresion logistica, y de interés en nuestro caso, se

satisfacen las siguientes igualdades,

9, e (1—eY)et et e
f@)_%(l—l—e:p)_ (1—}—6:”)2 (1 4e2)?
y
F)(1-F(x) = 1j_xew (1_ 1—T—I€$>

B er 1 B e’
— 14+ex \1+e2 _(14—695)2

de tal forma que se cumple las siguientes igualdades:

f(a'B;_q) 0D (a/By_1)

DB =B a- By " Y dal

=0.

Entonces la funcién objetivo a maximizar para estimar el pardmetro o, se reduce a maximizar
la siguiente funcion:

> Bia L —m ()], (4.4)
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con respecto a a. Equivalentemente, podemos también obtener los prondsticos I;, para t =
T+1, ...,T + h, maximizando la funcién (4.4) hasta el tiempo T' 4+ h con respecto a los
valores desconocidos de Iry1,..., Iy, con & el estimador por MVP previamente obtenido.
Equivalentemente podemos pronosticar los valores de la variable indicadora por bisqueda
directa en todas las posibles combinaciones de unos y ceros. Es decir, pensemos que deseamos
pronosticar la serie binaria h-pasos adelante y observemos que podemos listar los 2" posibles
arreglos de unos y ceros. Es decir, si nuestro interés consiste en pronosticar la serie 3-pasos
adelante tendremos que el prondéstico obtenido deberd ser uno de los siguientes arreglos:

(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(1,1,0), (1,1,1),

enlistados todos los posibles arreglos podemos sustituir cada una de dichas posibilidades en
la verosimilitud parcial de & y maximizar dicha funcién con respecto a a, de tal forma que
nos quedamos con el arreglo de unos y ceros con mayor valor de la funcién objetivo dada en
la ecuacién (4.4).

A continuacién damos una breve descripcién del algoritmo implementado, para la obten-
cién de los prondsticos, en virtud de que este serd retomado en el Capitulo 7 correspondiente
al ejercicio de simulacién.

Primeramente para la variable umbral Z;_;, simulamos 500 realizaciones con 255 obser-
vaciones cada una, considerando dos escenarios posibles, Z; 1 ~ idU (0,1) y Z;_1 proceso
AR(1) estacionario. A partir de las series simuladas bajo cada escenario, simulamos 500
series considerando el modelo TAR(2;1,1) dado en la ecuacién (3.6). Las primeras 250 ob-
servaciones las utilizamos para la estimacion de los pardmetros, bajo dos posible modelos:
un TAR(2;1,1) y un AR(1). Posteriormente, obtenemos los pronésticos de la variable um-
bral y también de la variable indicadora. Con estos valores y los valores de los pardmetros
estimados implementamos un procedimiento recursivo para obtener los pronésticos de Y.,
para h = 1,2,3,4, y 5, realizamos 500 iteraciones para la obtencién de dichos prondésticos.
Como parte del algoritmo de Monte Carlo recursivo obtenemos también los correspondientes
errores de prondésticos y a partir de estos calculamos las respectivas funciones de pérdida
(ECMP y pérdida de cuantiles). Comparamos los desempenios de las pérdidas asociados al
modelo TAR(2;1,1) contra las pérdidas asociados al modelo AR(1), la idea es obtener los
cocientes para h = 1,2, 3,4, y 5 de los valores para cada una de las funciones de pérdida en el
AR(1) entre los valores de cada una de las funciones de pérdidas en el modelo TAR(2;1,1),
de tal forma que si el valor correspondiente es mayor que uno decimos que los pronésticos
en el modelo TAR(2;1, 1) tienen mejor desempeno que los pronésticos en el modelo AR(1)
en el sentido de que los valores de las pérdidas asociadas al modelo TAR(2;1,1) son menores
para cada horizonte de prondstico.
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Capitulo 5

Prondsticos en modelos TAR
mediante verosimilitud predictiva

El problema de predecir valores no observados o valores futuros de variables aleatorias es
fundamental en estadistica, una alternativa de solucién para este problema es via el concepto
de verosimilitud predictiva. Desde el punto de vista Bayesiano, el problema de prediccién de
valores no observados se resuelve directamente encontrando la densidad predictiva posterior
de las variables no observadas dados los datos. El problema de estimacién y obtencién de
prondsticos h-pasos adelante en los modelos SETAR ha sido estudiado desde el punto de
vista Bayesiano, por ejemplo: Chen y Lee (1995), Chen (1998) y Séfadi y Morettin (2000).
Sin embargo, como parte de nuestra revisiéon bibliografica no contamos con referencias que
aborden el problema de predicciéon en modelos TAR mediante la alternativa de verosimili-
tud predictiva estudiada en este trabajo. Geisser (2002) presenta un panorama general de
inferencia predictiva considerando los enfoques Bayesiano y no Bayesiano.

La propuesta de verosimilitud predictiva para ordenar la plausibilidad de valores futuros,
fue desarrollada por Lauritzen (1974), Hinkley (1979), y generalizada por Butler (1986).
Aunque, la idea inicial fue introducida por Fisher (1956) para el modelo binomial.

Sea X = x el valor observado de la variable aleatoria X, el problema consiste en prede-
cir valores no observados x* de X*, la inferencia se realiza sobre los valores x*. Suponemos
que (X,X*)' tiene una densidad de probabilidad con respecto a la medida de Lebesgue,
denotada por fg (x,x*), 0 equivalentemente denotada por f (x,x*;0 ), donde 0 es el vec-
tor de pardmetros desconocidos. Igualmente denotamos la funcién de densidad condicional
como f (x*|x;0) . Sea 6 el estimador por maxima verosimilitud para @ basado en los datos
X, y 0., el estimador de mdxima verosimilitud basado en w = (x,x*). Supongamos que
X =(Y1,...,Yr)", contiene la muestra observada de tamafio Ty X* = (Yr41,..., Yr4p) la
muestra no observada sobre la cual deseamos hacer inferencias.

Fundamentalmente el problema de prediccién consiste en lo siguiente: consideramos dos
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cantidades desconocidas, x* y 68, donde el interés primario es obtener informacién sobre
x* con O jugando el papel de pardmetro de estorbo. El principio de verosimilitud para
prediccion, formulado por Berger y Wolpert (1984), parte de que toda la evidencia sobre
(x*, 0) esta contenida en la funcién de verosimilitud conjunta,

L(x*,0;x) = f (x,x";0), (5.1)

donde partimos de la verosimilitud base para x observado, y el objetivo es desarrollar una fun-
cién de verosimilitud para x*, digamos L (x*|x) eliminando 6 de la ecuacién (5.1). L (x*|x)
con las caracteristicas anteriores se conoce como verosimilitud predictiva. Debido a que exis-
ten diferentes formas de eliminar el pardametro de estorbo 8, surgen varias propuesta de vero-
similitud predictiva. Bjgrnstad (1990) contabiliza 14 propuestas de verosimilitud predictiva,
sin embargo, algunas de estds son completamente similares, y todas ellas se basan fundamen-
talmente en una de las siguientes tres operaciones en L (x*,0;x) : integraciéon, maximizacién
o condicionamiento. El enfoque Bayesiano es equivalente a integrar L (x*,0;x) con respecto
a la distribucién apriori para 6. Es decir, la densidad predictiva posterior, fy (x*|x) puede
pensarse como la verosimilitud integrada marginal tal que, fo (x*|x) o [ L (x*,0;x) d6.

En esta tesis consideramos la funcién de verosimilitud predictiva perfil' de las observa-
ciones futuras x*, introducida por Mathiasen (1979) y recomendada por Bjgrnstad (1990),
la cual consiste en eliminar el pardmetro de estorbo @ por medio de maximizacion de la
siguiente funcién de verosimilitud,

L, (x*|x) =sup f (x,x0) = L (X*, 9w;x> : (5.2)
0

Intuitivamente, la motivacioén de la funcién de verosimilitud predictiva L, es como sigue: para
x* el vector de pardametros de interés y 0 el vector de pardmetros de estorbo, se obtienen los
valores mds probables para 8 dado (x,x*)" dando como resultado la funcién de verosimilitud
dada en la ecuacién (5.2). En inferencia paramétrica esta verosimilitud corresponde a la
verosimilitud perfil, introducida por Kalbfleisch y Sprott (1970) y de aqui el nombre de
verosimilitud predictiva perfil.

5.1 Verosimilitud predictiva en el modelo lineal AR(1)

Dado que nos interesa comparar los desempenos de los pronésticos en los modelo TAR(2;1,1)
contra los desempenios de los prondsticos en los modelos AR(1), calculamos la funcién de
verosimilitud predictiva para el modelo AR(1) y posteriormente la verosimilitud predictiva
para el modelo TAR(2;1,1).

'Del inglés profile predictive likelihood
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Consideremos el modelo estacionario AR(1) dado en la siguiente ecuacién:
3/1; = plftfl + M5

donde 7, ~ iidN(0,07), [p| <1y Yy ~ N(0, 1—37/)—) Escribamos el modelo AR(1) anterior al

tiempo 1"+ h, en su representaciéon equivalente:

h—1
Yrin = p"Yr + Z O N7 4n—j>
=0
sea 0=(p, 0727)’ el vector de pardmetros desconocidos, y = (y1, ¥a,...,yr) el vector de datos
observados y y* = (yr41, ..., Yrsn) €l vector de observaciones desconocidas futuras sobre

las cuales deseamos hacer inferencias.
Tenemos que la funcién de densidad conjunta para w = (y, y*)’ estd dada como:

f(W;O) = f(yla-~-7yT 1ayTayT+1a--->yT+h§0)
= (yh ) H f(yt|3/t 1 ),

y de aqui que para T suficientemente grande, la funcién de verosimilitud basada en y para
0yy"es:
T+h
L(@syy?) = I J welye1:0)
t=

T+h 1 1 5
= exp | — _ ,
tl;IQ \/m p |: 2 (yt PYt l) :|
igualmente la log verosimilitud para @ y y*, dada la muestra observada, denotada por
0(0; y, y*) estd dada por:

+
((0;y,y") = — (T + h —1)log (oy) Z — Y1) (5.3)

t=2

derivando la ecuacién (5.3) con respecto a 0, y p respectivamente e igualando a cero dichas
derivadas, tenemos las siguientes expresiones para los estimadores de 0% y p, respectivamente,

T+h
1 T+h ) tZ; YtYi—1
on(y*ip) = A — Z (We — pyr—1)”, y p¥) =5

Z ?/t2—1
t=2
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lo que implica que el estimador de la varianza este dado por:

1 T+h
~2 *\ ~ * 2
Un(}’)—m;[yt—ﬂ(y ) Ye1]™-

Entonces la log verosimilitud predictiva perfil para y* estda dada por:
Lly) = G eEY).600k"):y)

— (T +h—1)log [62(y")] D]
- Do) -

Maximizar la ecuacién anterior con respecto al vector y* es equivalente a minimizar la
expresion —/,, con respecto a y* y esto a su vez es equivalente a minimizar el término:

1 T+h
~2 *\ ~ * 2
o) =TT ; e —p (") ye]”, (5.4)

con respecto a y* debido a que la funcién logaritmo es una funcién creciente. Finalmente

/ . . . .. .,
los valores de y* = (yr41, ..., yren) encontrados en el ejercicio de maximizacién son los
pronésticos via verosimilitud predictiva.

Note que £, (y*|y) es méxima en $* = pyr, con p = (p, 0%, ..., p") va que la ecuacion
P 9 ) ) ) y

(5.4) es minima en y* = pyr. Es decir, el prondstico via la verosimilitud predictiva para el
caso AR(1) con errores gaussianos es también el prondstico via las ecuaciones de recursién

con p el estimador por minimos cuadrados o maxima verosimilitud, Clements y Hendry
(1998).

5.2 Verosimilitud predictiva para el modelo TAR(2;1,1)

Consideremos ahora el modelo TAR(2;1,1) dado en la ecuacién (3.6), nuestro interés es
obtener h prondsticos hacia adelante para Y; a partir de dicho modelo. Observemos que
contamos con T’ observaciones del proceso y que podemos escribir el modelo de interés para
T+1,...,T+ h mediante la siguiente ecuacién:

Y =6Y"1+e, t=T+1,..,T+h,

con &; ~ 11dN (0,0%) y Z} un proceso AR(1) estacionario con ruido gaussiano con media
cero y varianza 02; y
5: — { ¢17 Zt*—l S v
¢27 Zt*—l >7-
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Sea tambiény = (y1,...,yr) , y* = (y:*r+1= ...,y}+h),, 2= (20,0, 27) ,y 2* = (Z}H, ...,z}%)/.
Por notacién definamos:
w=(y,y") yv=(2,2"),
entonces podemos escribir el modelo TAR(2;1,1), parat=1, 2, ..., T, T+1, ..., T+h
como:
wy = OyWe_1 + &4, (5.5)

para el cual la variable d;, estd dada por:

(5t _ gbla Vt—1 S e
¢27 Ve—1 > -

Podemos escribir la funcién de verosimilitud para (y*,z*, ¢;, @5, 0,7, p,0,) en funcién de
(y,z), con T suficientemente grande, y de forma equivalente a la verosimilitud de la ecuacién
(3.7), como:

T+h
* * ]'
L(¢1,99,0,7,0,0uY,y",2,2") = meXp [—F Z (wy — 5twt1)2]
t=2
1 | Tth
2
Xm exp [—ﬁ Z (¢ — pv—1) ] .
u u t=2
Luego la funcién de log verosimilitud para (w,v), estd dada por:
T+h
£(¢1>¢27‘77%P7‘7u3y7y*727Z*) = _(T+h_ 1) logo‘_ﬁ (wt_atwt71)2
t=2
T+h
— (T"’ h — 1) lOgO'u — F Z (Ut — pvt_1)2 .
U =2

Derivando la funcién de log verosimilitud con respecto a los pardmetros ¢, ¢,, o, p,y o, res-
pectivamente, igualando a cero y resolviendo las respectivas derivadas parciales, obtenemos
las siguientes expresiones para los estimadores de o 0., respectivamente

1> 2 ) ) Uus I

| Tt
% (Y501, 62,7) = Trho1 ; (wy — dywy—1)?
y
T+h T+h
Z Liwgw; 4 Z (1 - [t) WWy—1
7 * t=2 g * t=2
0 (Y5 =5 %0 ="F5 :

Z Itth—l Z (1 - It) wt2—1
t=2
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con [, =1(v, <7),y

T+h
> v 1 T+h

ﬁ(Z*):t;ih—yff( ;p) = mZ(t—mt—l)z
2;”?71

Lo que implica que sustituyendo gbl y gb2 en la expresién para 62, obtenemos la siguiente
igualdad,

6% (y*y) = f(fwu%m>
T+h

::T:%jTZXW—&@ﬁwwaya
t=2

L 61 (¥57), Zie <7,
(5 . p— A~
t (y 17) { ¢2 ( *7/7) Zt_l > ’Y

Igualmente, sustituyendo p en la expresion para a , tenemos que:

con

1 T+h
A2 k. a\ . 2
PLEh) = oy 2 (e o)

Entonces podemos escribir la log verosimilitud predictiva perfil para (y*, z*) como:

@Wﬁwam):«%bﬂfﬁdfn%&ﬂfw%6@?wﬁ@ﬂﬁ%fmﬁmﬂ

T+h-1. | 1 . 2
= - log Z (wt — 0 (Y*; 7) wt—l)
2 T+h—1%
B T+h
T+h-1 1 .
————log T+h_1z]w—p@)w4f-4T+h—n.
L t=2

Como antes, maximizar ¢, (y*,z*; 7|y, z) es equivalente a minimizar —¢, (y*, z*; v|y, z) y esto
es equivalente a minimizar, la expresién:

T+h—1 T+h 9
5 1 T T h Z (wt 515 ,’Y) U)t_1> (56)
T+h-1 1 o, o )
s p oy L e p e
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con respecto a y*,z*;y. Bajo el supuesto de que el pardmetro de umbral v es fijo, debe-
mos minimizar la funcién objetivo (5.6) con respecto a (y*,2*) para obtener los pronésticos
correspondiente digamos y*, y 2*. Los valores g*, 2* son los prondsticos por verosimilitud
predictiva para y* y z* respectivamente, bajo pardmetro de umbral ~ fijo.

Observe que cuando la variable umbral Z; 1 ~ iidU (0, 1) obtenemos los prondsticos por
verosimilitud predictiva para y* bajo el supuesto de que los valores futuros de la variable
umbral z*, son conocidos minimizando la siguiente funcién objetivo, con respecto a y* y =,

T+h—1 1 X L 2
- 5 log T+h_1 tZ:; (wt =0t (¥y"57) wt—l) (5.7)
o equivalentemente la funcién objetivo
1 T+h R N
TTh_1 tZ:; <wt — 0 (") wt—l) 5 (5.8)

en virtud de que la funcién logaritmo es una funcién creciente.

El algoritmo implementado para la obtencién de los prondsticos h-pasos adelante via
verosimilitud predictiva consiste en lo siguiente: contamos con 500 series simuladas del
modelo TAR(2;1,1), dado en la ecuacién (3.6), con un total de 255 observaciones. Las
primeras 250 observaciones las utilizamos para obtener los estimadores de los pardmetros
bajo el modelo TAR(2;1,1) y bajo el modelo AR(1). Obtenemos los prondésticos desde uno
hasta 5 pasos adelante, para cada modelo bajo verosimilitud predictiva, lo cual consiste en
maximizar las correspondiente funciones objetivo bajo el supuesto de ruido blanco gaussiano.
Calculamos a partir de dichos prondsticos y los ltimos cinco valores en cada serie, los
respectivos errores de prondsticos y a partir de estos calculamos las funciones de pérdida
ECMP y pérdida de cuantiles o “check”. Tomamos el cociente de los valores de las funciones
de pérdida en el modelo AR(1) para cada horizonte de prondéstico entre los respectivos
valores bajo el modelo TAR(2;1,1). Si el valor del cociente de las pérdidas es mayor que
uno, decimos que el desempeno de los pronésticos bajo el modelo TAR(2;1, 1) es mejor con
respecto al desempeno bajo el modelo AR(1). Este analisis se realiza para una gran cantidad
de escenarios, descritos como funcién de los valores de los pardmetros, en el Capitulo 7
dedicado al ejercicio de simulacién. Los resultados indican que la alternativa de pronésticos
por verosimilitud predictiva es la mejor en el sentido de que los valores de las funciones de
pérdidas asociadas a dicha metodologia son generalmente menores que las pérdidas asociadas
al caso lineal. La ganancia se da también al comparar con las metodlogias de Monte Carlo y
regresién por cuantiles. La ventaja de verosimilitud predictiva de debe a que se pronostica
conjuntamente las observaciones futuras del modelo TAR y de la variable umbral, de modo
que la informacién relevante en torno a las caracteristicas de no linealidad del modelo TAR
son aprovechadas y consideradas por el método.
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Capitulo 6

Regresiéon por cuantiles en modelos
TAR: estimacion y obtencion de
pronosticos

6.1 Introduccién

Este capitulo aborda el problema del mal desempeno de los prondésticos en los modelos
TAR(2;1,1) contra los desempenios de los pronésticos en el modelo AR(1) mediante la al-
ternativa de regresién por cuantiles. El anélisis del desempeno de los pronésticos se realiza
por medio de la funcién de pérdida de cuantiles, la cual puede ser una funcién asimétrica.
La asimetria de la funcién de pérdida depende directamente de la distribucién considerada
para el proceso de errores en el modelo bajo estudio. Especificamente, la funcién de pérdida
de cuantiles estd dada por una funcién lineal en ambos lados del origen, con la caracte-
ristica de que la pendiente de la recta en ambos lados depende del peso asociado a los
residuales positivos y a los residuales negativos, respectivamente. Christoffersen y Diebold
(1996), estudian el problema de prondésticos y selecciéon de modelos bajo funciones de pérdida
asimétricas con una aplicacion particular a los modelos autorregresivos condicionalmente he-
teroscedasticos. Partimos del hecho de que ante una especificacién incorrecta del modelo, el
comportamiento de los residuales no corresponde a un proceso de ruido blanco, ademads de
que la metodologia esténdar (Monte Carlo) no considera ni involucra adecuadamente las ca-
racteristicas de asimetrias presentes en los modelos TAR. Al escribir el modelo TAR(2;1,1)
como un modelo lineal autorregresivo identificamos a este como un modelo autorregresivo
de coeficientes aleatorios o equivalentemente como un modelo de volatilidad, lo cual implica
que al ajustar un modelo lineal AR a los datos los residuales correspondientes hereden las
caracterfticas de no linealidad del verdadero proceso generador de datos, lo que se refleja en
comportamientos alejados del supuesto de ruido blanco debido. Mostramos que al escribir el
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modelo TAR como un modelo linealizado y variable umbral Z; ~ iidU (0, 1) , el nuevo proceso
de ruido 7; asociado al modelo linealizado satisface las condiciones de un proceso de volati-
lidad. Las caracteristicas de volatilidad en los errores se presentan también en situaciones
méas generales donde la variable umbral presenta una estructura de dependencia, descrita
por ejemplo mediante un proceso autorregresivo estacionario. El grado de volatilidad en
el modelo estd directamente relacionado con los valores de los pardmetros en el modelo y
con la dominancia de cada uno de los regimenes. Dicho de otra manera, la volatilidad es
grande si F/ (5?) es cercano a uno, es decir, la volatilidad estd directamente relacionada con
la condicién de estacionariedad dada por Gonzalez y Gonzalo (1998).

Recientemente se han agregado una gran cantidad de trabajos de investigacién que con-
sideran modificaciones de los modelos tradicionales de raices unitarias, incorporando los
efectos de diversas causas posibles, ver por ejemplo Tsay (1997), Gonzalez y Gonzalo (1998),
Caner y Hansen (2001). La idea fundamental para el estudio de dichas modificaciones es
la consideracién de asimetrias sobre las diversas dindmicas econdémicas, por ejemplo En-
ders y Granger (1998) estudian diversas series econémicas que despliegan comportamientos
asimétricos.

En la literatura de modelos de volatilidad, Granger (2002), Engel y Manganelli (2004),
proponen una aproximacion para la estimacién de cuantiles en modelos de valor al riesgo
mediante el uso de regresiéon por cuantiles en modelos de series no lineales. La idea consiste
en trabajar la distribucién condicional completa via la modelacién de regresién por cuan-
tiles. Granger (2002), justifica el estudio de medidas de volatilidad, tales como varianzas o
retornos absolutos, mediante el estudio de los riesgos relacionados. Una forma 1til y simple
de estudiar una distribucién condicional es considerando sus cuantiles, es decir, estudiando
la distribucién de los cuantiles en el tiempo. Por ejemplo, cuando la varianza varfa en el
tiempo, los cambios en un punto en el tiempo pueden ocurrir alrededor de una constante,
de modo que el nivel medio de la varianza salta a un valor alto o bajo. Engel y Manganelli
(2004) postulan distintos modelos para un conjunto de datos de interés e identifican cudles
de los modelos postulados son adecuados para describir al conjunto de datos dentro y fuera
de la muestra, en el sentido de que no se rechace la hipétesis correspondiente. Las pruebas
de bondad de ajuste consideradas e identificadas como pruebas de cuantil dindmico den-
tro y fuera de la muestra son pruebas estadisticas asintéticas con distribucién asintética
Ji-cuadrada. La implementacion de estds pruebas de cuantil dindmico dentro y fuera de la
muestra, bajo la hipétesis de que el VPGD es un modelo TAR, identifica que dicho modelo
describe adecuadamente al conjunto de observaciones analizadas mientras que el modelo li-
neal no necesariamente, lo cual nos da indicios de que dicha alternativa presentard un buen
comportamiento al momento de abordar el problema de prediccion.

El método de regresién por cuantiles no sélo ofrece una alternativa robusta de estimacién
para la tendencia central de la respuesta, podemos también explorar la distribucién condi-
cional de la respuesta de manera completa. En los trabajos cldsicos de regresion, la media



6.2. REGRESION POR CUANTILES 81

condicional E(Y|X = z) se estima generalmente mediante minimos cuadrados. A menos que
hagamos supuestos distribucionales fuertes en la distribucién condicional de la respuesta, los
métodos de minimos cuadrados no proporcionan ninguna informacion maés alld de la media
condicional. Regresién por cuantiles generaliza la idea de estimar la mediana por regresién u
otras funciones de los cuantiles condicionales minimizando la suma de residuales ponderada.
Una extensién de los conceptos de regresién por cuantiles en modelos de series de tiempo
autoregresivos se debe al trabajo de Koul y Saleh (1995), mientras que Koul (1996) y Mukher-
jee (1999) generalizan estos resultados para el caso de series de tiempo autorregresivas no
lineales.

6.2 Regresién por cuantiles

Koenker y Bassett (1978) desarrollaron la teoria y justificaciéon de regresién por cuantiles
como una generalizacién al problema clasico de estimacién por minimos cuadrados para la
media condicional. Se sabe que dada una variable aleatoria de valores reales, Y, ésta puede ser
caracterizada por su funcién de distribucién, F' (y) = Pr(Y < y). Asimismo para cualquier
0 < 6 < 1, denotamos a Qy (#) = inf {y : F'(y) > 0} como el #-cuantil de Y, por ejemplo el
cuantil Qy (1/2) corresponde al valor de la mediana y al igual que la funcién de distribucién,
la funcién cuantil Qy () caracteriza de forma completa a la variable de interés Y.

Los cuantiles se caracterizan por la solucién final de un problema de optimizacién, donde
para cualquier 0 < 6 < 1 se define la funcién py (u) = u[f — I (u < 0)] = u™ 4+ (0 — 1) u™,
donde ut = [l (u>0)] y u~ =u[I (u < 0)] corresponden a las partes positivas y negativas
de u € R, respectivamente. Minimizar F [p, (Y — §)] con respecto a {, arroja soluciones,
£ (0), donde la solucién més pequena es precisamente el f-cuantil de Y, Qy (0) .

Nuestro interés versa en torno a la funcién cuantil condicional, definida como: el §-ésimo
cuantil,

Qvix (0]z) = inf {y : Fy(x (y|z) >0},

bajo el supuesto de que la funcién de distribucién condicional Fy|x (y|z) es estrictamente
creciente, con funcién de densidad fy|x (y|z), podemos caracterizar a la funcién cuantil por
medio de la siguiente igualdad:

Qyx (0]) = argmin E'[p, (Y —a) [X = ], (6.1)

donde la funcién de pérdida py (u) = u (0 — I (u < 0)) es conocida en la literatura de re-
gresién por cuantiles como la funcién de pérdida “check” o “tick”. La Figura 14 presenta
el comportamiento de la funcién cuantil, p, (u), para tres distintos valores de 6, el caso
simétrico corresponde a f = 0.5 identificado en la grafica con la linea continua.
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Funcion de pérdida de cuantiles
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Figura 14. Comportamiento de la funcién de pérdida de cuantiles para
distintos valores de teta.

Para verificar la ecuacién (6.1), observemos que:

a

E[p9<y—a>|X=x]=<e—1>/

—0o0

(y — a) fyix (ylz) dy + 9/ (y —a) fyix (ylz) dy.
La condicién de primer orden para la igualdad anterior estd dada por:
—(0— 1)/ frix (ylx) dy — ‘9/ frix (ylz) dy =0,

o equivalentemente por la siguiente igualdad:

F (alz) — 0 =0,
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con solucién a* = FQ‘IX (0|x), la cual corresponde a la funcién cuantil. Notemos que, si la
funcién cuantil estd dada por Qy|x (f|z) = 2'8 () , la ecuacién (6.1) implica que:

B (0) = arg min Elpy (Y — X'D)]. (6.2)

Por ejemplo, para § = 1/2 (mediana) tenemos que la funcién en (6.2) corresponde a la
funcién valor absoluto, es decir, estamos minimizando una suma simétrica ponderada de
errores absolutos con pesos iguales a 0.5 para estimar la funcién cuantil condicional. Mientras
que para valores de 0 # 0.5 estamos minimizando sumas ponderadas asimétricas de errores
absolutos, donde los pesos son funciones de los cuantiles de interés, ver Koenker y Hallock
(2001). Ver Figura 14.

Koul y Saleh (1995) extienden los resultados de regresiéon por cuantiles Koenker y Bassett
(1978) al caso de modelos autorregresivos. Posteriormente, Koul (1996) y Mukherjee (1999),
generalizan los conceptos de regresiéon por cuantiles y autorregresién al caso de series de
tiempo no lineal. Koul (1996) discute las propiedades asintéticas de algunos estimadores en
series de tiempo no lineal, y prueba la normalidad asintética de ciertas clases de estimadores
(M y R estimadores) minimizando la distancia entre los estimadores y los pardmetros de
interés. Mukherjee (1999), generaliza los conceptos de regresion por cuantiles y autorregre-
sién para modelos de series de tiempo no lineal. La linealizacién asintética de los cuantiles
no lineales se utiliza, por ejemplo, para obtener la distribucién limite de estimadores de
minima desviacién absoluta, demostrandose que estos estimadores son més eficientes que
los estimadores de minimos cuadrados condicionales. Los resultados de Mukherjee (1999),
son aplicables a modelos de regresién lineales y no lineales; asi como también a modelos
autorregresivos del tipo lineal y no lineal, incluyendo los modelos TAR con pardmetro de
umbral conocido.

Reconociendo que el método de regresién por cuantiles es una alternativa para el estudio
de dindmicas asimétricas en series econémicas, y que los modelos TAR presentan caracte-
risticas de asimetrias, consideramos a la metodologia de regresién por cuantiles como una
metodologfa viable en el estudio de los modelos TAR. El modelo de cuantiles para el caso
TAR, considera adecuadamente la asimetria natural del modelo, asi como otras caracteristi-
cas de asimetrias resultantes al considerar por ejemplo que la funcién de distribucién para los
errores en el modelo es asimétrica. En nuestro caso particular partimos de que la distribucion
asociada a los errores en el modelo TAR es una funcién simétrica, dado que suponemos que
los errores son una secuencia de variables aleatorias gaussianas y de aqui que el valor del peso
0 < 0 < 1 asociado a la funcién de pérdida en nuestro caso es # = 0.5. A partir de la repre-
sentacién de cuantiles obtenemos estimaciones de los pardmetros en el modelo TAR(2;1,1),
asf como prondésticos desde uno hasta 5-pasos hacia adelante, bajo la consideraciéon de que
el pardmetro de umbral v es conocido. Sin embargo, cabe aclarar que una posibilidad para
estimar el pardmetro de umbral 7, es por medio de una bisqueda directa en un conjunto
compacto, de tal manera que nos quedamos con aquel valor del umbral que minimice la
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funcién cuantil, e identificamos los valores estimados correspondientes para cada uno de los
coeficientes autorregresivos en el modelo. Un estimador de la varianza del error estd dado
por los promedios de los residuales cuadrados asociados a la serie en estudio considerando los
estimadores del resto de los pardmetros en el modelo, bajo el valor del umbral identificado
como parte del proceso de minimizacién. Estd sugerencia de estimacion del pardmetro de
umbral es equivalente al proceso de estimacién de minimos cuadrados secuencial sugerido en
Chan et al (1993) y Hansen (1997).

6.3 El modelo de cuantiles para series de tiempo no
lineal

Considere el modelo de series de tiempo no lineal de orden p, con valores iniciales Y;_,, ..., Y,
que se rige bajo la siguiente igualdad y estudiado a detalle en Mukherjee (1999),

Y, =f; (/BoaXt—la Zt) +e, 1<t<T, (6.3)

~1
donde [30' = (50, B) € ) es el vector de pardmetros verdaderos pero desconocidos y que

necesitan ser estimados, €2 es un subconjunto abierto de !+ de la forma Q = R! x Q y
fi: 2 x P x R4 — RN es una funcién conocida dada por la siguiente ecuacion:

£ (8% X1, Z) = Bo+ (B, Xi-1, Z). Definamos X, 1 = (Yiy,..., %), 1 <t < T,y
{Z;, 1 <t < T} un arreglo de vectores aleatorios exégenos de dimensién ¢ observables, que
representan tendencias o variables de regresién. La secuencia de innovaciones {e;, 1 <t <T'}
son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con distribucién F. En-
tonces el estimador de B asociado al #-ésimo cuantil del modelo (6.3), con 0 < 6 < 1, es
cualquier vector 3 (A) que minimice la funcion 31, py [Yi — fi (8, Xi_1, Z;)], con respecto
aBe Ry p{u} = —0ull(u>0)]—(1—-0)ull(u<0)] =1[0—1I(u)]u, es decir, el

f-ésimo cuantil no lineal es aquel que resuelve la siguiente funcién cuantil:

mﬁin Z{H Vi = fi (B, Xe1, Z) T (Y > fi (B, X1, Z4))
—(1=0)[Y: — f: (B, Xem1, Z)] I (Vs < [ (B, X4—1, Z4)) } (6.4)

= min) [0 -1V < fi(B, Xir, Z))] [Yi = £ (B, Xor, 2]

t=1
Observemos que para el caso de modelos autorregresivos no lineales, como por ejemplo en
los modelos SETAR, f; (83, X:_1,7Z;) = fi(8,X;_1). Mientas que para los modelos TAR la
variable Z; se identifica directamente con la variable umbral que determina en conjunto con
el valor del umbral el comportamiento de Y; en cada uno de los regimenes.
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6.3.1 Regresién por cuantiles para el modelo TAR(2;1,1)

Una condicién suficiente para la existencia de B estimador consistente en la funcién objetivo
(6.4), es que la funcién f; (B3, X¢—1,Z;) sea una funcién lineal en B y no lineal en el resto
de los argumentos, ademds de suponer que la serie de tiempo no lineal bajo estudio es
estacionaria y ergédica. Tong (1990) muestra que esté condicién se satisface para una gran
variedad de modelos de series de tiempo no lineal, como son los modelos bilineales, modelos
exponenciales autorregresivos (EXPAR) y modelos del tipo TAR. Koul (1996) ejemplifica las
propiedades asintéticas de algunos estimadores para el modelo de series de tiempo no lineal,
como por ejemplo los estimadores de minima desviacién absoluta. En particular presenta
dos aplicaciones de modelos no lineales, el modelo SETAR con pardmetro de umbral y rezago
conocido y el modelo EXPAR.

Para el modelo TAR(2;1, 1) dado en la ecuacién (3.6), tenemos que el modelo de cuantiles
estd dado como,

Y, =0:Yi1 +ew (6.5)
= ft (/67}/;—17 Zt—l) + €, = 1; . 'T7

con fi(B,Yi—1,Zi—1) = 0L (Zi1 <9) Y1 + 0l (Zi—1 > 7)Y y B= (¢1a¢2), el vector
de pardmetros en el modelo, considerando el pardmetro de umbral v conocido, con €,y una
secuencia de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidos con distribucién
normal N (0, 0?).

El vector de pardmetros 3 en el modelo (6.5) se estima considerando dicho modelo en
la funcién cuantil dada en (6.4) y minimizando la funcién resultante con respecto a 3, para
0 = 0.5. Por su parte, estimamos la varianza asociada a la secuencia de errores obteniendo el
promedio de los residuales al cuadrado en el modelo, calculados a partir de la muestra obser-
vada de tamano T para Y;, cont = 1,2,...,T y de los coeficientes autorregresivos estimados
via el procedimiento de minimizacién de la #-ésima funcién cuantil. Como comentamos en
la introduccién de este capitulo, si el pardmetro de umbral es desconocido podemos estimar
dicho parametro por medio de una bisqueda directa del umbral en un intervalo compacto
de la forma I' = [—v,,7,]. La bisqueda de v que minimiza (6.4), en el espacio de valores
de la variable umbral Z; ; puede realizarse considerando el valor del cuantil 0.15 y cuantil
0.85 como los limites inferior y superior del intervalo compacto I', a fin de garantizar un mi-
nimo de observaciones para la estimacién de los coeficiente autorregresivos correspondientes
a cada uno de los regimenes.

Una vez encontrado 8 que minimiza la funcién (6.4) para el modelo TAR(2;1,1) con
pardmetro de umbral conocido sustituimos dicho valor como conocido en la funcién cuan-
til a minimizar y encontramos los h-valores hacia adelante mas plausibles para el modelo
TAR(2;1,1) en el sentido de que dichos valores minimizan la funcién (6.4) con respecto a los
valores desconocidos de Y7 1,..., Yy, dados los valores conocidos para Zp.q, ..., Zrin_1
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o equivalentemente dado que conocemos los valores que toma la variable indicadora. En
general, conocemos solamente los valores que toma la variable umbral hasta el tiempo T e
igual que el caso de la obtencién de prondsticos por el método iterativo, pronosticamos Z;_;
considerando su modelo asociado o bien I(Z;_; < 7) mediante la teoria de prondsticos de
series de tiempo binarias. Finalmente, tomamos los valores de Y 1, ..., Y71, que minimizan
(6.4) como los prondésticos de Y. 1, ..., Yy, respectivamente.

Los resultados del estudio de simulacién presentados en el Capitulo 7 muestran que los de-
sempenos de los pronésticos bajo esta alternativa presentan en general mejor comportamiento
que los pronésticos de su contraparte lineal. La ganancia es mayor cuando consideramos los
pronésticos de la variable indicadora como valores conocidos y a partir de estos minimizamos
la funcién cuantil para obtener los pronésticos de Yr.i1,..., Yy ;. La cuantificacion de los
desempenos de dichos prondésticos se realiza mediante la funcién de pérdida de cuantiles, asi
como por medio de los ECMP para cada uno de los horizontes de prondéstico.

Con la finalidad de una mejor compresion de la alternativa de regresiéon por cuantiles
en los modelos TAR presentamos un anélisis del método de regresién por cuantiles para el
caso del modelo TAR mds simple dado en la ecuacién (2.6) del Capitulo 2. Sin embargo
los resultados para el modelo TAR(2;1, 1) dado en la ecuacién (6.5) son equivalentes al caso
presentado, con la diferencia de que bajo este escenario la caracteristica de simetria en los
residuales bajo el modelo lineal AR se acentia pero con un comportamiento de colas més
pesadas que la normal. Esperamos que al aplicar la metodologfa de regresién por cuantiles
a los modelos TAR, independientemente del porcentaje de observaciones en cada uno de los
regimenes, presente comportamientos simétricos en los residuales en virtud de que suponemos
errores gaussianos. A fin de corroborar que la asimetria natural del modelo TAR es manejada
adecuadamente por el método de regresién por cuantiles, el escenario simulado considera
que los coeficientes autorregresivos son cercanos al circulo unitario pero de signos contrarios.
Posteriormente para cada conjunto de datos simulados ajustamos, mediante el método de
regresiéon por cuantiles con # = 0.5, un modelo TAR con pardmetro de umbral conocido,
asf como un modelo AR. La robustez del método garantiza que los valores estimados de los
parametros en el modelo TAR seran cercanos a los valores verdaderos, tal y como se muestra
en la Tabla S1. Obtenemos los valores de los residuales bajo cada modelo estimado para
contrastar los comportamientos de los mismos. Para el modelo AR(1) debemos observar que
residuales presentan comportamientos asimétricos ya que la asimetria del VPGD se hereda
al proceso de error.

6.3.2 Regresién por cuantiles para el modelo TAR mas simple

Consideremos el modelo TAR maés simple dado en la ecuacién (2.6) y reescrito a continuacién

Y, =011 (Z—1 <)+ God (Ziy > 7y) + &4,
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con g; ~ iidN (0,0?) y variable umbral Z; ; descrita por un proceso AR(1) estacionario.
Simulamos 500 observaciones a partir del modelo anterior con ¢; = 0.9, ¢, = —09 y
2 = 0.25, para p = Pr (I (Z;_; <7)) igual a 0.1, 0.25, y 0.5 respectivamente, es decir, el
porcentaje de observaciones en el régimen uno corresponde al 10%, 25%, y 50% respecti-
vamente. Un nimero mayor de posibilidades en cuanto a los porcentajes de observaciones
en los regimenes fueron exploradas, pero las conclusiones son equivalentes. La Figura S1
presenta las realizaciones del proceso bajo distintos porcentajes de observaciones en el régi-
men uno, resaltando la asimetria del escenario considerado. La lfnea continua identifica a
las observaciones en el régimen uno mientras que la linea punteada a las observaciones en el
régimen dos.

Realizacién TAR. 10% de obs. régimen 1 Realizacién TAR. 15% de obs. régimen 1 Realizaciéon TAR. 25% de obs. régimen 1
y 90% de obs. régimen 2 y 85% de obs. régimen 2 y 75% de obs. régimen 2
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Figura S1. Realizaciones del modelo TAR mas simple, ¢; = 0.9 y ¢, = —0.9.

Para cada conjunto de datos ajustamos mediante el método de regresién por cuantiles, un
modelo lineal dado por Y; = ¢ + &, asi como el modelo TAR con # = 0.5. Complementaria-
mente, en el caso lineal estimamos también el pardmetro ¢ por medio de MV. Los resultados
de dichas estimaciones se presentan el la Tabla S1, donde: ¢,y y 634 r se refieren a los
valores estimados de los parametros bajo el modelo TAR por medio del método de regresién
por cuantiles. @neaicr Y Oineaicr COTTesponden a los valores estimados de los pardmetros
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bajo el modelo lineal por medio del método de regresién por cuantiles. Finalmente ¢, 01
Y 6 meainsy SON las estimaciones de los parametros bajo el modelo lineal por medio del método
de méaxima verosimilitud.

Tabla S1. Estimaciones bajo el modelo TAR simplificado, y modelo

lineal simplificado respectivamente.

P P Py 07AR | Plincaicr | Otmeator | Ptincatntv | Timeatrsv
0.10 | 0.853 | —0.870 | 0.24 | —0.821 0.55 —0.708 0.74
0.1510.899 | —0.91 | 0.26 —0.799 0.71 —0.641 0.85
0.2510.979 | —0.915| 0.27 | —0.704 0.83 —0.513 0.91
0.50 1 0.905 | —0.850 | 0.25 | —0.164 1.06 —0.025 1.03
0.75 1 0.880 | —0.903 | 0.26 0.555 0.93 0.323 0.96
0.8510.902 | —0.916 | 0.24 0.765 0.70 0.580 0.84
0.90 | 0.887 | —0.893 | 0.23 0.788 0.56 0.680 0.75

La Figura S2 muestra el comportamiento de los residuales bajo el modelo TAR, con-
siderando distintos porcentajes de observaciones en cada uno de los regimenes, los cuales se
especifican en cada gréfica. El primer histograma en cada renglén de la Figura S2 corres-
ponde al total de residuales bajo el modelo TAR, mientras que los ultimos dos histogramas
de cada linea corresponden a los residuales bajo el régimen uno y dos respectivamente. Atin
cuando los comportamientos de los residuales para cada uno de los regimenes presentan li-
geras asimetrias, y que dicha asimetria es mayor bajo el régimen minoritario, notamos que
al considerar dichos residuales en forma conjunta, el histograma obtenido es simétrico. La
simetria se presenta independientemente del porcentaje de observaciones en cada uno de los
regimenes y de la asimetria natural del proceso simulado.

Contrario a los comportamientos simétricos de los residuales bajo el modelo TAR, tene-
mos que al ajustar un modelo lineal a cada conjunto de datos simulados e independientemente
del procedimiento de estimacion de los pardametros los comportamientos de los residuales son
asimétricos. Para corroborar dicha observacién presentamos dichos residuales en la Figuras
S3. Los comportamientos asimétricos de dichos residuales dependen de los porcentajes de
observaciones en cada uno de los regimenes y lo pesado de las colas a la derecha o a la
izquierda depende de si el régimen dominante es el régimen uno o dos respectivamente. Esto
es de esperarse ya que de la Tabla S1, notamos que la estimacién de los pardmetros corres-
pondientes bajo el modelo lineal se debe principalmente a las observaciones bajo el régimen
dominante. De estd forma tenemos que la asimetria observada en los residuales asociados al
modelo lineal se debe a la asimetria natural del modelo de regimenes bajo el cual simulamos
los conjuntos de datos.
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Figura S2. Residuales bajo el modelo TAR simplificado.
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La Figura S4 complementa las observaciones hechas a partir de la Figura S3, ya que
presenta las correspondientes grificas de cuantil cuantil para cada uno de los histogramas
dados en la Figura S3. De donde corroboramos que los residuales bajo el modelo lineal
presentan comportamientos asimétricos y de colas pesadas, lo cual los aleja del supuesto de
normalidad en los errores, contrario a los residuales bajo el modelo correcto.
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Figura S4. Gréficas de probabilidad para los residuales bajo cada modelo

Realizamos un anédlisis similar para el caso donde el proceso generador de datos es el
modelo TAR(2; 1, 1) de la ecuacién (6.5). A diferencia del caso simplificado, observamos que
la asimetria de los residuales suponiendo un modelo lineal AR(1) se acentia, sin embargo
las colas de los histogramas se vuelven mas pesadas. En las Secciones 6.3.3. y 6.3.4. descri-
biremos las propiedades asintéticas de los estimadores mediante regresion por cuantiles, y se
estableceran pruebas de hipétesis sobre el VPGD. Las pruebas de bondad de ajuste estable-
cidas se definen en términos de la funcién hit dada en la ecuacién (6.10) la cual contabiliza
el nimero de aciertos bajo el modelo correcto. Bajo el VPGD los aciertos son no correla-
cionados y no se comete errores de medicién en las pruebas de hipétesis implementadas. La
implementacién de dichas pruebas dentro y fuera de la muestra favorece al modelo TAR
como el VPGD, como se verd en la Seccién 6.3.4.
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Una ventaja adicional del método de regresiéon por cuantiles es que no requiere del
supuesto de distribuciones simétricas con colas no pesadas, como la distribuciéon normal.

Sin embargo el cédlculo de la funcién de pérdida de cuantiles para prondsticos h-pasos
adelante en forma tedrica no es ficil atin en el caso del modelo TAR simplificado y lineal
simplificado tal y como se ilustra a continuacion.

Funcién de pérdida de cuantiles para el modelo TAR mads simple

El objetivo de esta seccién es obtener expresiones tedricas para la funcién de pérdida de
cuantiles esperada para los errores de prondsticos dos pasos adelante, similar al caso ex-
plorado para la funcién de pérdida error cuadrédtic medio. Recordemos que la funcién de
pérdida de cuantiles estd dada por la siguiente ecuacion:

pp(w)=ulf—T(u<0)]=0u"+0-1)u", (6.6)

donde ut = u [l (u>0)] y u~ =ul[l (u<0)],y consideremos el modelo TAR simplificado
dado en la (2.6)

Y= I (Ziy <) + 0ol (Zy—1 > ) + &4,

con &; ~ 1idN(0,0?) y Z;_1, una serie de tiempo estacionaria AR(1). Recordemos también
que el prondstico 2-pasos hacia adelante, si ¢; y ¢, son conocidos, estd dado por: f/TJrg =
I (Zrsy <)+ dol (Zrsy > 7). Y que definida la funcién de distribucién conjunta de las
variables I (Zry1 <)y I (Zri1 <), tal y como se realizé en el Capitulo 1,

para i,j = 0,1y > > p;; = 1, podemos obtener expresiones para la funcién de pérdida de
los pronésticos dos pasos adelante.

Denotemos la esperanza de la funcién de pérdida de cuantiles para el modelo TAR mds
simple dos pasos hacia adelante, por RCT4% de tal forma que para u = Yz,5— Y7, tenemos
que:

RCIAR — 0F [ul (u > 0)] + (0 — 1)E [ul (u < 0)],
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donde,
E[ul (u>0)]
= F [(YT+2 - YT+2> I (YT+2 — Yrio > 0)]
— E [(YM - ffm> I (Ym Ve > o) |1 (Zpa <7) = 1,1 (Zrir <7) = 1] pua
VE :(Ym - Yfm) I (YT+2 Ve > o) 1T (Zpr <) = 1,1 (Zpy <7) = 0: 1o
+B (YT+2 - YT+2) I (YT+2 — Yo > 0) | [ (Zr1 <) =0,1(Zry <7) = 1: Po1

+E (YT+2 — YT+2> I (YT+2 — Yo > 0) | 1 (Zp1 <) =0,1(Zpi1 <) = 0| poo
= E(¢yteria— 1) (¢ +eria — dy > 0)] pur

+E[(¢g +eri2 — 1) I (9o + 742 — @1 > 0)] P10

+E (91 + eria — o) I (¢4 + 72 — ¢y > 0)] po

+E (¢ + erya — ¢2) L (03 + 712 — @5 > 0)] Poo
= FElerial (ery2 > 0)] (p11 + poo) + E[(ers2 — ) I (72 — > 0)] p1o

+E [(er+2 + ) I (ers2 + 1> 0)] por
= Euyl (ug > 0)] (p11 + poo) + E [usl (ug > 0)] pro + E [usl (uz > 0)] por,

donde u; = epio ~ #WdN (0,0%); uy = epjo — p ~ WdN (—p,02) v us = epyn + p ~
itdN (u,0?) . Paralelamente, notemos que si  ~ #idN (u, 0?), la esperanza truncada de x en
(a,b) esta dada por:

Elzl(a<x<b)] = / x¢ (z; p, 0%) do
= —o? [gb (b; ,u,02) —¢ (a;,u, 02)] + [<I> (b; 14, 02) - o (a; 14, 02)] )

Para mostrar la igualdad anterior notemos que a partir de la funcién de densidad para x
1 2
e~ 221" y derivando con respecto a z,

2ro

denotada por ¢ (z; u, 0?) =
(z — 1)

d
%¢($;M702) = ¢ (z;p,07)
T
= %¢ (‘,’U?/’[‘7 02) - §¢ (muljla 02) )

entonces, integrando de a a b en ambos lados de la igualdad anterior, obtenemos lo siguiente:

b
6 (ip.®) =0 aine®) = [ [Lolwino?) = 5o (i o) da

u o b 1t
— ;/ ¢(x;u,02)dx—§/xqﬁ(m;u,aQ)d:U.
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Luego despejando,

b
o b (x5 0%) de
+u

[QD (b; I 02) - (a; 14, 02)] )

/ab x¢ (v;p,0%) de = —a® [¢ (b;p,0°) — & (a; 1, 0%)]
= 0?6 (b 0%) — ¢ (a3 1, 07)]

Asimismo tenemos las siguientes expresiones:

/00 xp (ac; 14, 02) dr = o%¢ (a;,u, 02) + [1 - & (a; 14, 02)]

= p+0p(a;p,0%) — p® (a;p,0%)

b
/ o) (m; L, 02) dr = —o’¢ (b; 1, 02) + pu® (b; 14, 02) .

Sia=0,
Elzl(x>0)] = /OO x¢ (z; 1, 0°) dz (6.7)
0
= ¢ (0;11,0%) + p[1 = @ (05 11, 0%)]
_ \/‘;_Weﬁzf Ty [1 By (;—f 0, 1)]
Sib=0
0
Bll@<0)] = [ wofupo?)ds (68)

= —0°¢ (0;1,0%) + u® (0; 1, 0%)

o 1,2 — U
fnd —_ e 20‘2H —I— @ _;0,]_ 5
V2 H ( o) )

Ya que @ (0; p,0?) = fi)oogb(x;u, o?)dr = ffoo Zlme_za%(x_“)de = f__o’;/g #e‘éfdy =
P (—£;0,1).

Podemos ahora expresar los valores esperados para cada una de las expresiones involu-
cradas en el cdlculo de E [ul (u > 0)], a partir de la expresién dada en la ec. (6.7), es



94  Capitulo 6. Regresién por cuantiles en modelos TAR: estimacion y obtencién de pron.

decir,
Elul (uy >0)] = %, ya que aqui p = 0.
I
Eusl (ug > 0)] = \/(;_776_2(%2#2 — i [1 - <%;0, 1”
Efusl (uz > 0)] = \/‘;_We%ﬂﬁ + [1 ~ (;—f;o, 1)}
o 1.2 M
_ R @(-;0,1),
V2w : o2
asi,

Eul (u>0)]

o o __1 2 7
= ——(pyy + +{ ——e 27" — [1—<I>(—;0, 1)}}
o (pn poo) { o 7] - P1o

g __1 .2 M
+ e 22" + @(—;0,1)} .
{ o o p Po1

Igualmente de la ecuacién (6.8) tenemos que —\/%6_2%2“2 + u® (£;0,1)

Elul (up <0)] = —\/%, ya que aqui p = 0.
Eugl (ug <0)] = —\/0276_#“2 — i [1 - (g;O, 1)]

Eusl (uz < 0)] = —\/U_e—#*ﬂ + {1 — (%’“‘;o, 1)}

27

o 1 .2 7]
_ _ T ke cI)(—;O,l),
V2T a o
luego
g ag 1 2 [L
Elul (u<0)] = ——=(p11 + poo) + 4 ———e 52" — [1—@(—;0,1)]}
[ ( )] \/%(pll pOO) { \/ﬁ 2 o P1o

g __1_,2 )
+ < — e 22H 4 @(—;07 1> .
{ \/% 2 P DPo1
Finalmente, sustituyendo en la expresién correspondiente, obtenemos la pérdida esperada
dos pasos adelante:

RCIAM = QE[ul (u > 0)]+ (0 — 1)E [ul (u < 0)]

_ 7 O _o—5b® _ @(ﬁ-o 1) 2,10® (ﬁ-o 1)
m(p11+2900)+(2910+p01){\/%6 pe (230, + 24 Y
—2pup100.




6.3. EL MODELO DE CUANTILES PARA SERIES DE TIEMPO NO LINEAL 95

En Capitulo 7, como parte de nuestro ejercicio de simulacién obtenemos los valores de las
funciones de pérdida de cuantiles para cada uno de los escenarios simulados. La comparacién
de los desempenos de los prondsticos se realiza mediante los cocientes de los valores de las
funciones de pérdida asociadas al modelo lineal AR contra los valores de las funciones de
pérdida asociadas al modelo TAR. La observacién en torno a esto es que el modelo TAR
presenta valores menores en sus funciones de pérdida lo cual le da ventajas en comparacién
al modelo lineal.

6.3.3 Propiedades asintéticas

A continuacién presentamos las propiedades asintéticas de los estimadores de los parametros
en el modelo de cuantiles obtenidos por medio de la minimizacién de la funcién cuantil dada
en (6.4). Los Teoremas 6.1 y 6.2 muestran que la estimacién de B° mediante el método de
regresién por cuantiles no lineal es consistente y asintéticamente normal. El Teorema 6.3
nos da un estimador consistente de la matriz de varianzas y covarianzas. Las pruebas de
los teoremas se dan en el Apéndice C y las condiciones de regularidad para la funcién f
como parte de la funcién objetivo a minimizar en (6.4) se dan el Apéndice B. Como notacién
sea hy (0|F;) la densidad condicional de g4 evaluada en 0 y §; la o-dlgebra generada por el
conjunto de informacién hasta el tiempo t. Para X; ; =Y, 1, y Z;_; la variable exégena o
variable umbral, denote el gradiente de f; (3,Y;_1, Z;_1) de orden 1 x p por Vf; (B,Y;-1, Zi_1)
y defina Vf (8,Y;_1, Z;_1) como la matriz de T' x p con renglones V f; (3,Y;_1, Z;_1) .

Teorema 6.1 (Consistencia). En el modelo (6.3) y bajo los supuestos CO a C7 enunciados
en el apéndice A, se cumple que BT L. 3% donde BT es la solucion a:

T
min 74y [0 = (Y < £ (8, Yior, Zea)] Vi = £ (B, Zia)]
t=1
Demostracion. Ver la demostracién en el Apéndice C.

Teorema 6.2 (Normalidad Asintdtica). En el modelo (6.3) y bajo los supuestos AN1 a
AN/, dados en el Apéndice B y las condiciones del Teorema 6.1, se tiene que:

VTA;*Dy (B . g0> 4, N(0,1),
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donde
r T
Ar = E|T'0(1-0) ZV'ft (5075@—1, Zi 1)V [y (ﬂO,Yi—l, Zia) |
| t=1
- T
Dp = E T h(0) V' f (8°Yir, Za) Vi (B°Yin, Zia) |
| t=1

Y B se calcula como en el Teorema 6.1.
Demostracion. Ver la demostracion en el Apéndice C.

Teorema 6.3 (Estimacion de la matriz de varianzas y covarianzas). Bajo los supuestos VC1

a VC3 dados en el Apéndice B y las condiciones de los Teoremas 6.1 y 6.2, Ar—Ar 20
y Dr — Dr 2, 0, donde

Ar = 10— 0)V'fi (B.Yir, Zea) Vi (BYir Zia)

Dy - (2T6T>‘1§T31[Yt—ft (B.Yi1,20)| < e
t=1

xV'f, <B,Y}71, Zt—l) V fi (B;thl; thl) )

A1 y Dr se definieron en el Teorema 6.2 y ¢r se define en el supuesto VC1 en el Apéndice
B.

Demostracion. Ver la demostracion en el Apéndice C

En la prueba del Teorema 6.1, se establecen los resultados de consistencia de modelos no
lineales de regresién por cuantiles en un contexto dindmico aplicando el Corolario 5.12 del
libro de White (1996), enunciado en el Apéndice C. El supuesto C1, requiere continuidad en
el vector de pardametros 3 de las especificaciones de los cuantiles. Los supuestos C3 y C7 son
condiciones de identificacién que son comunes en la literatura de regresién por cuantiles. Los
supuestos C4 y C5 son condiciones de dominio para dejar fuera del andlisis comportamientos
explosivos.

La derivacién de la distribucién asintética se construye mediante la aproximacion de los
gradientes discontinuos de la funcién objetivo con funciones suaves diferenciables, ademés de
que se pueden realizar expansiones de Taylor. Los supuestos AN1y AN2 imponen condiciones
de suficiencia de la funcién f; (8,Y;_1,Z;_1) y de la funcién de densidad condicional de los
términos de error para asegurar que estd aproximacién suavizada sea bien comportada.

En relacién a la matriz de varianzas y covarianzas, note que Ar es simplemente el pro-
ducto externo del gradiente. La estimacion de la matriz D7 es menos directa, ya que involucra
el término A (0|F:).
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6.3.4 Pruebas de Hipétesis

Si el modelo (6.3) es el verdadero proceso generador de datos (VPGD), entonces

Pr [Y} < fi (BO, Y, 1, Zt_l)} = @ para todo t, esto es equivalente a requerir que la secuencia
de funciones indicadoras {[ [Yt < fi (60, Y, 1, Zt_l)} }thl sea independiente e idénticamente
distribuida (éid). La idea aqui es proveer un filtro para transformar series de tiempo con
posible correlacion serial y heteroscedasticidad sobre secuencias serialmente independientes
de funciones indicadoras. Una forma natural para probar la validez del modelo de pronds-

tico es verificar si la secuencia {I [Y; < f; (8°,Yi—1, Z-1)] }thl = {I,}_, es iid, como fue
realizado, por ejemplo, en Christoffersen (1998). A través de estds pruebas podemos detec-
tar la presencia de correlacién serial de las funciones indicadoras {It}thl, estd condicién es
solo necesaria pero no suficiente para juzgar o valorar el comportamiento de un modelo de
cuantiles. Sin embargo, no es dificil generar una secuencia de variables indicadoras {It}thl
independientes a partir de una secuencia dada {Y}}tT:1 . Para lograr lo anterior es suficiente

con definir una secuencia de variables aleatorias independientes {w,},_, , tal que

—1 con probabilidad (1 —6) ~’ (6.9)

{ 1 con probabilidad 6
wy =

de modo que podemos tomar f; (8°,Y;_1,Z;_1) = Kwy, para K grande. Note sin embargo,
que una vez que w; es observado, la probabilidad de exceder el cuantil es conocida y serd casi
cero o uno. Asf las probabilidades no condicionales son correctas y serialmente no correla-
cionadas, pero las probabilidades condicionales dado los cuantiles no lo son. Este ejemplo
es un caso extremo de errores en la medicién de los cuantiles, cualquier ruido introducido
en la estimacion de los cuantiles cambiard la probabilidad condicional de un acierto dado la
estimacién del mismo.

Por lo tanto, ninguna de estds pruebas tiene potencia contra estd forma de mala es-
pecificaciéon y ninguna puede ser extendida a examinar otras variables explicatorias. La
propuesta de Engle y Manganelli (2004) consiste en definir la siguiente funcién, la cual
contabiliza en cierta forma los aciertos o las clasificaciones correctas ante una mala es-
pecificacion,

Hit, (B8°) =1 (Y < fi (8% Yie1, Zi1)) — 6. (6.10)

La funcién Hit, (BO) asume valores de (1 — 0) cada vez que Y; < f; (BO, Y 1, Zt—l) y —6 en
otros casos. Note que F [H ity ([30)] = 0 y de la definicién de funcién cuantil, la esperanza
condicional de Hit, (ﬂo) dada cualquier informacién conocida hasta el tiempo t — 1 debe de
ser también igual a cero. Observemos ademés que para todo w;_1€8;_1, tenemos que

E [Hitt (50) wt&} = F {E [Hitt (50) Wt71|3t71}}
= wia b {E [Hitt (50) ‘31571}} =0,
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es decir, la funcién Hit; (ﬁo) es no correlacionada con cualquier cosa que pertenezca al
conjunto de informacién, en particular es no correlacionada con rezagos de ella misma y con
f (60, Y, 1, Zt_l) . Si la funcién Hit, (,6'0) satisface estds condiciones de momentos, entonces
no habra autocorrelaciones con los aciertos, ni errores de medicién como en la ecuacién (6.9).
Una forma natural para el conjunto de pruebas discutidas es verificar cuando el estadistico de
prueba T—1/2X’ (B)Hit (B) es significativamente diferente de cero, donde X; (B), t=1,...,T,
es un renglén tipico de X(3) (posiblemente dependiente en 3), y es un ¢-vector medible en
3. v Hit(3) = [Hit,(B), ..., Hity(8)]'. Podemos pensar en cierto modo que realizamos una
regresién ficticia para verificar si el estadfstico de prueba T-Y/2X'(3)Hit(3) es significativo,
con X((3) la matriz de disefio y Hit(3) la variable de respuesta.
Sea My = (X' (8") — E [T'X' (8") HVf (8°,Yi-1, Zi-1)| D' V'f (8", Yie1, Zi1))

donde H es una matriz diagonal con entradas tipicas dadas por h; (0|F:) .

Teorema 6.4 (Prueba de cuantil dindmico dentro de la muestra). Bajo los supuestos del
Teorema 6.1, Teorema 6.2 y los supuestos DQ1 a DQ6, enunciados en el Apéndice B, se
sigue el siguiente resultado:

01— 0) E (T~'MzM,)] 2 775X/ (B)Hit(3) N (0,1).

Si se cumplen ademds las condiciones del Teorema 6.3 y el supuesto DQ7, se cumple también
el siguiente resultado asintdtico:

ODDM =

2
91— 6) Xov
cuando 7" — o0, y donde,
T
N, = — {(2T6T)_1 o1 [
t=1

Xf)%lvlf(Ba Yio1,Zi-1).

Y;ﬁ - ft(Ba Y;f—la Zt—l)

< éT] X (B)V f(B, Yi_1, Zt—l)}

Demostracion. La demostracion se encuentra en el Apéndice C.

- A A A

Si X(B) contiene m < q rezagos Hit, 1(8) (i=1,...,m), entonces X(3), Hit(3) y
V1.(B,Yi_1,Z,_1) no son conformables, ya que X(B3) contiene sélo (T — m) elementos.
Suponemos entonces, sin pérdida de generalidad, que las matrices son conformables elimi-
nando los primeros m renglones de V f,(3,Y;_1, Z,_1) y Hit(3).
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Para derivar la prueba de cuantil dindmico fuera de la muestra, sea T el mimero de
observaciones dentro de la muestra y sea Ny el niimero de observaciones fuera de la muestra,
donde la dependencia entre Tr v N en R se da por el siguiente supuesto: limgz__,o Tr = 00,
limg 0o Ngp =00 y limg_,oo Ng/Tr = 0. Defina el g-vector €; medible Xn(BTR),
n=Tr+1, ..., Tgr + Ng, como un renglén tipico de X(ﬁTR), posiblemente dependiente en

BTRa y Hit(BTR) = [HitTR+1(BTR)> ce 7HitTR+NR<BTR)]/'

Teorema 6.5 (Prueba de cuantil dindmico fuera de la muestra). Bajo los supuestos de los
Teoremas 6.1 y 6.2 y los supuestos DQ1 a DQ3, DQS, y DQY, en el Apéndice B, se tiene el
siguiente resultado asintotico:

” - - ” -1 ~ -
Hit'(Br,) X (Br,) [X/(Br,) X (Br,)|  X(By,)Hit(Br,) ,

CDFME 0(1_0> NXq7

cuando R — oo.
Demostracion. Ver la demostracion en el Apéndice C.

Nota: La propuesta original en el articulo de Engle y Manganelli (2004) dice que C'Dgyy
estd dado por:

Hit'(Br, )X (Br,) [X(Br, ) X(Br,)|  X/(By, Hit(Br,) |

CDFMENIgl 9(1_9) ~ Xg»

cuando R — o0. Sin embargo, al momento de escribir la demostracién del teorema en el
Apéndice C, el término N5' no aparece.

A manera de ilustracion, conviene mencionar que atin cuando el objetivo de esta tesis estéd
encaminado al estudio de los desempenos y obtencién de pronésticos h-pasos adelante para
los modelos TAR hemos explorado empiricamente los desempenos de las pruebas de cuantil
dindmico dentro y fuera de la muestra. Es decir, dado un conjunto de datos simulados a
partir de un modelo TAR, dividimos el conjunto de datos en dos de manera tal que el primer
grupo de observaciones constituye el nimero de observaciones en la muestra, las cuales se
utilizan para el proceso de estimacién; mientras que el segundo grupo forma el conjunto de
observaciones fuera de la muestra. Especificamente simulamos muestras de tamanos 1500 a
partir de la representacién del modelo TAR dado en la ec. (6.5). Para cada conjunto de datos
y asumiendo que el pardmetro de umbral es conocido. Las primeras 1000 observaciones se
utilizan para la estimacién del vector de pardmetros 3 = (¢,, ¢,)", mediante la minimizacién
de la funcién objetivo dada en la ecuacién (6.4), dichas observaciones se identifican como
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las observaciones dentro de la muestra. Las tltimas 500 observaciones son las observaciones
fuera de la muestra y las utilizamos para calcular el estadistico de prueba de cuantil dindmico
fuera de la muestra y tomar la decision, siempre que sea posible, sobre cual modelo es mas
adecuado para el conjunto de datos analizado. En nuestro caso los modelos candidatos
son el modelo TAR(2;1,1) y el modelo AR(1). Suponemos que la variable umbral Z;_; es
conocida, asi como el valor del umbral v. Presentamos tres escenarios distintos, los cuales
son estudiados en el Capitulo 7 como parte del ejercicio de simulacién implementado y
que denotamos por caso 1-1, caso 3-1 y caso 8-1 respectivamente. Consideremos que los
regimenes son igualmente dominantes y un nivel de significancia asociado a las pruebas de
hipétesis de 0.05, mientras que el mimero de columnas en las matrices X(8) y X(Br,) es 4,

las cuales corresponden a los primeros rezagos de la matriz Hit(3). De lo anterior el valor
de tablas para realizar la prueba tanto dentro y fuera de la muestra tiene ¢ = 4 grados
de libertad asociados, es decir, tomamos la decisién de no rechazar la hipétesis de que el
modelo es adecuado siempre que el estadistico de prueba CDpyr v C'Dpys sean menores que
9.487729. Para visualizar los resultados rapidamente calculamos los p-valores en cada una
de las pruebas, de modo que si el p-valor es mayor que 0.05 no se rechaza la hipétesis de que
el modelo en cuestién es adecuado para descirbir el conjunto de datos considerados.

La Tablas 2 y 3 presentan los resultados para el caso 1-1 (¢, = 0.1, ¢ = 1), caso 3-1
(¢, = —0.8, ¢4 = —0.6) y caso 81 (¢, = —0.95, ¢, = 0.95). v = 0.5, y # = 0.5 para cada
uno de los casos, considerando que el modelo estd dado por un modelo TAR(2;1,1) o un
modelo AR(1), respectivamente.

Tabla 2. Resultados de las pruebas de cuantil dindmico dentro y fuera de la muestra.

Bajo un TAR(2;1,1) | ¢, o CDpy | p-valorpy | DQ gy | p-valorpyy
caso 1-1 —0.12 | 1.04 | 3.31 0.51 4.08 0.40
caso 3-1 —0.84 | —0.57 | 1.39 0.85 6.47 0.17
caso 8-1 —0.95]0.94 | 3.09 0.54 5.56 0.23

Tabla 3. Resultados de las pruebas de cuantil dindmico dentro y fuera de la muestra.

Bajo un AR(1) | ¢ CDpy | p-valorpy | DQ gy | p-valorgyy
caso 1-1 0.32 188 0.000 10.4 0.03

caso 3-1 —0.77 | 4.73 0.316 5.43 0.25

caso 8-1 0.04 16.17 | 0.002 26.09 | 0.00003

Los resultados de las Tablas 2 y 3 nos muestran que para los casos 1-1 y 8-1, podemos
decir que el modelo TAR(2;1,1) es adecuado para describir el comportamiento de los datos
dentro y fuera de muestra, mientras que el modelo AR(1) no es adecuado ya que sus p-
valores son mucho menores que el nivel de significancia estipulado para las pruebas (0.05).
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Por su parte el caso 3-1 identifica que tanto el modelo TAR(2;1,1) como el modelo AR(1)
son modelos adecuados para describir los conjunto de datos simulados e identificados como
dentro y fuera de la muestra. En el Capitulo 7 mostramos también que los desempenos de
los pronésticos para el caso 3-1 bajo TAR y AR son iguales como funcién de las funciones
de pérdida consideradas.

A partir de los resultados anteriores esperamos que la alternativa de regresién por cuan-
tiles para generar y evaluar los prondsticos en modelos TAR presente mejores desempenos
que los prondsticos obtenidos bajo el modelo AR.
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Capitulo 7

Estudio de simulacion

El propésito principal de este capitulo es analizar los comportamientos de los pronésticos h-
pasos adelante en los modelos TAR, considerando cada una de las alternativas de prondstico
descritas en los capitulos previos. Cuantificamos los desempenos de los prondsticos por
medio de las funciones de pérdida ECMP y PCR; donde PCR denota la funcién de pérdida
asociada a la funcién de regresiéon por cuantiles. Cabe aclarar que la funcién de pérdida
PCR es conocida en la literatura como funcién de pérdida “check” o “tick”, dicha funcién de
pérdida es simétrica cuando # = 0.5, es decir, el caso en que la funcién de pérdida es el valor
absoluto de los errores de prondstico. Si 0 < 6 < 1y 6 # 0.5, la funcién de pérdida PCR,
describe situaciones de asimetrias como funcién de los valores de 6 tal y como se mostré en la
Figura 14. Ligado al proceso de comparacion y obtencion de los prondésticos esta el proceso de
estimacién de los pardmetros en cada uno de los modelos, por tal razén incluimos como parte
de nuestro estudio de simulacion, el andlisis correspondiente para los estimadores bajo cada
alternativa. La comparacién de las funciones de pérdida (ECMP y PCR) para los modelos
TAR(2;1,1) y AR(1) se realiza considerando los prondsticos para cada modelo y bajo el
mismo método de obtencién de los pronésticos. Los métodos o procedimientos estudiados
son: procedimiento recursivo, procedemiento de verosimilitud predictiva y porcedemiento de
regresion por cuantiles, los cuales denotarémos como PR, PVP, y PCR respectivamente. El
parrafo anterior significa, por ejemplo, que si los prondsticos en el modelo TAR(2;1,1) son
obtenidos mediante verosimilitud predictiva, entonces también los prondsticos en el modelo
AR(1) se obtienen por verosimilitud predictiva, considerando asi la misma metodologia para
el proceso de estimacion de los pardmetros involucrados.y de obtencién y evaluaciéon de los
pronésticos. Los resultados del amplio ejercicio de simlacién nos dardn herramientas para
identificar cuél de las alternativas estudiadas es la mds adecuada y bajo que condiciones o
caracteristicas se observa dicha mejora.
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7.1 Descripcién del algoritmo de simulacion

Nuestro ejercicio de simulacién consiste en generar 500 series de tiempo de tamano 255 con-
siderando el modelo que describe a la variable umbral y a partir de estds simular las 500
series correspondientes bajo el modelo TAR(2;1,1), tal y como se especificé en el Capitulo
1. Los escenarios simulados, se dan en funcién de los valores de los pardmetros en el mo-
delo y de las probabilidades de dominancia en cada uno de los regimenes, equivalentemente
podemos resumir estd informacién considerando los valores de los primeros dos momentos
de la variable 6; = ¢y I (Z;—1 < v) + ¢l (Z;_1 > y) . Las situaciones analizadas abarcan una
gran variedad de situaciones posibles como son: una raiz unitaria en uno de los regimenes,
coeficientes autorregresivos con signos iguales y signos diferentes, si los signos son diferentes,
consideramos las posibilidades de que estos sean iguales o diferentes en magnitud, asf como,
igual dominancia en cada uno de los regimenes (es decir, el mismo porcentaje de observa-
ciones en el régimen 1 y 2), un régimen dominante, varianzas del proceso de error grandes y
pequenas, etc..

Para cada una de las 500 series simuladas, y considerando el pardmetro de umbral ~
conocido, usamos las primeras 250 observaciones para estimar los coeficientes autorregresi-
vos, asi como la varianza del proceso de error bajo los modelos candidatos, un TAR(2;1, 1)
y un AR(1). Contamos con tres procedimientos de estimacién para dichos pardmetros, bajo
cada modelo, minimos cuadrados, méxima verosimilitud y regresién por cuantiles. Mdaxima
verosimilitud y minimos cuadrados coinciden bajo normalidad en los errores y de aqui que
presentamos solamente los resultados para los estimadores por méxima verosimilitud. Con-
templamos dos posibilidades para la variable umbral Z; 1, el caso de Z;_; ~ iidU (0,1) y el
caso de Z;_1 un modelo AR(1) estacionario con ruido blanco gaussiano. Para cada uno de los
modelos de interés, obtenemos prondsticos para h = 1,2,3,4, y 5 pasos hacia adelante por
medio de los métodos identificados como método recursivo, método de verosimilitud predic-
tiva y método de regresién por cuantiles, bajo el supuesto de que el pardmetro de umbral ~
es conocido. El procedimiento recursivo PR, consiste en aproximar la esperanza condicional
dada en la ecuacién (4.1) por medio de un procedimiento recursivo del tipo Monte Carlo,
equivalente al procedimiento general descrito en el Capitulo 1, Granger y Terisvirta, (1993).
Comparamos los desempernios de cada uno los pronésticos, calculando los ECMP y la funcién
de pérdida “check” para los ultimos cinco valores simulados en cada una de las 500 series.
Promediamos los 500 valores obtenidos de las respectivas funciones de pérdida para cada uno
de los horizontes de prondésticos. Posteriormente tomamos los cocientes de los valores de las
pérdidas asociadas al modelo lineal AR(1) entre los valores de las pérdidas asociadas al mo-
delo TAR(2; 1, 1), para los horizontes de pronéstico h = 1,2,3, 4, y 5. Valores de los cocientes
mayores que uno, implican que la pérdida asociada al modelo TAR(2;1,1) para el horizonte
de prondstico en cuestién es menor en magnitud que la pérdida asociada al modelo AR(1),
concluyendo que los desempenios de los pronésticos en el modelo TAR(2;1,1) son mejores
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que los prondésticos en el modelo AR(1), bajo la alternativa de pronéstico considerada.

Método recursivo. La descripcién del método recursivo, utilizado para la aproximacién
de las esperanzas condicionales para h = 1,2,3,4, y 5 en la ecuacion (4.1), consiste en el
siguiente proceso iterativo: bajo el supuesto de que la variable umbral Z; 4 ~ iidU (0,1)
tenemos que conocemos con certeza el comportamiento de la serie en los distintos horizontes
de prondsticos, sin embargo para el caso en que Z;_; ~AR(1) estacionario con errores gaus-
sianos debemos pronosticar como primer paso los valores de Zr.1, ..., Zri 1 partiendo del
modelo asociado para Z; 1 o bien pronosticar los valores de I(Z;_1 < 7) con 7 fijo, mode-
lando la variable indicadora como una serie binaria, Kedem y Fokianos (2002). En el Capitulo
4 definimos las herramientas necesarias para el calculo de dichos pronésticos. Rescribamos
el modelo TAR(2;1,1),

Y, = [0 L(Z1o1 < ¥) + 0ol (Zi—1 > )Y + &4,

donde el pronéstico optimal hA-pasos adelante, bajo pérdida cuadratica, estd dado por la
esperanza condicional:

Yiin = E (Yen|8e) = 01 B (Zign—1 < ) Yern1l8] + B[ (Zesnor > 7)Yern—1|Te).

Dado un conjunto de 7" observaciones tenemos que el pronéstico 7'+ 1 condicional a la
informacién hasta el tiempo 7', para el modelo TAR(2;1, 1) se obtiene facilmente ya que el
régimen es conocido con certeza y el pronéstico un paso adelante por PR es simplemente:

VIR = [ 1(Zr < ) + 9ol (Zr > )|V

con (/Abl y (}2 los estimadores de los coeficientes autorregresivos en el modelo TAR(2;1,1),
obtenidos por medio de las ecuaciones de verosimilitud bajo el supuesto de normalidad en
los errores. Al tiempo T+ 2 el prondstico del régimen estd determinado por el valor de Zp, 4,
de modo que sustituimos el correspondiente prondstico, generado a partir del modelo que
rige la dindmica de la variable umbral. Lo mismo resulta si sustituimos el valor pronosticado
de la indicadora I(Zr;; < 7). Entonces se define el prondstico para Yrio, Yris, ..., Yy
para una realizacién del proceso de error, (; ; ~ N (O, &2) . donde 62 es el estimador de la
varianza del error bajo la consideracién del modelo TAR(2;1,1), como:

Viis 0 = o0 (Zra <9) + 0ol (Zrsa > ) Vggs  + Cao
?fgmj = [9%1I~(ZT+1 <)+ QAij(ZT—H > 7>]Y:/{D+R1]th + (a5

dependiendo de si usamos el prondstico de la variable umbral ZT+1 o el valor del prondéstico
de la variable indicadora I(Zr,; < 7), al tiempo T + 1 . Igualmente al tiempo T + h, el
pronéstico h-pasos adelante para Y; se aproxima por medio de las siguientes ecuaciones:

SPRZE 14 1 N5 ~ PRZt,
Yorin b= (01 I(Zrin—1 <) + Ol (Zpin—1 > ’Y)]YTHL_t{ + Chj (7.1)
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Youn 0 =100 (Zren-1 <) + oI (Zrsn-s > M Vqp ' + iy (7.2)
donde PRZt; se refiere al método recursivo usando el prondstico de la variable Z;, mientras
que PRIZt; indica que el método recursivo utiliza el prondstico de la variable indicadora
I(Zrip-1 < 7). Cada uno de los h prondsticos hacia adelante se realizada j veces en forma
iterativa, de modo que el prondéstico final se obtiene promediando dichos valores para cada
uno de los h periodos sobre las j = 1,..., N iteraciones. Denotamos a YTP ﬁLZt 0 Yf ﬁf Ztcomo
el prondstico h-pasos adelante para Y; via el método recursivo dependiendo de si utilizamos el

pronéstico de la variable umbral o de la variable indicadora y dado por el promedio muestral:
PRZt _ 1 \~N  yPRZt; PRIZt _ 1 NN yPRIZt;
YT+h - N Zj:l YT+h ) T+h — N Zj:l YT+h , h>1

Esta alternativa para generar prondsticos, asi como variantes de la misma, han sido estu-
diadas ampliamente para los modelos SETAR, De Gooijer y De Bruin (1998), Clements y
Smith (1997,1999). Inherente al proceso de aproximacién de los prondésticos, obtenemos en
cada iteracién los correspondientes errores de prondsticos para cada una de las 500 series
simuladas y posteriormente obtenemos los valores de las funciones de pérdida ECMP y PCR.
Para comparar los prondsticos en el modelo TAR(2;1,1), bajo este método, generamos los
prondsticos h-pasos adelante bajo el modelo AR(1) por medio de la ecuacién recursiva co-
rrespondiente, obtenemos al igual que el modelo TAR los valores de las funciones de pérdida
ECMP y PCR.

Verosimilitud predictiva. Los prondsticos via verosimilitud predictiva para el modelo
TAR(2;1,1) los obtenemos por medio del siguiente procedimiento: recordemos que por el
principio de verosimilitud, los pronésticos para los i valores no observados seréan aquellos va-
lores que minimicen el negativo de la funcién de log verosimilitud perfil, dada en la ecuacién
(5.6) o en la ecuacién (5.7) dependiendo de si suponemos que la variable umbral sigue un
proceso estacionario AR(1) o bien si este es un proceso independiente e idénticamente dis-
tribuido U(0, 1) respectivamente. Al igual que el método recursivo, si Z;_1 ~ iidU(0, 1)
consideramos los tltimos 5 valores simulados en cada una de las 500 series para Z;_; como
dados y optimizamos la funcién correspondiente a la verosimilitud predictiva como funcién de
los valores Yry1,..., Y s, de tal manera que los valores encontrados corresponden a aque-
llos valores con mayor plausibilidad en la verosimilitud predictiva. Realizamos el proceso
de optimizacién para cada una de las series simuladas, contamos entonces con 500 realiza-
ciones de prondsticos h-pasos adelante por VP para el modelo TAR(2;1,1). Por su parte,
bajo el supuesto de que la variable umbral posee un estructura de dependencia dada por:
Zy—1 ~AR(1) con errores gaussianos, obtenemos los prondsticos de Y; y Z; 1 por VP de
forma conjunta, es decir, optimizamos la VP en funcién de los valores de Y71, ..., Yrip
y Zr, Zri1, .., Zrin—1 para la funcién objetivo correspondiente. Posteriormente, calcu-
lamos los errores de prondstico considerando los tltimos cinco valores simulados para Y;. A
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continuacion calculamos las funciones de pérdida ECMP y PCR promediando los 500 valores
de las funciones de pérdida para cada horizonte de prondstico. Para la comparacién con el
modelo alternativo lineal AR(1), hacemos lo propio, es decir, obtenemos los prondsticos via
el método de VP, calculamos los errores de prondstico considerando las tltimas cinco obser-
vaciones para cada una de las 500 series TAR(2; 1, 1) simuladas y posteriormente obtenemos
los valores de las pérdidas ECMP y PCR.

Regresién por cuantiles. Finalmente, el criterio para generar prondésticos h-pasos
adelante para el modelo TAR(2;1,1), considerando las herramientas de regresiéon por cuantiles
consistird en la optimizacién de la funcién cuantil como funcién de los valores desconocidos
Yrii,...,Yry,, asumiendo que los valores futuros de la variable umbral o de la variable
indicadora son conocidos. Como en el caso del método recursivo, si Z; ~ iidU (0, 1) los valores
de Z; al tiempo T, T'+1, ..., T+ h—1 son conocidos, mientras que si Z;_; sigue un proceso
AR(1) estacionario dichos valores serén pronosticados y sustituidos en la funcién cuantil asi
como los valores estimados de los pardmetros en el modelo bajo la misma metodologia de
estimacién. Paralelamente obtenemos los errores de prondstico para calcular las pérdidas
ECMP y PCR para h = 1,2,3,4, y 5 respectivamente. La funcién cuantil se caracteriza
por el valor de #, ya que este determina la asimetria de la funcién de cuantil, sin embargo
dado que en nuestro ejercicio de simulacién consideramos errores €; ~ #dN (0, 0%), tomamos
el valor de § = Pr(e; < 0) = 0.5, es decir, la funcién cuantil es la funcién de pérdida
simétrica valor absoluto. Los pronésticos por medio del procedimiento CR para el modelo
TAR(2;1,1) son comparados con los prondsticos para el modelo AR(1) también obtenidos
por CR, la comparacién se realiza al igual que en las otras alternativas, es decir, en funcién
de los ECMP y de la funcién de pérdida asociada al caso de regresiéon por cuantiles.
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7.2 Presentacion y andlisis de los resultados

La Tabla 4 contiene cada uno de los escenarios considerados en el ejercicio de simulacién,
nuestro interés es analizar los comportamientos de los prondsticos en el modelo TAR(2;1,1)
contra los prondsticos en el modelo AR(1) bajo cada una de las alternativas de prondstico,

con pardametro de umbral v conocido, para cada uno de los renglones de valores en la Tabla
4.

Tabla 4. Valores de los pardmetros utilizados en el ejercicio de simulacién.

Identificacién | ¢ ¢, |Pr(Z, ,<v)| E@,) | E())
caso 1-1 —0.1 1 0.50 0.45 0.505
caso 1-2 —0.1 1 0.75 0.175 0.25
caso 1-3 1 —0.1 0.75 0.725 | 0.753
caso 2-1 1 0.1 0.50 0.55 0.505
caso 2-2 1 0.1 0.75 0.775 | 0.753
caso 2-3 0.1 1 0.75 0.325 | 0.258
caso 3-1 —-0.8 | —0.6 0.50 —0.7 | 0.500
caso 4-1 —0.8 0.6 0.50 —0.1 | 0.500
caso 4-2 —0.8 0.6 0.75 —0.45 | 0.570
caso 4-3 0.6 —0.8 0.75 0.25 0.430
caso 5-1 —04 | —0.6 0.50 —0.5 | 0.260
caso 6-1 —-0.4 0.6 0.50 0.1 0.260
caso 6-2 —0.4 0.6 0.75 —0.15 | 0.210
caso 6-3 0.6 —0.4 0.75 0.35 0.310
caso 7-1 —0.4 0.4 0.50 0 0.160
caso 7-2 —0.4 0.4 0.75 —0.2 0.160
caso 7-3 0.4 —-0.4 0.75 0.2 0.160
caso 8-1 —0.95| 0.95 0.50 0 0.903
caso 8-2 —0.95| 0.95 0.75 —0.475 | 0.903
caso 8-3 0.95 | —0.95 0.75 0.475 | 0.903
caso 9-1 —-0.9 1 0.50 0.05 0.905
caso 9-2 —-0.9 1 0.75 —0.425 | 0.858
caso 9-3 1 —0.9 0.75 0.525 | 0.952
caso 10-1 0.9 1 0.50 0.95 0.905
caso 11-1 0.9 0.7 0.50 0.8 0.650

Consideramos dos valores para la varianza asociada al proceso de error, 02 =1y 02 = 4.
Analizamos cada uno de los casos contenidos en la Tabla 4 para los dos valores de la varianza
del error y bajo el supuesto de que Z; 1 ~ iidU (0,1) y Z;_1 ~AR(1) con ruido estdandar
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gaussiano y coeficiente autorregresivo igual a 0.5. Observe que en la Tabla 4, en la columna

de identificacién no se consideran por ejemplo los casos identificados como: caso 3-2 y caso

3-3, la justificacién para no considerar dichos casos es que, por la cercania en la magnitud

de los valores de ¢, y ¢, ademds de que estos son del mismo signo, tenemos que E(d;) y

E(6?) son practicamente iguales a los valores correspondiente en el caso 3-1, como se observa
t ’

a continuacion:

Identificacién | ¢, ¢ | Pr(Z,_,<7) | E@©,) | E(5)
caso 3-1 —0.8 | —0.6 0.5 —0.7 0.5
caso 3-2 —0.8 | —0.6 0.75 —0.75 | 0.57
caso 3-3 —0.6 | —0.8 0.75 —0.65 | 0.43

Por tal razén es suficiente con analizar los resultados para el caso 3-1, ya que esperamos
que el comportamiento de las medidas de desempeno sea esencialmente el mismo. La misma
observacion es vélida para el resto de los casos faltantes en la Tabla correspondiente.

Primeramente presentamos los comportamientos de los estimadores para cada uno de los
pardmetros, bajo los métodos de méaxima verosimilitud y regresién por cuantiles. Posterior-
mente, analizamos los comportamientos de los pronésticos bajo cada alternativa considerada.
Por tal razén la primer parte del andlisis y presentacién de los resultados consiste en analizar
los comportamientos de los pardmetros estimados bajo el supuesto de Z;_ ~ iidU (0,1) y
Z;—1 ~AR(1) estacionario, respectivamente.

7.2.1 Resultados asumiendo que Z; 1 ~ iidU (0, 1)

Si Z;_1 ~ 1idU (0, 1) tenemos que Pr(Z;_; <) =+, es decir la probabilidad de dominancia
en el régimen uno es el valor del umbral 7. Consideramos también que los ultimos cinco
valores simulados de Z; ; para cada una de las 500 series simuladas se consideran como
valores conocidos y a partir de estos obtenemos los prondsticos h-pasos hacia adelante para
Y}, el modelo TAR(2; 1, 1). El andlisis bajo el supuesto de que la secuencia Z; 1 ~ iidU (0,1)
tiene fines diddcticos, ya que bajo este escenario conocemos los valores futuros de la variable
umbral y el valor del pardmetro de umbral . Las probabilidades de mala clasificaciéon son
cero, es decir, generamos los prondsticos h-pasos para el modelo TAR(2;1,1) bajo el ver-
dadero régimen. Evaluamos los desempenos de los prondsticos como funcién de los valores
de los pardmetros en el modelo o equivalentemente en cuanto a los primeros dos momentos
de la variable d;, los ECMP del modelo AR(1) son mayores o menores que los ECMP en el
modelo TAR(2;1, 1) . Recordemos que bajo el supuesto de que el coeficiente autorregresivo
del modelo AR(1) es igual al E (J;), obtuvimos expresiones de los ECMP, las cuales estdn
dadas como funcién de los momentos de 9;.

La Tabla 5 presenta los promedios de los 500 valores estimados en cada una de las series
simuladas, por maxima verosimilitud, mientras que la Tabla 6 se refiere a los estimadores
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obtenidos mediante regresién por cuantiles para § = 0.5. Recordemos que independiente
del VPGD, ajustamos a cada una de las 500 series simuladas dos modelos candidatos, el
modelo TAR(2;1,1) y el modelo AR(1), contamos entonces Con 500 estimaciones para cada
uno de los pardmetros bajo cada modelo. Los valores b v 64 corresponden entonces a los
estimadores de los pardmetros en el modelo AR(1) . Mientras que ¢1, gb2 Y 65 4R corresponden

a los estimadores de los pardmetros bajo el modelo TAR(2;1,1), donde E(d;) y E(ét)
calculan sustituyendo los valores estimados de los pardmetros en las férmulas respectivas.

Tabla 5. Promedios de los estimadores por MV, bajo los modelos TAR(2;1,1) y AR(1).

Identificacion | ¢, b, 6r AR E(&) E(Sf) 0 6n

caso 1-1 —0.101 | 0.989 | 0.993 | 0.443 | 0.498 | 0.431 | 1.587
caso 1-2 —0.097 1 0.994 | 0.995 | 0.176 | 0.260 | 0.168 | 1.294
caso 1-3 0.995 | —0.100 | 0.983 | 0.721 | 0.747 | 0.702 | 1.882
caso 2-1 0.991 |0.097 |0.995|0.544 | 0.500 | 0.536 | 1.399
caso 2-2 0.995 |0.094 |0.989|0.770 | 0.748 | 0.760 | 1.612
caso 2-3 0.103 ]0.986 | 0.986 |0.324 | 0.257 | 0.323 | 1.186
caso 3-1 —0.797 | —0.600 | 0.989 | —0.699 | 0.502 | —0.698 | 1.013
caso 4-1 —0.796 | 0.600 | 0.995 | —0.098 | 0.500 | —0.098 | 1.987
caso 4-2 —0.796 | 0.595 | 0.997 | —0.448 | 0.568 | —0.448 | 1.854
caso 4-3 0.594 | —0.789 | 0.986 | 0.248 | 0.425 | 0.249 | 1.614
caso 5-1 —0.396 | —0.591 | 0.993 | —0.493 | 0.258 | —0.493 | 1.009
caso 6-1 —0.401 | 0.601 | 0.987 | .0991 | 0.267 | 0.098 | 1.333
caso 6-2 —0.396 | 0.601 | 0.991 | —0.146 | 0.214 | —0.144 | 1.234
caso 6-3 0.593 | —0.402 | 0.993 | 0.344 | 0.309 | 0.345 | 1.264
caso 7-1 —0.401 | 0.394 | 0.988 | —0.003 | 0.165 | —0.001 | 1.181
caso 7-2 —0.398 | 0.404 | 0.988 | —0.198 | 0.167 | —0.197 | 1.137
caso 7-3 0.392 | —0.398 | 0.985 | 0.194 | 0.162 | 0.194 | 1.128
caso 8-1 —0.940 | 0.943 | 0.985 | 0.001 | 0.887 | 0.001 | 9.623
caso 8-2 —0.943 1 0.939 | 0.995 | —0.472 | 0.888 | —0.473 | 7.618
caso 8-3 0942 | —0.939 | 0.997 | 0.472 | 0.888 | 0.471 | 7.606
caso 9-1 —0.894 1 0.991 | 0.988|0.049 |0.891 |0.045 | 10.11
caso 9-2 —0.895 1 0.996 | 0.988 | —0.422 | 0.850 | —0.431 | 5.668
caso 9-3 0.992 | —0.891 | 0.989 | 0.050 | 0.889 | 0.047 | 9.867
caso 10-1 0.892 0990 |0.982|0.941 |0.889 |0.940 | 1.009
caso 11-1 0.889 |0.697 |0.988|0.793 |0.641 | 0.793 | 1.018

Una primera observacién en la Tabla 5 es que en todos los casos analizados el estimador
promedio del coeficiente autorregresivo qﬁ es aproximadamente igual al valor £ ((5,5) Ademés
tenemos que al alejarnos de la condicién de estacionariedad en el modelo TAR(2;1,1), como
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funcién de E ((5?) , la varianza estimada para el error en el modelo AR(1) es grande en
comparacién con el valor verdadero, o2. Esperamos entonces que los ECMP bajo el modelo
AR(1) tiendan a ser méas grandes que los ECMP bajo el modelo TAR(2;1,1). Si las varianzas
estimadas bajo el modelo AR(1) son cercanas al valor de o2 verdadero, esperamos que los
desempenos de los pronésticos bajo ambos modelos sea similar.

Tabla 6. Promedio de las estimaciones por CR bajo los modelos TAR(2;1,1) y AR(1).
= ] =

Identificacién o} &, 62,0 | E©) | E(S,) o) i
caso 1-1 —0.100 | 0.987 |0.998 | 0.443 | 0.499 | 0.438 | 1.597
caso 1-2 —0.095 | 1.001 [0.999 | 0.179 | 0.266 | 0.108 | 1.304
caso 1-3 0.994 | —0.099 | 0.987 | 0.721 | 0.747 | 0.836 | 1.964
caso 2-1 0.990 0.095 |0.999 | 0.545 | 0.505 | 0.540 1.408
caso 2-2 0.994 0.090 |10.994 | 0.768 | 0.747 | 0.854 1.656
caso 2-3 0.101 0.988 |0.990 | 0.322 | 0.261 0.283 1.193
caso 3-1 —0.796 | —0.603 | 0.994 | —0.699 | 0.505 | —0.698 | 1.015
caso 4-1 —0.797 | 0.597 | 0.999 | —0.100 | 0.502 | —0.105 | 2.003
caso 4-2 —0.796 | 0.597 | 1.001 | —0.448 | 0.570 | —0.598 | 1.916
caso 4-3 0.595 | —0.792 | 0.990 | 0.248 | 0.429 | 0.372 1.647
caso 5-1 —0.393 | —0.592 | 0.997 | —0.492 | 0.262 | —0.492 | 1.012
caso 6-1 —0.400 | 0.603 | 0.992 | 0.101 0.271 0.096 1.337
caso 6-2 —0.399 | 0.595 |0.996 | —0.150 | 0.218 | —0.190 | 1.240
caso 6-3 0.590 | —0.399 [ 0.998 | 0.343 | 0.309 | 0.391 1.271
caso 7-1 —0.396 | 0.397 |0.993 | 0.0009 | 0.168 | 0.0008 | 1.185
caso 7-2 —0.398 | 0.409 |0.992 | —0.196 | 0.172 | —0.219 | 1.141
caso 7-3 0.393 | —0.403 10989 | 0.194 | 0.167 | 0.218 1.132
caso 8-1 —0.943 | 0.943 | 0.989 | —0.0001 | 0.890 | —0.0019 | 10.87
caso 8-2 —0.942 | 0941 [0.999 | —0.471 | 0.888 | —0.825 | 8.973
caso 8-3 0.942 | —0.942 | 1.001 | 0.471 0.887 | 0.825 8.966
caso 9-1 —0.895 | 0.991 [0.993 | 0.048 | 0.893 | 0.043 11.51
caso 9-2 —0.895 | 0.995 |0.993 | —0.422 | 0.849 | —0.762 | 6.521
caso 9-3 0.991 | —0.893 | 0.994 | 0.048 | 0.891 | 0.058 | 11.176
caso 10-1 0.892 0.989 |0.986 | 0.941 0.889 | 0.939 1.012
caso 11-1 0.889 0.696 |0.993 | 0.793 | 0.643 | 0.795 1.020

Como mencionamos arriba, la Tabla 6 contiene los promedios de las estimaciones para
cada uno de los pardmetros en los modelos TAR(2;1,1) y AR(1) respectivamente, bajo el
método de regresiéon por cuantiles con 6 = 0.5. Los valores promedios de las estimaciones
para cada uno de los pardmetros en ambos modelos bajo MV y CR son numéricamente
muy cercanos, sin embargo hemos observado que cuando el valor de F (5?) es cercano a
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uno los valores de los coeficientes autorregresivos, estimados por CR presentan un compor-
tamiento alejado del supuesto de normalidad en los errores pero en promedio el estimador q%
es aproximadamente iguala a E(0;).

Al comparar las Tablas 5 y 6 con los verdaderos valores de los pardmetros bajo cada esce-
nario simulado de la Tabla 4, observamos que dichos valores son practicamente lo mismo. Un
andlisis grafico de los estimadores para cada uno de los escenarios analizados complementaria
el anélisis de los comportamientos de los estimadores en los modelos de interés. Por ejemplo,
podemos graficar los 500 valores estimados en cada uno de los escenarios simulados, y para
cada uno de los pardmetros estimados para analizar el comportamiento distribucional de di-
chos estimadores; recordemos que tedricamente la distribucién asintética de los coeficientes
autorregresivos es gaussiana. Sin embargo, el nimero de escenarios simulados es grande e
incluir los resultados para cada uno de ellos implicaria una gran cantidad de informacién.
Mostraremos entonces los resultados completos para algunos de los casos identificados en la
Tabla 4, los cuales contemplan escenarios muy distintos entre si, como funcién de los valores
de los parametros, asf como caracteristicas interesantes en relacién al modelo supuesto. Cabe
mencionar que para el resto de los escenarios simulados podemos extrapolar los resultados
encontrados.
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Resultados para el caso 1-1

Recordemos que los valores de los pardmetros identificados como caso 1-1 son: ¢; = —0.1,
¢y = 1,02 =1, Pr(Z_1 < 7) = v = 0.5, E(6,) = 0.45 y E(6?) = 0.505, con valores
estimados bajo el modelo TAR(2;1,1) y AR(1) via MV y RC, dados en la tabla siguiente:

2 3 3 A N A2 a3 A
Método o1 ¢y | 6%ar | EG,) | E() ¢ &R

MV | —0.101 | 0.989 | 0.993 | 0.443 | 0.498 | 0.431 | 1.587
RC —0.100 | 0.987 | 0.998 | 0.443 | 0.499 | 0.438 | 1.597

Este caso corresponde al llamado modelo TUR introducido en Gonzélez y Gonzalo (1998).
La Figura 15 presenta el comportamiento grafico para nueve posibles realizaciones del modelo
TAR(2;1, 1) bajo este escenario.
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Figura 15. Realizaciones del modelo TAR(2;1,1) para el caso 1-1 con Z; 1 ~ iidU (0,1).

La Figura 16 presenta los histogramas de las 500 estimaciones de los pardmetros para
los modelos TAR(2;1,1) y AR(1), el primer rengléon de histogramas corresponden a las
estimaciones via MV y el segundo renglén de gréficas a los histogramas de las estimaciones
via RC.
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Figura 16. Histogramas de los pardametros estimados, bajo los modelos TAR(2;1,1)
y AR(1), caso 1-1 con Z; 1 ~ iidU (0,1).

De la Figura 16 observamos que las varianzas estimadas para el modelo AR(1) con-
siderando cada método de estimacion son mayores que las varianzas estimadas para el mo-
delo TAR(2,1,1) y de aqui que los ECMP en el modelo TAR(2;1,1), para cada uno de los
métodos de prondstico son menores que los ECMP en el modelo AR(1) . Las lineas verticales
en cada uno de los histogramas asociados al modelo TAR corresponden a los verdaderos
valores de los pardmetros, mientras que para el histograma correspondiente a los valores
estimados del coeficiente AR la linea vertical indica el valor verdadero de E (¢) .

Para enriquecer la observacién anterior graficamos los errores de prondstico, bajo cada
alternativa de obtencién en cada modelo candidato y para cada horizonte de prondstico.
La Figura 17 contiene las gréficas de cajas y bigotes para los errores de prondstico, de
donde observamos que la variabilidad de los errores de prondéstico para el caso lineal son
més grandes que en el caso TAR(2;1,1), note ademds que los errores de prondsticos bajo
cada modelo e independientemente del mecanismo generador de los prondsticos presentan
practicamente las mismas variabilidades para cada horizonte de prondstico. El titulo en cada
grafica identifica el modelo y el método empleado para la obtencién del prondstico: TAR de
modelo TAR(2;1,1); AR de modelo AR(1); y R, RC y VP, de método recursivo, método
de regresién por cuantiles y verosimilitud predictiva respectivamente. Es decir, TAR R
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significa que los errores de prondstico en la gréfica estdn asociados al modelo TAR y que los
prondsticos h-pasos adelante los obtuvimos por medio del método recursivo.
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Figura 17. Errores de prondstico bajo cada alternativa de prondstico para el caso 1-1

Errores de pronéstico modelo TAR
Método Recursivo

Errores de pronéstico modelo TAR
Método de Cuantiles de Regresion

Errores de pronéstico modelo TAR
Método de Verosimilitud Predictiva

E © F ©
L ©o } ©o
EEEE IR S I SERE S S I SR
L o~ F Nt
-1=H=r-1=f- ° -1:»1:}.1:}. o -1:»1:}.1:}.
[ I = -
aEE1E ISR IR R
h=1 h=2 h=3 h=4 h=5 h=1 h=2 h=3 h=4 h=5 h=1 h=2 h=3 h=4 h=5
Errores de pronéstico modelo AR Errores de pronéstico modelo AR Errores de pronéstico modelo AR
_ Método Recursivo © _Método de Cuantiles de Regresién o _Método de Verosimilitud Predictiva
X X

L © [{e]
FEESEINTE S AN
L o~ o~
-1=H=}-{=}- ° 1=H:}-1=}- © 1=H=}-i=}-

SRS

-4

BEERS;

-4

SRS

h=1 h=2 h=3 h=4 h=5

con Z;_y ~ #idU (0,1) .

h=1 h=2 h=3 h=4 h=5

h=1 h=2 h=3 h=4 h=5

La Figura 18 contiene los comportamientos graficos de los promedios de las funciones
de pérdida ECMP y funcién cuantil o check, a manera de complementar las observaciones
discutidas arriba. De nuevo los titulos en las graficas identifican el modelo bajo estudio y el
método utilizado para generar los prondsticos h-pasos hacia adelante. Igualmente en el eje
horizontal se encuentra la identificacién de la funcién de pérdida ECMP o pérdida de regre-
sién por cuantiles. La tercer grafica dentro de la Figura 18 corresponde al comportamiento
promedio de los prondsticos para cada alternativa de prondstico y bajo cada modelo, asf
como los promedios de los tltimos cinco valores simulados para cada una de las 500 series
los cuales no se utilizaron en la fase de estimacién y que identificamos como valores “reales”.
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Figura 18. Funciones de pérdida para cada horizonte de prondstico, caso 1-1 con
Zy 1 ~idU (0,1) .

Observemos de la Figura 18 que los valores de las funciones de pérdida ECMP y pér-
dida de cuantiles en el modelo TAR(2;1,1) son menores que los valores de las funciones de
pérdida ECMP y pérdida de cuantiles en el modelo AR(1), independientemente del proceso
de obtencién de los pronésticos. En el caso lineal AR(1), los valores de los ECMP bajo
las distintas alternativas de prondésticos son practicamente los mismos e igualmente para la
funcién de pérdida de cuantiles. Para el modelo TAR(2;1,1) tenemos que los ECMP son
practicamente los mismos valores para los prondsticos obtenidos via VP y el método R,
mientras que para la funcién de pérdida de cuantiles tenemos que los comportamientos para
los pronésticos por VP son iguales que los pronésticos bajo el método recursivo.

La Tabla 7 contiene los cocientes de los valores para las funciones de pérdida ECMP
y funcién cuantil en el modelo AR(1), entre los valores respectivos en el modelo TAR(1),
para el caso 1-1 con 02 = 1. Mét. Rec. equivale a método recursivo; Mét. VP. a método
de verosimilitud predictiva y Mét. CR. a método de regresién por cuantiles. Los nidmeros
entre corchetes son los cocientes de los ECMP para cada uno de los métodos de prondsticos y
distintos valores de h; mientras que los niimeros entre paréntesis corresponden a los cocientes
bajo la funcién de pérdida de regresién por cuantiles.
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Tabla 7. Cocientes de las funciones de pérdida, caso 1-1.

h| Mét. Rec. | Mét. VP. | Mét. CR.
1 [ [1.54] (1.19) | [L.54] (1.18) | [1.59] (1.21)
2 | [1.29] (1.10) | [1.29] (1.10) | [1.37] (1.13)
3| [L.17](1.07) | [1.16] (1.07) | [1.26] (1.12)
4 [ [L12](1.03) | [1.12] (1.03) | [1.19] (1.07)
5 | [1.02] (1.00) | [1.02] (1.00) | [1.06] (1.02)
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Los resultados de la Tabla 7, muestran que independientemente del método para generar
los prondsticos h-pasos adelante, los pronésticos provenientes del modelo TAR(2;1,1) pre-

sentan mayor ganancia en cuanto a las funciones de pérdida consideradas.

Para completar el anélisis del escenario uno en la Tabla 4, presentamos las Tablas 8 y
9 que contienen los cocientes de las funciones de pérdida para los casos 1-2 y 1-3, lo que
cambia en relacién al caso 1-1 es que la proporcién de observaciones en el régimen uno es
del 75% y 25% respectivamente. Como arriba los valores entre corchetes corresponden a los
cocientes de los ECMP y los valores entre paréntesis a la funcién de pérdida de cuantiles.

Tabla 8. Cocientes de las funciones de pérdida, caso 1-2

75% de observaciones en el régimen 1.

Mét. Rec.

Mét. VP

Mét. CR

[1.29] (1.12

[1.30] (1.12

[1.30] (1.11

[1.06] (1.03

(
[1.02] (1.01

(
0.93] (1.00

)
[1.03] (1.01)
)
)

0.98/ (1.00

1.01)(1.01

Y | W DN S

)
)
[0.98] (1.00)
)
)

1.00] (1.00

(

(
[0.98] (1.00

(

(

1.00] (1.00)

(1.11)
(1.03)
[1.03] (1.01)
(1.01)
(1.01)

1.03] (1.01

Tabla 9. Cocientes de las funciones de pérdida, caso 1-3

25% de observaciones en el régimen 1.

h | Mét. Rec. | Mét. VP | Mét. CR
1 | [L61](1.24) | [1.62] (1.21) | [1.66] (1.23)
2 | [1.52](1.21) | [1.52] (1.22) | [L.83](1.34)
3 | [1.32](1.14) | [1.32] (1.15) | [1.62] (1.30)
4 | [1.32](1.14) | [1.30] (1.13) | [1.59] (1.28)
5 | [1.23](1.08) | [1.23] (1.09) | [L.45] (1.21)

Como podemos observar de las Tablas 8 y 9, cuando el porcentaje de observaciones en el
régimen de raiz unitaria es del 75% (Tabla 9) la ganancia de los pronésticos h-pasos adelante
e independientemente del método de prondstico y de la funcién de pérdida es mucho mayor
que para el caso en que el porcentaje de observaciones en el régimen de raiz unitaria es del

25% (Tabla 8).
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Resultados para el caso 3-1

A continuacién presentamos los resultados para el caso 3-1; bajo este escenario de simulacién
resulta que los coeficientes autorregresivos en cada régimen son muy cercanos en magnitud y
del mismo signo lo que equivale a pensar que el modelo TAR(2; 1, 1) simulado, sin considerar
el significado de v, tiende a comportarse como un modelo AR. Los valores de los pardmetros
son: ¢, = —0.8, ¢ = —0.6, 02 =1, Pr(Z,_1 <) =~ =05, E(§,) = —0.7y E(6?) = 0.5,
mientras que los valores estimados promedios bajo MV y RC son:

) ~

Método | ¢, o 6345 | E(5,) E(6,) | ¢ 6R
MV —0.797 | —0.600 | 0.989 | —0.699 | 0.502 | —0.698 | 1.013
RC —0.796 | —0.603 | 0.994 | —0.699 | 0.505 | —0.698 | 1.015

Notemos que las estimaciones de las varianzas bajo el modelo AR(Al), &ELR, son muy
cercanas al valor utilizado para el ejercicio de simulacién, ademas de que ¢ ~ E(d;), estamos
también ante un modelo TAR(2;1, 1) bien comportado en el sentido de que nos alejamos de
no estacionariedad.

La Figura 19 presenta el comportamiento gréfico de algunas realizaciones del modelo
TAR(2;1,1) bajo los valores verdaderos de los parametros.
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Figura 19. Realizaciones del modelo TAR(2;1,1) para el caso 3-1 con Z;_; ~ idU (0,1).
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La Figura 20 contiene los histogramas de los pardmetros estimados bajo MV y RC para
los modelos TAR(2;1,1) y AR(1), note que a diferencia del caso 1 las varianzas estimadas
por ambos métodos para los errores bajo el modelo AR(1) son muy parecidas a las varianzas
estimadas bajo el modelo TAR(2;1,1) y que estds estén alrededor del valor verdadero o = 1.
Como antes los titulos en las graficas identifican el método de estimacién y el pardmetro
estimado bajo el modelo correspondiente.
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Figura 20. Histogramas de los pardmetros estimados, bajo los modelos TAR(2;1,1)
y AR(1), caso 3-1 con Z;_; ~ iidU (0,1)

El comportamiento esperado de los errrores de pronéstico bajo este escenario es similar
bajo los dos modelos analizados, tal y como se muestra en la Figura 21, que contiene las
graficas de cajas y bigotes para los prondsticos h-pasos adelante para cada alternativa de
generacién y bajo cada modelo analizado.
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Figura 21. Errores de prondstico bajo cada alternativa de prondstico para el caso 3-1
con Z;_y ~ 4idU (0,1) .

Los valores de las funciones de pérdida promedio se encuentran en la Figura 22 y como
podemos observar bajo pérdida ECMP los modelos AR(1) y TAR(2; 1, 1) independientemente
del proceso de obtencién de los prondsticos tienen el mismo desempeno. A diferencia, en el
caso de la funcién de pérdida de regresién por cuantiles se observa que la pérdida bajo el
modelo AR(1) obteniendo los pronésticos con VP son més pequenios en magnitud que el resto
de las alternativas y que la pérdida asociada para los pronésticos por VP para el modelo
TAR(2;1,1).

La Tabla 10 contiene los cocientes de los valores para las funciones de pérdida ECMP
y funcién cuantil en el modelo AR(1), entre los valores respectivos en el modelo TAR(1),
para el caso 3-1 con 02 = 1. Observemos que los valores de los ECMP para el modelo
TAR(2;1,1) en general son menores que para el modelo AR(1); sin embargo esta ganancia
es minima, y podemos pensar que los desempenos de los pronésticos bajo ambos modelos
son equivalentes a reserva de que la interpretacién practica del pardmetro de umbral v en el
modelo TAR(2;1,1).
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Funcién de pérdida de cuantiles de uno a cinco pasos
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Zy_y ~ #dU (0,1) .

Tabla 10. Cocientes de las funciones de pérdida, caso 3-1.

Promedios de los pronésticos de uno a cinco pasos

Figura 22. Funciones de pérdida para cada horizonte de prondstico, caso 3-1 con

h | Mét. Rec. | Meét. VP | Met. CR

1 | [1.01](1.01) | [1.01](0.75) | [1.02] (1.01)
2 | [1.01](1.02) | [1.02] (0.86) | [L.02] (1.01)
3 | [1.02](1.02) | [1.02] (0.94) | [L.02] (1.01)
4 []0.99] (1.00) | [1.00] (0.96) | [1.00] (1.00)
5 | [0.99] (1.00) | [1.00] (0.97) | [L.00] (1.00)
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A diferencia del caso 1-1 recordemos que bajo este escenario los momentos de la variable
0; son esencialmente iguales independientemente del porcentaje de observaciones en cada
uno de los regimenes y de aqui que s6lo mostramos los resultados para el caso de igual

dominancia en el régimen.
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Resultados para el caso 8-1

Bajo este escenario tenemos que los valores de los pardmetros son: ¢, = —0.95, ¢, = 0.95,
0 =1, Pr(Z,_1 <v) =+ =05, B(§;) =0y E(67) = 0.903, con valores estimados bajo el
modelo TAR(2;1,1) y AR(1) via MV y RC respectivamente, dados en la tabla siguiente:

~ ~ R A /\2 ~ N
Método 2 $2 | 6%an | E©,) | E®) ¢ 5R
MV —0.940 | 0.943 | 0.985 0.001 0.887 0.001 9.623
RC —0.943 | 0.943 |1 0.989 | —0.0001 | 0.890 | —0.0019 | 10.87

Las caracteristicas relevantes de este caso son que el coeficiente autorregresivo en cada
uno de los regimenes en el modelo TAR(2; 1, 1) son cercanos al caso de raiz de unitaria, sin
embargo globalmente el modelo es estdcionario, aunque cabe mencionar que el valor de la
condicién de estacionariedad de segundo orden, E(§7) = 0.903 es cercano a uno y por ende
la variabilidad asociada al proceso presenta comportamientos de crecimiento y decrecimiento
tal y como se observa en las gréaficas en la Figura 23 que contiene algunas realizaciones del

proceso en cuestion.
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Realizacion TAR(2;1,1), Caso8-1
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Figura 23. Realizaciones del modelo TAR(2;1,1) para el caso 81 con Z; ; ~

iidU (0,1) .
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Observemos también que el valor promedio de los coeficientes autorregresivos en el modelo
AR(1) son cercanos a E (d;) = 0, pero la estimacién promedio de la varianza asociada es muy
grande comparada con el valor verdadero, 0 = 1. El valor grande de la varianza estimada
en el modelo AR(1) se debe a que bajo este escenario la mala especificacién al asumir un
modelo lineal, paga el precio de aumento en la varianza estimada y de que no se cumpla el
supuesto de ruido blanco para los residuales.

La Figura 24 muestra los histogramas para los 500 valores estimados para cada uno de
los pardmetros de interés. Como comentamos arriba, observe que los valores de las varianzas
estimadas para el modelo AR(1) son valores grandes.
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Figura 24. Histogramas de los pardmetros estimados, bajo los modelos TAR(2;1,1)
y AR(1), caso 8-1 con Z;_; ~ iidU (0, 1)
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Los errores de prondsticos bajo los modelos TAR(2;1,1) y AR(1), para cada uno de los
métodos estudiados se presentan en la Figura 25. Observemos que la variabilidad asociada a
los errores de prondsticos h-pasos adelante para los pronésticos bajo el modelo TAR(2;1,1)
son mucho menores que bajo el modelo AR(1), independientemente del método de prondéstico
utilizado y del horizonte de prondstico.

Errores de pronéstico modelo TAR Errores de pronéstico modelo TAR Errores de pronéstico modelo TAR
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Figura 25. Errores de pronéstico bajo cada alternativa de prondstico para el caso 8-1,
con Z;_1 ~ 1idU(0, 1).

A partir de las graficas de cajas y bigotes de la Figura 25 queda claro que los valores de las
funciones de pérdida para el modelo TAR(2; 1, 1) serdn menores que los respectivos valores de
las funciones de pérdida bajo el modelo AR(1). La Figura 26 contiene los comportamientos
de la funciones de pérdida para cada uno de los horizontes de prondstico, observe también
que el comportamiento promedio de los pronésticos bajo cada modelo y cada método de
pronéstico es cercano al comportamiento del promedio de los llamados valores “reales”.
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Figura 26. Funciones de pérdida para cada horizonte de prondstico, caso 8-1 con
Zy 1 ~idU (0,1) .

Bajo este escenario tenemos una separacién grande en magnitud entre los valores de las
funciones de pérdida bajo el modelo TAR(2;1,1) en relacién a las funciones de pérdida bajo
el modelo AR(1), como se mostré en la figura 26 y como podemos observar en la Tabla 11,
donde la ganancia de las funciones de pérdida ECMP y pérdida de cuantiles en el modelo
TAR(2;1,1) es grande. El desempeno de los prondsticos bajo el modelo TAR(2;1,1) es
mucho mejor que el desempeno de los prondsticos bajo el modelo lineal AR(1) para cada
uno de los métodos de obtencién de prondsticos.

Tabla 11. Cocientes de las funciones de pérdida, caso 8-1.

I | Mét. Rec. Mét. VD Mét. CR

1 | [10.48] (3.25) | [10.47] (3.25) | [12.62] (3.34)
2 | [5.31](2.28) | [5.33](2.29) | [6.09] (2.40)
3 | [3.65] (1.88) | [3.64] (1.88) | [3.89] (1.95)
4| [2.94](1.70) | [2.92](1.69) | [2.98](1.71)
5 | [2.47](1.60) | [2.46] (1.58) | [2.45] (1.60)
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Para complementar el anédlisis del caso 8, presentamos los cocientes de los valores de las
funciones de pérdida cuando el porcentaje de observaciones en el régimen con coeficiente
negativo es del 75%, identificado en la Tabla 4 como caso 8-2, e igualmente para el caso
en que el porcentaje de observaciones en el régimen con coeficiente positivo es del 75%
identicado en la Tabla 4 como caso 8-3. Los resultados se encuentran en las Tablas 12 y 13
respectivamente y la conclusion es al igual que en el caso 8-1, los pronésticos bajo el modelo
TAR(2;1,1) presentan mejor desempenio que los pronésticos bajo el modelo AR(1) debido
que los primeros presentan valores menores de las respectivas funciones de pérdida.

Tabla 12. Cocientes de las funciones de pérdida, caso 8-2
75% de observaciones en el régimen 1 (¢;= —0.95).

I | Mét. Rec. | Met. VP Mét. CR
1 | [9.11](2.72) | [9.12](2.67) | [11.40] (2.50)
2 | [5.26] (2.27) | [5.26] (2.26) | [6.98] (2-30)
3 | [3.615] (1.90) | [3.62] (1.90) | [4.72] (2.02)
4 | 271](1.64) | [2.73] (1.64) | [3.40] (1.76)
5 | [2.17] (1.50) | [2.20] (1.50) | [2.68] (1.61)

Tabla 13. Cocientes de las funciones de pérdida, caso 8-3
75% de observaciones en el régimen 1 (¢;= 0.95)
h Meét. Rec. Mét. VP Mét. CR
6.41] (2.35) | [6.38] (2.34) | [6.83] (2.02)
4.16] (2.03) | [4.14] (2.01) | [4.98] (1.96)
[2.93] (1.70) | [2.92] (1.70) | [3.48] (1.71)
(1.62) (1.62) (1.65)
(1.51) (1.50) (1.51)

2.57] (1.62) | [2.57] (1.62) | [2.87] (1.65
[2.:24] (1.51) | [2.24] (1.50) | [2-44] (1.51

Oy W~
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7.2.2 Resultados asumiendo que Z; ; sigue un proceso AR(1)

Recordemos que las alternativas de prondsticos identificadas como método recursivo y método
de regresién por cuantiles, consideran que conocemos los valores futuros de la variable de
umbral Z;_ 1, bajo el supuesto de que la estructura de dependencia de Z; ; estd dada por un
proceso AR(1) estacionario con ruido blanco gaussiano. Pronosticamos el comportamiento
futuro de Z;_, a partir de las ecuaciones recursivas o por medio de verosimilitud predictiva,
ya que ambos procedimientos son equivalentes bajo el supuesto de normalidad. La opcién de
pronosticar la funcién indicadora consiste en considerar a dicha variable como una serie de

tiempo binaria, para v fijo y suponemos el siguiente modelo para I(Z;_ 1 <~),t=1,2,...,T,
con 7" el niimero total de observaciones en la muestra, en nuestro caso 1" = 250,
1

m (@) =Pr(l(Z1 <) =1|F-1) = Fi (/Byy) =

1 +exp[—a/B;4]’

consideramos que la matriz de covariables B, 1 = (1,1(Z;_2 < v),1(Z;_3 < 7))’ esta for-
mada por un vector de unos, més los vectores resultantes de considerar los valores de la
serie binaria para uno y dos rezagos. A partir de dicha matriz de covariables, estimamos
el vector de pardmetros a, por medio de las correspondientes ecuaciones de verosimilitud
parcial, propuestas por Kedem y Fokianos (2002), posteriormente obtenemos los valores més
plausibles en la verosimilitud parcial, para la variable indicadora bajo a conocido.

El método de verosimiltud predictiva para el modelo TAR(2;1,1) descrito en la seccién
correspondiente, involucra conjuntamente al modelo de TAR(2;1,1) para Y; y el modelo
para la variable umbral y de aqui que al momento de obtener los prondsticos bajo esta
alternativa, obtenemos los pronésticos conjuntos para Yr., v Zrypq1 con h = 1,2,3,4,5,
bajo el criterio de que los valores encontrados son los valores mas plausibles con respecto
a la verosimilitud predictiva para el modelo. La ventaja de verosimilitud predictiva sobre
los métodos recursivo y de regresiéon por cuantiles , radica precisamente en el hecho de
pronosticar de manera conjunta la variable umbral y la serie TAR.

Recordemos que si Z;_1 ~ idU (0, 1), el porcentaje de observaciones en el régimen uno es
igual al valor del pardmetro . Para el caso en que Z;_; ~AR(1) sigue un proceso autorregre-
sivo estacionario con errores ruido blanco gaussiano, es decir, Z; 1 = pZ; o + u; con |p| < 1
y u; ~ iidN (0,02) tenemos que los valores del pardmetro dependerdn de los porcentajes de
observaciones postulados para cada uno de los regimenes, por ejemplo para garantizar una
proporcién de p observaciones en el régimen uno y (1 — p) en el régimen dos, tenemos que
Pr(Z;_1 <) =p, entonces v = &' (p), donde Z; 1 ~ N (0,02/(1 — p?)).

La primera parte del andlisis consiste en obtener los estimadores de los pardmetros para
los dos modelos considerados, por medio de los métodos de maxima verosimilitud y regre-
sién por cuantiles. La Tabla 14 muestra los promedios de los 500 estimadores calculados por
méxima verosimilitud para cada uno de los pardmetros involucrados bajo el modelo corres-
pondiente y bajo cada escenario descrito en la Tabla 4. El mismo comentario se tiene para
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los valores en la Tabla 15, sélo que ahora los valores estimados se obtienen por medio del
método de regresién por cuantiles. Similar al caso en que Z; 1 ~ #idU (0,1) podemos con-
cluir de manera general que ambos procedimientos de estimacién presentan comportamientos
adecuados como funcién de las propiedades tedricas asintéticas.

Tabla 14. Promedios de las estimaciones por MV bajo los modelos TAR(2;1,1) y AR(1).
=7 )

Identificacién b, o &3.n | EG,) | E®) dar AR
caso 1-1 —0.096 | 0.99 |0.994 | 0.447 | 0.496 0.54 1.71
caso 1-2 —0.099 | 0.989 | 0984 | 0.173 | 0.252| 0.239 1.366
caso 1-3 0.989 | —0.096 | 0.995 | 0.717 | 0.736 | 0.712 1.888
caso 2-1 0.988 | 0.101 | 0.988| 0.545 |0.493| 0.631 1.467
caso 2-2 0.992 | 0.104 | 0991 | 0.770 | 0.740 | 0.816 1.632
caso 2-3 0.096 | 0.983 |0.990| 0.318 | 0.248 | 0.380 1.253
caso 3-1 —0.786 | —0.594 | 0.996 | —0.690 | 0.486 | —0.697 | 1.019
caso 4-1 —0.791 | 0.597 | 0.994 | —0.097 | 0.491 | —0.138 | 1.973
caso 4-2 —0.79 | 0.596 |0.991| —0.446 | 0.561 | —0.471 | 1.792
caso 4-3 0.595 | —0.792 | 0.989 | 0.248 | 0.422 | 0.227 1.658
caso 5-1 —0.400 | —0.591 | 0.990 | —0.495 | 0.255 | —0.499 | 1.006
caso 6-1 —0.399 | 0.591 | 0995 | 0.095 | 0.254| 0.114 1.333
caso 6-2 —0.396 | 0.581 | 0.993 | —0.151 | 0.202 | —0.133 | 1.236
caso 6-3 0.589 | —0.400 | 0.993 | 0.342 | 0.300 | 0.352 1.255
caso 7-1 —0.403 | 0.396 | 0.986 | —0.003 | 0.160 | —0.002 | 1.181
caso 7-2 —0.398 | 0.392 | 0.988 | —0.200 | 0.157 | —0.202 | 1.130
caso 7-3 0.394 | —0.381 ] 0.988 | 0.200 | 0.153 | 0.201 1.125
caso 8-1 —0.941 | 0.943 | 0.990 | 0.0008 | 0.888 | —0.0006 | 9.664
caso 8-2 —0.941 | 0.941 | 0.989 | —0.470 | 0.885 | —0.468 | 7.528
caso 8-3 0.941 | —0.942 | 0.988 | —0.0005 | 0.887 | 0.006 9.762
caso 9-1 —0.893 | 0.992 | 0.990 | 0.0495 | 0.891 | 0.096 | 10.576
caso 9-2 —0.894 | 0.988 |0.994 | —0.423 | 0.843 | —0.3871 | 5.981
caso 9-3 0.993 | —0.894 | 0.992 | 0.521 | 0.939 | 0.541 14.43
caso 10-1 0.893 | 0.993 |0.997 | 0.943 | 0.892 | 0.945 1.027
caso 11-1 0.895 | 0.692 |0.989 | 0.794 | 0.640 | 0.802 1.023
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Tabla 15. Promedios de las estimaciones por CR bajo los modelos TAR(2;1,1) y AR(1).
)

Identificacién b1 bs 6%.n | EG,) | E®) Dar 4R
caso 1-1 —0.094 | 0.992 | 0.998 | 0.448 | 0.496 0.59 1.74
caso 1-2 —0.09 | 0.989 |0.988| 0.173 |0.252 | 0.163 1.382
caso 1-3 0.988 | —0.094 | 0.999 | 0.717 | 0.735| 0.825 1.954
caso 2-1 0.988 | 0.102 |0.993 | 0.545 | 0.494 | 0.663 1.479
caso 2-2 0.990 | 0.103 ]0.995| 0.768 | 0.738 | 0.896 1.672
caso 2-3 0.095 | 0991 |0.995| 0.319 |0.252| 0.334 1.263
caso 3-1 —0.788 | —0.591 | 1.001 | —0.690 | 0.486 | —0.696 | 1.022
caso 4-1 —0.794 | 0.594 | 0.998 | —0.100 | 0.491 | —0.156 | 1.994
caso 4-2 —0.793 | 0.597 | 0.995 | —0.445 | 0.561 | —0.602 | 1.840
caso 4-3 0.592 | —0.789 | 0.993 | 0.247 | 0.418 | 0.357 1.696
caso 5-1 —0.399 | —0.590 | 0.994 | —0.495 | 0.254 | —0.501 | 1.008
caso 6-1 —0.400 | 0.591 | 0999 | 0.095 | 0.255| 0.113 1.338
caso 6-2 —0.394 | 0.582 | 0.997 | —0.150 | 0.201 | —0.178 | 1.243
caso 6-3 0.587 | —0.399 | 0.997 | 0.340 | 0.298 | 0.401 1.262
caso 7-1 —0.402 | 0.401 | 0.991 | —0.0007 | 0.161 | 0.003 1.185
caso 7-2 —0.399 | 0.390 | 0.992 | —0.201 | 0.157 | —0.225 | 1.135
caso 7-3 0.390 | —0.382 ] 0.992 | 0.197 | 0.150 | 0.222 1.129
caso 8-1 —0.942 | 0.944 | 0.995 | 0.0009 | 0.889 | —0.0071 | 11.175
caso 8-2 —0.942 | 0.9392 | 0.993 | —0.472 | 0.885 | —0.819 | 8.9163
caso 8-3 0.941 | —0.942 | 0.992 | —0.0005 | 0.887 | 0.031 | 11.296
caso 9-1 —0.892 | 0.992 | 0995 | 0.049 |0.890 | 0.184 | 12.490
caso 9-2 —0.895 | 0.989 |0.999 | —0.424 | 0.846 | —0.742 | 7.046
caso 9-3 0.993 | —0.894 | 0.997 | 0.521 | 0.940 | 0.908 | 17.455
caso 10-1 0.892 | 0.993 | 1.001| 0.943 | 0.891 | 0.945 1.030
caso 11-1 0.893 | 0.691 |0.994| 0.792 | 0.637 | 0.801 1.026

Al igual que en el caso de Z;_; ~ iidU (0, 1) mostramos algunos resultados graficos, asf
como los cocientes de las funciones de pérdida para el modelo AR(1) entre las funciones de
pérdida para el modelo TAR(2;1, 1), para los casos 1-1, 3-1 y 8-1 respectivamente.
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Resultados para el caso 1-1

Recordemos que los valores de los pardmetros identificados como caso 1-1 son: ¢; = —0.1,
¢y =1, Pr(Z,_y < ) = 0.5, E(6;) = 0.45 y E(6?) = 0.505, con valores estimados bajo el
modelo TAR(2;1,1) y AR(1) via MV y RC, dados en la Tabla siguiente:

= ~ N = ) ~ N
Método o1 Oy | 67ar | EG,) | EG,) | ¢ | &%z

MV | —0.096 | 0.99 | 0.994 | 0.447 | 0.496 | 0.54 | 1.71
RC —0.094 | 0.992 | 0.998 | 0.448 | 0.496 | 0.59 | 1.74

‘Observemos de la tabla anterior que los valores de gAb son mayores que los valores de
E(6;). La Figura 27 presenta distintas realizaciones del proceso bajo los valores verdaderos
de los parametros.
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Figura 27. Realizaciones del modelo TAR(2;1,1) para el caso 1-1 con Z; 1 ~AR(1).

El comportamiento gréfico de los estimadores correspondientes al caso 1-1 se muestra
en la Figura 28. Las lineas verticales, en el caso de los histogramas asociados al modelo
TAR(2;1,1) que corresponden a los primeros tres histogramas en cada renglén de la figura,
indican los verdadedos valores de los pardametros bajo este escenario. Para los histogramas
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correspondientes a los valores estimados bajo el modelo lineal AR(1), la linea vertical indica
el valor de E (J;), mientras que dicha linea en los histogramas para las varianzas estimadas
bajo el modelo lineal corresponde a la varianza del error considerada en el ejercicio de
simulacién, o2 = 1.
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Figura 28. Histogramas de los pardmetros estimados, bajo los modelos TAR(2;1,1)

y AR(1), caso 1-1 con Z;_; ~AR(1)

Los comportamientos de las estimaciones para los pardmetros en el caso TAR(2;1,1),
para ambos procedimientos de estimacion, se distribuyen alrededor del verdadero valor. A

diferencia del caso Z; 1 ~ iidU (0,1) observamos que la mayor parte de los valores de las
estimaciones del coeficiente autorregresivo estdan por arriba del E (5t> mientras que los

valores de las estimaciones de las varianzas son mucho mayores que el valor verdadero.
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La Figura 29 presenta la variabilidad de los errores de prondsticos bajo cada alternativa de
pronéstico, para los modelos TAR(2;1,1) y AR(1) para los prondsticos h = 1,2, 3,4, 5-pasos
hacia adelante. A partir de esta gréfica podemos inferir que bajo verosimilitud predictiva
los ECMP presentardan un buen comportamiento en el sentido de ECMP maés pequeno que
los respectivos ECMP bajo las otras alternativas.
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Figura 29. Errores de pronéstico bajo cada alternativa de prondstico para el caso 1-1,
con Z; 1 ~AR(1).

En la Figura 30 presentamos los promedios de los ECMP, de la funcién de pérdida de
cuantiles y de los prondsticos h-pasos adelante para cada una de las alternativas de pronéstico
bajo los modelos TAR(2;1,1) y AR(1). La linea verde punteada identificada con la etiqueta
TAR_ VP estd asociada al modelo TAR(2;1,1) con prondésticos generados por verosimilitud
predictiva. Observamos que para ambas funciones de pérdida, la ganancia del método de
verosimilitud predictiva es clara, siguiendole el método de cuantiles bajo los prondsticos de
la variable indicadora identificado por la linea continua verde fuerte y identificada con la
etiqueta TAR CRIZt. La tercera gréfica en la Figura 30 corresponde a los prondsticos
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promedios para cada alternativa y cada método de prondéstico, la linea rosa identifica a los
promedios de los tltimos cinco valores bajo las series simuladas, es decir, promediamos los
500 valores simulados al tiempo 7'+ 1, T+ 2, ..., T +5.
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Figura 30. Funciones de pérdida para cada horizonte de prondstico, caso 1-1 con
Zt—l NAR(].) .

La Tabla 16 se lee como sigue: Mét. Rec., Método Vero. Pred y Mét. CR. significa
que el método usado para la obtencién de los prondsticos h-pasos adelante corresponden al
método recursivo, método de verosimilitud predictiva y método de cuantiles. I (Z;_1 <)

y I (Zt_lg 7) significan que dentro de los métodos recursivo y de regresién por cuantiles

se utilizan los pronésticos de I (Z;_1 <) o de Z;_; respectivamente. Los nimeros entre
corchetes corresponden a los cocientes de los ECMP para el modelo AR(1) entre los ECMP
para el modelo TAR(2;1,1), mientras que los nimeros entre paréntesis corresponden al co-
ciente de la funcién de pérdida “check” en el modelo AR(1) entre la funcién de pérdida
“check” en el modelo TAR(2;1,1). Los porcentajes para cada horizonte de pronésticos co-
rresponden a la proporcién de veces en que el régimen se identificé correctamente, es decir,
dado que conocemos los valores de la variable umbral al tiempo 7', T'+ 1, ..., T+ h —1
podemos obtener los valores de la variable indicadora para los distintos horizontes de prondés-
tico, bajo v conocido, luego comparamos estos valores con los correspondientes valores al
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considerar los prondsticos [ (Zt_lﬁ 7) y I (Zi—1 <) . Observe que en los métodos recursivo

y de regresiéon por cuantiles los porcentajes de correcta identificacién del régimen, columnas
2 y 5 de la Tabla 16 toman los mismos valores, igualmente para las columnas 3 y 6, lo cual
se debe a que los pronésticos para la variable umbral o para la variable indicadora en ambos
métodos son los mismos.

Tabla 16. Cocientes de las funciones de pérdida, y porcentajes de veces en que se identifica
correctamente al régimen bajo cada esquema de obtencién de los prondsticos, caso 1-1.

Horiz. Mét. Rec. Mét. Rec. Método Mét. CR Mét. CR
pronés. ]N(Zt_lﬁ v) [(Z_lg v) | Vero. Pred. [N(Zt_l <) ](Z_lﬁ v)
h=1 [L.74] (1.30)| [L.73] (1.29)| [2.02] (1.53)] [1.81] (1.32)| [1.85] (1.32)
Ide.rég. 100% 100% 100% 100% 100%
h=2 [1.08] (1.06)| [1.09] (1.06)| [L.83](1.52)| [1.23](L.11)| [1.21] (1.13)
Ide.rég. 64.2% 66.6% 76.4% 64.2% 66.6%
=3 [0.96] (0.08)| [0.96] (0.99)| [L.74] (1.43)| [1.15] (1.05)| [1.12] (1.06)
Ide.rég. 62.0% 57.8% 69.8% 62.0% 57.8%
h=4 [1.11] (1.04)| [0.88](0.94)| [L.80] (1.46)| [L.05](L.12)| [1.27] (1.02)
Ide.rég. 99.6% 56.6% 64.2% 99.6% 56.6%
h=5 [1.05] (1.01)| [0.82](0.92)] [1.62] (1.36)| [0.94] (1.05)] [L.16](0.97)
Ide.rég. 99.4% 54.2% 60.0% 99.4% 54.2%

Los resultados de la Tabla 16 indican que los desempenos de los prondsticos para el
modelo TAR(2;1,1) considerando las dos funciones de pérdida y en comparacién con los
desempenos de los pronésticos bajo el modelo AR(1) son mejores. Notemos también que los
desempenos de los prondésticos bajo el método de regresiéon por cuantiles favorece al modelo
TAR(2;1,1). Recordemos que para los métodos de pronésticos recursivo y de regresién por
cuantiles, los prondsticos de la variable umbral o su indicadora se obtienen como un paso
previo, sin embargo notemos que los prondsticos para Y; bajo TAR(2;1,1) en el método de
regresién por cuantiles presentan mejores desempenos que bajo el método recursivo.

Para completar los resultados bajo este escenario presentamos el equivalente a la Tabla 16
para los casos caso 1-2 y caso 1-3 que difieren del caso 1-1 en los porcentajes de observaciones
en los regimenes.
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La Tabla 17 contiene los resultados de los cocientes de las funciones de pérdida y los
porcentajes de veces en que el régimen se identificé correctamente, para los valores de los
parametros dados en el caso 1-2, para 0? = 1. La diferencia de este caso con el caso 1-1 es
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que el porcentaje de observaciones en el régimen uno (¢, = —0.1) es del 75%.

Tabla 17. Cocientes de las funciones de pérdida, y porcentajes de veces en que se identifica

correctamente al régimen, bajo cada esquema de obtencién de los prondsticos, caso 1-2.

Horiz. Mét. Rec. Mét. Rec. Método Mét. CR Mét. CR
pronés. T(Ztg v) I(Z,Ig v) | Vero. Pred. T(Ztg v) ](Z,lg 2)
h=1 [1.32](1.15)] [1.32] (L.15)] [L.33] (L15)| [1.32] (1.14)] [L.32](1.14)
Ide.rég. 100% 100% 100% 100% 100%
=2 [1.07] (1.03)] [0.98] (1.00)| [L.16] (1.06)| [L.09] (1.03)] [L.01] (L.00)
Ide.rég. 81.6% 76.8% 81.6% 81.6% 76.8%
h=3 [1.04] (1.00)| [0.98] (0.99)| [1.20](1.07)| [1.09](1.02)| [0.98](1.00)
Ide.rég. 75.0% 72.8% 79.4% 75.0% 72.8%
h=4 [1.03] (1.00)| [1.00] (1.00)| [1.20](1.06)| [1.09](1.02)| [1.00](1.00)
Ide.rég. 100% 72.8% 78.4% 100% 72.8%
h=5 [0.98] (1.00)| [0.99] (1.00)| [1.09](1.04)| [1.03](1.01)| [1.00](1.00)
Ide.rég. 99.6% 76.4% 80.8% 99.6% 76.4%

La Tabla 18 muestra los resultados de los cocientes de las funciones de pérdida, asi como
los porcentajes de veces en que el régimen se identificé correctamente, para los valores de
los pardmetros dados en el caso 1-3, para 02 = 1. La diferencia de este caso con el caso 1-1

es que el porcentaje de observaciones en el régimen de rdiz unitaria (¢; = 1) es del 75%.

Tabla 18. Cocientes de las funciones de pérdida, y porcentajes de veces en que se identifica

correctamente al régimen, bajo cada esquema de obtencién de los prondsticos, caso 1-3.

Horiz. Meét. Rec. Mét. Rec. Método Mét. CR Mét. CR
pronos. T(Ztg v) I(Zt,lg v) | Vero. Pred. T(Ztg v) [(Z,lg v)
h=1 [2.02] (1.33)| [2.02](1.33)] [2.02](1.33)| [2.17](1.35)| [2.06](1.31)
Ide.rég. 100% 100% 100% 100% 100%
h=2 [1.19] (1.13)| [1.25](1.15)| [1.67](1.28)| [1.36](1.20)| [1.41](1.21)
Ide.rég. 72.4% 69.8% 76.2% 72.4% 69.8%
h=3 [1.09] (1.06)| [1.09] (1.06)| [1.44](1.20)| [1.29](1.16)| [1.30](1.15)
Ide.rég. 71.4% 66.8% 72.0% 71.4% 66.8%
h=4 [1.21] (1.10)| [0.96] (0.96)| [1.34](1.13)| [1.46](1.25)| [1.18](1.11)
Ide.rég. 100% 64.6% 71.6% 100% 64.6%
h=15 [1.15] (1.08)| [0.83](0.90)| [1.22](1.09)| [1.37](1.20)| [1.04](1.03)
Ide.rég. 100% 65.8% 73.0% 100% 65.8%
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Al considerar los resultados de las Tablas 17 y 18 concluimos que modelo TAR(2;1,1)
bajo el método de verosimilitud predictiva obtiene mejores resultados en cuanto al desem-
peno de sus prondsticos h-pasos adelante, bajo las funciones de pérdida ECMP y pérdida de
cuantiles. Notamos también el buen desempefio de los pronésticos en el modelo TAR(2;1,1)
bajo el método de regresiéon por cuantiles para las dos funciones de pérdida; es importante
mencionar que los desempenos son mejores al considerar los prondsticos de la variable indi-
cadora. Para el método recursivo no podemos extender las conclusiones anteriores ya que el
modelo TAR(2; 1, 1) se desempenia mejor que el AR(1) para algunos horizontes de pronésti-
cos en el caso en que el porcentaje de observaciones en el régimen estacionario sea mayor que
el de raiz unitaria (Tabla 17) mientras que para el caso en que el régimen no estacionario
(Tabla 18) posee el 75% de las observaciones es el modelo TAR(2;1, 1) el que presenta mejor
desempeno.

Resultados para el caso 3-1

A continuacién presentamos los resultados para el caso 3-1, donde los valores de los pardme-
tros considerados para la simulacién de las 500 series son: ¢; = —0.8, ¢, = —0.6,

02 =1, Pr(Z,_, <v)=0.5, E(6) = —0.7y E(6?) = 0.5. Los valores estimados promedios
bajo los métodos de MV y RC respectivamente, se muestran en la siguiente tabla:

~ ~ N ~ ~2 ~ R

Método | ¢, o 654 | E(,) | E(5,) | ¢ &R
MV —0.786 | —0.594 | 0.996 | —0.690 | 0.486 | —0.697 | 1.019
RC [ —0.788 ] —0.591 [ 1.001 | —0.690 | 0.486 | —0.696 | 1.022

Notemos que el promedio de las estimaciones de los coeficientes autoregresivos bajo el
modelo TAR son muy cercanas a los verdaderos. Las estimaciones de las varianzas bajo el
modelo AR(1), 62AR, son muy cercanas al valor utilizado para el ejercicio de simulacién, y
a diferencia del caso 1-1 tenemos que el valor de ¢ es aproximadamente igual al valor de
E (St), estamos también ante un modelo TAR(2;1, 1) bien comportado en el sentido de que
nos alejamos de no estacionariedad.

La Figura 31 muestra algunas realizaciones del proceso bajo el escenario descrito arriba,
observemos el comportamiento homogéneo de las observaciones a través del tiempo.
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Realizacion TAR(2;1,1), Caso3-1

Realizacién TAR(2;1,1), Caso3-1
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Realizacion TAR(2;1,1), Caso3-1
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En la Figura 32 presentamos los comportamientos de las estimaciones para cada uno
de los pardmetros en los modelos TAR(2;1,1) y AR(1), bajo los métodos de MV y RC
respectivamente. Observemos que bajo este escenario, el comportamiento de los estimadores
para la varianza bajo el modelo TAR(2;1,1) y AR(1) son muy parecidos ademds de que
qAﬁl ~ F (0;), y de aqui que esperamos que los desempetios de los pronésticos h-pasos adelante
bajo ambos modelos sean aproximamente iguales.

Los errores de pronésticos para cada horizonte de prondstico se encuentran en la Figura
33, de la cual observamos que los rangos de variacion de los pronésticos bajo los distintos
esquemas de prondsticos y bajo ambos modelos son esencialmente lo mismo.
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Figura 33. Errores de pronéstico bajo cada alternativa de prondstico para el caso 3-1,
con Z;_1 ~AR(1).
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Los comportamientos de las funciones de pérdida para cada horizonte de prondstico se
presentan en las dos primeras graficas de la Figura 34. Salvo el caso del modelo TAR(2;1, 1)
bajo el método recursivo y considerando los prondsticos de Z;_ 1, identificado por la linea
punteada azul fuerte, observamos que las funciones de pérdida toman préacticamente los

mismos valores.
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Figura 34. Funciones de pérdida para cada horizonte de prondstico, caso 3-1 con
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El resumen del anilisis grédfico se encuentra en la Tabla 19, que contiene los cocientes
de las funciones de pérdida en el modelo AR(1) entre las funciones de pérdida en el modelo
TAR(2;1,1), asi como los porcentajes en que el régimen es correctamente identificado.

Tabla 19. Cocientes de las funciones de pérdida, y porcentajes de veces en que se identifica
correctamente al régimen, bajo cada esquema de obtencién de los prondsticos, caso 3-1.

Horiz. Meét. Rec. Mét. Rec. Método Mét. CR Mét. CR
pronds. T(Ztg v) I(Z,Ig v) | Vero. Pred. f(Ztg v) ](Z,Ig %)
1 [1.01] (1.00)] [L.01] (1.00)| [L.01] (L.01)| [1.02] (1.01)] [L.02](L.01)
Ide.rég. 100% 100% 100% 100% 100%
2 [0.99] (1.00)| [0.99] (1.00)| [1.00](1.01)| [1.01](1.01)| [1.01](1.02)
Ide.rég. 59.4% 64.4% 64.0% 59.4% 64.4%
3 [0.98] (0.99)| [0.97]0.97) | [1.00](0.99)| [1.00](1.00)| [0.98](0.98)
Ide.rég. 59.0% 59.8% 59.8% 59.0% 59.8%
4 [1.00] (1.00)| [0.97](0.98)| [1.01](1.00)| [1.01](1.00)| [1.00](1.00)
Ide.rég. 98.6% 55.6% 55.6% 98.6% 55.6%
5 [1.01] (1.00)| [0.99] (0.98)| [1.01](1.01)| [1.01](1.01)| [1.00](1.00)
Ide.rég. 98.8% 54.4% 54.2% 98.8% 54.4%

De los resultados de la Tabla 19 podemos concluir que al utilizar los método de verosimi-
litud predictiva y de regresién por cuantiles para generar los pronésticos h-pasos adelante el
modelo TAR(2; 1, 1) presenta ligeras ganancias en los desempenos de los prondésticos, sin em-
bargo estrictamente hablando tenemos que los desempenos de los prondsticos bajo el modelo
AR(1) son equivalente a los desempefios bajo el TAR(2;1,1). Si el método de prondéstico
utilizado corresponde al método recursivo y en particular si usamos los pronésticos para Z;
observamos que el desempeno del AR(1) es mejor que el desempenio bajo el TAR(2;1,1).
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Resultados para el caso 8-1

El caso 8-1 corresponde a los siguientes valores de los pardmetros son: ¢; = —0.95, ¢, = 0.95,
02 =1, Pr(Z,_, <~) =05, E(§,) =0y E(§?) = 0.903, con valores estimados bajo el modelo
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TAR(2;1,1) y AR(1) via MV y RC respectivamente, dados en la Tabla siguiente:

]

Método o ¢y | 6%ur | EG,) | E(S,) o 6R
MV —0.941 | 0.943 | 0.990 | 0.0008 | 0.888 | —0.0006 | 9.664
RC —0.942 | 0.944 | 0.995 | 0.0009 | 0.889 | —0.0071 | 11.175

A partir de los valores de los coeficientes autorregresivos para cada uno de los regimenes
notamos que en ambos regimenes estamos cercanos al caso de raiz de unitaria, recuerde sin
embargo que globalmente el modelo es estacionario. Podemos observar el comportamiento
del modelo TAR(2;1, 1) bajo este escenario de simulacién en las realizaciones del proceso

dadas en la Figura 35.
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Figura 35. Realizaciones del modelo TAR(2;1, 1) para el caso 8-1 con Z;_; ~AR(1).
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Los histogramas correspondientes a las estimaciones de los pardmetros bajo cada modelo y
considerando los métodos de estimacion de MV y CR se presentan en la Figura 36. Las lineas
verticales se interpretan como en los otros casos analizados. Notemos que la distribucién
de los coeficientes autorregresivos en el modelo TAR(2;1,1) presentan ligeros sesgos, a la
derecha para el caso en que el signo del coeficiente autorregresivo es negativo y a la izquierda
cuando el signo del coeficiente autorregresivo es positivo, originado por la cercania del a la
condicion de no estacionariedad.
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Figura 36. Histogramas de los pardmetros estimados, bajo los modelos TAR(2;1,1)
y AR(1), caso 8-1 con Z;_; ~AR(1).
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Al calcular los errores de prondsticos graficados en la Figura 37 observamos que los
errores de prondstico bajo verosimilitud predictiva presenta poca variabilidad alrededor de
cero, mientras que bajo los métodos de regresién por cuantiles y recursivo la variabilidad
de los errores de prondstico se ve afectada por los valores que exceden el rango intercuantil,
veremos la influencia de dichos valores al momento de calcular los valores de las respectivas
funciones de pérdida para cuantificar los desempenos de los prondsticos.
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Figura 37. Errores de pronéstico bajo cada alternativa de prondstico para el caso 8-1,
con Z; 1 ~AR(1).

La Figura 38 presenta los promedios de los valores de las pérdidas ECMP y de cuantiles
bajo cada horizonte de prondstico y para cada alternativa de obtencién de los prondsticos.
Resalta el comportamiento de las pérdidas bajo verosimilitud predictiva, indicando que la
ganancia al utilizar este método para genera los prondsticos h-pasos adelante identifica que el
desempeno de los prondsticos en el TAR(2;1,1) es superior al caso AR(1). Una observacién
por demés interesante en relacién a la funcién de pérdida de cuantiles es que, bajo la funcién
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de pérdida ECMP los desempefios de los pronésticos en el modelo TAR(2;1,1) bajo los
métodos recursivo y de cuantiles es pobre comparado con el caso similar, pero bajo el modelo
AR(1), mientras que bajo la funcién de pérdida de cuantiles la ganancia en los pronésticos
se da para el modelo TAR(2;1,1).

o _|— ARR _,4._~-_"—"’" TR e
~ |- TARREZL e e - PR - =l
- - TAR_RZt =
RS ==
=) = ——
— Lo .
n - AR_CR
== TAR_CRIZt
—  TAR_CRZt
|
5
— ARR L = TR e L
o~ — TAR=RIZt= P ———————— P i e —
o - TARRzt SRR
T — AR_VP
o _| —  TAR_VP
o . [ ——
n = ————,——— AR_CR
3 e — —— TAR_CRIZt
< —  TAR_CRZt
o T T r | :
1 2 3 4 5
° Funcién de pérdida de cuantiles de uno a cinco pasos
N
S |7 RR PR - — ARVP
- TAR_RIZt st N \ ~ —
o TAR_RZt T ~ S
—
o
8
S ARSCR
- —— TAR_CRIZt
o —  TAR_CRZt
o —— Reales
o
T T T T T T
1 2 3 4 5

Promedio de los prondsticos de uno a cinco pasos
Figura 38. Funciones de pérdida para cada horizonte de prondstico, caso 8-1 con
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7.2. PRESENTACION Y ANALISIS DE LOS RESULTADOS 145

La Tabla 20 presenta los cocientes de las funciones de pérdida bajo el modelo AR(1) entre
las funciones de pérdida bajo el modelo TAR(2;1, 1), podemos ver la ganancia del método
de verosimilitud como funcién del ECMP y de la pérdida de cuantiles. Notemos ademads que
los desempenos de los pronésticos bajo los métodos recursivos y de cuantiles bajo la pérdida
ECMP favorece al modelo AR(1), mientras que bajo la pérdida de regresién por cuantiles
es el modelo TAR(2;1,1) el que presenta el mejor desempeno.

Tabla 20. Cocientes de las funciones de pérdida, y porcentajes de veces en que se identifica
correctamente al régimen, bajo cada esquema de obtencién de los prondésticos, caso 8-1.

Horiz. Meét. Rec. Mét. Rec. Método Mét. CR Mét. CR
pronos. T(Ztg v) [(Z_lg v) | Vero. Pred. T(Ztg v) [(Zg_lﬁ v)
h=1 [10.18] (3.15) [10.18](3.15) [10.41](3.20) [12.19](3.15) [12.05](3.15
Ide.rég. 100% 100% 100% 100% 100%
h=2 [0.71] (1.03)| [0.89] (1.15)| [5.67](2.37)| [0.66](0.97)| [0.82](1.08)
Ide.rég. 60.6% 66.0% 93.4% 60.6% 66.0%
h=3 [0.78] (1.06)| [0.83] (1.08)| [4.17](2.06)| [0.81](1.06)| [0.89](1.10)
Ide.rég. 60.6% 59.4% 94.2% 60.6% 59.4%
h=4 [0.80] (1.03)| [0.66](0.93)| [3.30](1.86)| [0.80](1.03)| [0.67](0.93)
Ide.rég. 99.8% 57.0% 94.2% 99.8% 57.0%
h=15 [0.81] (1.00)| [0.78](0.98)| [2.93](1.72)| [0.83](1.01)| [0.81](1.00)
Ide.rég. 99.6% 51.2% 92.2% 99.6% 51.2%

Los resultados para el caso de 02 = 4 son similares y no se reportan aqui. Las con-
clusiones generales del ejercicio de simulacién muestran que los pronésticos via el método
de verosimilitud predictiva son los de mejor desempeno en virtud de que estos presentan
valores méas pequenos, de las respectivas funciones de pérdida ECMP y pérdida de regresién
por cuantiles que sus competidores lineales AR bajo la misma alternativa de prondstico. La
situacion explorada en el caso 3-1, muestra la robustez de la alternativa de regresiéon por
cuantiles, ya que identifica que el modelo TAR presenta mejor desempenio de los pronésticos
a pesar de la cercanfa aparente en los modelo TAR y AR como funcién de los valores de los
coeficientes autorregresivos en el modelo TAR.
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Capitulo 8

Conclusiones y discusion

En este trabajo de tesis hemos identificado algunas de la caracteristicas de mayor peso al
momento de cuantificar y estudiar los desempenos de los prondsticos en modelos TAR. Ante
el problema identificado en la literatura de prondsticos no lineales, de que dun cuando el
VPGD es efectivamente un modelo no lineal no hay garantia de que los pronésticos asociados
a dichos modelos presenten mejores desempenos, e comparacién con los pronésticos asociados
a modelos lineales, y cuantificados por medio de los ECMP, Clements y Smith (1997), Dacco
y Satchell (1999), Clements et al (2003). Proponemos dos alternativas basadas en la teoria
estadistica para obtener los estimadores de los pardmetros y los prondsticos en modelos TAR:
verosimilitud predictiva y regresién por cuantiles. La consideracién de dichas alternativas
resuelve el problema identificado en la literatura en virtud de que bajo estés, los desempenos
de los prondésticos en modelos TAR son mejor comportados que los prondsticos correspondi-
entes bajo el modelo lineal, considerando las funciones de pérdida error cuadratico medio y
la funcién cuantil.

Una caracteristica de los modelos TAR es que bajo ciertos escenarios (como funcién de
las magnitudes y signos de los pardmetros autoregresivos) el modelo lineal provee una buena
aproximacién al modelo no lineal y de aqui que ante la simplicidad del modelo lineal para
obtener los prondsticos, erréneamente se tome a este como el mejor modelo. Sin embargo,
hemos mostrado que bajo el modelo especificado incorrectamente el proceso de errores aso-
ciados se rige por un modelo de volatilidad. La variabilidad observada de dicho proceso a
través del tiempo se identifica directamente como funcién de los primeros dos momentos de
la variable d;, en virtud de que dichos momentos determinan la condicién de estacionariedad
del modelo TAR, es decir, entre més alejado estemos de la condicién de no estacionariedad
(E (5?) = 1) mejor serd la aproximacion del modelo lineal. Atn en estos casos, los métodos
de verosimilitud predictiva y regresién por cuantiles presentan un buen desempeno de sus
pronésticos, el cual mejora si la cuantificaciéon de los desempenos se realiza por medio de la
funcién de pérdida de cuantiles como reflejo de la robustez de dicha alternativa al considerar
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adecuadamente la asimetria natural presentada en los modelo TAR.

Identificamos que ante especificaciones erréneas, al suponer un modelo lineal, se paga el
precio de que los residuales asociados al modelo lineal no se comportan como ruido blanco.
La distribucién identificada en los errores corresponde a distribuciones asimétricas de colas
pesadas, y de aqui que el supuesto de errores con distribuciéon normal no se presenta, la
gravedad del problema esta en funcién de la parametrizacion especifica del modelo TAR,
como procesos generardor de los datos.

El incremento de la variabilidad identificado bajo el modelo mal especificado, asi como
el no cumplimiento distribucional de los residuales respectivos se ve rebasado al considerar
metodologias distintas en los procedimientos de estimaciéon y obtencién de prondsticos tal
y como se habfa venido realizando en gran parte de la literatura. Nuestras alternativas,
verosimilitud predictiva y regresién por cuantiles, abordan el problema de estimacion de
pardmetros y obtencién de prondsticos bajo la misma metodologia estadistica y de aqui que
al momento de evaluar los desempenos de los pronésticos bajo el VPGD estos presenten
mejores desempenos que bajo un modelo incorrecto.

Paralelamente, debemos considerar que existen situaciones donde el proceso de estimacién
se da hasta después de la identificacién del modelo, de manera que hay que tomar en cuenta
otras caracteristicas del fenémeno de interés al momento de elegir un modelo lineal en lugar
de un modelo no lineal. Otro punto importante es que en muchos fenémenos naturales la
interpretacién de los prondsticos lineales carece de sentido préctico.

Una ventaja de la alternativa de regresién por cuantiles es que podemos considerar dis-
tribuciones asimétricas para los errores, y que esta asimetria estd asociada directamente con
los valores del pardmetro # en la funcién cuantil.

Un estudio exhaustivo sobre el efecto de distribuciones no normales en los errores debe
realizarse el cual nos lo planteamos como un trabajo futuro, aunque es claro que no es un
factor para el método de regresion por cuantiles, solo para el de verosimilitud predictiva.

Para resolver el problema que dié origen a este trabajo de tesis, fue necesario realizar un
estudio detallado del proceso estimacion de los pardmetros de los modelos TAR, demostramos
las propiedades de consistencia y distribucién asintética de los estimadores, considerando -~y
conocido para cada uno de los procedimientos de estimacién, minimos cuadrados, méaxima
verosimilitud y regresién por cuantiles. Para v desconocido mostramos sélo la consistencia
de los estimadores para el método de méxima verosimilitud.

Las pruebas para las distribuciones asintéticas en minimos cuadrados y maxima verosi-
militud descansan fuertemente en el concepto de continuidad y discontinuidad para SETAR.
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Este concepto no tiene una clara extensién al caso TAR. Las demostraciones para las dis-
tribuciones asintéticas de los EMV en el caso de v desconocido no fueron estudiadas, y se
deja como trabajo futuro.

Hay que conocer la estructura probabilistica particular del modelo TAR para aplicar los
resultados del caso SETAR al caso TAR. Tomando esto en cuenta las demostraciones en esta
tesis son aportaciones a la literatura de modelos no lineales.

Bajo el supuesto de normalidad, las estimaciones via minimos cuadrados y maxima vero-
similitud son iguales, sin embargo los métodos de prondsticos en modelos TAR, asociados a
dichos métodos de estimacién no son iguales, mientras que en el caso lineal si. Verosimilitud
predictiva considera toda la informacién de manera conjunta, utilizando asf las propiedades
probabilisticas de la variable umbral, lo cual hace mas eficiente el proceso de optimizacion.
Regresion por cuantiles y el método recursivo presuponen conocida la variable umbral, ya
que el proceso de obtenciéon de los prondsticos de dicha variable se realiza como un paso
previo a la obtencién de los pronésticos en el modelo TAR. Como parte de los resultados del
ejercicio de simulacién notamos que los pronédsticos TAR mediante regresién por cuantiles y
el método recursivo son maés eficientes si utilizamos los prondsticos de la variable indicadora
en vez de los prondsticos de la variable umbral. Esto debido a que las probabilidades de
mala clasificaciéon en los regimenes bajo el prondstico de la variable indicadora son muy
pequenos comparados con la mala clasificacién de los regimenes bajo el prondstico de la
variable umbral.

Una aplicacién inmediata de las alternativas de prondsticos aqui propuestas, es aplicar
las técnicas de verosimilitud predictiva y regresién por cuantiles a los modelos SETAR, de
los cuales no se tienen precedentes en la literatura actual.
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Apéndice A

Prueba de la propiedad de
consistencia de los EMV

Notacién

La funcién f es la funcién de densidad de €5 y F'la funcién de distribuciéon correspondiente
a f.

La esperanza bajo ¥ se denota por E.

Sea R la recta real (—oo,00) y ® = R U {—o00,00}, entonces R es compacto bajo la
métrica d (-, -) definida por d (z,y) = |arctan x — arctan y| .

Una funcién ¢ es Lip(1) si Vz, y € R, existe L > 0, tal que |p (z) — ¢ (y)| < Lz —y|.

El complemento de A se denota por A€.

El producto interno de x y y se denota por X'y.

Se omitird el subindice ¢t = 2, ...,T" a menos que se especifique lo contrario.

Preliminares al método de estimacién de maxima verosimilitud
Supondremos que &5 tiene distribucién conocida y que o se involucra en el modelo
modificando la escala, i.e., El modelo (2.1) se puede escribir de la siguiente manera

S/;f =h (Yt—h Zt—da d)) 7) + O¢&t, t Z 2a (Al)
para algiin 9 = (¢, ¢h,v) € R**3 d e {1,2,....p},donde Y; 1 = (Yiy,...,Y;,),
Zia=ZrayZiap1) o; = (o, auy, e y) ERPTL =12y paray € R y z € R,

h(y,z9) = (%1 + Z ¢klyk> I(za <7)+ (62502 + Zﬁbmyk) I(za>1).
k=1 k=1

Los errores {g;} en (A.1) son itdN (0,1) y

Zy = pLi_1 + uy,
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donde {u;} son #dN (0,02) .

La demostracién de las propiedades asintéticas de los EMV de ¢,7v,d, 0, p, 0, se hard
suponiendo ¢ = 1, por conveniencia en las expresiones involucradas en las demostraciones
del Lema A.1 y el Teorema 3.4. En el Lema A.2 se probard para el caso o > 0 general.

Debido a que Z; tiene su propia dindmica se tiene que los estimadores de p y o, cumplen
las propiedades de los modelos AR(1): fuertemente consistentes y asintéticamente normales
ver Teorema 8.2.1. de Fuller (1996).

Supondremos que ¥ = (qb’,’y,d)l es un punto interior del espacio paramétrico R2P+2 x
R x{1,2,..,p}.

Dado que ¥ es un punto interior se sigue que existe un conjunto compacto K C $%+2
tal que 9 es un punto interior de A = K x R x {1,2,...,p}, A es un conjunto compacto.

Sea v = (3,7, )" un punto interior de A. Sea (Y}, Z}) = (Yy, ... Yiepi1, Zts ooos Zt—pi1)
{Z,} y {Y},Z;} son cadenas de Markov. Sea gy (Y1, Zs_4) la densidad inicial de Yy y Zo_4
bajo 1, la funcién de transicién a un paso, iniciando en (Y’l, Z’27d)/ es

fYVe=h(Yi1,Ze-a,9)) fr (Zi—ag — h1 (Zi—q—1,p)) , 1 > 2.

La funcién de transicién a un paso, iniciando en Zf, , es f1(Z; — hy (Zi—1,p)) w (Ze| Zi—1) ,
t> 2.
Sea f; la funcién de densidad de uy, g1 (Z2—4) es la densidad inicial de Zy_4 bajo (p, 03)' ,
Si observamos (Y}, Y2, ..., Yy, Zo g, Zo_ i1, ey ZT,dH)/ se sigue que la funcién de verosi-
militud bajo 9 es

T
[/ =h(Yi1, 20, 8,7) fr (Ziea = 11 (Zi—a1,p)) 90 (Y1, Zoa) -

t=2

La estimacién de ¥ no se ve afectada por la estimacién de p, por lo que consideraremos
la funcién de verosimilitud condicional de 9 dada por

T
L) =] f (Vi = (Y1, Zioa. ,7)). (A.2)
t=d
~ N/
Sea I = (6/, 4, d) cualquier funcién medible de (Y1, Ya, ..., Yz, Zo_a, Zo—ai1, s Zr—ds1)

de RT*+2P a A tal que Y7 maximice, sobre A, la funcién de verosimilitud condicional dada
en (A.2).
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Supuestos

SC1. f(y) > 0, para toda y € R y es absolutamente continua. f’ existe casi en todas partes,
o=f/fyI(f)=["0 > W) f(y)dy < .

SC2. ¢ es Lip(1).

SC3. ¢ es derivable y la derivada ¢’ es Lip (1).

SC4. Eley|* < 00y Eus|* < 0.

Utilizaremos el hecho de que F |52\k < 00, para k = 1,2, 3,4, implica que E \Yd_llk < 00.
Probaremos la consistencia fuerte del EMV de ¥7. Sea /1 la razén de log-verosimilitud
condicional:

Yt 17Zt qu; ))
frw)=tr(B,rq) = TZln Yo Zondyy) Ch B

La ecuacién invariante
0062 = [ [ 7= R0 9) = (w0) g (00) dude

y el supuesto SC1 implican que gy es acotada fuera de [0, 00]2 sobre conjuntos compactos.
I (f) < oo implica que f es acotada.

flee+h(Yi1,Zia,,7) —h (Y 1,244, 8,7))
f (&) ,

w(Yzfl,Zt,q,é“t,,B,T):h’l 1 Stﬁn

Obsérvese que
lr () = 230 (Y012 g2 Bor), vEA
T\U _T t—1, tfqagta yT) s v .
Sea W =(1,y) v

v¢h(Y7Zq;/6a )_ 8[3 <Yazqa/37 )
= (W'I(zg<7),WI(zg>7)).

Vh (y,2q:8,7) = /1 +|y[" (A.4)

B (y, 24 B,7)] < 1Bl /1 + |yI*, (A.5)

Por lo tanto

Tenemos que

puesto que

h(yazq;ﬁa S) = /Blvﬁh (yazq;IB7S) . (A6)
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Adicionalmente, para cualquier s € R, r € R, ¢ € {1,...,p}

IVoh (y.24;8,7) — Vh (y,24;8,5) < /2 (1+ ]y|2)[(min (s,7) < 24 < max(s,r))
< 4/

2(L+|y[*) 1 (2 — sl < r —s]). (A7)

Lema A.1. Bajo las suposiciones del Teorema 3.4, para cualquier v= (3, q)' € A con
A=K xR x{1,2,...,p} y una vecindad abierta U,,

B sup [¢(Y1,Zs o0 8 ) —wwl,zgq,@,ﬁ,rﬂ] ., (A.8)

v*eUsy
cuando U, se contrae a v.
Demostracion. Sea

= {v* = (B, 7", q) e A:|B" = B| <n,d(r*,r) < 7)} , n>0.
Sin pérdida de generalidad probaremos el lema para

E sup | (Y1,Zo_y,e2,0") = (Y1,Zo_y,e2,3,7)] — 0 cuando n — 0.

v*€Uy(n)

Sea e (V) =Yoo —h(Y1,Zo_y, B,7) y 0(y,24,8%,7%) = h(y, 24, B,7) — h (y,2z,, 3", 7") . Para
cualquier v = (3, 7,¢q)" y para cualquier y € R, por (A.4) y (A.6) concluimos que

‘h(yaZQ?IB7 ) (yaZQHB r )‘ < ’ﬁ /6 ‘ 1 + |y’27 (Ag)
y por ecuaciones (A.5) y (A.7)
\h(y. 24,8, 7) — h(y,2q, 8°,7%)| < |87 \/2 (1 + ]y[2)] (min (r,7*) < z, < max (r,7"))
< B2 (L Iy (|2 =7 < | —r]).
Entonces para v* € U, () y parar € R, y € R

0 (y,2q,0")| = |h (v, 24, 8,7) = h (y,2q, 8,77
= |h(y, Zqﬁ r) = h(y,2q;8,7") + h(y, 24 8,7") — h(y,2q,8°,77)|
< |h(y,2¢;8,7) — h(y,2q; 8,7)| + |h (y, 24 8,7") — h (y, 24, 8", 1)

< V21811 (17—l < I =) + 18- 81| 1+ Iy
< [VZIBIT (12 = | < Iro (n) = vl) + ] /1 4 IyP” (A-10)
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donde rq (1) es tal que d (o (n),r) = .
Definamos

A(y,20m) = |VEIBIT (12 = 71 < Iro () = 1) + 1] y/1+ Iy[* (A11)

Los supuestos SC1 y SC2, E'|Y4-1] < oo y la ecuacién (A.5) implican que existe una
constante L tal que para cualquier v € A,

Eg? (2 (v)) = E{[p (62 + h(Y1,Zo-4,0.7) = 1 (Y1,Z5—, B,7)) — ¢ (2)]
= E{[p(ea+h(Y1,Zoa,.7) — h (Y1, 2o, 8,7)) — ¢ (e2)]* + ¢* (e2)
+2[p(ea+h(Y1,2Zo-a,0,7) = h(Y1,Z5-4,8,7)) — ¢ (e2)] ¢ (e2)}
<2E [¢* (e2) + L (Y1, Zo—a, &,7) — h (Y1, Z2fq>/6>7n)|2}
<20 () + 4L (18 + 81%) E (14 Y1) < o0 (A.12)
Del supuesto SC1 y la ecuacién (A.10) se sigue que In f es absolutamente continua, de
aqui

A(szqﬂ?)
1V (Y1,2Z9—g,62,V") = (Y1,Z9_g,69,0)| < / l¢ (62 (V) +v)| dv, (A.13)

_A(yvzq 777)

donde A (y,z,,7n) estd definido en (A.11).
Por lo tanto, de las ecuaciones (A.12) y (A.13) y de la desigualdad de Cauchy-Bunyakovskii-
Schwarz se sigue que

E l sup W’ (Yh Z2—q,€2,’0*) - (Yh Zz—q,€27’U)|]

v*ely

< E{[|2¢ (e2 ()| + LA (y, 24, n)] A (y, 24, )}
<2 (Eg? (22 (v))) " (BA? (y.2q,m)) "> + LEA® (y,24,1).
Debido a que
EA (y,20,m) = E{ (1 +15F) [V2IBI 1 (12 — 1] < Iro () = r]) + ] }
—0. (A.14)

n—0

De (A.12) y (A.14) se sigue (A.8).
Si r = 0o, tenemos un resultado similar a (A.10)

\h(y,2zq, B%,7) — h(y, 2, 87,77 <[8%]1/2 (1 + |y]2)] (min (oo, ") < z, < max (co,7"))

< B 1\/2(1+ |y]2)I(zq > 7).
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6 (y,24,0")| = |h(¥,24,8,7) — b (y,24, 8,77
S ‘h‘(Y7Zq;B>T) - h(Y7Zq;ﬁ7T*)’ + ’h (Y7Zq;/67T*) - h(Y7Zq;B*7T*)’

< [VEIBII (2 > ) + 18— 8] (1 + Iy P

< [V21B1T (24 > o (n) + | /1 + Iy,

donde d (19 (1) , 00) = 1. De nuevo si A (y, 2z, 1) = [\/ﬁ 1B I (24 > 10 (n)) + 77] \/J1+ \y]2 se

puede probar que

EA3 (y,2z4,1) — 0 cuando n — 0.
Sir=—o0

|h<y,Zq,,6*,T') —h (y,zq,ﬁ*,r*)| S |16*| 2 (1 + |Y|2)I(mln <_007T*) < 2q < maX<_OO7T*))

<1812 (L +Iy[) (2 <17).

6.(y,20,0")] = [ (.20, 8,7) = b (v, 2, 8", 7°)]|
< [V2I811 Gy < 1) +18 =8| 1+ IyP
< [V21811 (2 < ro (m) + 1] /1 + Iy P,

Por tltimo si Az (y,2q,1) = [V2|B| T (2, < 10 (7)) + 1] y/1 + |y|* se puede probar que

EA3 (y,z4,m) — 0 cuando  — 0.

Demostracion del Teorema 3.4 con o = 1.

Sea a (V) = B¢ (Y1,Zy_y,£2,v) para v € A. Los supuestos SC1 y SC2, el teorema del
valor medio, la independencia de €5 y Y] y la desigualdad de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz
implican que E |(Y1, Zy_g, €2,v)| < 00. asi, v estd bien definida. Se cumple que o (¥) =0
y que lny <y —1, y # 1. Para cualquier vecindad abierta V' de 19 en A y cualquier v € V¢,
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un argumento condicional da

(07 (’U) = Ew (Yl, Zg_q, EQ,’U)
f (Et +h (Yla Z2—qa 19) —h (Y1> Z2—Q7 U))

= Fln f(&:)

=F {E lln ! <€t th (Yl’ Z2_(}’ Zz)_ h (Yh ZQ_q’ U)) ‘ Y, qu] }
< { [+ 0 (Y120 9) = 0 (Y1 2o 0~ 1 ) dy}
=0.

Por el Lema A.1, la funcién « es continua y de aqui, por la compacidad de V¢, existe vy € V¢,
tal que
sup a (v) = a(vg) < 0.

veVe
Sea dp = —a (vg) /3. Para cualquier v € V¢, por el Lema A.1 tenemos que existe 7, > 0 tal
que
E sup w (Yl, Zg_q, €9, 'U*) S E’QD (Yl, Zg_q, 9, ’U) + (50 (A15)
v*€Uu ()
< a(vg) + do
= —2(50

La compacidad de V¢ implica que existe un niimero finito M de vecindades U, (1) , v; € V°,
7 =12,.. M tal que

U U'Uj (770) =V

Luego, por el Teorema de ergodicidad y por (A.15), existe un Tp tal que para cualquier
T>Tp,1<j<M,

]- * *
sup gT ('U*> S T sup w <Y;—17 Zt—d7 Et,y ﬁ , T )
v* €U (10) v*€Uy, (19)
<E sup ¢ (Y1,Zyg,62,V") 4 0o
'U*EUUJ'(TIO)
< —dg, C.s.

Pero
sup {1 (v) > lr (9) = 0.

veVv
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Entonces para cualquier vecindad V' de 9 en A, existe Ty tal que para toda T > Tj,
US*EXI;C gT (U ) S 12%}5\4 U*ESIEJI;(UO) gT <U )
< —do
<0
< sup l7 (v).
veV

Lo cual implica que

O € V, c.s. paratoda V. y paratoda T > Tj.
Debido a que V' es arbitrario se sigue que T I (]

Demostracion del Teorema 3.4 con o > 0.

Sean 9 = (¢',v,d,0) yv=(8,r,q,7).

Se puede obtener la demostracién del Lema A.1. con ¢ > 0 de manera similar las
demostraciéon mostrada. También se puede generalizar la demostraciéon del caso o = 1 al
caso o > 0 con los siguientes modificaciones.

Defina

T

1 T
gT (U> - KT (B7TaQ77—) - Tzln lf <Yt*h(thl,Zt,d,¢,‘y)> , V€& AXR

[

1y (Yt—h(mfl,ztfq,ﬁyr»

y

%f (oet +h (Y1, Zi—a, d,7) — h (Yio1, Zi—¢, B,7))
%f(%“t)

Dado que si € = oe; y f es la funcién de densidad de ¢; entonces la funcién de densidad
de ¢} estd dada por f* = 1f (y/o)., f* definida asf cumple los supuestos SC1-SC4. O

T o

Y (Y4, Zt—qﬁhﬁﬂ“) =In 1<t <n.

Y



Apéndice B

Condiciones de regularidad, modelo
de cuantiles

Supuestos para consistencia

Sean f; (B) = f; (B,Yi—1, Zi—1) y £ el conjunto de informacién disponible hasta el tiempo
t.

CO0. (2, F, P) es un espacio de probabilidad completo y {eg;,x;},t = 1,2,..., son vectores
aleatorios en este espacio.

C1. La funcién f; (83) : ®* x B — R es tal que para cada 3 € B, con B un subconjunto com-
pacto de R?, f; (B) es medible con respecto al conjunto de informacién ; y f; (+) es continua
en B, t=1,2,..., para una eleccién dada de variables explicatorias {1, X¢—1,...,Y1,X1} -
C2. Condicional en el conjunto de informacién pasada €2, el término de error €4, forma un
proceso estacionario, con densidad condicional continua h; (£]€;) .

C3. Existe h > 0 tal que para todo t, h; (0]€2;) > h.

C4. |fi(B)] < K (9;) para cada 8 € B, y para todo ¢, donde K (£;) es alguna funcién
posiblemente estocédstica de variables que pertenecen al conjunto de informacién, tal que
E K ()| < Ky < oo para alguna constante K.

C5. E|eat|] < 0o para todo t.

C6. {[0 — I (y: < £+ (B))] [yt — f: (B)]} obedece la Ley Uniforme de los Grandes Numeros.
C7. Para cada £ > 0, existe un 7 > 0 tal que si HB — ,BOH > &, entonces el

liminfr oo 'S [P|f: (B) — £ (B°) > 7]] > 0.

159
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Supuestos para normalidad asintética

AN1. f,(B) es diferenciable en B y para todo 8 y 7 en una vecindad v, de 3°, tal que
|8 — || < d para d suficientemente pequeno y para todo t.

(a) |V fi (B)|] < F(§), donde F (§2;) es alguna funcién estocéstica de variables que pertene-
cen a el conjunto de informacién y F [F (Qt)g] < Fjy < o0, para alguna constante Fj.

(b) IV (B) = Ve (W < M (Q2,8,7) = O([|B—l), donde M (£, 3,7) es alguna fun-
ci6én tal que E [M (Qt,,ﬁ,'y)]2 <My||B—7] <0y

E M (4, 8,7) F ()] < M ||B — || < co para alguna constante My y M;.
AN2.

(a) hy (€|€2) < N < oo Vi, para alguna constante N.
(b) h: (e]€2) satisface la condicién de Lipschitz |hy( A1| ) — he(Aa] 24)]

< L (A1 — \2) para alguna constante L < oo V.

ANS3. Las matrices Ap = F [T’le (1-190) ZtT:l V' fi (50) V /i (50)} y

Dr=F [T‘l Zthl he (01Q) V' f, (ﬁo) Vfi (ﬁo)] tienen los eigenvalores més pequenos
acotados por abajo por una constante positiva para 7T suficientemente grande.

AN4. La secuencia {T_l/ 2T 10— 1 (ve < f: (B°)] V'S (ﬁo)} obedece el Teorema Cen-
tral del Limite.

Supuestos para la estimacién de la matriz de varianzas y covarianzas.

VC1. ér/er 2, 1, donde la secuencia positiva no estocéstica ¢y satisface que ¢ = 0(1) y
ot =o (T1/2) .

VC2. E [|F(Qt)|4} < F} < oo para todo t y para alguna constante Fj, donde F () se
defini6 en el supuesto AN1 (a).

VC3. 71— 0) >, VA (B)VLE(B) —Ar 50y

T b (012) V' £, (B°) V , (B°) —Dr =5 0.



161

Supuestos para la prueba de cuantil dindmico dentro de la muestra (CDpyy).

DQL. X;(3) posee elementos diferentes de Vf; (3), es Q; medible y || X; (8)| < W (),
donde W (£2;) es alguna funcién (posiblemente) estocdstica de variables que pertenecen al
conjunto de informacién, tal que:

EIW (@) x M (20, 8,7)] < Wo I8l < 00 y E{IW () x F(Q)"} < W, < 0 para
algunas constantes finitas Wy y Wy, y F () y M (4, 3, 7) se definen en AN1.

DQ2. X (8) = X¢ (V)| <5 (€4, 8,7) , donde E[S (4, B,7)] < 5o |8 = < oo,
E[W () S (4, B, 'y)] < 518 — || para algunas constantes Sy y 5.

DQ3. Sea {gtl, . ,&?;] ’} el conjunto de valores para el cual X; () es no diferenciable, entonces
Pr (g = 5{) = 0 para j = 1,...,7;. Siempre que la derivada exista, |[VX; (3)| < Z (%),
donde Z (£2;) es alguna funcién (posiblemente) estocastica de variables que pertenecen al
conjunto de informacion, tal que F [Z ()] < Zy < 0o, 7 = 1,2, y Z; alguna constante.

DQ4. 77X/ (B°)HVf (B°) — E[T'X' (B°) HVf (B°)] = 0.
DQ5. T-'M;MY. — E (T~'"MyM}) - 0 donde

Mr=X'(8°) - E[T7'X' (8°)HVf (8°)] D7'V'f (8°) .

DQ6. La secuencia {T “IM Hit ([30)} obedece el teorema de limite central.
DQ7. T~'E (MyM/.) es una matriz no singular.
Supuestos para la prueba de cuantil dindmico fuera de la muestra (CDpyy).

DQ8 hmR—>OO TR = 00, hmR—>oo NR =Xy 11InR—»oo ]7\{_}}: = 0.

DQ9. La secuencia [N R 2x ([30) Hit (,30)] obedece el teorema de limite central.
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Apéndice C

Pruebas de los Teoremas 6.1 a 6.5 del
Capitulo 6

Teorema 6.1 (Consistencia). En el modelo (6.3) y bajo los supuestos CO a C7 enunciados
en el Apéndice B, se cumple que B —-3°, donde B es la solucion de la siguiente funcion:

mﬁinT_1 23:1 [0 —1(y: < f: (B)] lye — f: (B)] -

Demostracion. FEste resultado es una consecuencia del Corolario 5.12 de White (1996,
pégina 75), el cual dice lo siguiente: Sea Qr (8) = T~! Zthl q: (B), donde ¢ (B) = [0 —
I(y: < fr (B)]lye — f:(B)]. Bajo el supuesto CO (los datos observados son una realizacion
de un proceso estocastico en el espacio de probabilidad completo (2, F, P)), y sea fi (B) que
cumple C1,04, C6 y C7, y B solucion de (6.4). Si se satisfacen los supuestos, 3.1 y 3.2 del
Corolario de White, los cuales dicen que:

Supuesto 3.1. Para cada B en B E [q; (B)] existe y es finito para t =1,2,...;
(a) E'[q: (B)] es continuo en B, t =1,2,...;y
(b) {q: (B)} obedece la Ley Uniforme de los Grandes Numeros (supuesto C6).

Supuesto 3.2. F [QT (B) — Qr (,80)] es tinicamente minizado en B° para T suf icientemente
5 P a0
grande. Entonces 3 — (3~ cuando T — oc.

Primero necesitamos mostrar que E [¢; (3)] existe y es finito cada 3. Esto es como sigue:

Elg (B)] < Ely:— f:(B)]
= E[yt—ft (ﬂo) + fi (50) — fi (B)}
< Eleal + Ef(B)+ E|f (8°)] < o0,
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por los supuestos C4 y C5. Se tiene ademds que, E [g; (3)] es continuo en 3, ya que por el
supuesto C1 f; es continua en By ¢, (3) es continua en f; (3).

Resta mostrar que E [V (8)] = E [QT (B) — Qr (ﬂo)] se minimiza de forma tnica en 3°
para T suficientemente grande. Sea

vr (B) = qr (B) — ar (8°) ,

observemos que g7 (3) puede reexpresarse como:

@(B) = {01y < fi (B} v ( )]
{61 [yt fi(B") < ft Fi (8]}
[

X{yt ( ) ft ( )”
= {0—1Ileas <7:(B )]}{get—Tt( )}

con 7 (B) = f: (8) — f; (B°) . Entonces,

vr (B) = {0 —1I[eor <7t (B)]}{eor — 7 (B)} — [0 — I (g9 < 0)] €0t
( (@—1) [Eat—Tt(,B)] —(6—1)89,5 si Eot <7’t(6) Y €ot <0

v (8) = (0 —1)[egr — 7 (B)] — Ocar sieg <71 (B) yea >0
Oleor — 10 (B)] — (0 —1)egy  sicg>7(B) yea <0
\ Olegr — ¢ (B)] — Ocgy sieg > 7 (B) yea >0
([ (1-0)7:(B) sieg <71 (B) yea <0
vr (B) = (1—=0)7:(8) — o 3%50t<7—t(,8)y5.9t>0 .
r eor — 0711 (B) siege > 7 (B) yea <0
\ —01: (B) siege > 71 (B) yeo >0

Luego el valor esperado de vr (3) condicional a la informacién se obtiene como sigue:

(1-0)7 (5) siep <7 (B) yen <0
_ (1—=6)7 () ¢ sien <7e(B) yeu >0

Elur (B) 4] = B 59t—97t(ﬁ) si €Zt>7t(ﬁ) yazt<0 £
—07:(B) sicgr > 70 (B) yeo >0

Supongamos que 7, (3) < 0, entonces se sigue lo siguiente:

< 17(B) <0 = —00 < eg < 71 (B)
eor < T¢(B) <0yeg >0 esel vacio
T (B) < eu<0
> 0>7(B)=0<ep <

Eot

Eot



y de aqui que:

—0o0

_ / 0, (8) he (A dA

Evr (8) |€4]

T¢(B) 0

Tt(B)

0
T¢(B)

7t(B)
- (8) / he (M) dA — 074 (B) / B (A[©) dA

—00 —00

0

+/0 )\ht()\|Qt)d)\—97t(ﬁ)/ R (Al€2) dA

+(8) 7(8)

—0r,(8) / " he (M) dA

0

7t(B)
0 (8) / he () dA — 0r, () / e (A1) dA

—00 —00

0

+/0 )\ht(A|Qt)d/\+6’Tt(ﬂ)/ he (A|€2) dA

+(B) —o0

T+(8)
0 (8) / he (NQ0) dA + / 0 ()

T¢(B

—00
0

0 (8) / he () dA — 74 (8) / e (A1) dA

—00

7t(8)

0
+/ Ay (A|Q) dA.

+(B)

Supongamos ahora que 7, (3) > 0, de forma tal que:

cor < Ti(B)>0yep<0=—-00<eyu<0
0 < ep<T7(B)

0 < 74(B) <eq <0 vacio

e > T(B)>0=T74(B) <ep <0

(1= 0) 7 (8) h (A1) dA + / A — 07, (B)] he () dA

165
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Efvr (B) |
0 T¢(B)
- / (1= 0) 74 (8) he (M) dA + / (1= 6) 70 (8) — N e (A1) A

_ /Oo 07, (8) hy (A©) dA
Tt(B)

0

— Tt(g)/_ ht()\\Qt)d)\—eTt(ﬁ)/ hy (Al§2) dA

—0o0

T¢(B) T¢(8)
7 () / he (\[%) dA — 07, () / e (A) dA

7¢(8) 00
- / Ahy (A|€) dX — 01, (B) / he (A[€2) dA
0 7+(8)

0

— Tt(g)/ ht(A|Qt)d/\—97t(ﬂ)/ he (A[S2) dA

—0o0

7t(B) 00
+r,(8) /0 he () dA — 074 (B) /O e (A[©) dA

T¢(8)
_/ My (A[©) dA
0

0

) / he (\[2) dA — 07 (8) / e (A€2) dA

—00
0

Tt(B)
. (8) / he (\I) dA + 074 (8) / he (A1) A
0 —00
T¢(B)
_/ My (A[©) dA
0
0 T¢(B)
= T he (A|€) dX + 74 By (A[€2) dA
r<,a>/_oo (AI) +T(ﬂ)/0 (A1)

7+(8)
_/ N (A[©) dA
0
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finalmente podemos expresar el valor esperado de vy (3) |€2; como sigue:

E [UT (B) |Qt]

— / he (NQu) A + 1 [, (8) < 0] / At [ (8] e (A2) d
—00 —|T¢(B)|

0 [7¢(8)|
L (8) / he (NQu) A + 1 [, (B) > 0] / 72 (8)] — Al e (A€2) X

0

[7¢(8)]
— I[r(8) <0 / At [ (B e () dA + 1 [, (B) > 0 / I (8)] - A

—|(8)]
Xht ()\th) dM.

Dado que h; (+|€2;) es una funcién continua y por el supuesto C3, el cual asegura que
existe una h > 0 tal que para todo ¢, h; (0|2;) > h, implican que existe un h; > 0 tal que
hi (A|€2;) > hy siempre que || < h;. De lo anterior para cualquier 0 < 7 < hy, se cumple la
siguiente desigualdad

T

Elor(B)|0] > I[m(8) < 71/0[A+7Jhdx+1[n<ﬁ>>ﬂ/ 7 — Al hudA

T . . 0
= I[ < -7 hl{/ )\d)\"—T d)\}+l[7t(,8)>7']
h dX\ — T)\d/\
Xl{/u sy
210 27
A +7’2}+I[7}(ﬂ)>7’]h1{7’2—% }
—T 0
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Tomando la esperanza no condicional, se sigue que:
E{E[vr (B) %]} = E[vr(B)]
2
> B{Smln @) >}

7_2

= ShPrln(B) > 7]

= ShPr[fi(8) - fi(8°)] >7].
luego,
BV @) = B[S u(8)]
> {T;th—l S Pr(f8) - £(8°)] > ﬂ}
> 0,

ya que por el supuesto C7 si HB — ,BOH > & entonces
lim_inf T S P (B) - £ (B°)] > 7] >0,

de donde concluimos que E [V (8)] = E [Qr (8) — Qr (BO)} se minimiza de forma tnica en
B° para T suficientemente grande. O

Teorema 6.2 (Normalidad asintdtica). En el modelo (6.3) y bajo los supuestos ANI a
ANY4 en el Apéndice B y las condiciones del Teorema 6.1., tenemos el siquiente resultado
asintotico:

VTAZ'*Dr(B - 8°) < N (0,1),

donde
Ay = E[T—leu—e)zlev’ft (8°) V£, (50)},
Dr = B[ YL, b (02) V' (8) V1 (8)]

Y B estimado como en el Teorema 6.1..

Demostracion. Definamos Hit, (B) =1 [y: < fi (8)] — 0y ¢: (8) = Hit, (B) V' [ (8),

A (B) = TS Elg(B)] ¥ iy (B.d) = subjr_pja e () — 90 (B). Siguiendo Ia
estrategia de Ruppert y Carroll (1980), Lemas Al y A2, sea {e;}/_; una base esténdar de
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R? y defina Q; (a) = —T~2 Y/, ¢:(B+ ae;), donde a es un escalar. Sea G, (a) la derivada
(finita) de Q; (a), esto es,

o[-12 5L 0B+ ae)
Gj (a) - 63 )

recordemos que por definicién
(B + aej) = {0 — I[yr < fi(B + aej)}ye — fi(B + ae;)]

y de aqui que A )
Gj (CI,) = —T_1/2 Zle ijt(ﬁ + aej)Hitt(,@ + aej).

Debido a que @), (a) es continua en a y alcanza su méximo en 0, se cumple que en una
vencidad del 0, para algin £ > 0,

G5 (0)] < G (&) -Gy (=8
T-1/2 Zthl [—ijt(B + &ej) Hity(B + Ee;)

Vi £(B — ey Hiti (B~ gey)]
Tomando el limite cuando & — 0, tenemos lo siguiente:
G (O) < Jlim, Ty [—ijt(B + Ce;) Hity(B + Cey)

Vi £(B — e Hit (B~ ge))]

= T2 Zthl ijt(,é) Iy :ft(B)]
< 7 g P Q0] S = 408

donde T—V2 [max; << F (€%)] = 0, (1) por el supuesto AN1 (a) y
ST Iy = fi(B)] = O (1) por el supuesto C2. De lo anterior se sigue que G; (0) 20
para cada j, lo cual implica que T2 6,(8) = 0, (1)

Por otro lado Ar (ﬁo) estd bien definida ya que 8° es un punto interior de B por el
supuesto AN1, entonces por la ley de las esperanzas iteradas,

£ (o (8")] = E[E (Hit, (87) 19) V'f; (8°)] =0

ya que asumimos que el modelo (6.3) estd correctamente especificado.
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Usando el teorema del valor medio para expander Ay (3) alrededor de 3° y aplicando la
regla de Leibnitz para diferenciar bajo el signo integral, obtenemos la siguiente ecuacién:

103 Elg (B)]
=T 95

con Ar (,80) =0 ya que F [gt (60)] = 0, de modo que podemos escribir la ecuacién anterior
como:

M (B) = Ar (8°)

s=p* (B—8°),

_ T_laZt_laEﬂ[gt (:6)] |B:ﬂ* (,6 _ BD)

7103 B [Hgt%w) VB (8- 8
_ T—132t:1 E{I [y <gtﬁ(,3)] — 0}V (B)} ls=p (B — 50)
T—1821:T:1 E{{I[ea: <7:(B)] - 0}V'[: (B)} |
aﬁ B=p"
108 EAE{Ien <7 (B) - O} V'A (B) 13}
8,@ B=pB

o O BV (B) [T e (I€2) dA = 2 b (AJ92) ]}

a]B |B:ﬂ*7

r 0 7¢(B)
= TSl G ETEB U B) >0 [ k(g0 ax

0

I (r(8) <0) / PRI T

luego por la Regla de Leibnitz, tenemos la siguiente igualdad:

M (8) = {17 L BAVA(8) V(8
Tt(B*)
[f (ri (8°) > 0) / e (A9) dA

0

—1 (1 (B") <0) /n(ﬁ*) hy ()\\Qt)d)\] }

ATV (V£ (B) V(87 b (1 (87) 1920)} (8- B°)
= A (8 (B-8").
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donde B* est4 entre 3 y B°. Ahora mostraremos que A (3*) = Dy + O (||ﬁ—ﬁ0

) , donde

D7 es como se define en el supuesto AN3.

Ar(B)=Dr = [T X, E{V'f:(B") V(8"
Tt(B*)
[T (74 (8) > 0) /0 B (A9) dA

0

I(r(8) < 0) / he (A2) dA)}

Tt(8*)
+T P E{V £ (B) V £ (B7) he (1:(87) %)
~V' £ (8°) V£, (8°) he (0]2)]] .

la expansién

Observemos que el primer término es O H (,6* — ﬁo) ,
en serie de Taylor de fOTt(ﬂ h, (A|Q) d\ alrededor de 3°, es decir,

7+(8%) (8°)
/ he (A|Q) dXN = / he (A|©2;) dX (esta parte es cero)
0

0 B g, mt .

= [l (7 (B7) 1) V[ (B™) — e (0]2) x 0] (8" = 8°)
= he (T (B7) 1) V[ (B7) (8" - 8") .

e igualmente

0
/ By (AJQ) ]
Tt(B*)
ath(,@) t()\’Qt)

0
= + (N, g (BF = 3°
/n(BO)W‘ )ir+ =Ly (87 - 6°)

= [he (01) x 0 = he (7, (B™) 2) V £, (B7)] (8" — B7)
= —h (e (B7) Q) V[ (B7) (B - 8",
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con B** entre B* y B°. De modo que,

ININ TN

0

T¢(B%)
T Zle E {V/ft (B) V1 (B) [1 (1¢(B%) > 0)/0 by (A|S2) dX
1) <0) [

he (A|©) d)\} } ‘
T¢(B8*)

TV B2V £ (BY) Ve (BY) he (7 (B) [2) V f, (B™) (8" = 8°) |
T B{[[2F (@) N (8" - 8°)
7', NE |=0(

).

luego dado que B* estd entre 3 y B°, entonces también el primer término es de orden
@] (Hﬁ — BOH) , mientras que el segundo término podemos rescribirlo como:

IN

IN

[T S E{V i (B°) V£ (B7) b (74 (B7) | )

V' £ (B°) V(8" t( ( )IQ)+Vft (B%) V£ (B7) he (74 (B%) 1€%)
V' (B°) V1 (B°) hu V) + V' (B°) Vi (B%) he (¢ (B) 1<)
V' (B°) V1 (B°) h (OIQt Hi

TS BV A (BY) = V' £ (B[ IV £ (B ke (74 (B7) |2)
+HV Ji (ﬂO)H [vat (B%) = Vi (ﬂo)m hi (74 (8%) |$2)

+ |V 1 (B°) V£ (B%) || [he (74 (B%) [€2) — e (0]€2)]}

Tt E{M (Q,8,8°) F (%) N

+F (Q) M (., 8%,8°) N + F () L |7 (8°)|

TV E{2M (90,87, 8°) F () N + F (Q)* L|| £(87) — £(8°)

Por el Teorema del valor medio y siguiendo con la demostracién,

178" — £(8°)]]
IV £ (B9 ||8* = 8°|] < [IF ()
TS B{2M (9, 8%, 8°) F () N} + F ()’ L
TS [2NM, - 8]

TS [2NM, + FyL)

O )

A

1 VAN VANS VANRN VAN

e igualmente tenemos que dicho término es también O (H B — ﬂOH) . Por consiguiente, se
cumple lo siguiente,

A (8) =Dr (8- 8" +0 (8- 8°") (C.1)
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Pero debido a que la matriz D es positiva definida para T' suficientemente grande se sigue
el resultado (parte N3 (i) del Teorema de Weiss (1991)).
Para N3 (ii) en el Teorema de Weiss (1991), note que

|Hit, (1) — Hit, (B)|

)
‘I[yt<ft(7')]_[[yt<ft( )
)

a partir de lo cual, tenemos que:

Hy (ﬁ?d) =

IN

Asi, que se cumple la siguiente desigualdad,

My (/Bad)

(L lye < fi(T)] =0 = 1ye < fo (B)] + 0]
|
]

]
B) < fu(r) = fr BN+ [ [y < fe (B)]

< [Ty = fi( |+
= Iy = fe(B) < fe(r) = fe(B)]+ 1y — fe (B) < 0]
= Iy = fi B <Ife(r) = £ (B,
S 9 () = g¢ (B)]]
= |Hit, (T) V'f, () — Hit, (B) V', (B)]]
S |Hit, (T) V'f, () — Hit, (B) V' f, (8)
+V'fi (8) Hit, (1) = V' f, (B) Hit, (7))]]
s [Hit, () [V'fe (1) = V' f: (B)]
+V'fi (B) [Hit, (T) — Hit, (B)]]
L [Hity (7) [V'fe (1) = V' e (B)]]
e IV'fe (B) [Hit, (1) — Hit, (B)]]
S |Hity (7)| [V fi () = V' [ (B)]]
T IV'fe (B [ H ity () — Hit (B)]
S IV fe(7) = V' fe (Bl
e IV'fe B lye — fo (B)] < fe (T) = fe (B)]] -
< ||jélu)gd0 18—
+ ”il;]ﬁSdF Q) L llye = fe (B < |fe () = fe (B)]]
< OW+F ) Iy~ fr (B <|fe(r) = f: (B)]]
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luego, tomando valores esperados a ambos lados de la desigualdad,

Elp (B,d)] < E[dM (4, B,7)] + E{F () I [lee] < |fe (T) = f: (BI]},

donde el segundo término es igual a:

E{F () Ile] <[fi(7) = £ (B}
E{E{F () Iled] < |fe ()= £ (B 1€} }
E{F Q) E{I[lee] <[fe (7) = [ (B)] €2} }

E{F(Q» [ <1 - n@ ) dA}

—00

| fe(T)—f:(B)]
E {F(Qt)/ he (M) dA}
[fe(T)—1t(B)]
{ | fe(T)— ft(ﬁ)| }
=1fe(m)—f(B)]

E{F () N2[f: (7) = f: (B)I},

luego por el teorema del valor medio tenemos que:

e () = LB < IV () I =Bl

con 7" entre T y 3, de estd forma retomando el valor esperado, tenemos que:

Ep (8, d)]

d) + E{F () [Vfi (7)) IT — BI N}
d)+ E{F(Q )dN}

d) +dNE{F ()}

d) +dNH = O(d)

O
@)
@)

o~ o~~~

VAN VAN VAN VAN

O

donde d estd definido en el supuesto AN1.
Por tltimo para el segundo momento de p, (3, d) tenemos lo siguiente,

En (B,d)" < E{O @)+ F () IVfi (r)] (T - B)II N?

+20 (d) F () [V fe (%) (T — B)| N}

O (d)* + dN*E [F (,)* F ()]

+20 (d) E(F (%) [V fe (77) (7 — B)| N)
O (d) + dN2Fy + 20 (d)

O(d).

IN

I IA
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De lo anterior se sigue que (recordemos que Ay (3) = T~ 32, Fg: (8)])

TN (B) = =T 501 00 (B°) + 0, (1).
Por consistencia y el Teorema de Slutsky aplicado a (C.1), tenemos que
T2\ (B) = DrT (B — B°) + 0, (1).
De los tltimos dos resultados tenemos que

DTVA(B -8 = T2 0 (8°)
— 172" Hit, (8°) V' 1, (8°)
= TR 0T < LBV 1 (8.

luego por el supuesto AN4, T-V23"1 {0 —I'[y, < f,(B)]} V'f: (B°) obedece el TLC, con
valor esperado igual a cero ya que E [g; (8°)] = 0, y varianza

BT 00 (8)Y =T XL E o (8°))
ya que los valores de los productos cruzados es cero, luego,
Elg (8°))° = E[Hit(8")V': (8°) V1 (8°) Hit,(8")]
= E{E[Hit,B")V'f. (8°) V[ (8°) Hit,(8%)] |}
= E{V'[,(8°) E [Hit,(8")Hity(8")] 14V , (8°)}
= E{0Q-0)V'f, (B°)Vf (8},

es decir,
B{=T 250 g, (B)F = BAT0(1 = 0) S0, V'f, (8°) V1 (8°) = Ar
y de aqui que T1/2A51/2DT(B - 8% AN (0,1). O

Teorema 6.3 (Estimacién de la matriz de varianzas y covarianzas). Bajo los supuestos

VC1 a VO3, en el Apéndice B y las condiciones de los Teoremas 6.1 y 6.2, Ar—Ar 20
y Dy — Drp 2, 0, donde

Ar = T -0V f(B)Vf(B),
Dr = (2Ter) " S, 1 ||~ £(B)

< éT] V/ft(B)vft(B),
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A1 y Dr se definieron en el Teorema 2 y ¢r se def ine en el supuesto VC1 enunciado en el
Apéndice B.

Demostracion. Por el supuesto VC3 tenemos que:

01— 60) S, V£ (8°) V. (8°)
—E[T0 (-0 S V' (8°) Vi (8Y)] o,

ademds dado que 3 - B° y por los supuestos C1 y AN1, tenemos que V ft(B) L. Vf, (BO)
y de aquf que Ar 25 Ag.
Para probar que Dy 2~ Dy definamos,

Dy = (2TcT)_1 Zle I (lew| < cr) V' fi (50) Vfi (50) )

y mostremos primeramente que Dy — Dy = 0, (1) y posteriormente que Dy — Dy = 0p (1),
para concluir asi que f)T -D; 25 0.
Defina &; = y; — ft(B), entonces

Dy
= ||@Ter) ™ S T2 < ér) VVf(B)V f(B)
—(2Ter) ™ S0 I (Jewl < o) V' (B°) Vi (8°) ]
= |@Ter)™ Zfl (1] < ér) V' fi(B)V £(B)
)V

—(2Ter) " i I (Jew| < er) V' (B

)~ £ (8°)
+(2Ter)” (B)V f.(B)
~V' BV f:(B) — V' (B°) V£(B)
+V' 1 (B°) VA(B) = V' £ (8°) V£ (B°) + V' (B°) V£ (8°)}
I

= 2olleren) ™ S (] < ér) — 1 (el < er)]
<V F(B)VIB) + 1 (|ewl < er) |V'Fi(B) = V' (B°) | V£i(B)
1 (zul < o) V' (8°) [VA(B) = V £ (8)]
HE I (o] < en) V5 (8°) V5 ()]

" T (el < er) {V I
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La funcién indicadora en la primer linea cumple la siguiente desigualdad:
[ ([&] < ér) = I (lew| <cer)] < T(&] <ér) —1I(|ewl < cr)
< 1 (lew=erl < | (@) + lor - erl)

Tt( )

+1 <|5t0 + CT| <

-+ ’CT + CT|>

Asi, que:

D < Z(@Ter) T (e —erl < [ru(B)| + ler —exl)
1 (lec+ erl < |ru(B)| + lex + erl) }F (€0)?

+1 <|5t|A< or) M(Q, B, B°)F () + I (|ee] < o) F (%) M(Q, B, 8°)
+CTC_TCTJ (| < cr) F ()

cr

Ahora suponga que para d > 0 dado, el cual puede elegirse arbitrariamente pequeno, y

cr—Cr
cr

T suficientemente grande, tal que se cumple que < dy que ;'

posible mostrar que F (A;) = O (d), para i = 1,2, 3. Es decir, podemos encontrar funciones
acotadas para ‘ D; — Dr|| las cuales pueden hacerse arbitrariamente pequenas en probabi-

lidad, eligiendo d suficientemente pequeno. Calculemos el valor esperado para A;, para lo
cual notemos que por el teorema del valor medio se sigue la siguiente desigualdad:

£B) = £ (8)| < V£ 8911 ||B - 8]

Tt(B)‘ =
y de aqui que:
E(A) = E{(2TCT ST [1 <|€t—cT| <
)

Tt 5)’ + |éT_CT|>

+1 ( r(B)| + 1er +erl)| F (27

< B{@Ter) " L [1 (le—erl < IVA B |B - 8| +1ér — erl)
+1 (e + erl < IV BB = 87|+ léx +erl) | F (27}

< E{(QTCT)_lzfl[ e, — er| < F () d+ |ér — er))

(
) d+ler +erl)] F ()}

T (e — er| < der[F () + 1))
F(Q0) + 1] F ()},

|€t+CT|<F(

(VAN

&5
N oA N
AQA

~

Q

S

N

let + er| < der]
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por otro lado observemos que

Bl (e — er| < der [F (%) +1])]
= E{E{I]le—cr| <der (F () +1)]|%}}
= E{E{I[CT—dCT(F(Qt)+1) < &g <

der (F () + 1) + er] [} }

CT+dCT(F(Qt)+1)
_ B / By (A[©) dA
er—der (F(S4)+1)

= E{h(cr+der (F () +1)|%)

—hi (e —dep (F (S%) + 1) [Q4)}
= E{er+dep [F (%) + 1] —cp +der [F () + 1)}
= FE{2der [F () + 1]},

e igualmente,
E{I (et +er| < der [F (%) + 1))} = E{2der [F (%) + 1]},

de estd forma retomando la desigualdad para F (A;), tenemos que,

E(A)

IA

E{(2Ter)™ Y1, dder [F () + 1] F (@)}
E{2a(T) S [F (@) + F ()]}
24T Y {EIF ()] + E[F ()]}

2T ST (Fy+ H) = 2d (Fo + H) = O (d),
0 constante.

IN

) NEVARRVAN

H

Veamos ahora que F (Ay) = O (d),

E (Ap)

£{@Ter)” S I (ul < or) M (20.B,8°) F ()]
E {(QTCT)*1 S M <Qt73>/60> F (Qt)}

(2Ter) S, B [M (9, 8.8°) F ()

(2Ter) ™ S0, My ||B — BO‘

a3 ] < 2

IN A

IN

IN

=0 (d).
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E(A3)
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=0 (d), ya que:

B{ I (oer) £ 1 (el < en) F ()

cr

E{d@Ter)™ L F (0))

d(2Ter)™ o, E[F ()
2H (cr) " d = O (d).

VAN VAR VAN

Mostremos ahora que Dy — Dy = o, (1),

(2Ter) ™ Yoy 1 (el < o) V' £ (B°) V 1 (B°)

B [T S b 0190 V' (8°) Y (8°)]

2Ter) ™ S {T (el < er) V' £ (8°) V£ (8°)

—E (I (|ew| < cr) %) V' £, (B°) V£ (B°) }

+T 7S {2er) P E I (Jewl < er) 4]V £ (8°) V 2 (B°)
—E [h 01) V' (B°) V£ (B°)] } -

Calculemos la esperanza y la varianza del primer término,

ya que,

= 2Ter) " S {E [I(lew] < er) V' (B

B{@rer) 1, [1(leul < e) V£ (8°) V1 (8°)
—E[I (|5t9’ < cr) [ V' fi (5 ) V fi ( )}}

") V(8]
—E [E[I(|ew| < er) | V' £ (8°) V. (8°)]}

= 0,

E[I(lew| <er) V' (B)VE(BY)] = E{E[I(lew| <cr)V'fi (B°) V(8] I}

= E{E[I(lew| < cr) | V'£: (8°) V£ (8°)}.
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Mientras que la varianza estd dada por:

Var { (2Ter) ™ S {1 (2wl < er) = B[ (2l < or) 1]}
xV'fi (8°) Vi (8°) }

= B{@Ter) LI (2wl < er) = E[I (12l < er) 2]
xV'f, (8°) V1 (8°) }}°

= @Ter)? E{SL I (=0l < er) = Bl (2wl < er) ]}
< [V'5(8) V5 (8]}

esto porque las esperanzas de los dobles productos son cero por la ley de las esperanzas
iteradas, entonces continuando tenemos que:

(@Ter) ™ B{ XL Al (lewl < er) = Bl (el < er) |4])}?
< [V'£,(8°) V£ (8]}
< (@2Ter) L E[F ()7 < (2Ter) L, B

= (4TE) " R =o0(1),

de modo que el primer término converge en media cuadritica a cero y de aqui que también
converge en probabilidad a cero. Para el segundo término tenemos que por el supuesto VC3
T-! Zle he (01Q%) V' f; (ﬂo) Vfi (ﬁo) — D; %5 0 o equivalentemente que

T3 b (012) V' £ (B%) V £ (B°)
—B |17 b (012) V' (8°) V1 (8°) | 2o,
de tal forma que debemos probar lo siguiente:
T {er) T B (lewl < er) [ V' £ (8°) V. (8)
—FE [k (01%) V' f: (B°) V£ (B%)] } es 0, (1)
o equivalentemente que,
T {2er) BT (lewl < er) 1] V' £ (8°) V£ (8°)
—h (012) V', (B°) V1 (B°) }

= T7'S7 {@er)  E I (Jew] < er) 4] — he (01)} V' £:(B°)V f; (B°)
= 0,(1).
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Notemos que,
|2er) ™" E I (o] < cr) [Q] = e (0]62)

— @ﬂ*/meMWM—mmm)

—cr

< |(2er) " 2er max  hy (AQ) — hy (0[€2)

e [—CT,CT]

= max | ht ()\’Qt) - ht (O‘Qt)

AG[—CT,CT

< Ller[=0,(1),

por el supuesto AN2 (b) que dice: h; (£]€);) satisface la condicién de Lipschitz

|he(A1] ) — he(A2| )] < L (A1 — Ag) para alguna constante L < oo Vt. De lo anterior
concluimos que también el segundo término converge en probabilidad a cero y de aqui que
Dy — Dy 2 0, finalmente dado que en la primer parte de la demostracién mostramos

T—00
A ~ p . A p
que D7 — Dy — 0 concluimos que Dy — Dy — 0. O
T—00 T—00

Teorema 6.4 (Prueba de cuantil dindmico dentro de la muestra, C Dpys ). Bajo los supuestos
del Teorema 6.1, Teorema 6.2 y los supuestos DQ1 a DQ6, enunciados a en el Apéndice B.
Se sigue el siguiente resultado:

01— 0) B (T"MyM,)] > T-5X/(3)Hit(3) £ N (0,1).

Ademds, si se cumple el supuesto DQ7, y las condiciones del Teorema 6.3, tenemos el si-
guiente resultado asintdtico:

Hit'(3)X(3) (MTM’T)_l X'(B)Hit(B) ,
81 —9) Y e

CDDM =

donde

Demostracion. El procedimiento de la prueba es el siguiente: Aproximar la funcién discon-

A

tinua Hit,(3) = 1 [Yt < fi (B)} —6 mediante una funcién continua diferenciable, luego aplicar
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el teorema el valor medio alrededor de 3° y mostrar que el estadistico de prueba aproximado

converge en distribucién a la distribucién normal postulada. finalmente, mostrar que esta

aproximacién converge en probabilidad al estadistico de prueba definido en el teorema.
Definamos,

Hit?(B) = {1 + exp [ gt}}_l—ﬁzl* (&) — 0,

donde &; = y; — ft(B) y cr es una secuencia no estocdstica tal que limy_, ., cr = 0, de tal
forma que:

VBHit?(B) = ¢l exp [cp'e] {1+ exp [cr'é] }_2 V(B)
= ke (80) VA(B).

Note que k.. (&;) es la funcién de densidad de probabilidad de una logistica con media cero
y pardmetro c¢p. En forma matricial, podemos escribir VBHitEB(B) — K (2,) Vf(B3), donde
K (¢;) es una matriz diagonal con entradas k., (&) .

Debido a que X;(B) es acotada en probabilidad y Hit?(3) es acotada entre — y 1 — 6,
note que:

3 X/(B)Hit®(3) = T"Z{X’ B)Hit? ()

J;

X[L= Ileo = &)} +0,(1),

=1

ya que los puntos sobre los cuales Xt(B) es no diferenciable forman un conjunto de medida
cero, por el supuesto DQ3. En lo que sigue por simplicidad de notacién, supondremos que
X:(3) es diferenciable en todas partes. El caso de no diferenciabilidad puede completarse

trabajando con
T
T%Z{ B)Hit®(3 [1—2] €9t—€t]}

t=1

més que con X'(3)Hit®(3).
Aplicando el teorema de valor medio a T-2X'(3)Hit®(3) alrededor de 8° tenemos lo
siguiente:

N[

X'(8%)Hit®(3")
X(8")VHit®(8%)] (8 — 8°)
X(8")K (g7) V(8] (B - B,

VX(8*)Hit®(8*) +
VX (B )Hit®(8*) +

I
*ﬂ’ﬂl'ﬂ

“X/(B)Hit(B) — T~
)
)

—
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es decir,

T-3X'(B)Hit®(3) (C.2)
— TIX/(8%)Hit®(8°) + T3 [VX(8")Hit?(8%) + X(8)K () V(8] x (B — 8°),

donde 3* estd entre B y B°, y las variables involucradas se definen como:

e = y— fi(B), (C.3)
X'(B) = XiB),..., X7(B)],
VX(B) = [VXi(B),...,VXs(B8)],
Hit®(8) = [Hit}(8),...,Hit2(B)]
K (e;) = diag{ker(e]),... ker(er)}
VIB) = VAB),....V B

Sumando y restando términos apropiados en la ecuacién (C.2), podemos rescribir dicha
expresion como sigue:

T:X/(B)Hit®(3) o
= T7:X/(8")Hit(8") — E [T'X(8")HV f(8°)] D' T2V f(8°)Hit(8")

+E [T X (8")HV (8")] D;'T 4V (8" Hit(8")

T [X(8)HV f(8°)] DTV (8°)Hit (5°)

+T72X/(8°)Hit®(8") — T-2X'(8°)Hit(8°)

+T} [VX(8"Hit®(8) + X(8)K (/) V/(8")] (B — 8°)

+T71 [X(8°/HV (%)) D7 'T~#V'f(8°)Hit(8°)

Por el supuesto DQ4, tenemos que,

77X (8) BV (8) ~ £ [T7X (") BV ()] 2 o,

T—00

de tal forma que los términos

E[T7'X(8°)HV f(8°)] D7 T2V f(8°)Hit(8°)

—T7 [X(B")HV f(8°)] D' T2 V' f(8°)Hit(3")

son o, (1).
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Demostremos ahora que T-2X'(3°)Hit®(8°) — T-2X'(8°)Hit(8°) TL 0, recordemos
que por definicion,
* — -1
I (le]) = {1+ exp [e5 [ee]] }

o equivalentemente (para simplificar notacion),

1

I*(la]) = {1+ exp [|p]} " = TF o’

Probemos que:

Pl = T apmn

S g x|
= -1 (- al).

si b > 0, tenemos que:

1
L T e [l
1_ 1
1 + exp [—b]
1+exp[—b —1
1+ exp[-b]
exp [—b]
1+ exp[-b]
1
exp [b] + 1
= I"(Jal).

1=I"(=al]) =

Si b < 0, entonces

1
~ 1+4explh]
exp [
1+ explb]
1

exp[—b] +1
= I"(la]).

1=1I"(=|a]) =
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De aqui que I* (|e;]) =1 — I* (— |&¢]) . Para cada ¢, tenemos que;

|Hit?(8%) = Hitu(8°) = |I" (co) =0 = I (0r) + 0]
11" (o) — I (car)]
< I*(leae]) [T (Jeae] = T + I (|eae] < T7)]

donde d es un entero positivo més grande que 1/2, tal que limy__o. 79 = 0,y C; = I* (|eg]) X
I (leot] > T) y Dy = I* (|ear]) x I (Jeoe] < T~%); por lo tanto,

-4 HX/ (8°) [Hit®(8°) — Hit(8%)] |
T Z [X.(8°) [Hit (8°) — Hit(8")]|

IN

IN
~
;\3|,_.

WER

IX:(8%)|[ | [Hit? (%) — Hitu(8°)]|

IA
=
Nl

M S

W () |Cy + Dy .

Notemos que por definicién I* (|eg|) es decreciente en |eg| , tenemos que C; < I* (T~%), por
consiguiente,

wl»—-

T

=
S
M ~

T
ZE Q) C) <

t=1

E[W (@) x I* (T°)]

{*
I
—

EW ()] [1+exp (' T~H] ™

I

~

o=
NE

o~
Il

1

-1

Wo [1+ exp (e T79)]

IN
=
N

E

~+

—1 T—o0

1+exp (CT T*d)] — 0.

i
)jlb—‘
% Il

Para D, note que D; < I (Jegs| < T~%), ya que I* (|eq|) es una funcién acotada entre 0y 1,
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de estd forma, para cualquier £ > 0, y por la desigualdad de Markov, con p = 1 tenemos que

T2y Pr(W () D, > ¢

IN

T2 Pr[W ()1 (Jear] < T7%) > ¢]

IA
=
]~
Iy

A
~
f.\iH
=
>
5
=
=
T
A
S
N

IA
=
J\l::lfi

]~
=

E
_ T‘%g—lz{E[W(Qt)] /Td he (AIQ0) dA}

/ Z he (A1) d)\}

T7—d
{Wo N d)\} por supuesto AN2

IN
=
(/\[;’)\E—)—‘
g

_7r—d

IN

T3¢ T H{Wo2T N}

T—

I 1
= W& INT- %2 "==2°0, ya que d > 3

de estd forma mostramos que T2 X'(8°)Hit®(3°) — T—2X'(3°)Hit(3°) TL 0.

Reescribiendo el término
T3 [VX(BM)Hit®(87) + X(8°)K () V(87)] (B-8"),
en la ecuacién (C.4), tenemos que:
T2 [VX(8)Hit®(8°) + X (8°)K (¢]) V/(8)] (B-8")
= 772 [VX(8")Hit®(8°) + X(8")K () V//(8")] T~*D;' D77 (3-4").

Entonces las dos tltimas lineas en la ecuacién (C.4) se cancelan asintéticamente siempre que
se cumpla lo siguiente:

D;T%(B-8°) = ~T73V'f (8°) Hit (8°) + 0, (1),
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T VX(8")Hit?(8) + X(8°)K () Vf(8")Ds!
= T [X(8°)HVf(8°)] D',

la primer igualdad se cumple ya que en la demostracién del Teorema 6.2 se mostré que:
T
1,4~ 1 .
D;T*(3-3%) = -T2 Y Hit; (8°) V', (B°) + 0, (1).
=1

Para la segunda igualdad, tenemos que por ser B un estimador consistente de B° se cumple
el siguiente resultado:

T [VX(B)Hit®(8") + X(8")K () V£(87)]
~T7 [VX(B°)Hit®(8°) + X(8")K () V(8°)] - 0.

T—s00

Equivalente a la demostracién de que T-2X'(3°)Hit®(8°) — T2 X' (8°)Hit(3°) - 0,

T—00

podemos mostrar que T-'VX(8°)Hit®(8") — T-'VX(8°)Hit(3") TL 0. Calculemos los
primeros dos momentos, y mostremos que F [T ’1VX(BO)Hit(BO)} =0y

Var [T-'VX(8°)Hit(3°)] P 0, tal y como se muestra a continuacion.

—00

E leVXt(ﬁO)Hz‘tt(Bo)] = E{leVXt(ﬁo)E [Hztt(ﬂﬂ)mt]}

= 0,
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Var

-1 Z VX8 HZtt )]
_ 72 ZE { [VX.(8%) Hit,(8°)] [VX.(8°)H z’tt(ﬁo)}/}
= 723 E{E[VX,(8)Hit} (8°)V'X,(8°)] }

= T72) E[VX(B")V'X(8%)] (1 - 0)

t=1

T2 E[VX(B)V'X,(B%)] (vaque f(1—6) <1)

t=1

2ZE )], por DQ3

IA

IN

< 2220 T'7, =0,

de lo anterior concluimos que T-'VX(8°)Hit(8°) > 0.

T—s00

Resta solo probar que 7! [X (B°) K (o) V f (BO)] —T' X (BO) HV f (BO)] =0, (1),

veamos,

TX(B) K (ea) VI (BY)] - T [X’ (8°)HVf (8%)]
= T 1{Zk (eor) X} (B°) V2 (B ZE er (200) [ X (B%) V 1 (8°)

~

t=1 —1

T
+ 37 B lker (e00) 199 X, (8°) V£, (8°) Z 0[2%) X, (8°) V £, (ﬂO)}

= T8 {her (e0r) = Elker (cor) |1} X1 (8°) V2 (8°)

Mostraremos primeramente que E [k, (€g;) |€2] — he (0|) . Sea k(u) = e* (1 +e*) >
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(recordemos que k., (€g;) = ¢ exp [c}lsgt] {1 + exp [C;légt} }), entonces

o0

B ke, (c00) |] = / ke (u) Be (ucr| ) du,

—00

tomando la expansién de Taylor de h; (ucr|€2;) al rededor del cero tenemos que:
ht (UCT‘Qt) = ht (O‘Qt) + hé (O’Qt> uct + o (CT) ,

luego,

E ke, (g00) |S2]) = /_oo k (u) [he (019Q%) + hi (0|82%) uer + o (er)] du

= hy (0]€) /_Oo k (u) du + crhy (01€;) /_OO k (u) udu
+o (cr) /_OO k (u) du

= he(0|2%) + o (cr),

dado que la funcién k corresponde a la densidad de una variable aleatoria logistica con
pardmetro cr y valor esperado igual a cero. Resumiendo hemos mostrado que

E ke, (e0t) |€2] — hi (0]€2) . Demostremos ahora que

T

T Aker (o) = Elker (0r) [2]} X5 (8°) V1 (8°)

t=1

= Op (1)7
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para lo cual calcularemos sus primeros dos momentos,

p {Tl z (e ) — B [y c00) (90} X, (8°) 9 (ﬂ%}
_ ZE (ke ol — B by (200 121X (8°) 95, (6°)}
- B (B ol - Bl o) )X () V5 ()} )
- ZE {E{lker (e00)] = E [ker (00) [9] 12X (8°) V : (8°) }

= 7 Z E{E [key (g0) | — E [key (20e) 2] X5 (B°) VS (B%) }

t=1

= 0.

Var {T—l > {ker (o) = E ke (c0r) U]} x X} (B°) V £, (8°) } H (C.5)

_ e {T‘l 3ty () — B [key (e0) |01} X (8") 0 <ﬁ°>}

= |[T72

Mﬂ

B {{her (20r) — E ey (z00) [90]Y* [X} (8°) 9, (89)]°}

~
Il

1

— |72

M*ﬂ

B {8 {{he (o) = Bl (o) [94)° X, (67) V5, (0)]7)

o)

E{E {{her (o) — B ey (2o |1 102} [X0(8°) 91 (8°)])° 3

-
Il

1

MH

= ||T72

-
Il

1

ya que los valores esperados de los productos cruzados son cero (E{FE [ke, (g0t) |Q]} =
E (k.. (eot)) = 0) y por la ley de las esperanzas iteradas. Veamos ahora que



E {{ker (cor) —

191

E Tker (g00) |]} 1} =0 (c7') , es decir,

E {{key (got) — E [key (g0r) [} [}
E [ch (59t)2 |Qt] —{E [ker (g0t) |Qt]}2
E [kep (c0)* 9] = [B(0[€2%) + o (1))

ey (V2 [ (020 + o (er)

/.
00
—1
—00

h(AQ)dA

k (u)? h(uer|Q)du — [h (0]))% + o (er)

tomando la expansién en series de Taylor de h(ucr|Q;) alrededor del cero y notando que

k(u) <1/4 para u <0,

IA

tenemos la siguiente desigualdad:

L {{ch (eot) — E [ker (cr) |Qt]}2 |Qt}
Y hy (0|2;)
ZCT /;OO k (U) [ "‘hé (O|Qt) uer 4 0 (CT) du

(R O[2)]? + 0 (er)
Lt [ (012) + 0 (er)] —

i [ (0[Q0))" + o (cr)
O (') .

4

De estd forma retomando al ecuacién para la varianza dada en (C.5), tenemos que

Var {

IN

IN

<

- ZE{

T‘QZO

T2 ZO

T‘2ZW10 o
=

T Aker (e0r) = E [ker (e0e) 11} X1 (8°) V2 (8°)

t=1

}

P X0 (8) Vi (8°)])°}

NE|[X; (8°) V£ (8]

Y E{W () F ()}

T—00
—

= T_1W10 (C; 0.

)

Luego por la desigualdad de Chebyshev, se sigue que

T Z {key (g0t) —

E [key (e00) 1]} X3 (8") V /2 (B”) = 0, (1)
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De los resultados de arriba podemos rescribir la ecuacién (C.4) como sigue:

T~ X'(B)Hit" ()

= TTEX(B")Hit(8°) - B [T7X(8")HV (8°)] Dy'V'f(8")Hit(5°)] + 0, (1)
T-2M/Hit(8°) + 0, (1),

con My = X'(8°)Hit(8°) — E [T'X(8°)HV f(B8°)] D'V’ f(B8°).

Finalmente, andlogo a como mostramos que
T2 X(8°)Hit® (68°) — T2 X (8" Hit(8°) = 0, (1),

podemos mostrar que T-2X'(3)Hit®(3) — T2 X/(3)Hit(3) = 0p (1), de tal forma que

llegamos a la siguiente ecuacion:
T~ X'(B)Hit(3) = T-*MHit(8°) + o, (1), (C.6)

recordemos que por el supuesto DQ6, T’ _%MTHit(,BO) obedece el TLC, con primeros dos
momentos como sigue:

B[rivgHice”)| = B{p[r M Hi e )
— E {T—%MTE [Hit(3°)]] }

= 0,
ya que
E[Hit(8")|] = E{I[y < fi(8°)] -0}
= Pr [yt < fi (ﬁo)] —0
= 60-0
0,
parat=1,...,T. Mientras que la varianza estd dada como:

Var [T M Hit(8")] = E{[T—%MTHitwO)} [T‘%MTHitCBO)]/}
= E [T '"MrHit(8")Hit(8°) M
= E{E [T 'MHit(8"Hit(8") M7 | }
= E{T'M;E [Hit(8°)Hit(8°) Q] M)},
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con
Hit(8°)Hit(8°)
Hit?(3°) Hit, (B°)Hity(8°) -+ Hit (B°)Hitr(B°)
B Hity(B)Hit,(B°) Hit3(8°) o Hity(B°)Hitp(B°)
Hite (@) Hity(8) Hitg(@)Hita(8) - Hith(8)
tomando valores esperados condicionales en €2;, tenemos que
0(1—0) 0 0
pmeye] - |0 U0 T
0 0 .. 6(1—0)
= 0(1 = 60)Lpur,

y de aquf que la varianza se reduce a lo siguiente:
Var |T5MrHit(8)| = B {T"'Mr(1 - 0)Lrr My}
= 0(1-0)F [T 11\/IT1\/I’T} .

Resumiendo, llegamos a que T’%MTHit(BO) ~ N (0,0(1 —0)E [T~*MrM?%]), pero por la
igualdad dada en la ecuacién (C.6) podemos concluir que
THX(BHB)
—
{0(1 —0)E [T'MrM/]}

N (0,I;,7).

N

Para finalizar la prueba debemos mostrar que T-'MyM}, — E [T~ 'M;M/] - 0, es
decir, por la definicién de convergencia en probabilidad debemos mostrar que: para cualquier
E>0
lim Pr (|7 NN - B [TMeMG ]| <€) =1

T—s00
donde A A o A
My = X'(8) — GrD;'V'f(B)




194 APENDICE C. PRUEBAS DE LOS TEOREMAS 6.1 A 6.5 DEL CAPITULO 6

Realicemos el producto de las matrices para cada uno de los términos involucrados,
T MM,
= T’I[X’(B) GrD;'V'f(B)][X'(B) — GrD7!

A~

V' (B

.

= T7UX/(B) — G+DF'V'f(B)[X(B) — V(B)D7' G
= T7'[X'(B)X(B) — GrDF'V' f(B)X(B)
—X’(B)W(B) D;'GL + GrD;'V' f(B)V f(B8)D7' G
= T [X/(B)X(B) — 2X/(B)V f(B)D;' G} + Gr D'V f(B)V £(B)D7' G,

T~ 'MyM/
= T7HX'(8°) - E[T7X' (8°) HV[ (8°)] D' V' (8°)}
{(X'(8°) = E[T7'X'(8°) HV [ (8°)] D'V'f (B")Y
= THX'(8°) - B[T'X(8")HV [ (8°)] D'V'f (8°)}
{(X(8") =V (8°) Dy E[T7X (8") HV [ (8°)]'}
= THX'(8°) X (") —2X' (8") V/ (8") Dy B [TX (") BV  (8")]
+B 17X (8") HVf (8")] D;'V'f (8°) Vf (8) D E [17'X (8") BV £ (8°)]'}.

Por el supuesto DQ5 sabemos que T—'M;M}, — E (T~'MyM}) TL 0, y dado nuestro

interés de mostrar que T 'MyM/, — E (T~"M;M,) L 0, el resultado se cumple si

probamos que: T‘1MTM’T — T MM/, L 0, para lo cual debemos probar cada una de

las siguientes convergencias en probablhdad

L- T X(B)X(B) - T7'X' (8°) X (8°) 0

9. Tle’(B)Vf(,@) IG' 71X/ (50) \i (,30) D;IE [T*1X’ (,30) HY f (BO)}, T%OO 0
3.- T GDI V' f(B)VF(BD: G — E [T1X' (B°) HV f (8°)]

TD;V'f (8°) VS (8°){D;'E [T1X (8°) BV f (8%)]'} - 0.

A

En el primer caso, tenemos que T~ 'X'(3)X(3) —T~'X’ (8°) X (8%) L 0, ya que B —
3° T%oo 0 implica que X'(3) — X/(8°) T%oo 0 o equivalentemente X' (B) Tfoo X'(B8%), por

el supuesto DQ1 y ademds dado que X(B) es una matriz de dimensién 7'x ¢, con cada renglén
), medible (por ejemplo, las columnas de la matriz X (3) puede ser rezagos del vector Hit(3),



195

e igualmente la funcién f(3),de manera que se garantiza la convergencia). De estd forma

tenemos que X'(3)X(3) T%oo X' (B8°) X (8°) y de aquf X/(B)X(B) - X! (8°) X (8°) — —

T—00

0. Finalmente 7-'[X'(3)X(8) — X' (8°) X (8")] L 0 yaque 7! = O, (1) (Teorema:
Sea una secuencia {Y, }, -, acotada en probabilidad (Op (1)), si X, = 0 entonces X,,Y,, ——

0, cuando n — 00).

Para la convergencia en el punto 2, observemos que por el supuesto DQ4. se tiene que:
T'X' (B YHVf (8°) — E [T'X' (B°)HVf (8°)] ., 0, entonces probar 2 es equivalente
a probar que:

T'X(B)VF(B)D;'Gr — T7'X' (B8°) Vf (B°) DA TV (8°) HX (8°) 2 0.

T—s00

Dicha convergencia se alcanza siempre que Gy — 71X (,60) HV f (,30) 2.0, es decir,

—00

T
(2Tér) ' Y Tl < e XUB)VA(B) - T7'X (8°) HV S (8°) > o,
t=1

con & =1y — fi (B) Procedamos como en la demostracién del Teorema 6.3, de tal forma que
definamos

T

Gr = (2Tcr) " ) Ilewl < er] XU(B°)Vi(B°),

t=1

y mostremos que Gy — Gy = 0,(1) y Gr — T7'X (B°)YHVf (B°) = 0,(1) y por ende
Gr - T'X(8°)HVf (8°) =0
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Mostremos ahora que Gy — Gy = 0, (1),

>
l

Q
=

|
Q
S

-

= ||@Ter)™ Y {I1a] < el Xi(B)V f(B)

il
I

I{lew] < er] X(B")V (B}

|
—
[\)
3
Q
~
v
,_.
(]~

il
1L

T]&| < ér) X;:(B)Vft(B)

MH

= ||2Ter)™

ir
I

{I{lew] < er] X4(B")V£(B)

Mﬂ

— (QTCT) !

i
N

I'[lew] < cr] {X;(B)Vft(,é) - X;(B)vft(é)

M*ﬂ

+(2Tér) ™"

If
I,

’QT

~X, (8°) V#(B) + X, (B°) V(B) — X, (B°) V£, (B°)
+X; (8°) f( |

~ %”@TCT Z{ (12| < ex) = I (lew| < er)] X,(B)V £:(B)

~+

1 (J2wl < or) [X;ua) - X, (8| vA®B)
+1 (ew] < er) X4 (8°) [Vft ~ V£ (8 )]

_|_CTCT (|€t9| < CT> X/ (/60) Vi ( )H

Coémo antes la funcién indicadora en la primer linea cumple la siguiente desigualdad:

[T ([&:] <ér) —I(|ee] < er)l
< I<|€t—cT| < |6,(3) +|aT—cT|)+

6:(B)

+1 <|5t+CT| < + |CT+CT|>
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Asi

HGT—(}TH < g—;(QTcT)l

T
x;{l (\5t — | <
41 (|gt +or| < MB)\ 4 ler+ cT|> } W () F ()
+I (Jet| < er) W () M (%, B, 8°)

+CTC_T6T1 (ew| < er) W () F (%)

+1 ([ee] < er) S, B, B°)F ()

C
é—T(Bl+BQ+Bg+B4),
T

61(B)| + ler — er)

donde B; i = 1,2,3, y 4 corresponde a cada uno de los sumando en el lado derecho de
la desigualdad anterior. Ahora suponga que para d > 0 dado, el cual puede elegirse

arbitrariamente pequeno, y T suficientemente grande se cumple que ’%‘ < dy que

-1
Cr

B—ﬁOH < d. Es posible mostrar que E (B;) = O(d), para i = 1,2,3,4. Es decir

podemos encontrar funciones acotadas para HGT — GTH las cuales pueden hacerse arbi-

trariamente pequenas en probabilidad, eligiendo d suficientemente pequeno. Por ejemplo,
calculemos el valor esperado para B;, para lo cual notemos que por el teorema del valor
medio se sigue la siguiente desigualdad:

)

0B = [£B) - £ (8)| < IV (81 ||B - 8°
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y de aqui que:

E(B)

IN

IN

I ININ A

IN

{ (2Ter)” Z 1[ (let —er| < 5t(3)‘+‘éT_CTD
5t(B) +|ér + er|)|F () W (Qt)}
e{ere)™ Y [10e—crl < 1958 ||B -2

+ ler = erl) + 1(en+ ool < V£ (B [B =87 + lex + erD}]
X F (@)W (2)}

E{(@Ter)” S (e er| < der [F(9) +1])
+ I (lee + or| < der [F () + 1])] F/ () W (€2)}

B{@Ten)™ S 4Hder[F(9) + 1 F (Q) W (%)}
B{@Ter)™ Z; AHder [F () W (€)}

p{r S 2HA[F (@)W ()}

2HIT Y E{[F ()W ()}

2HATY " W, = 2HdW, = O(d). H #0 constante.

+ I(leg +or| <

Igualmente E (By) = O (d), ya que:

T
E(B;) = {QTCT 121 led < er) W )M(Qtﬁﬁo)}

< {QTCT 1iW (Q) M Qtﬂﬂ)}
< (2Ter) 1ZE{W M(S, ﬁﬁ“)}
< (2Ter) TWoHB—ﬁ |

< 2dW, = 0(d).

Similarmente podemos mostrar que E (B3) =0 (d) y E(Bs) =0 (d).
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Mostremos ahora que Gy — Gy = o, (1),

Gr — Grp

B

= (2Tcr)™ ) I(lew| < er) X1 (B°) V£ (8%)

1

—E[T™" ) 1 (012) X (B°) Vf: (8°)]

NER)

t

Il
—

= (2Tcr) 12{1 lew| < er) X'y (50) Vi (50)
E|I (|5t9| < cr) | X'y (BO) V fi (BO)}
+1 12{ 2cr) " E I (|ew]| < cr) |4 X (8°) V£, (B°)

[ht (O|Qt) X'y (8°) V£ (8°)]}-

Calculemos la esperanza y la varianza del primer término,

I (lew] < cr) 4] X' (B°) V£ (8°)

TS I (Jswl < er) X} (8°) V1, (8")]
- e ;{ —E [E[I (Jew] < or) [) X' (8°) V£, (8°)] }

{QTCT Z[ I(Jeu] < er) X4 (8°) V£, (8°) }}

ya que

EI(lew| < er) X0 (BY) V1 (BY)] = E{E[I(lew| < cr) X' (8°) Vi (B)] I}
= E{E[I(|ew| < cr) | X' (B°) V1 (8°)}.
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Mientras que la varianza estd dada por:

Var{ (2T er)” Z (10l < cx) = B[ (leul < cr) 0]
X (8) V5 ()

_ B{@Te) Z () < er) — B1I (il < er) [04]
X ) 1 )

= (2Tcr)” E{Z{ (letol < er) — E I (|ew] < cr) [4]]}

x [X', (8°) V£ (8")]°},

esto porque las esperanzas de los dobles son cero por la ley de las esperanzas iteradas,
entonces continuando tenemos que:

(Ter)” E{z{ (Iewl < cx) — E[I (Jew] < cr) [92]]}?
x X' (8°) V1. (8°)]

< (2TcT)_2ZT:E[F(Qt)W( O < (2Ter)”

IIMﬂ

-1

= (T¢}) Wi=o(1),

de modo que el primer término converge en media cuadritica a cero y de aqui que también
converge en probabilidad a cero. Para el segundo término tenemos que por el supuesto DQ4

T
T3 he (0192) X, (8°) V £, (8°)
T

—E T h (0192) X, (8°) V£ (8°) | 0,
t=1
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de tal forma que debemos probar que

T Z{ 2r) " BI (Jewl < 1) 1] X't (8°) Vi (8°)
_E [ht 012) X', (B°) V£, (B°)]}

_ Tli{QCT I (lul < ex)|00] — e (092)
x X (60) Vi (8%)

= o,(1).

Como antes (Teorema 6.3), notemos que
|2er) ™ E I (lew] < er) [4] — he (0]22)]

cr
— |(2ep)! / B (M) dA — By (0])

—cr

S (2CT) QCT max ht ()\|Qt> ht (0|Qt)

Ae[—cr,er)

= max ht ()\|Q ) ht (Oth)

Ae[—cr,er]

L |CT| - OP (1) )

IN

por el supuesto AN2 (b) que dice: h; (£]€2;) satisface la condicién de Lipschitz

|he(A1] ) — he(A2| )] < L (A — Ag) para alguna constante L < oo Vt. De lo anterior
concluimos que también el segundo término converge en probabilidad a cero y de aquf que
GT — Gr - 0, finalmente dado que en la prlmer parte de la demostracién mostramos que
Gr— Gy - 0 concluimos que Gr—-Gr 20 y la convergencia en el punto dos se cumple.
Finalmente reexpresando la diferencia en el punto tres, obtenemos que,

T GDFIV f(B)VF(B) D G
7 [GrD;'V'f (8°) V£ (8°) D' Gr] =0,

porque cada una de las componentes etiquetadas con gorro converge en probabilidad a su
respectiva contraparte teérica. Luego, T~ 'MyMY, — E [T~'MrM}] -2 0 y el estadistico

sl (7 NI NA \=1%7( AVET 34 ( /2
D - FBXGIN) X PHD) 4
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Teorema 5 (Prueba de cuantil dindmico fuera de la muestra, CDpyr). Bajo los supuestos
de los Teoremas 6.1 y 6.2, y los supuestos de DQ1 a DQ3 y DQS y DQY, enunciados en el
Apéndice B, se tiene que:

N ~ N N -1 a a
Hit'(B7,)X(By,) [X'(Br,)X(Br,)|  X(Br Hit(Br,) ,
CDFME 9<1_‘9) R:oo Xq.

Demostracion. Al igual que en el Teorema 6.4, lo primero es aproximar la funcién Hit (87, )
mediante una funcién continua diferenciable y posteriormente aplicar el teorema del valor
medio a dicha aproximacién,

= N,HX' (8°) Hit® (8°)

Ny *X (B, Hit®(By,)
(8
[VX (B*) Hit® (8*) +

X (BYK () V(8] (Br, — B°)}

donde 8" estd entre BTR y B° y el resto de las variables son definidas en las ecuaciones (C.3).
Luego

im NRX (B, Hit® (B,
- Rninoo{N;/Q{X' (8°) Hit® (8°)
+ [VX (8" Hit® (8") + X (8) K () V/f (8] (B, — 8°)}

Ng\"
= lim N,'/*X'(8°) Hit® (8°) + Jim (—R)

R—s00 Tr
<o [VX (8 Hit® (87) + X (8 K () V (8] T4 (B, — 6)

Por el supuesto DQS8, asi como el hecho de que BTR es un estimador consistente de 3° y el
Teorema de Slutsky se sigue que:

1/2

im (%) < (VX (8 Hit® (8) + X (8K () V/ (8] T*(By, — 8°) =0
- R R

y de aquf que

lim N'°X'(Br,)Hit®(Br,) = lim N;'/°X'(8°) Hit® (8°).

R—00
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En el Teorema 6.4 demostramos que

T;'*X' (%) Hit® (8°) — T, "*X' (8°) Hit (8°) = 0, (1),
de forma equivante podemos mostrar que

NR'?X’ (B%) Hit® (8°) — N'/*X’ (B°) Hit (8°) = o, (1)
y similarmente

—1/2~p1/ B2 —1/2~r1/ 2 o
NR X (ﬁTR)Hlt (ﬁTR) - NR X (IBTR)Hlt(IBTR) - Op (1) I

lo que implica que

lim N'°X'(Br,)Hit(Br,) = lim Nz'/*X'(8°) Hit (8°).

R—o00

Sabemos ademds que N, 2y (,80) Hit (BO) obedece el teorema del limite central y que sus
primeros dos momentos son como sigue:

BN (8" Hit (8°)] = EB{E|Ng*X (8 Hit (8°)] [0r }

= B{N*X(8) B [Hit (8")] |0
= 0,

——

Var | N, 2X (8°) Hit (8°) |

= B[Nz (8°) Hie (8°)] [N X (6°) it (6°)|
= E[N;'X' (8°) Hit (8°) Hit' (8°) X (8°)]

= E{E[N;'X'(8°) Hit (8°) Hit' (8°) X (8°) [r]}

— B(NEX (6) Bl (3) it (8°) (25X (67)

= B[Ng'X (8°) 01 = O)Typen, X ()]

= 0(1-0)N;'X' (8°) X (8°).

Notemos que similar a la demostracién del Teorema 6.4, se tiene que

N'X'(Br,)X(Br,) — Nz'X' (8°) X (8°) == 0



204 APENDICE C. PRUEBAS DE LOS TEOREMAS 6.1 A 6.5 DEL CAPITULO 6

de modo que,
Ng'"X/(Br)Hit(Br,) .

R ~ 12~ N (O7INR><NR)7
{601 - 0)NZ'X (B, )X(Br,) }

y por ende,

N (B, VBt (B,) {001 )N X By, X (Br,) b
xN};l/zHit/(BTR)X(BTR)

 X(By Hit(Br,) {X (B X(Br,) ) H (B, )X (Br,)

9(1 —Q) R—00 Xq'

Lo cual concluye la demostracién del teorema. 0
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