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Resumen

Los modelos de series de tiempo no lineal constituyen una herramienta útil para describir y
pronosticar una gran variedad de fenómenos naturales. Uno de los modelos más utilizados y
estudiados en la literatura de modelos no lineales corresponde a los modelos autorregresivos
tipo umbral ("threshold"), identificados en la literaura como modelos TAR.
Ante la siguiente problemática, identificada en la literatura de modelos no lineales, ¿por

qué, dado un proceso generador de datos de un modelo no lineal, los pronósticos a través de
un modelo lineal resultan más satisfactorios en términos de su error cuadrático medio? nos
planteamos el objetivo general de explorar nuevas alternativas de obtención de pronósticos en
modelo TAR. El cumplimiento de dicho objetivo se logra al proponer métodos de estimación
y pronóstico que tomen en cuenta la estructura no lineal del modelo TAR. Esto se verifica
en la evaluación de los desempeños de los pronósticos bajo cada alternativa considerada.
Específicamente, una vez identificado el problema proponemos dos alternativas para

generar y cuantificar los desempeños de los pronósticos h-pasos adelante en los modelos
TAR: verosimilitud predictiva y regresión por cuantiles. A diferencia de los procedimientos
tradicionales para generar pronósticos en modelos TAR, verosimilitud predictiva pronostica
conjuntamente la serie TAR y la variable umbral que determina el comportamiento en cada
uno de los regímenes en el modelo, aprovechando así las características de no linealidad
que caracterizan al proceso. Verosimilitud predictiva se basa en el principio de máxima
verosimilitud y consiste en calcular la verosimilitud predictiva del modelo TAR, de manera
que obtenemos los pronósticos h-pasos adelante vía la maximización de la verosimilitud
predictiva perfil de los valores futuros desconocidos. La segunda alternativa considera al
modelo TAR como un modelo de regresión por cuantiles manejando en forma adecuada la
no linealidad que caracteriza al modelo TAR dentro y fuera de la muestra. Esta alternativa
identificada como regresión por cuantiles es una propuesta de distribución libre que puede
tomar en cuenta la asimetría de los errores en forma natural. Consiste en minimizar la
función de cuantiles resultante, la cual es una función asimétrica como función de los pesos
asociados a los errores positivos y negativos del modelo.
Demostramos las propiedades asintóticas de los estimadores de máxima verosimilitud

y de regresión por cuantiles bajo los modelos TAR. Implementamos también un amplio
ejercicio de simulación para comparar los desempeños de los pronósticos h-pasos adelante en
los modelos TAR contra los desempeños de los pronósticos en los modelos AR, para cada
una de las alternativas de pronósticos. Valoramos dichos desempeños mediante las funciones
de pérdida error cuadrático medio de pronóstico, que corresponde a una función de pérdida
simétrica, y por medio de la función de pérdida de cuantiles, la cual considera el caso de
pérdidas asimétricas, así como el caso simétrico, dado por desviaciones absolutas del error.
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Prefacio

Esta tesis está orientada al estudio y a la obtención de los pronósticos en modelos tipo umbral
autorregresivos (Threshold Autoregressive (TAR) models).

Históricamente el análisis de series de tiempo se ha desarrollado alrededor de modelos
de series de tiempo lineales; sin embargo en una gran cantidad de aplicaciones para diver-
sas áreas como: economía (ciclos de negocios), oceanografía (niveles de agua en el mar,
temperatura del agua en el mar, el fenómeno del niño), hidrología (fluidos), ciencias ambien-
tales (contaminación del agua), física (caos, rotación de la tierra, magnitudes de huracanes),
epidemiología (salmonela, sarampión, rubéola), entre otras, se ha observado un esquema de
comportamiento común, el cual puede ser descrito por un comportamiento lineal por pedazos
en el espacio de la llamada variable umbral1, pero no lineal en el tiempo. El uso de modelos
tipo umbral para describir distintos fenómenos de la naturaleza crece día a día; sabemos
por ejemplo que en economía y crecimiento de poblaciones animales, existen fases de expan-
sión y contracción, las cuales difícilmente pueden ser descritas por la misma dinámica lineal.
Asimismo, suponer que un crecimiento de la temperatura diaria promedio de 0◦C a 2◦C tiene
el mismo impacto que el aumento de la temperatura en los flujos de un río de -12◦C a -10◦C
si hay un glaciar dentro de la zona de influencia del río, es poco realista. La linealidad ignora
las fases de transición; mientras que asumir una dinámica simple y distinta (del tipo auto-
rregresivo, por ejemplo) dentro de cada una de las fases, nos ayuda a comprender y describir
mejor el fenómeno. La consideración de estos comportamientos distintos se da en general
por cambios de un régimen a otro y tomando en cuenta los comportamientos de las distintas
fases de transición del fenómeno en estudio. Tong y Lim (1980) y Tong (1983) introducen
los llamados modelos de regímenes autorregresivos, capaces de considerar comportamientos
distintos en cada uno de los regímenes como función del comportamiento de una variable o
covariable, identificada como variable umbral y activado por el cruce de dicha variable en
función de un valor crítico llamado valor del umbral. Posteriormente, Tong (1983, 1990)
da una introducción detallada de los modelos de regímenes autorregresivos, enfatizando lo
amplio de las aplicaciones de dichos modelos, debido a que estos contemplan diversos fenó-
menos como: ciclos límites, resonancias, distorsiones armónicas, modulación de efectos y

1traducción de la palabra threshold
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2 Prefacio

caos. Sin embargo, cabe aclarar que en los trabajos de Tong (1983, 1990), así como la gran
mayoría de la bibliografía actual, consideran el caso donde la serie misma identifica a qué
régimen corresponde la t-ésima observación, es decir, la variable umbral que determina el
cambio en el régimen está dada por rezagos o función de rezagos de ella misma. Por claridad
de exposición, identificamos a este tipo particular de modelos como SETAR (Self-Exciting
Threshold AutoRegressive model). Por otro lado, si la variable umbral es una función exó-
gena de la variable de interés identificamos al modelo de regímenes como TAR (Threshold
AutoRegressive model). Las propiedades teóricas de los modelos SETAR, así como los resul-
tados asintóticos de los estimadores para cada uno de los parámetros en el modelo, han sido
ampliamente estudiadas y se deben principalmente a los trabajos de Chan, K. S., Petruccelli,
J. D, Tong, H. y Woolford, S. W. (1985), Chan y Tong (1985), Petruccelli y Woolford (1984),
Chan (1993), Chen y Tsay (1991), Hansen (1997, 2000), Chan y Tsay (1998), Qian (1998),
entre otros. La literatura en torno a la generación y evaluación de pronósticos h-pasos hacia
adelante en modelos SETAR es extensa, por ejemplo, Clements y Smith (1997), Clements,
M. P., Frances, P. H., Smith, J. y Van Dijk D. (2003), Diebold, F. X., Gunther, T. A. y
Tay, A.S. (1998), Diebold y Mariano (1995), Dacco y Sanchell (1999), entre otros. Una de
las conclusiones coincidentes en dichos trabajos es que los modelos SETAR pueden descri-
bir adecuadamente el comportamiento del fenómeno correspondiente, pero al momento de
evaluar el desempeño de los pronósticos fuera de la muestra observada, resulta que dichos
pronósticos no se comportan en general mejor que los pronósticos provenientes de un mo-
delo del tipo lineal autorregresivo (AR por sus siglas en inglés). La función de pérdida de
mayor uso, para cuantificar los desempeños de los pronósticos h-pasos hacia adelante, es el
error cuadrático medio de pronóstico (ECMP). Mientras que los procedimientos de obten-
ción de pronósticos más estudiados se basan en métodos del tipo Monte Carlo los cuales
aproximan la esperanza condicional resultante para cada horizonte de pronóstico, mediante
procedimientos recursivos.

Motivados por el hecho de que en algunas situaciones reales el considerar que los cambios
en los regímenes se dan por rezagos de la serie misma puede no ser muy realista, estudiamos
el caso más general de modelos autorregresivos de regímenes. Es decir, el caso en que
la variable umbral que determina a qué régimen corresponde la t-ésima observación está
dada por una variable exógena, que denotaremos por Zt. La variable umbral Zt posee su
propia dinámica, la cual es conocida y relativamente más simple que el modelo TAR de
interés. Contrario al caso SETAR, a la fecha existe un número pequeño de artículos en
torno al estudio de los modelos TAR, como por ejemplo González y Gonzalo (1998, 1999),
Hansen (1997, 2000). Suponer que la variable umbral es distinta a rezagos o función de
rezagos de la serie misma, conlleva a consideraciones teóricas distintas a las estudiadas en
el modelo SETAR. El espacio probabilístico asociado al modelo TAR debe considerar la
estructura probabilística de la variable umbral. Las condiciones de regularidad, así como
las demostraciones correspondientes, para garantizar estacionariedad y ergodicidad en los
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modelos TAR, se establecen en González y Gonzalo (1998).

El objetivo general del presente trabajo de tesis consiste en explorar nuevas alternativas
de obtención de pronósticos en modelos TAR. El alcance de dicho objetivo trae como con-
secuencia los siguientes objetivos particulares: proponer métodos de estimación y obtención
de pronósticos en modelos TAR, que tomen en cuenta la estructura no linealidad del modelo
y evaluar los desempeños de los pronósticos bajo cada alternativa considerada.

Analizamos tres procedimientos para la obtención de los parámetros estimados en el mo-
delo TAR: mínimos cuadrados, máxima verosimilitud y regresión por cuantiles. Para los
primeros dos métodos obtenemos las propiedades asintóticas de los coeficientes autorregre-
sivos para el caso de umbral conocido y desconocido. En regresión por cuantiles estudiamos
sólo las propiedades asintóticas de los estimadores para el caso de umbral conocido. Es-
tudiamos los comportamientos de los pronósticos h-pasos adelante para los modelos TAR,
bajo cada alternativa de obtención de pronósticos y considerando las funciones de pérdida
ECM y función de pérdida de cuantiles. El estudio de los desempeños de los pronósticos en
los modelos TAR se contrasta con los respectivos desempeños de los pronósticos en modelos
lineales AR. A diferencia de los modelos SETAR, los pronósticos en los modelos TAR im-
plican el conocer el comportamiento futuro de la variable umbral. Proponemos dos nuevas
alternativas de obtención de pronósticos en los modelos TAR, verosimilitud predictiva y re-
gresión por cuantiles. La primera de ellas se basa en el principio de máxima verosimilitud
y consiste en obtener la verosimilitud predictiva del modelo TAR bajo estudio. Bajo está
alternativa los pronósticos h-pasos hacia adelante para el modelo de interés, serán los valores
futuros más plausibles en el modelo TAR dada la información observada hasta el tiempo t,
en el sentido de que dichos valores maximizan la ecuación objetivo resultante e identificada
en la literatura como verosimilitud predictiva perfil, ver Lauritzen (1974), Hinkley (1979),
Butler (1986) y Bjørnstad (1990). La segunda alternativa se basa en considerar al modelo
TAR como un modelo de regresión por cuantiles, justificado por el hecho de que ante una
especificación errónea del modelo, ocasionada por considerar un modelo del tipo lineal como
el verdadero proceso generador de datos y acrecentada por la influencia de probabilidades
con valores grandes de mala clasificación en el régimen. Concretamente, identificamos que
el proceso de error ante la mala especificación no se comporta como un proceso de ruido
blanco. La función de pérdida asociada al modelo de regresión por cuantiles es asimétrica
y contempla el caso simétrico dado por las desviaciones absolutas del error de predicción,
Koul (1996) y Mukherjee (1999). Realizamos un amplio ejercicio de simulación, bajo el
supuesto de que el parámetro de umbral es conocido, a fin de estudiar los comportamien-
tos de los pronósticos h-pasos adelante, bajo cada una de las alternativas de obtención de
pronósticos. Cuantificamos los desempeños de los pronósticos mediante los errores cuadráti-
cos medios de pronósticos y calculando también la función de pérdida definida en el modelo
de regresión por cuantiles. Análogo al caso SETAR, contrastamos nuestras dos alternativas
para la obtención de los pronósticos en el modelo TAR, contra los pronósticos obtenidos del
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método de Monte Carlo recursivo. El procedimiento implementado es similar a los métodos
de Monte Carlo estudiados por Granger y Teräsvirta (1993), para modelos no lineales. Es
decir, aproximamos los valores esperados condicionales para los h horizontes de interés en el
modelo TAR, con la diferencia de que ahora incluimos el pronóstico de la variable umbral
Zt o bien el valor de la función indicadora definida en términos de si la variable umbral al
tiempo t está por arriba o por abajo del valor del umbral.
Una conclusión general de nuestro ejercicio de similación es que los pronósticos en el

modelo TAR, obtenidos por medio de verosimilitud predictiva presentan mejores desempeños
que los pronósticos bajo el modelo AR, ya que los valores de las funciones de pérdidas para
los distintos horizontes de pronóstico son más pequeños que sus respectivos valores bajo el
modelo lineal.

La organización de esta tesis es la siguiente: el Capítulo 1 contiene una revisión del
tema de pronósticos para modelos no lineales. En el Capítulo 2 se describe el modelo TAR,
sus propiedades teóricas, como por ejemplo estacionariedad y ergodicidad. Así como una
comparación teórica de las expresiones de los errores cuadrático medio de pronóstico bajo
un esquema TAR simplificado. El Capítulo 3 aborda el problema de estimación en los mo-
delos TAR, se estudian los métodos de mínimos cuadrados y de máxima verosimilitud; en
ambos métodos de estimación se discuten las propiedades asintóticas de los estimadores bajo
parámetro de umbral conocido y desconocido. El Capítulo 4 describe el método recursivo
de Monte Carlo para la aproximación de los pronósticos en el modelo TAR, describiendo
los métodos correspondientes para el pronóstico de la variable umbral. En el Capítulo 5
introducimos el concepto de verosimilitud predictiva y obtenemos bajo el supuesto de nor-
malidad en los errores la correspondiente función de verosimilitud predictiva para el modelo
AR(1) y el modelo TAR(2; 1, 1) . El Capítulo 7 se refiere a las ideas de regresión por cuan-
tiles, específicamente expresamos el modelo TAR como un modelo de regresión por cuantiles,
establecemos las propiedades asintóticas de los parámetros estimados en el modelo y describi-
mos el procedimiento de obtención de los pronósticos bajo esta alternativa. En el Capítulo
8 describimos el ejercicio de simulación implementado para la comparación de las distin-
tas alternativas de obtención de pronósticos, así como la cuantificación de sus desempeños,
como función de los valores de las funciones de pérdida. Los resultados de dicho ejercicio
se presentan en forma gráfica y tabulada. Finalmente en el Capítulo 9 resaltamos algunas
observaciones en torno al problema de estimación y pronósticos en modelos TAR, así como
un resumen de las conclusiones de este trabajo de tesis.



Capítulo 1

Introducción

Los modelos de series de tiempo no lineal son una herramienta útil para describir y pronos-
ticar una gran variedad de series de tiempo económicas. Sin embargo, se ha observado en una
gran variedad de trabajos empíricos, que estos modelos ajustan bien dentro de la muestra
pero difícilmente presentan una ganancia sustancial en sus predicciones fuera de la muestra.
Las predicciones se comparan con las predicciones correspondientes en modelos lineales auto-
rregresivos. Algunos autores, Pesaran y Potter (1997) y Clements y Smith (1999), sugieren
que los modelos no lineales pueden ser mejores competidores de desempeños de pronósticos
puntuales como función de sus respectivos ECMP si se consideran las varianzas condicionales
para cada uno de los regímenes. Clements y Smith (1999) calculan los ECMP condicionando
en cada uno de los regímenes y calculando también estadísticos relacionados con la dirección
del cambio. El estudio de Pesaran y Potter (1997) sugiere que los modelos no lineales pueden
ser mejores al pronosticar momentos de orden alto, lo cual se entiende como: el desempeño de
los intervalos de pronósticos y de la densidad de pronósticos es mejor que su correspondiente
competidor lineal.

1.1 Pronósticos en modelos no lineales
Sea Yt una serie de tiempo estacionaria dada por la siguiente ecuación,

Yt = g (Yt−1) + εt,

con g una función arbitraria y εt una secuencia de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas con distribución D, media cero y varianza σ2 y que denotaremos
como: εt ∼ iidD (0, σ2). Dado un conjunto de T observaciones sobre el tiempo, el predictor
de YT+h con error cuadrático medio mínimo está dado por la esperanza condicional, es decir,

ŶT+h = E [g(YT+h)|Ys; s ≤ T ] . (1.1)

5



6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Si g (·) es una función lineal, pensemos por ejemplo que Yt sigue un proceso autorregresivo
de orden uno (AR(1)) estacionario y dado por la expresión: Yt = θYt−1 + ηt, con proceso de
error ηt ∼ iidN 0, σ2η , tenemos que a partir de la ecuación recursiva:

YT+h = θhYT +
h−1

j=0

θjηT+h−j,

el pronóstico optimal h-pasos adelante está dado por:

ŶT+h = E [YT+h|Ys; s ≤ T ]

= θhYT .

En la práctica es común que el parámetro θ sea desconocido, y es necesario estimarlo del
conjunto de datos observados. La estimación de θ puede realizarse, por ejemplo, mediante
los métodos de mínimos cuadrados o por máxima verosimilitud, entre otros métodos. El
estimador de θ, bajo el supuesto de normalidad en los errores para ambos procedimientos de
estimación es el mismo, y satisface las propiedades de consistencia y normalidad asintótica.
De está forma el pronóstico h-pasos adelante para el modelo AR(1) , se obtiene de la siguiente
expresión:

Ŷ
AR(1)
T+h = θ

h
YT ,

donde θ es un estimador consistente de θ. La varianza del error de predicción o error
cuadrático medio de pronóstico, se obtiene de la siguiente expresión:

Var YT+h − Ŷ
AR(1)
T+h |YT ≈ σ̂2η

(1− θ
2h
)

(1− θ
2
)
,

con σ̂2η la varianza estimada del proceso de error en el modelo AR (1) .
La obtención de los pronósticos en modelos no lineales es más difícil que en el caso lineal,

por ejemplo, consideremos el modelo no lineal dado por:

Yt = g (Yt−1) + εt, con εt ∼ iidD 0, σ2 , (1.2)

pero ahora la función g (·) es una función no lineal. Sea FT la σ-álgebra generada por el
conjunto de información hasta el tiempo T, digamos {Y1, . . . , YT} . El pronóstico optimal un
paso adelante está dado por:

ŶT+1 = E [YT+1|FT ] = g (YT ) .

Sin embargo, dada la no linealidad de la función g, el pronóstico dos pasos adelante está
dado por:

ŶT+2 = E [YT+2|FT ] = E [g (YT+1) |FT ] 6= g (E [YT+1|FT ]) = g ŶT+1 .
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O equivalentemente,

ŶT+2 = E [YT+2|FT ] = E [g (YT+1) |FT ] = E [g (g(YT ) + εT+1) |FT ]

= E g ŶT+1 + εT+1 |FT 6= g ŶT+1

Similarmente, podemos expresar el pronóstico h-pasos adelante mediante la siguiente igual-
dad:

ŶT+h = E [YT+h|FT ] = E [g (YT+h−1) |FT ]
= E [g (g (g(g(· · · g(g(YT ) + εT+1)) + · · ·+ εT+h−3)

+ εT+h−2) + εT+h−1) |FT ]

= E g g g(g(· · · g(ŶT+1 + εT+1)) + · · ·+ εT+h−3

+ εT+h−2) + εT+h−1) |FT ],

donde la función g es evaluada h− 1 veces.
Los métodos más utilizados en la literatura para generar pronósticos en modelos no linea-

les, y en particular en los modelos SETAR, se basan en aproximar la esperanza condicional
para diferentes horizontes de pronóstico. Algunas de las alternativas más estudiadas se
describen a continuación, Granger y Teräsvirta (1993).

Método Exacto. Supongamos que la función de distribución acumulada D, para los
errores εt en el modelo es conocida y dada por Φ (·) , entonces el pronóstico dos pasos adelante
por el método exacto se obtiene como:

ŶE,T+2 = E [YT+2|FT ] =
∞

−∞
g ŶT+1 + Z dΦ (Z) .

Equivalentemente, tenemos que:

ŶE,T+2 = E [YT+2|FT ] =
∞

−∞
g (yT+1) η (yT+1|FT ) dyT+1

=
∞

−∞
E (YT+2|YT+1) η (yT+1|FT ) dyT+1,

donde η (yT+1|FT ) es la función de densidad de Yt+1 condicional a la σ-álgebra FT . Notemos
que la función de densidad anterior es la misma función de densidad de εT+1, sólo que ahora
la media de la variable aleatoria es g (Yt) .
Generalizando, el pronóstico h pasos hacia adelante para Yt está dado por:

ŶE,T+h = E [YT+h|FT ] =
∞

−∞
g (yT+h−1) η (yT+h−1|FT ) dyT+h−1,
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de modo que para obtener el pronóstico h-pasos adelante debemos determinar la integral
anterior en cada punto por medio de integración numérica.
Una alternativa para calcular la integral y obtener los pronósticos h-pasos adelante ŶE,T+h

para YT+h, consiste en utilizar la relación de Chapman-Kolmogorov para calcular los pronós-
ticos h-pasos adelante en el método exacto, es decir, sea

η (yT+h|FT ) =
∞

−∞
η (yT+h|YT+h−1) η (yT+h−1|FT ) dyT+h−1,

donde η (yT+h|YT+h−1) es la función de densidad de YT+h dado YT+h−1, entonces,

ŶE,T+h =
∞

−∞

∞

−∞
g (yT+h−1) η (yT+h−1|YT+h−2)×

η (yT+h−2|FT ) dyT+h−1dyT+h−2
...

=
∞

−∞

∞

−∞
· · ·

∞

−∞
g (yT+h−1) η (yT+h−1|YT+h−2)×

· · · η (yT+1|YT ) η (yT |FT ) dyT+h−1dyT+h−2 · · · dyT .

Dado que no existe una expresión analítica general para las integrales anteriores, es nece-
sario aproximar dichas integrales mediante métodos numéricos, Tong (1990). Las integrales
se complican cada vez más si el número de pronósticos hacia adelante aumenta. En este
sentido es que se han propuesto una serie de métodos numéricos encaminados a resolver el
problema de pronósticos para modelos SETAR y en general para modelos no lineales.

Método Naive. Supongamos que εT+1 = 0, esto significa que podemos intercambiar el
operador esperanza por la función g, dado que se cumplen las siguientes igualdades,

YT+1 = g (YT ) = ŶT+1

E [g (YT+1) |FT ] = E g ŶT+1 |FT = g ŶT+1 .

De modo que el pronóstico dos pasos adelante está dado por:

ŶN,T+2 = E [YT+2|FT ] = E [g (YT+1) |FT ] = g (YT+1) = g ŶT+1 .

Equivalentemente, si εT+1 = εT+2 = 0, el pronóstico tres pasos adelante para YT+3 es:

ŶN,T+3 = E [YT+3|FT ] = E [g (YT+2) |FT ] = g(ŶN,T+2).
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Finalmente, si εT+1 = · · · = εT+h−1 = 0, el pronósticos h-pasos adelante se obtiene de la
siguiente igualdad:

ŶN,T+h = E [YT+h|FT ] = g ŶN,T+h−1 ,

donde el subíndice N en el pronóstico h-pasos adelante corresponde a la identificación del
método naive.

Método de Monte Carlo. Una alternativa para calcular pronósticos h-pasos hacia
adelante consiste en aproximar la esperanza condicional respectiva por medio de un procedi-
miento computacional recursivo del tipo Monte Carlo, por ejemplo, el pronóstico dos pasos
adelante se aproxima mediante la siguiente ecuación:

ŶMC,t+2 =
1

N

N

j=1

g ŶT+1 + Zj

donde Zj, j = 1, . . . , N son extraídos de una función de distribución D conocida.
Bajo este esquema el pronóstico Monte Carlo para YT+h con h > 1 es de la forma:

ŶMC,T+h =
1

N

N

j=1

g(g(· · · g
h−1 veces

(ŶT+1 + Z1j ) · · · ) + Zh−1
j ),

con Z1j , Z
2
j , . . . , Z

h−1
j generados de la distribución D, para j = 1, 2, . . . , N. Cabe men-

cionar que este método es el de mayor uso en la práctica, dada la facilidad de implementación
y las propiedades de convergencia para N suficientemente grande.

Método de Remuestreo. Similar al método de Monte Carlo, el método de remuestreo
consiste en aproximar la esperanza condicional, mediante la expresión:

ŶB,T+2 =
1

n− 1

n−1

j=1

g ŶT+1 + ε̂j ,

donde a diferencia del método de Monte Carlo los ε̂j, j = 1, . . . , n− 1 son valores extraídos
de los residuales observados ε̂t sobre el periodo muestral. Equivalentemente tenemos que el
pronóstico h-pasos adelante se aproxima por medio de la siguiente igualdad:

ŶB,T+h =
1

n− 1

n−1

j=1

g(g(· · · g
h−1 veces

(ŶT+1 + ε̂1j) · · · ) + ε̂h−1j ), h > 1.

donde ε̂1j , ε̂
2
j , . . . , ε̂

h−1
j son h − 1 valores aleatorios extraídos de los residuales observados,

j = 1, 2, . . . , n− 1.
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Para más detalles ver Granger y Teräsvirta (1993); Clements y Smith (1997); Clements
et al (2003); Diebold et al (1998); Diebold y Mariano (1995).
En la práctica la función g (·) no es conocida y deberá ser especificada y estimada por

medio de algún procedimiento de estimación. La función estimada ĝ (·) se sustituye en cada
una de los métodos anteriores para obtener los pronósticos de interés.
Cada uno de los métodos anteriores son alternativas diferentes, con ventajas y desven-

tajas, por ejemplo: los pronósticos mediante el método naive son fáciles de obtener pero
usualmente sesgados e inconsistentes ya que E [g (ε)] 6= g [E (ε)] . Los pronósticos mediante
el método exacto son computacionalmente costosos y complicados, mientras que los pronós-
ticos mediante el método de Monte Carlo, pueden ser sesgados si seleccionamos una función
de distribución D incorrecta, sin embargo en condiciones generales suele ser la mejor técnica.
Los pronósticos por el método de remuestreo son relativamente fáciles y pueden tener buenas
propiedades siempre que ĝ (·) sea una buena aproximación a g (·), pero en otras situaciones
pueden ser sesgados, Granger y Teräsvirta (1993).

1.2 Técnicas de evaluación y obtención de pronósticos

Gran parte del estudio de obtención y evaluación de pronósticos se ha enfocado a pronósticos
puntuales, donde el resumen de la incertidumbre de los pronósticos se mide a través de sus
errores estándar, Clements y Smith (1997), Clements et al (2003), Diebold et al (1998),
Diebold y Mariano (1995), Dacco y Sanchell (1999), etc.. Chistosffersen (1998) sugiere
algunas formas de evaluar los desempeños de los pronósticos mediante la evaluación de
intervalos de pronósticos condicionales; mientras que Diebold et al (1998) proponen algunos
métodos para evaluar la densidad de pronóstico.

Pronósticos puntuales

La obtención de pronósticos puntuales h-pasos adelante en modelos no lineales involucra,
por lo general, la solución analítica de integrales múltiples y de aquí el uso de técnicas de
integración numérica o métodos de simulación alternativos para la obtención de los pronós-
ticos. Dentro de los métodos más utilizados se encuentran los métodos Monte Carlo del tipo
recursivo los cuales aproximan la esperanza condicional correspondiente mediante el prome-
dio de un número predeterminado de réplicas para cada uno de los horizontes de pronóstico.
Ver por ejemplo, Clements y Smith (1997, 1998), De Gooijer y De Bruin (1998), Davies et
al (1988). La comparación de los desempeños de los pronósticos bajo el modelo TAR y bajo
el modelo AR se realiza por lo general tomando el cociente de los ECMP para el modelo AR
entre los ECMP para el modelo TAR, considerando cada uno de los horizontes de pronóstico.
De está forma, valores mayores que uno indican que los desempeños de los pronósticos en el
modelo TAR son mejores que los pronósticos en el modelo AR. Algunas de las conclusiones
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de los trabajos de Clements y Smith (1997), Clements et al (2003), Diebold et al (1998),
Diebold y Mariano (1995), Dacco y Sanchell (1999), en torno al estudio de los pronósticos
en modelos SETAR, son las siguientes:

I Se sabe que el comportamiento de los pronósticos en modelos no lineales dentro de la
muestra es mejor que el comportamiento de los pronósticos en modelos lineales, pero fuera
de la muestra no, a menos que la no linealidad caracterice el periodo de pronóstico.
I Los desempeños de los pronósticos a largo plazo (más de tres pasos hacia adelante),

son comparables tanto para modelos lineales autorregresivos como para modelos SETAR.
I Los desempeños de los pronósticos en modelos SETAR son mejores que los desempeños

de los pronósticos en modelos AR, siempre que los valores de las pendientes en cada uno de
los regímenes sean de signo opuesto y cercanos al circulo unitario (valores ±0.6 y ±0.8).
I Si la comparación entre los pronósticos de un modelo SETAR y un modelo AR se realiza

condicionando en cada uno de los regímenes se tiene que la ganancia de los pronósticos en
el modelo SETAR es mayor que en el modelo AR.

Diebold y Mariano (1995) realizan la comparación de desempeños de pronósticos pun-
tuales mediante el contraste de las alternativas de pronósticos (lineal y no lineal), bajo la
hipótesis nula de igualdad de precisión de pronóstico, para alguna función de pérdida ar-
bitraria pero definida en términos de los errores de pronóstico g ei,t|t−h , donde ei,t|t−h =
yt − Ŷi,t|t−h, i = 1, 2 corresponde a los errores de pronósticos h-pasos adelante bajo la al-
ternativa de pronóstico i. La propuesta consiste en definir la pérdida diferenciada como:

dt = g ei,t|t−h − g ej,t|t−h ,

con i, j = 1, 2, i 6= j, si E (dt) = 0 entonces tenemos igualdad en la precisión de los pronós-
ticos. Dada una realización muestral estacionaria en covarianzas {dt}T+nT+h la distribución
asintótica de la pérdida diferenciada muestral, d̄, con

d̄ =
1

n− h+ 1

T+n

T+h

dt,

está dada por:
√
n− h+ 1 d̄− μ

d−→ N 0, V d̄ , donde

V d̄ =
1

n− h+ 1
γ0 + 2

h−1

i=0

γi ,

bajo el supuesto de que los pronósticos h-pasos adelante exhiben dependencias de orden
mayor que h − 1. De está forma el estadístico de Diebold y Mariano (1995) se basa en el
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siguiente estadístico de prueba para probar la hipótesis nula de igualdad de precisión de
pronóstico:

d̄

Ṽ d̄

aprox.∼ N (0, 1) ,

donde Ṽ d̄ es un estimador consiste de V d̄ , basado en una suma ponderada de autoco-
varianzas muestrales, γ̂i, con

γ̂i =
1

n− h+ 1

T+n

T+h−i
dt − d̄ dt−i − d̄ .

Clements et al (2003) presentan un estudio detallado sobre el comportamiento del estadístico
de prueba de Diebold y Mariano (1995) bajo distintos escenarios, mostrando la robustez del
mismo.

Evaluación mediante la densidad de pronóstico

Diebold et al (1998), proponen evaluar el desempeño de los pronósticos un paso adelante
mediante el cálculo de la densidad de pronóstico. La evaluación de la densidad de pronóstico
se basa en el análisis de las probabilidades de transformación integral (pti) de las realiza-
ciones actuales de las variables sobre el periodo de pronóstico con respecto a la densidad de
pronóstico de los modelos SETAR y AR, por ejemplo. Las probabilidades pti se denotan por
pt (yt) , t = T + 1, T + 2, . . . , T + n, de modo que,

zt =
yt

−∞
pt (u) du, t = T + 1, . . . , T + n.

Si la densidad de pronóstico corresponde a la verdadera densidad predictiva, dada por el
verdadero proceso generador de datos, y denotada por: ft (yt) , es decir, pt (yt) = ft (yt) ,
tenemos que la secuencia de probabilidades de transformación integral {zt}T+nT+1 son tal que
las variables aleatorias zt son independientes e idénticamente distribuidas con distribución
uniforme en el intervalo [0, 1], y que denotaremos como zt ∼ iidU [0, 1] . Algunas de las
opciones para verificar uniformidad son: por inspección visual de la función de distribución
empírica para la serie zt, y mediante la prueba de Kolmogorov-Smirnov, la cual se basa
en la desviación máxima entre la función de distribución empírica de los zt y la función
de distribución teórica. Berkowitz (2001) sugiere tomar las transformaciones inversas de la
función de distribución acumulada normal de la serie {zt}T+nT+1 , y denotadas por {z∗t }

T+n
T+1 .

Note que ahora los z∗t bajo la hipótesis nula son variables aleatorias normales estándar e
independientes.
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Clements et al (2003) argumentan que los métodos de evaluación de la densidad predic-
tiva, bajo el supuesto de errores normales en el proceso generador de datos, SETAR, puede
verse como un método de evaluación de pronóstico puntual ya que la secuencia de probabi-
lidades normales {z∗t } son equivalentes a los errores de pronósticos escalados. Por ejemplo,
supongamos el siguiente modelo SETAR(2; 1, 1) ,

yt = (φ1yt−1 + εt) I (yt−1 ≤ γ) + (φ2yt−1 + εt) I (yt−1 > γ) , t = 1, 2, . . . , T + n,

donde la función I (·) corresponde a la función indicadora, T denota el tamaño de la muestra
y n la longitud de el periodo de pronóstico fuera de la muestra. El pronóstico un paso
adelante está dado por:

ŷt+1 = E (yt+1|Ft) (1.3)

= φ1ytI (yt ≤ γ) + φ2ytI (yt > γ) ,

donde Ft denota como antes el conjunto de la información disponible hasta el tiempo t o
equivalentemente la σ-álgebra generada por el conjunto de observaciones disponible hasta el
tiempo t. Bajo el supuesto de errores gaussianos la densidad de pronóstico para el modelo
AR(1) es pt (yt) = N(ŷARt+1, (σ̂

AR
t )2), con σ̂ARt la desviación estándar estimada para el proceso

de error y ŷARt+1 el pronóstico un paso adelante para yt, ambos bajo el modelo AR(1) . Para
el caso del modelo SETAR(2; 1, 1) tenemos que la secuencia de probabilidades {zt} son
obtenidas por zt = Φ yt−ŷt+1

σ̂t
, con yt+1 dado en la ecuación (1.3) y σ̂

2
t la varianza estimada

para el proceso de error bajo el modelo SETAR. Observemos que la serie {z∗t } se obtiene
aplicando la inversa de la función de distribución normal estándar a la serie {zt} de tal forma
que obtenemos los errores estándar originales (yt − ŷt+1)/σ̂t.
Una conclusión general en torno al estudio de los desempeños de los pronósticos en

modelos SETAR contra los desempeños de los pronósticos en modelos AR, e independien-
temente del método de evaluación, es que la ganancia de pronóstico es mayor en el modelo
SETAR, siempre que el pronóstico y la medida de desempeño utilizada se obtengan condi-
cionando a cada uno de los regímenes. En nuestro caso, y como se discutirá en la siguiente
sección, nos interesa estudiar los desempeños de los pronósticos para modelos del tipo TAR,
donde la variable umbral corresponde a una variable exógena con dinámica propia y donde,
posiblemente, uno de los regímenes posee una raíz unitaria y de aquí que la noción de condi-
cionamiento para la obtención y evaluación de los pronósticos no es aplicable.
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1.3 Motivación
Uno de los objetivos principales en el análisis de series de tiempo es la obtención de pronós-
ticos, basados en modelos significativos en el sentido de un buen ajuste y una coherente
interpretación del fenómeno bajo estudio. Nuestro interés particular se centra en aplica-
ciones económicas, en las cuales se ha observado que los modelos autorregresivos con umbral
son capaces de capturar características comúnmente observadas en series económicas, como
son: irreversibilidad en el tiempo, asimetrías, persistencia, etc.. Asimismo, desde el punto de
vista econométrico, es más realista suponer que los cambios de un régimen a otro a través del
tiempo se deben a rezagos o función de rezagos de una variable aleatoria exógena más que a
rezagos de la serie misma. Más aún, existen situaciones prácticas donde suponer un modelo
lineal autorregresivo conlleva a considerar que dicho fenómeno se comporta como un proceso
de raíz unitaria. Por ejemplo, consideremos los datos trimestrales de las tasas de interés de
USA, en el periodo de agosto de 1959 a junio de 1999, obtenida de Citibase y analizada en
González y Gonzalo (1999). El comportamiento gráfico de los datos para las tasas de interés
se da en la Figura 1. Al realizar la prueba de raíz unitaria para dichos datos, concluimos
que no se rechaza la hipótesis nula de raíz unitaria para distintos niveles de significancia,
como se muestra en la Tabla 1. Sin embargo la teoría económica argumenta que no es rea-
lista asumir que las series de tasas de interés sigan un modelo de raíz unitaria, ya que dicho
supuesto carece de utilidad en cuanto a la obtención y estudio del comportamiento futuro
de la serie. González y Gonzalo (1998, 1999) estudian el comportamiento de las tasas de
interés por medio de un modelo TAR de dos regímenes, con la característica de que uno de
los regímenes posee una raíz unitaria y denotan a dichos modelos como modelos con umbral
de raíz unitaria (TUR models). La ventaja de dicha consideración es que el modelo utilizado
es un modelo estacionario, que describe adecuadamente a los datos y con la característica
de que la interpretación de cada uno de los regímenes resalta la naturaleza misma de la
serie, como por ejemplo el que uno de los regímenes se considere como una fase de recesión
o bien como una fase de crecimiento económico. González y Gonzalo (1998, 1999) presentan
las condiciones teóricas bajo las cuales los modelos TAR son estacionarios y ergódicos; se
dan también algunas sugerencias para posibles variables de umbral, bajo algunos escenarios
económicos. Un ejemplo de variable umbral en el estudio de las tasas de interés es la serie
que describe los cambios en la inflación. Note que los modelos SETAR no pueden contener
una raíz unitaria en algunos de los regímenes ya que el cambio se da en función de valores
rezagados de la misma serie y ésta no cumpliría el supuesto de estacionariedad y ergodici-
dad, requerido para el análisis y el cumplimiento de algunos resultados asintóticos para los
parámetros estimados en el modelo de interés.
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Tabla1. Prueba Aumentada de Dickey-Fuller para los
datos de las tasas de interés en la Figura 1.

ADF test Statistic = -2.415 Valor crítico del 1% -3.446
Valor crítico del 5% -2.868
Valor crítico del 10% -2.570

Comportamiento gráfico de las tasas de interés

Periodo: agosto de 1959 a junio de 1999
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Figura 1. Datos de tasas de interés analizados en Gonzaléz y Gonzalo (1999).
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1.4 Identificación del problema y alternativas de
solución

La mayor parte de la literatura, en torno a la problemática de obtención y cuantificación
sobre los desempeños de pronósticos en modelos TAR contra modelos AR, se ha concentrado
en el estudio de los modelos SETAR. Se sabe que los estimadores de los parámetros autorre-
gresivos en el modelo SETAR, bajo parámetro de umbral conocido y desconocido satisfacen
las propiedades de consistencia y normalidad asintótica, Petruccelli y Woolford (1984), Chan
et al (1993). En relación a la obtención y cuantificación de los desempeños de los pronósticos
en modelos SETAR, se ha encontrado que en general estos no presentan mejores desempeños
que los pronósticos generados a partir de un modelo lineal AR. La conclusión general es
que los ECM de pronósticos en el modelo lineal AR son menores o iguales que los ECM de
pronósticos en el modelo SETAR, aún en el caso en que el verdadero proceso generador de
datos (VPGD) este dado por un modelo SETAR. A la fecha, no existe un consenso general
en cuanto a, ¿Cuáles son las características inherentes al modelo que originan dicho com-
portamiento?, o ¿En qué situaciones esperamos que los pronósticos bajo dichos modelos se
comporten en forma similar?.
La discusión del mal desempeño de los pronósticos en modelos SETAR, se relaciona con

el problema de mala especificación de los regímenes. Dacco y Sanchell (1999) ilustran la
problemática anterior en los llamados modelos Regime-Switching (RS) contra los modelos
de caminas aleatorias con y sin deriva. Se calculan los ECMP, suponiendo que el verdadero
proceso generador de datos es el modelo de RS, pero considerando que el pronóstico un
paso adelante se calcula por medio de cada una de las alternativas de modelación. Los
ECMP se expresan en función de las probabilidades de mala especificación en los regímenes,
observándose que el mal desempeño de los pronósticos se debe principalmente a valores
grandes de dichas probabilidades. Se sugiere también que el criterio del ECM puede no ser
el criterio apropiado para la evaluación de los desempeños de los pronósticos, y de aquí que
necesitamos establecer métodos de evaluación que consideren las características no lineales
que caracterizan a los modelos TAR.
En nuestro caso identificamos el problema de mala especificación, debido a clasificaciones

erróneas de las observaciones en los regímenes y la mala especificación debida al suponer un
modelo distinto del verdadero proceso generador de datos. De está forma, valores grandes
de las probabilidades de mala clasificación implican valores grandes en los ECM. Paralela-
mente, asumir un modelo erróneo al VPDG implica un aumento en los ECM de pronóstico
bajo el modelo incorrecto, más aún, el comportamiento de los residuales no corresponde al
comportamiento de un proceso de ruido blanco. El aumento en los valores de los ECM de
pronóstico bajo un modelo mal especificado no es suficiente para garantizar que los ECMP
en los modelos TAR son de menor magnitud que los ECMP en los modelos AR, esto debido
a que la metodología de estimación de los parámetros en el modelo es independiente del
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proceso de evaluación de los pronósticos, tal y como se ha estudiado en la literatura. Por
ejemplo, una práctica común es obtener las estimaciones de los parámetros vía la metodología
de mínimos cuadrados y posteriormente calcular y evaluar los pronósticos por medio de un
algoritmo de Monte Carlo.
Nuestras propuestas de solución abordan el problema de estimación, obtención y evalua-

ción de los pronósticos bajo la misma metodología, tomando en consideración las caracterís-
ticas de no linealidad inherentes en el modelo TAR. La primera de nuestras alternativas es
conocida como verosimilitud predictiva, y consiste en obtener los estimadores de los paráme-
tros y valores futuros más plausibles vía la maximización de la función objetivo resultante
e identificada como verosimilitud predictiva perfil. La segunda de nuestras propuestas se
conoce como regresión por cuantiles, y consiste en minimizar la función objetivo de cuan-
tiles para obtener primeramente los parámetros estimados y posteriormente los pronósticos
h-pasos adelante. Esta alternativa considera adecuadamente las características de asimetrías
de los modelos TAR, lo cual se refleja en mejores desempeños de los pronósticos bajo el
modelo TAR. Los detalles teóricos de ambas alternativas son estudiados en los Capítulos 5
y 6 respectivamente. En el Capítulo 7 presentamos un amplio ejercicio de simulación donde
comparamos los desempeños de los pronósticos para cada una de las alternativas antes men-
cionas y de donde concluimos que: en términos generales los pronósticos bajo el modelo TAR
por medio de verosimilitud predictiva y cuantiles de regresión son mejor comportados que
los pronósticos bajo el modelo AR, en virtud de que los valores de las funciones de pérdidas
bajo el modelo TAR son menores en magnitud que los valores respectivos bajo el modelo
AR.
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Capítulo 2

El modelo TAR

Sea Y= (Y1, . . . , YT )
0 el vector de datos observados, con condiciones iniciales (Y0, Y−1, . . . ,

Y−p+1)
0 . Se dice que la serie de tiempo Yt sigue un modelo TAR(r; p1, ..., pr) con variable

umbral Zt−d y r regímenes si Yt puede expresarse de la forma siguiente:

Yt = α0,k +

pk

i=1

αi,kYt−i + εk,t para γk−1 ≤ Zt−d < γk, (2.1)

donde k = 1, 2, ..., r y d un entero positivo, en nuestro caso conocido. Los errores {εk,t} se
consideran una secuencia de variables aleatorias normales independientes con media cero y
varianza σ2k, donde {εi,t} y {εj,t} son independiente si i 6= j. Los números reales γj satisfacen
−∞ = γ0 < γ1 < ... < γr = ∞ y forman una partición del espacio de Zt−d. El entero
positivo d se conoce como rezago o retardo1 de la variable umbral en el modelo. La partición
γk−1 ≤ Zt−d < γk se refiere a el k-ésimo régimen del modelo en la ecuación (2.1). Note
que el modelo TAR es un modelo lineal por pedazos en el espacio de Zt−d, pero es no lineal
por pedazos en el tiempo. Si la variable umbral Zt−d está dada por rezagos o funciones de
rezagos de la serie misma Yt, identificamos al modelo de la ecuación (2.1) como un modelo
SETAR.

2.1 Algunas definiciones y resultados

Al igual que en el análisis de series de tiempo lineales, las propiedades de estacionariedad y
ergodicidad para el caso de series de tiempo no lineales son fundamentales para garantizar
las propiedades asintóticas de los estimadores para cada uno de los parámetros en el modelo.
Aún cuando podemos decir que para modelos de series de tiempo lineales es relativamente

1del inglés delay

19
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sencillo mostrar que la serie en cuestión es estacionaria, en el caso de modelos no lineales
dicha propiedad no es fácil de establecer. De está forma, el que una serie de tiempo no lineal
posea o no la propiedad de estacionariedad dependerá del modelo particular de interés. La
manera común de verificar los supuestos de estacionariedad y ergodicidad en modelos no
lineales es representar a la serie de tiempo como una cadena de Markov y establecer que la
cadena es ergódica. La serie de tiempo no lineal es estacionaria dado que una cadena de
Markov ergódica es estacionaria. Vale la pena entonces considerar las siguientes definiciones,
en torno a los conceptos de interés.

Definición 2.1 (Cadena de Markov). Sea {Y t} un proceso estocástico de valores reales,
decimos que {Y t} es una cadena de Markov si cumple con la propiedad Markoviana, es
decir, si la distribución condicional de Y t+1 dado {Y t,Y t−1, . . .} depende sólo de Y t,∀t.
La distribución condicional de Y t+1|Y t, digamos Ft (·|y) , se conoce como la distribución de
transición de la cadena al tiempo t.
Consideremos el siguiente modelo autorregresivo no lineal,

Yt = f (Yt−1, . . . , Yt−p) + εt, (2.2)

donde {εt} es una secuencia de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas y εt independiente de {Yt−k, k ≥ 1} . De la ecuación (2.2) se sigue que {Y t} es
una cadena de Markov dada por:

Y t = f (Y t−1) + εt, (2.3)

con Y t = (Yt−1, . . . , Yt−p)
0, εt = (εt, 0, . . . , 0)

0 y f (y) = (f (y1) , y1, . . . , yp−1)
0 para

y = (y1, . . . , yp)
0 ∈ <p.

Definición 2.2 (Distribución de transición). Sea D (·) la función de distribución de εt, y
Fn (·|y) la distribución condicional de Y n dado Y 0 = y, entonces para n ≥ 2,

Fn (x|y) = D {x− f (u)}Fn−1 (du|y) ,

y F1 (x|y) = D {x− f (y)} es conocida como la distribución de transición de la cadena.

Definición 2.3 (Ergodicidad). Si existe una distribución F y una constante λ ∈ (0, 1], tal
que

λ−n kFn (·|y)− F (·)k −→ 0 para cualquier y,

decimos que la cadena de Markov Y t es ergódica si λ = 1 y geométricamente ergódica si
λ < 1. F se conoce como la distribución estacionaria y k·k denota la norma de variación
total.
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Note que ergodicidad geométrica implica ergodicidad y que la ergodicidad de una cadena
de Markov depende completamente de su distribución estacionaria.

Resultado 2.4 (Estacionariedad estricta). Suponga que la cadena de Markov Y t dada en
(2.3) es ergódica. Entonces existe una distribución estacionaria (p-dimensional) F tal que
la serie de tiempo {Yt, t = 1, 2, . . .} definida por el modelo no lineal dado en (2.2) y con
condiciones iniciales (Y0, Y−1, . . . , Y−p+1)

0 ∼ F es estrictamente estacionaria.

Para la demostración del Resultado 2.4 ver Fan y Yao (2003).

Las propiedades de estacionariedad y ergodicidad de los modelos SETAR se deben esen-
cialmente a los trabajos de Petruccelli y Woolford (1984), Chan et al (1985), Chen y Tsay
(1991), entre otros.
El Teorema de ergodicidad para el modelo SETAR(r; 1, 1) establecido en Chan et al

(1985) dice lo siguiente:

Teorema 2.5 (Teorema de ergocidad, SETAR). El proceso {Yt} definido en la ecuación (2.1),
con Zt−d = Yt−d es ergódico si y sólo si se satisface cualquiera de las siguientes condiciones:

a) α1,1 < 1, α1,r < 1, α1,1α1,r < 1;
b) α1,1 = 1, α1,r < 1, α0,1 > 0;
c) α1,1 < 1, α1,r = 1, α0,r < 0;
d) α1,1 = 1, α1,r = 1, α0,r < 0 < α0,1;
e) α1,1α1,r = 1, α1,1 < 0, α0,r + α1,rα0,1 > 0.

En el caso de dos regímenes y constante cero, Petruccelli y Woolford (1984), y Chen y
Tsay (1991) demuestran que {Yt} es ergódico si y sólo si α1,1 < 1, α1,2 < 1 y α1,1 α1,2 < 1.
La demostración del teorema de ergodicidad parte del supuesto de que la serie de interés es
una cadena de Markov con espacios de estados (<,B), donde B es la σ-álgebra de Borel en
los números reales <, y con densidad de transición dada por:

p (x, y) =
l

k=1

I (x ∈ γk) fk (y − α0,k − αl,kx) .

Nuestro interés particular se refiere al estudio de los modelo TAR de primer orden, sin
constante, estudiado a detalle en González y Gonzalo (1998), con variable umbral Zt−d, cuya
representación matemática es,

Yt = α1I(Zt−d ≤ γ1) + · · ·+ αT I(Zt−d > γT−1) Yt−1 + εt (2.4)

= δtYt−1 + εt, t = 1, 2, . . . ,
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donde δt = α1I(Zt−d ≤ γ1) + · · · + αT I(Zt−d > γT−1), I(·) es la función indicadora, y los
procesos εt y Zt satisfacen las siguientes condiciones:

S1. Los procesos (εt, Zt−d) son estrictamente estacionarios y ergódicos.
S2. E (εt|Ft−1) = 0 y E (ε2t |Ft−1) = σ2.
S3. Para algún τ > 1, E (ε2τt |Ft−1) ≤ B <∞.
S4. E (max (0, log |ε1|)) <∞.
S5. El supremo esencial de |ε1| <∞, es decir, ess sup |ε1| = inf {x : Pr (|ε1| > x) = 0} <∞.
S6. ε1 admite una función de densidad de probabilidad continua y positiva.

Los supuestos (S1) y (S4) son necesarios para estacionariedad estricta, mientras que el
supuesto (S5) es necesario para estacionariedad en covarianza. El supuesto (S6) se requiere
para ergodicidad geométrica. Los supuestos (S2) son las consideraciones estándar para es-
pecificar que el proceso de error εt es una secuencia de martingalas en diferencias condi-
cionalmente homoscedastica. (S2) conjuntamente con (S3) se utiliza para obtener algunos
de los resultados asintóticos del proceso TAR.
Las condiciones bajo las cuales el modelo TAR, dado en la ecuación (2.4) es estacionario y

ergódico se establecen en González y Gonzalo (1998), así como para algunos casos particulares
y de interés práctico, los cuales consideraremos en nuestro ejercicio de simulación.

Teorema 2.6 (Teorema de estacionariedad TAR). Sea Yt un proceso generado a partir del
modelo TAR dado en la ecuación (2.4), donde el proceso de error εt satisface los supuestos
(S1), (S4) y (S5) enunciados arriba. Sea también Zt−d la variable umbral, la cual cumple
el supuesto (S1). Si E δ2t < 1, entonces el proceso Yt es estrictamente estacionario. Por

otra parte, si ∞
j=1 E j

T=1 δ
2
T

1/2

<∞, el proceso es también débilmente estacionario.

Note que el teorema anterior establece las condiciones bajo las cuales el proceso Yt es
estrictamente estacionario, y estás se basan en que se cumplan los supuestos (S1) y (S4)
para los procesos (εt, Zt−d) . Sin embargo, esto no garantiza la existencia de los momentos
y de aquí que necesitemos asumir que el proceso {εt} cumple con la condición (S5) para
garantizar que el proceso Yt es estacionario en covarianzas. Note también que el Teorema 2.6
no requiere que la variable umbral Zt−d sea una secuencia de observaciones independientes
de εt. Por ejemplo, el proceso Zt−d podría ser el proceso εt y las condiciones del teorema
podrían seguir cumpliéndose. El teorema incluye el caso de los modelos SETAR siempre que
se cumplan las condiciones |α1| < 1, |αT | < 1, y |α1αT | < 1, de otra forma la variable de
umbral no sería ergódica y no cumpliría el supuesto (S1).
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Corolario 2.7 Considere el modelo TAR de dos regímenes de primer orden, denotado como
TAR(2; 1, 1) con rezago d y dado por la siguiente expresión:

Yt = [φ1I (Zt−d ≤ γ) + φ2I (Zt−d > γ)]Yt−1 + εt (2.5)

= δtYt−1 + εt,

donde la variable umbral Zt−d se supone un proceso de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas y mutuamente independientes del proceso de errores εt, con
p = Pr (Zt−d ≤ γ) . Entonces, si E δ2t < 1, el proceso Yt es estacionario en covarianzas.

Corolario 2.8 Considere el modelo TAR de primer orden, dado en la ecuación (2.5) con
Zt−d un proceso de Markov de orden N. Entonces si E δ2t < 1 y p1|2,...,2 ≥ p1|1,...,1 el
proceso es estacionario en covarianzas. p1|j,...,j es la probabilidad de iniciar en el estado uno
dado que durante los N periodos anteriores el proceso estuvó en el estado j = 1, 2. Cuando
N = 1, tenemos que para que el proceso sea estacionario en covarianzas debe cumplirse que:
E δ2t < 1 y p1|2 ≥ p1|1.

Corolario 2.9 Considere el modelo TAR de primer orden dado en la ecuación (2.5) donde
Zt−d es un proceso de Markov de orden N y φi = 1 y φj < 1, i 6= j, i, j = 1, 2. Entonces el
proceso Yt es estacionario en covarianzas.

El Corolario 2.9 introduce los modelos TAR con una raíz unitaria en uno de los regímenes,
denotados por González y Gonzalo (1998) como modelos TUR, los cuales son una alternativa
para la modelación de series económicas con comportamientos de raíces unitarias, como por
ejemplo las tasas de interés.

Teorema 2.10 (Teorema de ergodicidad TAR). Sea Yt generado a partir del modelo dado
en la ecuación (2.5), y que satisface las condiciones del teorema de estacionariedad, más el
supuesto S6. Entonces, Yt es geométricamente ergódico y por ende ergódico.

Las demostraciones de los Corolarios 2.7, 2.8, 2.9 y los teoremas de estacionariedad y
ergodicidad en modelos TAR, Teoremas 2.6 y 2.10, se encuentran en el trabajo de González
y Gonzalo (1998).
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2.2 Error cuadrático medio bajo especificaciones
incorrectas

Recordemos que el problema inicial de este trabajo de tesis es investigar porqué en general
los ECM de pronósticos en modelos lineales presentan mejores desempeños que los ECM de
pronósticos en modelo TAR. En esta sección obtenemos las expresiones teóricas de los ECM
asociados a los pronósticos para el modelo TAR y el modelo AR. Estudiamos el problema de
clasificaciones erróneas de los pronósticos en los regímenes para un escenario simplificado,
similar al caso estudiado en Dacco y Satchell (1999). Posteriormente analizamos los ECM de
pronósticos considerando una mala especificación ocasionada ahora por suponer un modelo
distinto del verdadero proceso generador de datos y generar a partir de dicho modelo los
pronósticos h-pasos hacia adelante.

2.2.1 Clasificación incorrecta de las observaciones en los regímenes
bajo el modelo TAR simplificado

El interés en esta sección consiste en investigar porqué, la ganancia de los pronósticos en
los modelos TAR no es generalmente más grande que la ganancia en los modelos AR, en
términos de los ECMP, aún en el caso en que el modelo TAR ajuste mejor a los datos. El
procedimiento de análisis es como en Dacco y Satchell (1999), quienes presentan un trabajo
dirigido al estudio de los modelos Regime-Switching en relación al mal desempeño de los
pronósticos.
Supongamos que el verdadero proceso generador de datos está dado por la siguiente

versión simplificada de la ecuación (2.4) y que llamaremos modelo TAR simplificado:

Yt = φ1I (Zt−1 ≤ γ) + φ2I (Zt−1 > γ) + εt (2.6)

= δt + εt,

con δt = φ1I (Zt−1 ≤ γ) + φ2I (Zt−1 > γ) , εt ∼ iidN(0, σ2) y Zt−1 una serie de tiempo
estacionaria y mutuamente independiente del proceso εt tal que Pr (I (Zt−1 ≤ γ) = 1) = p (γ)
y Pr (I (Zt−1 ≤ γ) = 0) = 1− p (γ) . Para efectos de análisis supongamos que los parámetros
en el modelo (2.6) son conocidos.
Los primeros momentos del proceso δt, se obtienen como sigue:

μδ = E (δt)

= E [φ1I (Zt−1 ≤ γ) + φ2I (Zt−1 > γ)]

= φ1E(I (Zt−1 ≤ γ)) + φ2E (I (Zt−1 > γ))

= φ1 Pr (Zt−1 ≤ γ) + φ2 Pr (Zt−1 > γ)

= φ1p (γ) + φ2([1− p (γ)] , (2.7)
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asimismo la condición de estacionariedad en covarianzas o segundo momento para el proceso
δt es, E δ2t = φ21p (γ) + φ22 [1− p (γ)] , de tal forma que la varianza de δt se reduce a:

σ2δ = Var (δt) (2.8)

= p (γ) ([1− p (γ)] (φ1 − φ2)
2 .

Los momentos del proceso Yt están dados en función de los momentos de δt y εt para
todo t, y se escriben a continuación:

E (Yt) = E (δt + εt) = E (δt) = φ1p (γ) + φ2 [1− p (γ)] , (2.9)

y

Var (Yt) = Var (δt + εt) = Var (δt) + Var (εt)

= p (γ) [1− p (γ)] (φ1 − φ2)
2 + σ2, (2.10)

ya que la variable umbral Zt−1 es independiente del proceso εt.
Para analizar el comportamiento de los pronósticos h-pasos hacia adelante, consideremos

dos posibles modelos para la variable umbral Zt−1. El primer caso consiste en considerar a
Zt−1 como un proceso de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
distribución uniforme en (0, 1), es decir, Zt−1 ∼ iidU (0, 1) . Para el segundo caso considera-
mos cierta estructura de dependencia en la variable umbral, descrita por ejemplo por un mo-
delo autorregresivo de orden uno, estacionario con errores gaussianos, es decir, Zt−1 ∼AR(1).

Caso 1. Zt−1 ∼ iidU (0, 1)

Note que al tiempo T hemos observado el valor de la variable umbral y de aquí que conocemos
I (ZT ≤ γ) ó I (ZT > γ), entonces el pronóstico un paso adelante para la serie Yt está dado
por:

Ŷ TAR
T+1 = E {YT+1|YT} = E {φ1I (ZT ≤ γ) + φ2I (ZT > γ) + εT+1|FT}

= φ1I (ZT ≤ γ) + φ2I (ZT > γ) ,

donde FT contiene toda la información disponible hasta el tiempo T. El ECMP un paso
adelante es igual a la varianza del error, es decir,

ECMP TAR
1 = E YT+1 − ŶT+1

2

= E (εT+1)
2 = σ2.
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De la misma forma, tenemos que el pronóstico h-pasos adelante, se obtiene de la siguiente
ecuación:

Ŷ TAR
T+h = E (YT+h|YT ) = E [φ1I (ZT+h−1 ≤ γ) + φ2I (ZT+h−1 > γ) + εT+h|FT ]

= φ1E [I (ZT+h−1 ≤ γ) |FT ] + φ2E [I (ZT+h−1 > γ) |FT ]
= φ1E [I (ZT+h−1 ≤ γ)] + φ2E [I (ZT+h−1 > γ)]

= φ1p (γ) + φ2 [1− p (γ)]

= φ1γ + φ2 (1− γ)

= E (δt) ,

por la independencia de Zt−1, notando que p (γ) = γ, dado que Zt−1 ∼ iidU (0, 1) . El ECMP
h-pasos adelante para el modelo TAR simplificado está dado por la siguiente igualdad,

ECMP TAR
h = E Yt+h − ŶT+h

2

= γ (1− γ) (φ1 − φ2)
2 + σ2.

Para fines de comparación consideremos ahora el modelo lineal simplificado, dado por la
siguiente ecuación:

Yt = φ+ εt, (2.11)

con εt ∼ iidN(0, σ2). El pronóstico h-pasos hacia adelante, bajo el modelo (2.11), es sim-
plemente dado por Ŷ L

T+h = φ, con h ≥ 1. El parámetro φ puede estimarse por la media
muestral, la cual converge en probabilidad a φ0 = φ1p (γ) + φ2 [1− p (γ)] = E (δt) , bajo el
hecho de que el modelo dado en la ecuación (2.6) es el VPGD. Finalmente el ECMP para el
pronóstico h-pasos adelante, obtenido del modelo (2.11) está dado por:

ECMPL
h = E YT+h − Ŷ L

T+h

2

= Var (YT+h) = γ(1− γ)(φ1 − φ2)
2 + σ2.

Entonces, si Zt−1 ∼ iidU(0, 1) tenemos que ECMP TAR
h = ECMPL

h . Sin embargo, en la prác-
tica tenemos que los parámetros en el modelo son desconocidos, y es necesario estimarlos. La
estimación de los parámetros se realiza mediante mínimos cuadrados o máxima verosimilitud
y en ambos casos tenemos que los estimadores resultantes son consistentes y asintóticamente
normales. Los desempeños de los pronósticos en el modelo TAR simplificado y en el mo-
delo lineal dependen esencialmente de qué tan cercano está el estimador φ̂ del modelo lineal
simplificado con el correspondiente valor estimado de E (δt) .
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Caso 2. Zt−1 proceso AR(1)

Consideremos ahora que la variable umbral sigue un proceso AR(1) , estacionario de tal forma
que los pronósticos para Yt, en (2.6) dependerán de los pronósticos de la variable umbral.
Note que el pronóstico un paso adelante es conocido en virtud de que al tiempo T sabemos si
estamos en el régimen uno o régimen dos. Sin embargo, desconocemos los valores futuros de
Zt al tiempo T + 1, . . . , T + h y se hace necesario pronosticarlos. Por ejemplo el pronóstico
2-pasos hacia adelante se obtiene como sigue:

ŶT+2 = E {YT+2|FT}
= E [φ1I(ZT+1 ≤ γ) + φ2I (ZT+1 > γ) + εT+2|FT ]
= φ1E [I(ZT+1 ≤ γ) | FT ] + φ2E [I (ZT+1 > γ) |FT ]
= φ1Î (ZT+1 ≤ γ) + φ2Î (ZT+1 > γ) ,

es decir, para pronosticar la serie Yt dos pasos adelante es necesario pronosticar la función
indicadora I (ZT+1 ≤ γ) ó I (ZT+1 > γ) o de forma equivalentemente pronosticar la variable
umbral Zt un paso adelante. La discusión sobre como simular tales variables se describirá
en la Sección 4.1.
Para calcular el ECMP dos pasos adelante definamos la función de distribución conjunta

de las variables Î (ZT+1 ≤ γ) y I (ZT+1 ≤ γ) , es decir, sea

pij = Pr Î (ZT+1 ≤ γ) = i, I (ZT+1 ≤ γ) = j

para i, j = 0, 1 y pij = 1. Entonces el ECMP dos pasos adelante en el modelo TAR
simplificado dado en la ecuación (2.6) es:

ECMP TAR
2 = E YT+2 − ŶT+2

2

= E YT+2 − ŶT+2 | Î (ZT+1 ≤ γ) = 1, I (ZT+1 ≤ γ) = 1
2

p11

+E YT+2 − ŶT+2 | Î (ZT+1 ≤ γ) = 1, I (ZT+1 ≤ γ) = 0
2

p10

+E YT+2 − ŶT+2 | Î (ZT+1 ≤ γ) = 0, I (ZT+1 ≤ γ) = 1
2

p01

+E YT+2 − ŶT+2 | Î (ZT+1 ≤ γ) = 0, I (ZT+1 ≤ γ) = 0
2

p00

= E [φ1 + εt − φ1]
2 p11 +E [φ2 + εt − φ1]

2 p10

+E [φ1 + εt − φ2]
2 p01 +E [φ2 + εt − φ2]

2 p00

= σ2p11 + (φ2 − φ1)
2p10 + σ2p10 + (φ1 − φ2)

2p01 + σ2p01 + σ2p00

= σ2(p11 + p10 + p01 + p00) + (φ1 − φ2)
2(p10 + p01)

= σ2 + (φ1 − φ2)
2(p10 + p01),
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es decir,

ECMP TAR
2 = σ2 + (φ1 − φ2)

2(p10 + p01),

donde p10 y p01 se entienden como las probabilidades de mala clasificación en cada uno de
los regímenes, en el sentido de que el valor pronosticado de la variable umbral al tiempo
T + 1 excede o no el valor del parámetro γ conocido.
Comparando los respectivos ECMP en el modelo (2.6) y en el modelo (2.11) tenemos que

se cumple la siguiente desigualdad, para h = 1, ECMP TAR
1 < ECMPL

1 . Para garantizar
que ECMP TAR

2 ≤ ECMPL
2 dos pasos hacia adelante tenemos que:

ECMP TAR
2 ≤ ECMPL

2 siempre que p10 + p01 < p (γ) [1− p (γ)] . (2.12)

A partir de la función de densidad conjunta tenemos que las probabilidades p10 y p01 co-
rresponden a las probabilidades de los pronósticos mal especificados o clasificados, en el
entendido de que el pronóstico futuro de la variable indicadora no corresponde al valor ver-
dadero. Por otro lado la probabilidad p (γ) corresponde a la proporción de observaciones en
el régimen uno y [1− p (γ)] a la proporción de observaciones en el régimen dos.
En la práctica las probabilidades de mala especificación también dependen de la esti-

mación del parámetro de umbral γ, el cual puede estimarse por ejemplo, mediante regresión
secuencial, Hansen (1997), o mediante máxima verosimilitud, específicamente mediante la
función de log verosimilitud perfil, como detallaremos en la Sección 3.2.1 correspondiente
a la obtención de los estimadores mediante máxima verosimilitud. Chan (1998), y Hansen
(1997), demuestran que el estimador del parámetro γ, conocido como estimador por mínimos
cuadrados es T -consistente. El mismo resultado se tiene para γ estimado a partir de máxima
verosimilitud, como demostramos en la Sección 3.2.2. Sin embargo es importante mencionar
que desviaciones pequeñas del estimador γ con respecto al verdadero valor, influyen de ma-
nera significativa en la asignación de las observaciones a cada uno de los regímenes, y de
aquí que las probabilidades de mala especificación pueden ser grandes o pequeñas, Dacco y
Sanchell (1999). Por ejemplo, supongamos ahora que conocemos el valor futuro de la variable
umbral al tiempo T + 1, pero desconocemos el parámetro γ. Supongamos que el verdadero
valor del parámetro γ en el modelo (2.6) es γ = γ0, pero por medio de algún procedimi-
ento de estimación encontramos que γ = γ1 con γ1 > γ0, entonces podemos calcular las
probabilidades de mala especificación como:

p∗10 = Pr (I (ZT+1 ≤ γ1) = 1, I (ZT+1 ≤ γ0) = 0)

= Pr (ZT+1 ≤ γ1, ZT+1 > γ0)

= Pr (γ0 < ZT+1 ≤ γ1)

= Pr (ZT+1 ≤ γ1)− Pr (ZT+1 ≤ γ0) ,
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y

p∗01 = Pr (I (ZT+1 ≤ γ1) = 0, I (ZT+1 ≤ γ0) = 1)

= Pr (ZT+1 > γ1, ZT+1 ≤ γ0)

= Pr (γ1 < ZT+1 ≤ γ0)

= 0.

El valor de la probabilidad p∗10 depende de la función de densidad asociada al proceso Zt. Por
ejemplo, en el caso en que la distribución asociada a la variable umbral Zt−1 es la distribución
uniforme (i.e. Zt−1 ∼ iidU(0, 1)) tenemos que la probabilidad de mala especificación estará
dada en función de que tan alejado está el valor estimado γ1 del valor verdadero γ. Por
su parte si Zt−1 ∼AR(1) estacionario con media cero y errores gaussianos, tenemos que la
distribución de ZT+1 es N (0, σ2u/1− ρ2) , con ρ el coeficiente autorregresivo en el modelo.
El problema de la mala especificación aumenta, dado que en la práctica debemos pronos-

ticar el comportamiento de la variable umbral, así como estimar los parámetros en el modelo.
Sin embargo, los métodos de estimación descritos en la sección de estimación de paráme-
tros garantizan que dichos estimadores possen algunas propiedades asintóticas, como son la
propiedad de consistencia y normalidad.

2.2.2 Especificación incorrecta del verdadero proceso generador
de datos

En la sección anterior estudiamos el comportamiento de los errores cuadráticos medios de
pronósticos ante una especificación incorrecta originada esencialmente por valores grandes
en las probabilidades de mala clasificación en cada uno de los regímenes. El interés en esta
sección es estudiar el problema de especificación incorrecta originado al suponer un modelo
lineal a nuestro conjunto de datos provenientes de un modelo TAR(2; 1, 1) . Mostramos ex-
plícitamente, bajo ciertas condiciones en la variable umbral, que al ajustar erróneamente un
proceso lineal AR el supuesto distribucional de ruido blanco para los errores no se satisface.
Mostramos que dichos errores siguen un modelo de volatilidad, e identificamos al modelo
TAR como un modelo de coeficientes aleatorios. El caso más general, como función de los
supuestos en la variable umbral también presenta errores cuyos comportamientos se alejan
del supuesto de ruido blanco. Ilustramos dichos comportamientos por medio de un análisis
empírico. Tenemos entonces que una especificación incorrecta, del tipo lineal autorregresivo,
puede generar errores con comportamientos alejados del supuesto distribucional de ruido
blanco lo cual debe tomarse en cuenta al momento de generar pronósticos h-pasos hacia
adelante, y al realizar la comparación de los desempeños de dichos pronósticos.
Consideremos ahora la siguiente versión estacionaria del modelo TAR dada en la ecuación
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(2.4), y que denotamos por TAR(2; 1, 1) , con d = 1,

Yt = δtYt−1 + εt, (2.13)

con δt = φ1I (Zt−1 ≤ γ)+φ2 (Zt−1 > γ) , Zt−1 mutuamente independiente de εt ∼ iidN (0, σ2) .

Recordemos de las ecuaciones (2.7) y (2.8) que las expresiones para los primeros momentos
de δt están dadas por las siguientes ecuaciones:

μδ = φ1p+ φ2(1− p),

E(δ2t ) = φ21p+ φ22(1− p), (2.14)

σ2δ = p (1− p) (φ1 − φ2)
2 ,

con p = p (γ) = Pr (Zt−1 ≤ γ) . A partir de los momentos del proceso δt y del proceso
de errores εt podemos calcular los momentos del proceso Yt. Supongamos que Y0 = 0, y
que la variable umbral está dada por una secuencia de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas, entonces el proceso Yt está caracterizado por los siguientes
momentos:

E (Yt) = E (δtYt−1 + εt)

= E(δtYt−1) +E(εt)

= E(δtδt−1Yt−2 + δtεt−1)

= E(δtδt−1Yt−2) +E (δtεt−1)
...

= E(δtδt−1 . . . δ1Y0) +E (δtδt−1 . . . δ2ε1)

= E(0) +E(δtδt−1 . . . δ2)E (ε1)

= 0,

por la independencia entre los procesos {Zt−1} y {εt} y dado que E (εt) = 0, ∀t. Igualmente
la varianza del proceso Yt es:

Var (Yt) = Var (δtYt−1 + εt)

= Var (δtYt−1) + Var (εt) + Cov (δtYt−1, εt)

= Var (δtYt−1) + σ2,

ya que Cov (δtYt−1, εt) = E [δtYt−1εt −E(δtYt−1)E(εt)] = E(δtYt−1εt) = E(δtYt−1)E(εt) =
0 por la independencia entre {Zt−1} y {εt} y del hecho de que εt es independiente de
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Yt−1, Yt−2, . . . , retomando la ecuación anterior tenemos que la varianza de Yt es:

Var (Yt) = Var (δtYt−1) + σ2

= Var (δtδt−1Yt−2 + δtεt−1) + σ2

= Var (δtδt−1Yt−2) + Var(δtεt−1) + σ2

= Var (δtδt−1δt−3Yt−3) + Var(δtδt−1εt−2) + Var(δtεt−1) + σ2

...

= Var (δtδt−1δt−3 · · · δ1Y0) + Var(δtδt−1δt−2 · · · δ2ε1) + · · ·+Var(δtεt−1) + σ2

= Var(δtδt−1δt−2 · · · δ2ε1) + · · ·+Var(δtεt−1) + σ2

= E(δtδt−1δt−2 · · · δ2ε1)2 + · · ·+E(δtδt−1εt−2)
2 +E(δtεt−1)

2 + σ2

= E(δtδt−1δt−2 · · · δ2)2E(ε1)2 + · · ·
+E(δtδt−1)

2E (εt−2)
2 +E(δt)

2E(εt−1)
2 + σ2

= σ2 1 +E δ2t + E δ2t
2
+ · · ·+ E δ2t

t−1

= σ2
t−1

i=0

E δ2t
i
= σ2

1− E δ2t
t

1−E δ2t
,

por ser Zt−1 un proceso independiente e idénticamente distribuido, y por la condición de
estacionariedad de segundo orden del proceso Yt, que establece que E δ2t < 1.

Igualmente tenemos que la covarianza de Yt y Yt−s, está dada por:

Cov (Yt, Yt−s) = E [(δtYt−1 + εt)Yt−s]

= E (δtYt−1Yt−s) +E (εtYt−s)

= E (δtYt−1Yt−s)

= E (δtδt−1δt−2 · · · δt−s+1Yt−sYt−s)
= E (δtδt−1δt−2 · · · δt−s+1)E(Yt−sYt−s)
= μsδ Var (Yt−s)

= μsδσ
2 1− E δ2t

t−s

1−E δ2t

Dado que E δ2t < 1, por la condición de estacionaridad de segundo orden y haciendo
tender t→∞, resumimos los primeros momentos del proceso Yt por medio de las siguientes
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ecuaciones:

E (Yt) = 0

Var (Yt) = σ2
1

1−E δ2t
(2.15)

Cov (Yt, Yt−s) = σ2
μsδ

1−E δ2t

Recordemos que una de las razones de interés para estudiar los modelos TAR, desde el
punto de vista económico por ejemplo, es que dichos modelos pueden describir fenómenos
de raíces unitarias, como las tasas de interés o de desempleo, pero con la característica de
que el modelo TAR cumple con la condición de ser un proceso globalmente estacionario.
Comparemos por ejemplo la varianza del proceso TAR(2; 1, 1) , dada en la ecuación (2.15)
con la varianza convencional de un modelo AR(1) con coeficiente autorregresivo dado por

μδ. Denotemos el modelo AR(1) por Ỹt, con varianza dada por: Var Ỹt = σ2

1−μ2δ
. Podemos

descomponer la varianza de Yt, dada en (2.15), como la suma de la varianza de Ỹt y un
término adicional que depende exclusivamente de la varianza de δt, como sigue:

Var (Yt) =
σ2

1−E δ2t
− σ2

1− μ2δ
+

σ2

1− μ2δ

=
σ2

1− μ2δ
+ σ2

1

1−E δ2t
− 1

1− μ2δ

= Var Ỹt + σ2
1− μ2δ − 1 +E δ2t
1−E δ2t [1− μ2δ]

= Var Ỹt +
σ2

1−E δ2t [1− μ2δ]
σ2δ.

Continuemos con nuestra idea de explorar especificaciones incorrectas ante el hecho de
que nuestro VPGD es el modelo TAR(2; 1, 1) pero por alguna razón creemos que los datos
provienen de un modelo AR(1) . Notemos que el proceso δt es igual en distribución al proceso
μδ + σδVt, es decir,

δt
d
= μδ + σδVt,

con

Vt =
φ1 − μδ

σδ
I (Zt−1 ≤ γ) +

φ2 − μδ
σδ

I (Zt−1 > γ) ,

un proceso estacionario con media 0 y varianza 1, y por consiguiente podemos rescribir el mo-
delo TAR(2; 1, 1) como un modelo linealizado del tipo AR(1) con coeficiente autorregresivo
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μδ, tal y como se escribe a continuación,

Yt = μδYt−1 + σδYt−1Vt + εt = μδYt−1 + rt (2.16)

y rt = σδYt−1Vt+ εt el nuevo proceso de error. En situaciones prácticas, y dado un conjunto
de observaciones provenientes de un modelo TAR(2; 1, 1) , comúnmente se asume un modelo
del tipo lineal como el dado en la ecuación (2.16), pero considerando que los errores en el
modelo lineal cumplen con el supuesto de ser ruido blanco gaussiano. Bajo tal consideración
se obtienen las estimaciones de los parámetros involucrados en el modelo lineal, así como la
obtención de los pronósticos h-pasos hacia adelante.
A partir de la expresión (2.16) resaltan dos características interesantes para conjeturar

cómo será el desempeño de los pronósticos ante una incorrecta especificación en el modelo.
Por ejemplo, supongamos que el VPGD es efectivamente el modelo TAR(2; 1, 1) pero por
error consideramos que los datos provienen de un modelo lineal autorregresivo, dado por:

Y †
t = φY †

t−1 + ε †
t ,

donde la secuencia de errores ε †
t cumple con el supuesto distribucional de ruido blanco

gaussiano. Sabemos que φ̂
p−→ φ, con φ̂ estimador de mínimos cuadrados o máxima vero-

similitud, entonces bajo el VPGD φ̂
p−→ μδ = φ1p (γ) + φ2 [1− p (γ)] . Análogamente, re-

tomemos el modelo (2.16), si podemos asumir que el proceso de ruido rt cumple el supuesto
de ruido blanco gaussiano, esperamos que los desempeños de los pronósticos en el modelo
lineal, y el modelo TAR estén directamente relacionados con la cercanía entre la estimación
del parámetro autorregresivo y el valor μδ. Por otra parte, si no se cumple el supuesto de
homoscedasticidad en el proceso rt esperaríamos que el desempeño de los pronósticos en el
modelo TAR(2; 1, 1) sea mejor que el modelo lineal AR(1) , como función de sus respectivos
ECM de pronósticos.
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A fin de complementar lo antes mencionado, verifiquemos que el proceso Vt tiene media
cero y varianza uno,

E (Vt) = E
φ1 − μδ

σδ
I (Zt−1 ≤ γ) +

φ2 − μδ
σδ

I (Zt−1 > γ)

=
φ1 − μδ

σδ
E [I (Zt−1 ≤ γ)] +

φ2 − μδ
σδ

E [I (Zt−1 > γ)]

=
φ1 − μδ

σδ
Pr (Zt−1 ≤ γ) +

φ2 − μδ
σδ

Pr (Zt−1 > γ)

=
φ1 − μδ

σδ
p (γ) +

φ2 − μδ
σδ

[1− p (γ)]

=
1

σδ
[φ1p (γ) + φ2(1− p (γ))− μδp (γ)− μδ + μδp (γ)]

=
1

σδ
[μδ − μδ]

= 0.

Asimismo,

Var (Vt) = E (Vt)
2

= E
φ1 − μδ

σδ
I (Zt−1 ≤ γ) +

φ2 − μδ
σδ

I (Zt−1 > γ)
2

= E
φ1 − μδ

σδ

2

I (Zt−1 ≤ γ) +
φ2 − μδ

σδ

2

I (Zt−1 > γ)

=
φ1 − μδ

σδ

2

E [I (Zt−1 ≤ γ)] +
φ2 − μδ

σδ

2

E [I (Zt−1 > γ)]

=
φ1 − μδ

σδ

2

p (γ) +
φ2 − μδ

σδ

2

[1− p (γ)]

=
1

σ2δ
φ21p (γ) + φ22 (1− p (γ))− 2p (γ)φ1μδ+

+p (γ)μ22 − 2φ2μδ (1− p (γ)) + (1− p (γ))μ2δ
= 1.

El modelo linealizado (2.16) para Yt corresponde a la expresión matemática de un modelo
autorregresivo AR con coeficiente autorregresivo constante μδ, e innovaciones “especiales”
dadas por el proceso rt.
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Para caracterizar el comportamiento del proceso rt = σδvtYt−1 + εt calculemos sus
primeros momentos,

E (rt) = E [σδVtYt−1 + εt]

= E [σδVtYt−1]

= E [E (σδVtYt−1) |Yt−1]
= E [σδYt−1E (Vt|Yt−1)]
= 0,

ya que E (Vt|Yt−1) = E (Vt) = 0. El cálculo de la varianza es como sigue:

Var(rt) = Var(σδVtYt−1 + εt) = σ2δ Var(VtYt−1) + σ2

= σ2δ Var(Vt)Var(Yt−1) + σ2 = σ2δ Var(Yt−1) + σ2

= σ2δ
σ2

1−E δ2t
+ σ2 = σ2

σ2δ
1−E δ2t

+ 1

= σ2
1− [E (δt)]2

1−E δ2t
,

ya que Vt =
φ1−μδ
σδ

I (Zt−1 ≤ γ) + φ2−μδ
σδ

I (Zt−1 > γ) independiente de Yt−1. Asimismo,

E (rtrt+h) = E [(σδVtYt−1 + εt) (σδVt+hYt+h−1 + εt+h)]

= E(σ2δVtYt−1Vt+hYt+h−1 + σδVt+hYt+h−1εt + σδVtYt−1εt+h + εtεt+h)

= σ2δE(VtYt−1Vt+hYt+h−1) + σδE(Vt+hYt+h−1εt) + σδE(VtYt−1εt+h) +E(εtεt+h)

= 0,

ya que,

E [VtYt−1Vt+hYt+h−1] = E (Vt)E (Yt−1Vt+hYt+h−1)

= 0, para h > 0.

Igualmente tenemos que:

E[Vt+hYt+h−1εt] = E (Vt+h)E (Yt+h−1εt)

= 0, para h > 0,

E[VtYt−1εt+h] = E (Vt)E (Yt−1εt+h)

= 0,
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y

E[εtεt+h] = 0.

Resumiendo, escribimos los momentos del proceso rt,

E (rt) = 0,

E (rtrt+h) = 0, t > 0, h > 0,

Var(rt) = σ2
1− μ2δ

1−E δ2t
(2.17)

= σ2
1−E δ2t +E δ2t − μ2δ

1−E δ2t

= σ2 1 +
σ2δ

1−E δ2t
.

Calculemos ahora los errores cuadráticos medios de pronósticos bajo las siguientes condi-
ciones:

Situación 1: Supongamos que el VPGD es un modelo TAR(2; 1, 1) tal y como se especificó
en la ecuación (2.13) y que el pronóstico h-pasos adelante es también generado a partir de
dicho modelo, es decir,

Ŷ TAR
t+h = E (Yt+h | Ft) = E (δt+hYt+h−1 + εt+h | Ft)

= E (δt+hYt+h−1 | Ft) +E (εt+h | Ft)

= E (δt+hYt+h−1 | Ft)

= E (δt+hδt+h−1Yt+h−2 + δt+hεt+h−1 | Ft)

= E (δt+hδt+h−1Yt+h−2 | Ft)

= · · ·
= E (δt+hδt+h−1 · · · δt+1Yt | Ft)

= μhδYt,
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entonces el ECMP, denotado como ECMP TAR,TAR
h , se calcula como sigue:

ECMP TAR,TAR
h = E [Yt+h −E (Yt+h | Ft)]

2 = E Yt+h − Ŷ TAR
t+h

2

= E δt+hYt+h−1 + εt+h − μhδYt
2

= E(δ2t+hY
2
t+h−1 + ε2t+h + μ2hδ Y 2

t

+2δt+hYt+h−1εt+h − 2μhδ δt+hYtYt+h−1
−2μhδεt+hYt)

= E δ2t+hY
2
t+h−1 +E ε2t+h +E μ2hδ Y 2

t

+2E(δt+hYt+h−1εt+h)− 2μhδE(δt+hYtYt+h−1)
−2μhδE(εt+hYt)

= E δ2t+h Var (Yt+h−1) + σ2 + μ2hδ Var (Yt)

−2μhδE[(δt+h) Cov (Yt, Yt+h−1)

= μ2δ
σ2

1−E δ2t
+ σ2 + μ2hδ

σ2

1−E δ2t

−2μhδμδ σ2
μh−1δ

1−E δ2t

= σ2 1 +
μ2δ

1−E δ2t
+

μ2hδ
1−E δ2t

− 2 μ2hδ
1−E δ2t

= σ2
1−E δ2t + μ2δ − μ2hδ

1−E δ2t

= σ2
1− σ2δ − μ2hδ
1−E δ2t

= σ2
1− μ2hδ
1−E δ2t

− σ2δ
1−E δ2t

. (2.18)
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Situación 2: Consideremos ahora que el VPGD es el modelo TAR(2; 1, 1) linealizado dado
en la ecuación (2.16) y que generamos el pronóstico h-pasos adelante mediante el proceso
AR(1) con coeficiente autorregresivo μδ, entonces el ECMP, denotado por ECMP TAR,AR

h ,
está dado por:

ECMP TAR,AR
h = E [Yt+h −E (Yt+h | Ft)]

2

= E μδYt+h−1 + rt+h − μhδYt
2

...

= E μhδYt + μh−1δ rt+h−(h−1) + · · ·+ rt+h − μhδYt
2

= E μh−1δ rt+h−(h−1) + · · ·+ μδrt+h−1 + rt+h
2

= E(
h

j=1

μ
2(h−j)
δ r2t+j) + · · ·+ 2μhδE (rt+jrt+h−1) + 2μh−1δ E (rt+1rt+h)

=
h

j=1

μ
2(h−j)
δ E r2t+j =

h

j=1

μ
2(h−j)
δ Var (rt+j)

= σ2
1− μ2δ

1−E δ2t

h

j=1

μ
2(h−j)
δ

= σ2
1− μ2δ

1−E δ2t

1− μ2hδ
1− μ2δ

(2.19)

= σ2
1− μ2hδ
1−E δ2t

.

De las ecuaciones (2.18) y (2.19) podemos observar que ECMP TAR,TAR
h < ECMP TAR,AR

h

dado que el cociente σ2δ/ 1−E δ2t > 0 por la hipótesis de estacionariedad de segundo
orden. Notemos también que los desempeños de los pronósticos h-pasos adelante ante una
especificación incorrecta dependerá del comportamiento del proceso de ruido rt y en particu-
lar de que tan alejado estemos del supuesto de estacionaridad de segundo orden. Mostramos
que el proceso de error rt es un proceso de volatilidad, es decir, la varianza del proceso va
cambiando en el tiempo. Esta observación es directa para el caso en que Zt−1 ∼ iidU(0, 1)
ya que el modelo TAR(2; 1, 1) dado en la ecuación (2.13) puede pensarse como un modelo
autorregresivo de coeficientes aleatorios (RCA, por sus siglas en inglés), Nicholls y Quinn
(1982) y Koul y Schick (1996). Sin embargo está característica presentada en los errores
también ha sido observada de manera empírica bajo situaciones más generales.
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Consideremos el siguiente ejemplo: sea Zt ∼ iidU (0, 1) y Yt dado por el siguiente modelo
TAR(2; 1, 1) :

Yt =
−0.8747Yt−1 + εt si Zt−1 ≤ γ
1.0747Yt−1 + εt si Zt−1 ≤ γ,

(2.20)

donde el valor del parámetro γ es tal que Pr (Zt−1 ≤ γ) = 0.5, es decir, γ = 0.5 y

εt ∼ iidN (0, σ2) , con σ2 = 1. Note que el proceso dado en la ecuación (2.20) es estacionario
en covarianzas por el Corolario 2.7. del Capítulo 2, ya que los primeros momentos de δt son:

E (δt) = (φ1) (p) + (φ2) (1− p)

= (−0.8747) (0.5) + (1.0747) (1− 0.5)
= 0.1

E δ2t = (φ1)
2 (p) + (φ2)

2 (1− p)

= (−0.8747)2 (0.5) + (1.0747)2 (1− 0.5)
= 0.96.

La consideración de este escenario cercano a la condición de no estacionariedad es con la
finalidad de acrecentar las características de volatilidad presentadas en el proceso rt, al usar
erróneamente al modelo lineal AR, como el proceso generador de datos. El comportamiento
esperado de los residuales bajo dicho modelo será muy distinto al comportamiento de ruido
blanco de los residuales bajo el modelo TAR correctamente especificado.

La Figura 2 presenta el comportamiento de una realización del proceso Yt, dado en
la ecuación (2.20), para un tamaño de muestra de 250 observaciones. Note que la serie
presenta periodos de volatilidad baja seguidos de periodos de volatilidad alta, es decir, la
volatilidad del proceso va cambiando a través del tiempo. Note de la ecuación (2.17) que la
variabilidad del proceso rt depende de los primeros momentos del proceso δt. En particular
si la condición de estacionariedad de segundo orden (E δ2t ≈ 1) es cercana a uno como, en
este experimento, la volatilidad del proceso rt es notoria.
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Modelo TAR simulado

phi1=-.8747,phi2=1.0747,gama=.5,var=1, E(delcuad)=0.96
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Figura 2. Realización del modelo TAR(2; 1, 1) con Zt−1 ∼ iidU (0, 1) .

Residuales en el modelo TAR

phi1g=-0.8968,phi2g=1.06, varg=1.04
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Figura 3. Residuales bajo el modelo TAR(2; 1, 1), con Zt−1 ∼
iidU(0, 1).

La Figura 3 describe el comportamiento de los residuales obtenidos al ajustar al conjunto
de los 250 datos simulados un modelo TAR(2; 1, 1) . Los valores estimados de los parámetros
en el modelo, se encuentran en la parte inferior de la gráfica y corresponden a las estimaciones
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de φ1, φ2 y σ2 respectivamente. Observemos que independientemente del comportamiento
del proceso de observaciones, los residuales asociados al modelo TAR presentan un compor-
tamiento homogéneo a través del tiempo, el cual es típico de un proceso de ruido blanco
gaussiano.

Consideremos el conjunto de datos simulados a partir del modelo (2.20), posteriormente
ajustemos a dicho conjunto de datos un modelo lineal AR(1) y AR(2) respectivamente.

Inherente al procedimiento de ajuste de los modelos lineales autorregresivos esta el supuesto
de que los errores asociados a dichos modelos son procesos gaussianos. De las gráficas de
diagnóstico dadas en las Figuras 4 y 5 observamos que los residuales correspondientes pre-
sentan comportamientos de varianza no constante pero dentro de los límites de significancia
estadística. Más aún, los valores de las funciones de autocorrelación total y parcial muestran
un comportamiento dentro de los límites significativos; al igual que p-valores de la prueba
de Ljung-Box, para verificar independencia en los residuales. Podríamos pensar, de los re-
sultados gráficos que los residuales asociados al modelo lineal aparentemente cumplen con el
supuesto homoscedasticidad y normalidad en los errores. Sin embargo, al realizar las corres-
pondientes gráficas de cuantiles, observamos que los datos tienden a distribuirse alrededor
de la recta de 45 grados, pero con la característica de que el rango de valores de los residuales
asociados al modelo lineal está entre ±10 tal y como se observa en la Figura 6.
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Figura 4. Gráficas de diagnóstico para el modelo AR(1).
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Plot of Standardized Residuals
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Figura 5. Gráficas de diagnóstico para el modelo AR(2).
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QQ Plot, ajustando un modelo TAR(2;1,1)
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Figura 6. Gráficas de papel normal para los residuales bajo los modelos
AR(1) , AR(2) y TAR(2; 1, 1) respectivamente.

Además de que los rangos de valores observados en los residuales muestrales bajo los
modelos AR(1) y AR(2) , son grandes, se observa también que los residuales en los extremos
de las gráficas de cuantiles tienden a separarse de la recta de 45 grados, lo cual se presenta
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en distribuciones de colas más pesadas que la distribución normal. Una recomendación en la
literatura de modelos no lineales para identificar estructuras de dependencias de orden mayor
es analizar los comportamientos de los residuales al cuadrado. Las Figuras 7, 8 y 9 presentan
los comportamientos de los valores para las funciones de autocorrelación de los residuales
al cuadrado bajo los modelos AR(1) , AR(2) y TAR(2; 1, 1) respectivamente. Observemos
que para los modelos AR(1) y AR(2) los valores de las funciones de autocorrelación para los
residuales al cuadrado decaen muy lentamente, identificando que dichos residuales presentan
una estructura de dependencia. Por su parte las autocorrelaciones para los residuales al
cuadrado en el modelo TAR(2; 1, 1) son significativamente iguales a cero ya que estás caen
dentro de los límites de significancia tal y como se observa en la Figura 9.

Residuales, ajustando un AR(1)

0 50 100 150 200 250

-1
0

-5
0

5
10

Lag

A
C

F

0 5 10 15 20

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

 Series : resi11

Residuales al cuadrado, ajustando un AR(1)
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Figura 7. Autocorrelaciones para los residuales y residuales al cuadrado, modelo AR(1).
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Residuales, ajustando un AR(2)
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Residuales al cuadrado, ajustando un AR(2)

0 50 100 150 200 250

0
50

10
0

15
0

20
0

Lag

A
C

F

0 5 10 15 20

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

 Series : rescua21

Figura 8. Autocorrelaciones para los residuales y residuales al
cuadrado, modelo AR(2).

Residuales, ajustando un TAR(2;1,1)
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Residuales al cuadrado, ajustando un TAR(2;1,1)

0 50 100 150 200 250

0
2

4
6

Lag

A
C

F

0 5 10 15 20

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

 Series : ResTARCu1

Figura 9. Autocorrelaciones para los residuales y residuales al
cuadrado, modelo TAR(2; 1, 1).
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Las conclusiones del ejemplo anterior, en relación a que el proceso de ruido asociado al
modelo erróneamente especificado es un modelo de volatilidad las mostramos explícitamente;
sin embargo cuando la variable umbral Zt−1 sigue un proceso AR(1) estacionario con errores
gaussianos, también se observa que los residuales presentan comportamientos alejados del
supuesto de ruido blanco. Por ejemplo, consideremos el siguiente escenario simulado: sea
Zt = 0.5Zt−1 + ut con ut ∼ iidN (0, 1) , y Yt dado por el siguiente modelo TAR(2; 1, 1) :

Yt =
−0.8Yt−1 + εt si Zt−1 ≤ γ
Yt−1 + εt si Zt−1 ≤ γ

,

donde γ es tal que Pr (Zt−1 ≤ γ) = 0.5 y εt ∼ iidN (0, σ2) , con σ2 = 1. El proceso es
estacionario por el Corolario 2.9., ya que φ2 = 1 y |φ1| < 1, con E (δt) = 0.1 y E δ2t = 0.82.
Simulamos una realización de 250 observaciones a partir del modelo anterior, cuyo com-

portamiento gráfico se presenta en la Figura 10.

Modelo TAR simulado,phi1=-.8,phi2=1,p=.5,var=1, E(delcuad)=.82

Comportamiento Gráfico
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Figura 10. Modelo TAR(2; 1, 1) con Zt−1 ∼AR(1) gaussiano.
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Como antes consideramos un escenario donde el proceso TAR es cercano a la condición
de no estacionariedad para ilustrar los comportamientos de los residuales. Ajustamos un
modelo TAR(2; 1, 1) , y a partir de los parámetros estimados calculamos los residuales aso-
ciados; podemos observar de la Figura 11 que los residuales presentan un comportamiento
homogéneo en el tiempo.

Residuales,phi1g=-0.83,phi2g=1.01, varg=1.14

Comportamiento Gráfico
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Figura 11. Residuales para el modelo TAR(2; 1, 1) con Zt−1 ∼AR(1)
gaussiano.

Sin embargo, al ajustar al conjunto de datos, un modelo AR(1) (se ajustó también un
AR(2) pero presentamos sólo los resultados para el AR(1) en virtud de que las conclusiones
son similares), y a partir de de este calculamos los residuales estimados. La Figura 12
a) presenta los comportamientos de las funciones de autocorrelación para los residuales y
residuales al cuadrado bajo el modelo AR(1). Observemos que los valores de las funciones de
autocorrelación para los residuales al cuadrado decaen lentamente identificando que existe
una estructura de dependencia en los residuales.
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Residuales, ajustando un AR(1)
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Residuales al cuadrado, ajustando un AR(1)
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Figura 12 a). Funciones de autocorrelación para los residuales, modelo
AR(1).

Residuales, ajustando un TAR(2;1,1)
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Residuales al cuadrado, ajustando un TAR(2;1,1)
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Figura 12 b). Autocorrelaciones para los residuales en el modelo
TAR(2;1,1).

Por su parte la Figura 12 b) presenta las funciones de autocorrelación para los residuales y
residuales al cuadrado bajo el modelo TAR(2;1,1). Note que las funciones de autocorrelación
bajo este modelo pueden considerarse como cero y de aquí que no se identifica estructura de
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dependencia en los residuales bajo el modelo TAR.
La Figura 13 presenta las gráficas cuantil cuantil para los residuales bajo los modelos

AR(1) , AR(2) y TAR(2; 1, 1) respectivamente, notemos que el supuesto de normalidad bajo
el esquema lineal no se cumple ya que los comportamientos de los puntos en los extremos
de las gráficas se alejan de la linea recta. La gráfica de cuantil cuantil bajo el modelo TAR
si reproduce un comportamiento típico de un conjunto de datos provenientes de un proceso
gaussiano.
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Figura 13. Gráficas de papel normal para los residuales de cada uno de
los modelos ajustados.

Demostramos que ante especificaciones incorrectas del verdadero modelo generador de
los datos, el proceso de error asociado al modelo incorrecto se comporta como un proceso de
volatilidad. Los comportamientos asimétricos observados en una gran variedad de fenómenos
reales no pueden describirse por medio de un modelo lineal y de aquí que los residuales ante
la mala especificación hereden los comportamientos asimétricos del verdadero proceso ge-
nerador. Mostramos que los comportamientos de los residuales ante la mala especificación
no se comportan como un proceso de ruido blanco. Sin embargo, el incremento de la varia-
bilidad se contrarresta al considerar metodologías de estimación, obtención y evaluación de
pronósticos distintas, lo cual favorece al modelo lineal y de aquí que los pronósticos bajo el
modelo TAR presenten desempeños pobres comparados con sus competidores lineales.
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En el Capítulo 6 retomaremos dicho resultado, y estudiaremos a detalle la alternativa
de regresión por cuantiles, como una nueva propuesta para cuantificar los desempeños de
los pronósticos en los modelos TAR por medio de la función de pérdida de cuantiles, es
decir, cuantificamos los desempeños de los pronósticos en modelos TAR(2; 1, 1) contra los
desempeños de los modelos AR(1) por medio de una función de pérdida que maneja en forma
adecuada la asimetría natural de los modelos TAR. La función de pérdida de cuantiles corres-
ponde a una función de pérdida asimétrica equivalente a las funciones de pérdida asimétricas
estudiadas en Christoffersen y Diebold (1996). Granger (2002), justifica el estudio de me-
didas de volatilidad, tales como varianzas o retornos absolutos, mediante el estudio de los
riesgos relacionados. Una forma útil y simple de estudiar una distribución condicional es
considerando sus cuantiles, es decir, estudiando la distribución de los cuantiles en el tiempo.
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Capítulo 3

Estimación en modelos TAR

Una de las características prácticas en los modelos de umbral es que comparados con otros
modelos no lineales los procedimientos de estimación son relativamente fáciles de imple-
mentar computacionalmente. En este capítulo describiremos los procedimientos de máxima
verosimilitud y mínimos cuadrados para la estimación de los parámetros en el modelo TAR
dado en la ecuación (2.1). Analizamos las propiedades asintóticas de los parámetros esti-
mados para γ fijo, bajo ambos procedimientos de estimación. La estimación del parámetro
γ puede realizarse por medio del método de mínimos cuadrados, vía una búsqueda directa,
Chan (1993) y Hansen (1997). O bien por medio de la función de log verosimilitud perfil
discutida en la Sección 3.2.1.

3.1 Estimación por mínimos cuadrados

Los estimadores de mínimos cuadrados para los modelos SETAR, así como sus propiedades
asintóticas, se deben a los trabajos de Petruccelli y Woolford (1984), Chan et al (1985),
Chen y Tsay (1991), Chan (1993), Hansen (1997). Sin embargo, es importante garantizar que
dichas propiedades asintóticas siguen cumpliéndose para el caso de los modelos TAR(2; 1, 1) ,
cuya expresión matemática está dada en la ecuación (2.1), para d = 1. Suponemos que el
proceso es estacionario y ergódico, bajo las condiciones dadas en los respectivos Teoremas de
estacionariedad y ergodicidad (Teoremas 2.6. y 2.10 del Capítulo 2). La secuencia de errores
{εt} y la variable umbral Zt−1 son mutuamente independientes y cumplen los supuestos S1
a S6 enunciados en el Capítulo 2, Sección 1.

Sea ψ = (φ1, φ2, σ)
0 el vector de parámetros en el modelo TAR(2; 1, 1) dado en la ecuación

(2.13), los estimadores de mínimos cuadrados condicionales para ψ, considerando que el

51
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parámetro γ es fijo, son aquellos valores que minimizan la siguiente suma de cuadrados,

T

t=1

[Yt −E (Yt|Ft−1;ψ)]
2 , (3.1)

donde T es el tamaño de la muestra observada, Ft−1 es la σ-álgebra generada por Yt−1, Yt−2,
. . . , y E (Yt|Ft−1;ψ) = [φ1I (Zt−1 ≤ γ) + φ2I (Zt−1 > γ)]Yt−1 es la esperanza condicional de
Yt dado Ft−1. Observemos que la esperanza condicional sólo depende de los valores de φ1 y
φ2, entonces dados los valores observados Y0, Y1, Y2, . . . , YT , tenemos que los estimadores de
mínimos cuadrados condicionales φ̂1 (γ) y φ̂2 (γ) , para los parámetro φ1 y φ2 respectivamente,
se obtienen minimizando la suma de cuadrados de los residuales dados en la ecuación (3.1),
es decir, φ̂1 (γ) y φ̂2 (γ) están dados por las siguientes ecuaciones:

φ̂1 (γ) =

T

t=1

YtI (Zt−1 ≤ γ)Yt−1

T

t=1

I (Zt−1 ≤ γ)Y 2
t−1

y φ̂2 (γ) =

T

t=1

YtI (Zt−1 > γ)Yt−1

T

t=1

I (Zt−1 > γ)Y 2
t−1

, (3.2)

donde los residuales se obtienen de la igualdad: êt = Yt−E Yt|Ft−1; φ̂1 (γ) , φ̂2 (γ) , a partir

de los cuales obtenemos el estimador natural para σ2, dado por:

σ̂2 (γ) =
1

T

T

t=1

ê2t =
1

T

T

t=1

Yt − φ̂1 (γ) I (Zt−1 ≤ γ) + φ̂2 (γ) I (Zt−1 > γ) Yt−1
2

. (3.3)

Observe que como notación nos referimos a los estimadores φ̂1 (γ) , φ̂2 (γ) y σ̂
2 (γ) como fun-

ciones del parámetro γ, esto es con el fin de tener presente que dichos estimadores dependen
del valor de γ considerado.

3.1.1 Propiedades de los estimadores de mínimos cuadrados

Para el modelo SETAR(2; 1, 1), con γ conocido, Petruccelli y Woolford (1984) demuestran
que los estimadores dados en las ecuaciones (3.2) y (3.3), son estimadores consistentes de
φ1, φ2 y σ2 respectivamente. Asimismo se prueba que la distribución asintótica de los esti-
madores autorregresivos es normal. Para el caso del modelo TAR(2; 1, 1) dado en la ecuación
(2.13), con variable umbral Zt−1, estacionaria, ergódica y mutuamente independiente de la
secuencia de errores {εt} , también se cumplen las propiedades asintóticas de los estimadores.

Teorema 3.1 (Consistencia de los estimadores de mínimos cuadrados en el modelo TAR).
Consideremos el modelo TAR(2; 1, 1) estacionario y ergódico, dado en la ecuación (2.13).
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Entonces para γ f ijo, los estimadores de mínimos cuadrados para φ1, φ2 y σ2 dados en las
ecuaciones (3.2), y (3.3) respectivamente, son estimadores consistentes.

Demostración. Una forma equivalente de escribir φ̂1 (γ) , dado en la ecuación (3.2) es la
siguiente:

φ̂1 (γ) =

T

t=1

{[φ1I (Zt−1 ≤ γ) + φ2I (Zt−1 > γ)]Yt−1 + εt} [I (Zt−1 ≤ γ)Yt−1]

T

t=1

I (Zt−1 ≤ γ)Y 2
t−1

=

T

t=1

φ1I (Zt−1 ≤ γ)Y 2
t−1

T

t=1

I (Zt−1 ≤ γ)Y 2
t−1

+

T

t=1

εt [I (Zt−1 ≤ γ)Yt−1]

T

t=1

I (Zt−1 ≤ γ)Y 2
t−1

= φ1 +

T

t=1

εt [I (Zt−1 ≤ γ)Yt−1]

T

t=1

I (Zt−1 ≤ γ)Y 2
t−1

,

Equivalentemente, podemos escribir φ̂2 (γ) en forma similar y obtener las siguientes expre-
siones para φ̂1 (γ) y φ̂2 (γ) respectivamente:

φ̂1 (γ) = φ1 +

T

t=1

εt [I (Zt−1 ≤ γ)Yt−1]

T

t=1

I (Zt−1 ≤ γ)Y 2
t−1

, (3.4)

φ̂2 (γ) = φ2 +

T

t=1

εt [I (Zt−1 > γ)Yt−1]

T

t=1

I (Zt−1 > γ)Y 2
t−1

.

Observemos que por la condición de estacionariedad y ergodicidad de las series involu-
cradas en las expresiones (3.4), también las series en las sumatorias anteriores son ergódicas,
y se cumplen los siguientes resultados asintóticos,

1

T

T

t=1

I (Zt−1 ≤ γ)Y 2
t−1

c.s.−→
T−→∞

E I (Zt−1 ≤ γ)Y 2
t−1 < ∞,

1

T

T

t=1

I (Zt−1 > γ)Y 2
t−1

c.s.−→
T−→∞

E I (Zt−1 > γ)Y 2
t−1 < ∞,
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ya que por el supuesto S3 dado en el Sección 2.1, el cual establece que E (ε2τt |Ft−1) ≤ B <∞
para algún τ > 1 y por la ergodicidad de la series εt y Zt, se obtienen las condiciones de
estacionariedad y ergodicidad para Yt. Asimismo, tenemos que:

1

T

T

t=1

εt [I (Zt−1 ≤ γ)Yt−1]
c.s.−→

T−→∞
E (ε1)E [I (Zt−1 ≤ γ)Yt−1] = 0,

1

T

T

t=1

εt [I (Zt−1 > γ)Yt−1]
c.s.−→

T−→∞
E (ε1)E [I (Zt−1 > γ)Yt−1] = 0,

de tal forma que φ̂1 (γ)
c.s.−→

T−→∞
φ1 y φ̂2 (γ)

c.s.−→
T−→∞

φ2.

Rescribamos el estimador de la varianza dado en la ecuación (3.3), como sigue:

σ̂2 (γ)

=
1

T

T

t=1

{φ1I (Zt−1 ≤ γ)Yt−1 + φ2I (Zt−1 > γ) Yt−1 + εt

−φ̂1 (γ) I (Zt−1 ≤ γ)Yt−1 − φ̂2 (γ) I (Zt−1 > γ)Yt−1
2

=
1

T

T

t=1

−(φ̂1 (γ)− φ1)I (Zt−1 ≤ γ)Yt−1 − (φ̂2 (γ)− φ2)I (Zt−1 > γ)Yt−1 + εt
2

=
1

T

T

t=1

ε2t +
(φ1 − φ̂1 (γ))

2

T

T

t=1

I (Zt−1 ≤ γ)Y 2
t−1 +

(φ2 − φ̂2 (γ))
2

T

T

t=1

I (Zt−1 > γ)Y 2
t−1

−2(φ̂1 (γ)− φ1)

T

T

t=1

I (Zt−1 ≤ γ)Yt−1εt − 2
(φ̂2 (γ)− φ2)

T

T

t=1

I (Zt−1 > γ)Yt−1εt,

entonces σ̂2 (γ) c.s.−→
T−→∞

σ2, por las propiedades de consistencia de los estimadores φ̂1 (γ) y

φ̂2 (γ) . De tal forma que los estimadores de mínimos cuadrados para φ1, φ2 y σ2 son esti-
madores consistente, bajo el supuesto de que el parámetro γ es fijo. ¤
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La distribución asintótica de los estimadores autorregresivos de mínimos cuadrados para
φ1 y φ2 se da en el siguiente teorema.

Teorema 3.2 (Distribución asintótica de los estimadores de mínimos cuadrados). Conside-
remos el modelo TAR(2; 1, 1) estacionario y ergódico, entonces para γ conocido tenemos que√
T φ̂i − φi

d−→
T−→∞

N (0, Di) , con Di =
σ2

piE(Y 2t−1)
, i = 1, 2, p1 = Pr (Zt−1 ≤ γ), y

p2 = 1− Pr (Zt−1 > γ) .

Demostración. A partir de las ecuaciones (3.4) tenemos que:

√
T φ̂1 − φ1 =

√
T

T

t=1

εt [I (Zt−1 ≤ γ)Yt−1]

T

t=1

I (Zt−1 ≤ γ)Y 2
t−1

,

y

√
T φ̂2 − φ2 =

√
T

T

t=1

εt [I (Zt−1 > γ)Yt−1]

T

t=1

I (Zt−1 > γ)Y 2
t−1

,

entonces, por el teorema de límite central para series de tiempo estacionarias y ergódicas
demostrado por Hannan (1973), concluimos el resultado del teorema. ¤

Para el caso de umbral desconocido en los modelos SETAR, Chan (1993) y Hansen (1997)
proponen estimar el parámetro de umbral γ por medio de un procedimiento de regresión
secuencial, descrito a continuación: consideremos los estimadores de mínimos cuadrados
para φ1, φ2 y σ

2 respectivamente, los cuales dependen del valor del parámetro de umbral γ,

φ̂1(γ) =
T
t=1 YtI (Zt−1 ≤ γ)Yt−1
T
t=1 I (Zt−1 ≤ γ)Y 2

t−1
, φ̂2(γ) =

T
t=1 YtI (Zt−1 > γ)Yt−1
T
t=1 I (Zt−1 > γ)Y 2

t−1

y

σ̂2T (γ) =
1

T

T

t=1

Yt − φ̂1(γ)I (Zt−1 ≤ γ) + φ̂2(γ)I (Zt−1 > γ) Yt−1
2

.

Entonces, el estimador de mínimos cuadrados para γ es el valor que minimiza el valor de la
varianza, es decir,

γ̂ = argmin
γ∈Γ

σ̂2T (γ) , (3.5)

donde Γ = [γ, γ] es un intervalo acotado.
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El problema de minimización de la varianza anterior se resuelve por búsqueda directa y
en general la búsqueda se realiza barriendo sobre todos los valores posible entre el cuantil
15% y 85% de los valores de la variable umbral, con la finalidad de garantizar un mínimo de
observaciones en el proceso de estimación. Finalmente los estimadores para φ1, φ2 y σ2 se
obtienen identificando los valores correspondientes en el valor de γ que minimiza la varianza,
es decir, φ̂1(γ̂), φ̂2(γ̂) y σ̂

2
T = σ̂2T (γ̂) respectivamente.

Para el caso en que el parámetro d es desconocido, el procedimiento de estimación de
mínimos cuadrados consiste en estimar d paralelamente con los otros parámetros, de modo
que el problema de estimación incluye ahora una búsqueda sobre d y en vez de T regresiones el
método de búsqueda requerirá T d̄ regresiones, con d̄ el valor máximo posible que puede tomar
d. Ya que el espacio paramétrico para d es discreto el estimador de mínimos cuadrados d̂
será fuertemente consistente. Para propósitos de inferencia en los otros parámetros podemos
pensar que d se conoce con certeza, ver Hansen (1997) para más detalles. Chan (1993)
demuestra que los estimadores de mínimos cuadrados para los coeficientes autorregresivos
con γ desconocido son consistentes y asintóticamente normales. En nuestro caso mostraremos
que los estimadores de MV en el modelo TAR(2;1,1) son fuertemente consistencia fuerte,
bajo el supuesto de que la distribución de los errores posee cuarto momento finito. En
particular la distribución normal cumple con dicho supuesto, lo que implica que también los
estimadores de mínimos cuadrados son fuertemente consistentes ya que estos coinciden con
los estimadores de máxima verosimilitud bajo el supuesto de normalidad en los errores.

3.2 Estimación mediante máxima verosimilitud

Para fines de ilustración y comprensión, rescribamos nuevamente el modelo autorregresivo
de primer orden, con dos regímenes y parámetro d = 1 y que denotamos por TAR(2; 1, 1),

Yt =
φ1Yt−1 + εt, si Zt−1 ≤ γ,
φ2Yt−1 + εt si Zt−1 > γ,

o equivalentemente,

Yt = [φ1I (Zt−1 ≤ γ) + φ2I (Zt−1 > γ)]Yt−1 + εt (3.6)

= h(Zt−1, Yt−1,θ) + εt, t = 1, 2, . . . ,

donde h(·) = [φ1I(Zt−1 ≤ γ) + φ2I(Zt−1 > γ)]Yt−1, I (·) denota la función indicadora, y en
general Zt−1 corresponde a una serie de tiempo observada hasta el tiempo t. Identificamos
los parámetros en el modelo mediante los vectores θ0 y θ1, con θ0 = (φ1, φ2, σ

2, γ) y θ1 el
vector que contiene los parámetros asociados al proceso Zt−1. González y Gonzalo (1998,
1999) dan las condiciones de estacionariedad y ergocidad del modelo dado en la ecuación



3.2. ESTIMACIÓN MEDIANTE MÁXIMA VEROSIMILITUD 57

(3.6) en función de los coeficientes autorregresivos y la variable umbral Zt−1, ver Corolarios
2.7, 2.8, y 2.9, así como los Teoremas 2.6 y 2.10 del Capítulo 2. Los modelos explorados
para la variable umbral contemplan el caso en que la variable umbral es independiente e
idénticamente distribuida y el caso en que Zt−1 sigue una cadena de Markov de orden N. En
particular para N = 1, asumiremos que Zt−1 sigue un proceso autorregresivo gaussiano de
orden uno. El caso más general dado en la ecuación (2.4) se trabaja de manera similar.
Enfatizamos que la variable umbral Zt es una serie de tiempo estacionaria que rige el

comportamiento de la serie Yt como función del valor del parámetro de umbral, ya que los
valores de Yt dependen de los valores que toma I (Zt−1 ≤ γ) . Sin embargo, consideramos
que el comportamiento de la serie Zt−1 es independiente de los valores de la serie Yt. En
particular supondremos dos escenarios para el proceso Zt−1 : Zt−1 un proceso estacionario
autorregresivo de orden uno (Zt−1 ∼AR(1)) y el caso en que Zt−1 es un proceso independiente
con distribución uniforme en el intervalo (0,1), es decir, Zt−1 ∼ iidU (0, 1) .

3.2.1 Obtención de los estimadores de máxima verosimilitud

Supongamos que los errores {εt} en la ecuación (3.6) son variables aleatorias independientes
tales que εt ∼ iidD y que εt es independiente de Yt−1, Yt−2, . . . , t ≥ 1, la distribución D tiene
media cero y varianza finita. Consideremos también que el proceso Zt−1, estacionario, está
dado por: Zt−1 = ρZt−2 + ut con ut ∼ iidN (0, σ2u) y εt mutuamente independiente de Zt−1,
de tal forma que para tamaños de muestra grande T, tenemos que la función de verosimilitud
puede escribirse como:

L φ1, φ2, σ
2, γ, ρ, σ2u; {Yt, Zt}

=
T

t=2

f Yt|Yt−1, Zt−d;φ1, φ2, σ
2, γ f1 Zt−d|Zt−d; ρ, σ

2
u gϑ (Y1,Zt−d)

=
T

t=2

f (Yt − h (Yt−1,Zt−d, ϑ) ;σ) f1 (Zt−1 − h1 (Zt−2, ρ) ;σu) gϑ (Y1,Zt−d) ,

donde ϑ = (φ1, φ2, γ)
0 . Consideraremos la función de verosimilitud condicional del vector de

parámetros θ = (φ1, φ2, σ
2, γ, ρ, σ2u)

0
, dada por:

L φ1, φ2, σ
2, γ, ρ, σ2u; {Yt, Zt} =

T

t=2

f (Yt − h (Yt−1,Zt−1, ϑ) ;σ) f1 (Zt−1 − h1 (Zt−d−1, ρ) ;σu) .

Para una serie observada Y1, ..., YT , Z0, ..., ZT−1 conD una distribución normal con media
cero y varianza σ2, obtenemos que la función de verosimilitud condicional de θ, dada la
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muestra

L φ1, φ2, σ
2, γ, ρ, σ2u;Yt, Zt−1

=
T

t=2

f Yt|Yt−1, Zt−1;φ1, φ2, σ
2, γ f1 Zt−1|Zt−2; ρ, σ

2
u

=
1

σT−1
exp − 1

2σ2

T

t=2

(Yt − δtYt−1)
2 (3.7)

× 1

σT−1u

exp − 1

2σ2u

T

t=2

(Zt−1 − ρZt−2)
2

y de aquí que la función de log verosimilitud se escribe como:

φ1, φ2, σ
2, γ, ρ, σ2u = − (T − 1) log σ − 1

2σ2

T

t=2

(Yt − δtYt−1)
2 − (T − 1) log σ2u

− 1

2σ2u

T

t=2

(Zt−1 − ρZt−2)
2 .

De la ecuación anterior resolviendo ∂ (φ1, φ2, σ
2, γ, ρ, σ2u) /∂σ

2 = 0 obtenemos la siguiente
expresión para la varianza estimada:

σ̂2 (φ1, φ2, γ) =
1

T − 1

T

t=2

(Yt − δtYt−1)
2 ,

donde el término de la derecha satisface la siguiente igualdad,

T

t=2

(Yt − δtYt−1)
2 =

T

t=2

Y 2
t − 2δtYt−1Yt + δ2tY

2
t−1 ,

de forma tal que las derivadas parciales de la log verosimilitud con respecto a φ1 y φ2
respectivamente satisfacen la ecuación:

∂

∂φi
= − 1

2σ2

T

t=2

−2ItYt−1Yt + 2φiItY 2
t−1 , i = 1, 2.

Igualando la ecuación anterior a cero obtenemos las siguientes igualdades para encontrar los
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estimadores de máxima verosimilitud (EMV) para φ1 y φ2 como función del parámetro γ,

φ̂1 (γ) =

T

t=2

ItYtYt−1

T

t=2

ItY 2
t−1

, (3.8)

φ̂2 (γ) =

T

t=2

(1− It)YtYt−1

T

t=2

(1− It)Y 2
t−1

=

T

t=2

YtYt−1 −
T

t=2

ItYtYt−1

T

t=2

Y 2
t−1 −

T

t=2

ItY 2
t−1

con It = I (Zt ≤ γ), luego el estimador por máxima verosimilitud para σ2 como función de
γ está dado por:

σ̂2 (γ) = σ̂2 φ̂1, φ̂2, γ =
1

T − 1

T

t=2

Yt − δ̂t (γ)Yt−1
2

, (3.9)

con:

δ̂t (γ) =
φ̂1 (γ) , Zt−1 ≤ γ,

φ̂2 (γ) , Zt−1 > γ.

Similarmente, los estimadores de MV para ρ y σ2u, respectivamente son:

ρ̂ =

T

t=2

Zt−1Zt−2

T

t=2

Z2t−2

, σ̂2u (ρ̂) =
1

T − 1

T

t=2

(Zt − ρ̂Zt−1)
2 . (3.10)

Las expresiones de los estimadores de máxima verosimilitud para los coeficientes φ1, φ2 y σ
2

están en función de un valor fijo γ. No es posible derivar la función de log verosimilitud con
respecto al parámetro γ, debido a que esta no es continua en los puntos Z0, ..., ZT−1, en este
caso lo recomendable para estimar el parámetro γ es por medio de un método de búsqueda.
Una vez calculados los EMV para γ fijo, se evalúa la función de log verosimilitud en estos
valores obteniendo la función de log verosimilitud perfil, es decir,

p (γ) = φ̂1 (γ) , φ̂2 (γ) , σ̂γ, ρ̂, σ̂u

= − (T − 1) log σ̂γ −
1

2σ̂2γ

T

t=2

Yt − δ̂t (γ)Yt−1
2

− (T − 1) log σ̂2u −
1

2σ2u

T

t=2

(Zt − ρ̂Zt−1)
2 .
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Observemos que ρ̂ y σ̂u no dependen funcionalmente de γ, por lo que podemos considerar
para efectos de maximización respecto al parámetro γ la siguiente función de log verosimilitud
perfil:

∗
p (γ) = − (T − 1) log σ̂γ −

1

2σ̂2γ

T

t=2

Yt − δ̂t (γ)Yt−1
2

= − (T − 1) log σ̂γ −
T − 1
2σ̂2γ

σ̂2γ

= − (T − 1) log σ̂γ −
T − 1
2

= −T − 1
2

log
1

T − 1

T

t=2

Yt − δ̂t (γ)Yt−1
2

− T − 1
2

.

Maximizar ∗
p (γ) en la ecuación anterior es equivalente a minimizar − ∗

p (γ) , es decir,
minimizar la siguiente función objetivo,

T − 1
2

log
1

T − 1

T

t=2

Yt − δ̂t (γ)Yt−1
2

con respecto a γ. Este procedimiento nos da una infinidad de valores de γ, la recomendación
de Qian (1998) es tomar γ̂ como el valor de γ que cumpla con la siguiente condición:

inf argmin
γ

T − 1
2

log
1

T − 1

T

t=2

Yt − δ̂t (γ)Yt−1
2

.

Las ecuaciones para el caso en que la variable Zt−1 sigue un proceso independiente y con
distribución uniforme en (0, 1) pueden escribirse de forma equivalente con la diferencia de
que ahora la función de densidad f1 (Zt−1|Zt−2; ρ, σ

2
u) = 1. Note entonces que las expresiones

que contienen a los parámetros ρ y σu en las ecuaciones anteriores desaparecen.

3.2.2 Propiedades asintóticas de los estimadores de máxima vero-
similitud

En la literatura resaltan tres artículos relacionados con las propiedades asintóticas de los
EMV de los estimadores de mínimos cuadrados y máxima verosimilitud para los parámetros
de los modelos TAR, bajo el supuesto de γ desconocido y Zt−d = Yt−d, es decir, en modelos
SETAR. Estos son: Chan (1993), Qian (1998) y Chan y Tsay (1998).
Chan (1993) y Qian (1998) consideran el caso de SETAR discontinuos y Chan y Tsay

(1998) el caso SETAR continuo.



3.2. ESTIMACIÓN MEDIANTE MÁXIMA VEROSIMILITUD 61

Definición 3.3 (Función autorregresiva discontinua, Chan 1993). Sean φ1 y φ2 los
coeficientes del modelo SETAR(2;1,1), se dice que el modelo tiene una función autorregresiva
discontinua si existe

Z∗ = (1, zp−1, ..., z0)
0 , donde zp−d = γ, (3.11)

tal que (φ1 − φ2)Z∗ 6= 0. En este caso, el umbral γ se convierte en el punto de salto de la
función autorregresiva. Si (φ1 − φ2)Z∗ = 0 para toda Z∗ que satisfaga (3.11) se dice que el
modelo tiene una función autorregresiva continua.

Observemos que la definición de continuidad en la función autorregresiva está relacionada
con un cambio de régimen suave cuando el valor de Yt−d = γ.
El artículo de Chan (1993) considera la estimación por mínimos cuadrados, el cual es

equivalente al método de máxima verosimilitud cuando la distribución de la secuencia {εt}
es gaussiana (εt ∼ iidN (0, σ2)). Qian (1998) demuestra las propiedades asintóticas de los
EMV de los parámetros del modelo SETAR en el caso de que los {εt} ∼ iidD, donde D es
una distribución con media cero y varianza finita. Sin embargo, Qian (1998) no considera
la estimación de los parámetros de la distribución D. Mientras que Chan (1993) sí estima y
estudia las propiedades del estimador de σ.

Conviene resaltar que en el modelo TAR considerado en esta tesis no se tiene el concepto
de continuidad.

En el caso del modelo TAR (2.13) no podemos hablar de discontinuidad en la función
autorregresiva en el sentido de la Definición 3.3 porque Yt−1 puede tomar el valor γ y no
involucra cambio de régimen. El cambio de régimen se da cuando Zt−d = γ y si quisiéramos
que el cambio de régimen sea continuo tendríamos que pedir que φ1yt−1 = φ2yt−1 cuando
Zt−d = γ lo cual en el caso continuo tiene probabilidad cero.

En los modelos TAR no podemos auxiliarnos de esta propiedad porque la continuidad o
discontinuidad de un TAR no se puede determinar.

Consistencia fuerte de los estimadores de máxima verosimilitud

La demostración se realizará para el caso general donde los errores {εt} tienen distribución
arbitraria con media cero y cuarto momento finito.
Consideraremos el modelo TAR(2; p, p) dado en la ecuación (2.1) del Capítulo 2.

El modelo (2.1) se puede escribir de la siguiente manera equivalente

Yt = h (Yt−1, Zt−1,φ) + εt, t ≥ 2, (3.12)
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para algún φ = (φ01,φ
0
2, γ, d) ∈ <2p+3 × {1, 2, ..., p} , donde Yt−1 = (Y0, Y−1, . . . , Y−p+1)

0 ,

Zt−d = (Zt−d, ...Zt−d−p+1)
0 φj = φ0j, φ1j, ..., φpj

0 ∈ <p+1, j = 1, 2 y para y ∈ <p y z ∈ <p,

h (y, z,α) = φ01 +

p

k=1

φk1yk I (zd ≤ γ) + φ02 +

p

k=1

φk2yk I (zd > γ) .

Los errores {εt} en (3.12) son iidN (0, σ2) .

Teorema 3.4 (Consistencia de los estimadores de MV). Suponga que {Yt, Zt} del modelo
(3.12) es estacionario y ergódico y que se cumplen las condiciones SC1-SC4 del Apéndice A.
Entonces θ̂T es un estimador fuertemente consistente de θ.

Las demostración del Teorema 3.4 se da el Apéndice A.



Capítulo 4

Pronósticos en modelos TAR
aproximando la esperanza condicional

En el Capítulo 1 expusimos distintas alternativas para obtener pronósticos multi pasos en
modelos no lineales en general, sin embargo nuestro interés se centra en estudiar una clase
particular de modelos no lineales conocidos en la literatura como modelos TAR. Recordemos
la representación matemática de un modelo TAR de dos regímenes, de orden uno e intercepto
igual a cero en cada uno de los regímenes, denotado como TAR(2; 1, 1) y dado por la ecuación:

Yt = φ1Yt−1I (Zt−1 ≤ γ) + φ2Yt−1I (Zt−1 > γ) + εt

= δtYt−1 + εt,

con, δt = φ1I (Zt−1 ≤ γ)+φ2I (Zt−1 > γ) ; Zt y εt procesos estacionarios y ergódicos y Zt un
proceso independiente de εt. Consideramos que el proceso Yt es estacionario y ergódico bajo
las condiciones dadas en González y Gonzalo (1998). Al tiempo T + 1 escribimos el modelo
como sigue:

YT+1 = δT+1YT + εT+1,

de modo que el pronóstico un paso adelante puede calcularse fácilmente mediante la siguiente
expresión,

ŶT+1 = E (YT+1|FT ) = E (δT+1YT + εT+1|FT ) = δT+1YT ,

donde FT contiene la información disponible hasta el tiempo T . Al tiempo T + 2 la repre-
sentación del modelo TAR(2; 1, 1), se escribe como:

YT+2 = δT+2YT+1 + εT+2,
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a partir de dicha expresión tenemos que el pronósticos dos pasos adelante es como sigue:

ŶT+2 = E (YT+2|FT ) = E (δT+2YT+1 + εT+2|FT ) = E (δT+2YT+1|FT )
= E {[φ1I (ZT+1 ≤ γ) + φ2I (ZT+1 > γ)]YT+1|FT}
= φ1E [I (ZT+1 ≤ γ)YT+1|FT ] + φ2E [I (ZT+1 > γ)YT+1|FT ] ,

observemos que para obtener el pronóstico de YT+2 necesitamos conocer el valor de ZT+1 o
bien el valor de la variable indicadora I(ZT+1 ≤ γ).
Igualmente al tiempo T + 3, rescribimos el modelo TAR(2; 1, 1) como:

YT+3 = δT+3YT+2 + εT+3,

de modo que el pronóstico tres pasos adelante,

ŶT+3 = E (YT+3|FT ) = E (δT+3YT+2 + εT+3|FT ) = E (δT+3YT+2|FT ) .

Asimismo el pronóstico h-pasos adelante se expresa como sigue:

ŶT+h = E (YT+h|FT ) = E δT+hYT+(h−1) + εT+h|FT = E δT+hYT+(h−1)|FT ,

o equivalentemente,

ŶT+h = E (YT+h|FT )
= E ([φ1I (ZT+h−1 ≤ γ) + φ2I (ZT+h−1 > γ)]YT+h−1 + εT+h|FT )
= φ1E (I (ZT+h−1 ≤ γ)YT+h−1|FT ) + φ2E (I (ZT+h−1 > γ)YT+h−1|FT ) . (4.1)

De la ecuación anterior (4.1) vemos que para obtener el pronóstico h-pasos adelante para Yt
es necesario conocer el valor de la variable umbral Zt al tiempo T +h−1 o equivalentemente
conocer el valor de la variable indicadora I (ZT+h−1 ≤ γ) . Note que para el caso en que
Zt−1 ∼ iidU (0, 1) el pronóstico h-pasos para Yt está dado por:

ŶT+h = φ1I (ZT+h−1 ≤ γ) ŶT+h−1 + φ2I (ZT+h−1 > γ) ŶT+h−1,

y bajo este escenario conocemos los valores que toma I (Zt ≤ γ) , para t = T, T +1, . . . , T +
h− 1.
Por otro lado si Zt−1 sigue un AR(1) , podemos considerar dicho modelo para pronos-

ticar Zt utilizando la teoría de pronósticos ampliamente estudiada en el caso lineal, o bien
considerar los valores que toma la variable indicadora en el tiempo, y modelar a la variable
indicadora I (Zt−1 ≤ γ) como una serie de tiempo binaria. Posteriormente, con base a dicho
modelo obtener el comportamiento futuro de la serie misma. De está forma obtenemos el
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pronóstico para Yt por medio de las siguientes ecuaciones, según utilicemos el pronóstico
ZT+h−1 o de I (ZT+h−1 ≤ γ) respectivamente,

ŶT+h ' φ1I ẐT+h−1 ≤ γ ŶT+h−1 + φ2I ẐT+h−1 > γ ŶT+h−1,

ó
ŶT+h ' φ1Î (ZT+h−1 ≤ γ) ŶT+h−1 + φ2Î (ZT+h−1 > γ) ŶT+h−1.

En la práctica los valores de los parámetros en el modelo TAR son desconocidos y se hace
necesario estimarlos. Podemos estimar dichos parámetros mediante los procedimientos de mí-
nimos cuadrados o máxima verosimilitud, descritos en Capítulo 2, los cuales son estimadores
consistentes y asintóticamente normales. Recordemos también que si los errores en el modelo
TAR siguen un proceso gaussiano con media cero y varianza σ2, ambos procedimientos de
estimación coinciden.
Como parte de nuestro ejercicio de simulación implementamos un procedimiento recursivo

del tipo Monte-Carlo para aproximar los pronósticos h-pasos adelante en el modelo TAR,
pronosticando Zt bajo el supuesto de que este sigue un proceso AR(1) estacionario con
ruido gaussiano, o bien pronosticando I (Zt ≤ γ) mediante la teoría de modelos de regresión
para series binarias estudiados en Kedem y Fokianos (2002). Cuando Zt es un proceso
independiente con distribución uniforme (0, 1), simulamos T + h números aleatorios U (0, 1)
y tomamos a estos como valores dados para aproximar las esperanzas condicionales.

4.1 Modelos de regresión para series binarias

Consideremos la serie binaria {It} = {I (Zt ≤ γ)} que toma los valores de 0 ó 1 dependiendo
del valor del parámetro de umbral γ, con información auxiliar o covariables dada por {Bt−1},
visto como un problema de regresión nos interesa estimar la probabilidad condicional de éxito,
denotada por:

Pα (It = 1 | Ft−1) , (4.2)

donde α es el vector de parámetros p-dimensional y Ft−1 es todo lo que conocemos o hemos
observado hasta el tiempo t−1, tanto de la serie de tiempo como de sus posibles covariables.
En nuestro caso particular tenemos que la variable binaria esta definida como:

It = I (Zt ≤ γ) =
1 si Zt ≤ γ,
0 si Zt > γ,

y una representación posible para la matriz de covariables es Bt−1 = {1, Zt−1, It−1} , es decir,
la matriz de covariables puede contener rezagos de la variable umbral y rezagos de la variable
indicadora. De está forma nuestro interés radica en predecir el comportamiento futuro de los
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eventos {Zt ≤ γ} considerando la información contenida en la matriz de covariables Bt−1. La
serie de tiempo binaria It puede ser estacionaria o no estacionaria, mientras que la matriz de
covariables Bt−1 puede representar una o más series, así como funciones de la serie de interés,
Kedem y Fokianos (2002), Capítulo 2, páginas 42 y 43. Bt−1 no necesita ser estacionaria,
sin embargo se debe garantizar que se cumplen los supuestos A, del Capítulo 1, página
16, del libro de Kedem y Fokianos (2002), los cuales garantizan un modelo bien definido y
estimadores consistentes bajo condiciones razonables a largo plazo.
Para garantizar que el modelo dado en la ecuación (4.2) estime probabilidades (valores

entre cero y uno) debemos elegir una función denominada como función link, digamos F, que
mapee la recta real sobre el intervalo (0, 1). Cuando la serie de tiempo binaria se condiciona
sólo en función de sus valores pasados, como en nuestro caso, la función de distribución
acumulada sugerida o función link, es la función de distribución logística estándar, es decir,
se asume el siguiente modelo de regresión logística,

πt (α) ≡ Pr (It = 1 | Ft−1) = Fl (α
0Bt−1) =

1

1 + exp [−α0Bt−1]
, (4.3)

donde α es un vector de parámetros de dimensión p igual a las entradas de la matriz de
covariables Bt−1. La transformada inversa de la expresión anterior es la función link canónica
para datos binarios y se conoce como función logit,

Logit [πt (α)] ≡ log
πt (α)

1− πt (α)
= α0Bt−1,

o bien modelo logístico.
Observemos que πt (α) = E (It|Ft−1) y Var (It|Ft−1) = Fl (α

0Bt−1) [1− Fl (α
0Bt−1)] , de

modo que
Pr (It = it | Ft−1) = [πt (α)]it [1− πt (α)]

1−it ,

y la verosimilitud parcial (PL) de α, tal y como la definen en Kedem y Fokianos (2002),
dada una muestra observada de tamaño T está dada por el producto de las probabilidades,

PL (α) =
T

t=1

[πt (α)]
It [1− πt (α)]

1−It

=
T

t=1

[Fl (α
0Bt−1)]

It [1− Fl (α
0Bt−1)]

1−It .

El estimador de máxima verosimilitud parcial (MVP) para α se encuentra maximizando
la verosimilitud anterior o equivalentemente maximizando la log verosimilitud parcial con
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respecto al parámetro α, dada por:

l (α) =
T

t=1

It log (Fl (α
0Bt−1)) + (1− It) log (1− Fl (α

0Bt−1))

=
T

t=1

It log
1

1 + exp [−α0Bt−1]
+ (1− It) log 1− 1

1 + exp [−α0Bt−1]

=
T

t=1

{−It log (1 + exp [−α0Bt−1]) + (1− It) log
exp [−α0Bt−1]

1 + exp [−α0Bt−1]
}

=
T

t=1

{−It log (1 + exp [−α0Bt−1]) + (1− It) (−α0Bt−1 − log (1 + exp [−α0Bt−1]))}

=
T

t=1

{−It log (1 + exp [−α0Bt−1])−α0Bt−1 − log (1 + exp [−α0Bt−1])

+Itα
0Bt−1 + It log (1 + exp [−α0Bt−1])}

=
T

t=1

{−α0Bt−1 − log (1 + exp [−α0Bt−1]) + Itα
0Bt−1}.

A partir de la función de log verosimilitud parcial se tiene que el vector o función de
Score para la serie binaria dada por:

ST (α) = ∇l (α)

=

∂
T

t=1

It log (F (α
0Bt−1)) + (1− It) log (1− F (α0Bt−1))

∂α

=
T

t=1

ItBt−1
f (α0Bt−1)

F (α0Bt−1)
+ (1− It)

−Bt−1f (α
0Bt−1)

1− F (α0Bt−1)

=
T

t=1

ItBt−1f (α
0Bt−1)

F (α0Bt−1)
− Bt−1f (α

0Bt−1)

1− F (α0Bt−1)
+

ItBt−1f (α
0Bt−1)

1− F (α0Bt−1)

=
T

t=1

ItBt−1f (α
0Bt−1)

F (α0Bt−1) (1− F (α0Bt−1))
− Bt−1f (α

0Bt−1)

1− F (α0Bt−1)

F (α0Bt−1)

F (α0Bt−1)

=
T

t=1

Bt−1D (α
0Bt−1) (It − F (α0Bt−1)) =

T

t=1

Bt−1D (α
0Bt−1) (It − πt (α)) ,
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con

D (α0Bt−1) =
f (α0Bt−1)

F (α0Bt−1) ([1− F (α0Bt−1)]

y

f (α0Bt−1) =
∂

∂α
F (α0Bt−1) .

La matriz de información condicional ,GT (α) , está dada por

GT (α) =
T

t=1

Cov [ST (α) | Ft−1] =
T

t=1

Bt−1D (α
0Bt−1) f (α

0Bt−1)B
0
t−1

=
T

t=1

Bt−1
f2 (α0Bt−1)

F (α0Bt−1) (1− F (α0Bt−1))
B

0
t−1

= Bt−1Diag
exp [α0Bt−1]

{1 + exp [α0Bt−1]}2
B

0
t−1.

Kedem y Fokianos (2002) demuestran que para T suficientemente grande el estimador por

MVP α
p−→ α (propiedad de consistencia) y

√
T (α−α) dist.−→ N (0, G−1 (α)) (normalidad

asintótica). Notemos que en el caso de regresión logística, y de interés en nuestro caso, se
satisfacen las siguientes igualdades,

f (x) =
∂

∂x
(

ex

1 + ex
) =

(1− ex)ex + exex

(1 + ex)2
=

ex

(1 + ex)2

y

F (x) (1− F (x)) =
ex

1 + ex
1− ex

1 + ex

=
ex

1 + ex
1

1 + ex
=

ex

(1 + ex)2

de tal forma que se cumple las siguientes igualdades:

D (α0Bt−1) =
f (α0Bt−1)

F (α0Bt−1) [1− F (α0Bt−1)]
= 1 y

∂D (α0Bt−1)

∂α
= 0.

Entonces la función objetivo a maximizar para estimar el parámetroα, se reduce a maximizar
la siguiente función:

T

t=1

Bt−1 [It − πt (α)] , (4.4)
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con respecto a α. Equivalentemente, podemos también obtener los pronósticos It, para t =
T + 1, . . . , T + h, maximizando la función (4.4) hasta el tiempo T + h con respecto a los
valores desconocidos de IT+1, . . . , IT+h, con α̂ el estimador por MVP previamente obtenido.
Equivalentemente podemos pronosticar los valores de la variable indicadora por búsqueda

directa en todas las posibles combinaciones de unos y ceros. Es decir, pensemos que deseamos
pronosticar la serie binaria h-pasos adelante y observemos que podemos listar los 2h posibles
arreglos de unos y ceros. Es decir, si nuestro interés consiste en pronosticar la serie 3-pasos
adelante tendremos que el pronóstico obtenido deberá ser uno de los siguientes arreglos:

(0, 0, 0) , (0, 0, 1) , (0, 1, 0) , (1, 0, 0) , (1, 1, 0) , (1, 1, 1) ,

enlistados todos los posibles arreglos podemos sustituir cada una de dichas posibilidades en
la verosimilitud parcial de α y maximizar dicha función con respecto a α, de tal forma que
nos quedamos con el arreglo de unos y ceros con mayor valor de la función objetivo dada en
la ecuación (4.4).
A continuación damos una breve descripción del algoritmo implementado, para la obten-

ción de los pronósticos, en virtud de que este será retomado en el Capítulo 7 correspondiente
al ejercicio de simulación.
Primeramente para la variable umbral Zt−1, simulamos 500 realizaciones con 255 obser-

vaciones cada una, considerando dos escenarios posibles, Zt−1 ∼ iidU (0, 1) y Zt−1 proceso
AR(1) estacionario. A partir de las series simuladas bajo cada escenario, simulamos 500
series considerando el modelo TAR(2; 1, 1) dado en la ecuación (3.6). Las primeras 250 ob-
servaciones las utilizamos para la estimación de los parámetros, bajo dos posible modelos:
un TAR(2; 1, 1) y un AR(1) . Posteriormente, obtenemos los pronósticos de la variable um-
bral y también de la variable indicadora. Con estos valores y los valores de los parámetros
estimados implementamos un procedimiento recursivo para obtener los pronósticos de YT+h
para h = 1, 2, 3, 4, y 5, realizamos 500 iteraciones para la obtención de dichos pronósticos.
Como parte del algoritmo de Monte Carlo recursivo obtenemos también los correspondientes
errores de pronósticos y a partir de estos calculamos las respectivas funciones de pérdida
(ECMP y pérdida de cuantiles). Comparamos los desempeños de las pérdidas asociados al
modelo TAR(2; 1, 1) contra las pérdidas asociados al modelo AR(1) , la idea es obtener los
cocientes para h = 1, 2, 3, 4, y 5 de los valores para cada una de las funciones de pérdida en el
AR(1) entre los valores de cada una de las funciones de pérdidas en el modelo TAR(2; 1, 1) ,
de tal forma que si el valor correspondiente es mayor que uno decimos que los pronósticos
en el modelo TAR(2; 1, 1) tienen mejor desempeño que los pronósticos en el modelo AR(1)
en el sentido de que los valores de las pérdidas asociadas al modelo TAR(2;1,1) son menores
para cada horizonte de pronóstico.
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Capítulo 5

Pronósticos en modelos TAR
mediante verosimilitud predictiva

El problema de predecir valores no observados o valores futuros de variables aleatorias es
fundamental en estadística, una alternativa de solución para este problema es vía el concepto
de verosimilitud predictiva. Desde el punto de vista Bayesiano, el problema de predicción de
valores no observados se resuelve directamente encontrando la densidad predictiva posterior
de las variables no observadas dados los datos. El problema de estimación y obtención de
pronósticos h-pasos adelante en los modelos SETAR ha sido estudiado desde el punto de
vista Bayesiano, por ejemplo: Chen y Lee (1995), Chen (1998) y Sáfadi y Morettin (2000).
Sin embargo, como parte de nuestra revisión bibliográfica no contamos con referencias que
aborden el problema de predicción en modelos TAR mediante la alternativa de verosimili-
tud predictiva estudiada en este trabajo. Geisser (2002) presenta un panorama general de
inferencia predictiva considerando los enfoques Bayesiano y no Bayesiano.
La propuesta de verosimilitud predictiva para ordenar la plausibilidad de valores futuros,

fue desarrollada por Lauritzen (1974), Hinkley (1979), y generalizada por Butler (1986).
Aunque, la idea inicial fue introducida por Fisher (1956) para el modelo binomial.
Sea X = x el valor observado de la variable aleatoria X, el problema consiste en prede-

cir valores no observados x∗ de X∗, la inferencia se realiza sobre los valores x∗. Suponemos
que (X,X∗)0 tiene una densidad de probabilidad con respecto a la medida de Lebesgue,
denotada por fθ (x,x∗) , o equivalentemente denotada por f (x,x∗;θ ), donde θ es el vec-
tor de parámetros desconocidos. Igualmente denotamos la función de densidad condicional
como f (x∗|x;θ) . Sea θ̂ el estimador por máxima verosimilitud para θ basado en los datos
x, y θ̂w el estimador de máxima verosimilitud basado en w = (x,x∗)0 . Supongamos que
X =(Y1, . . . , YT )

0 , contiene la muestra observada de tamaño T y X∗ = (YT+1, . . . , YT+h)
0 la

muestra no observada sobre la cual deseamos hacer inferencias.
Fundamentalmente el problema de predicción consiste en lo siguiente: consideramos dos
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cantidades desconocidas, x∗ y θ, donde el interés primario es obtener información sobre
x∗ con θ jugando el papel de parámetro de estorbo. El principio de verosimilitud para
predicción, formulado por Berger y Wolpert (1984), parte de que toda la evidencia sobre
(x∗,θ) está contenida en la función de verosimilitud conjunta,

L (x∗,θ;x) = f (x,x∗;θ) , (5.1)

donde partimos de la verosimilitud base para x observado, y el objetivo es desarrollar una fun-
ción de verosimilitud para x∗, digamos L (x∗|x) eliminando θ de la ecuación (5.1). L (x∗|x)
con las características anteriores se conoce como verosimilitud predictiva. Debido a que exis-
ten diferentes formas de eliminar el parámetro de estorbo θ, surgen varias propuesta de vero-
similitud predictiva. Bjørnstad (1990) contabiliza 14 propuestas de verosimilitud predictiva,
sin embargo, algunas de estás son completamente similares, y todas ellas se basan fundamen-
talmente en una de las siguientes tres operaciones en L (x∗,θ;x) : integración, maximización
o condicionamiento. El enfoque Bayesiano es equivalente a integrar L (x∗,θ;x) con respecto
a la distribución apriori para θ. Es decir, la densidad predictiva posterior, f0 (x∗|x) puede
pensarse como la verosimilitud integrada marginal tal que, f0 (x∗|x) ∝ L (x∗,θ;x) dθ.
En esta tesis consideramos la función de verosimilitud predictiva perf il1 de las observa-

ciones futuras x∗, introducida por Mathiasen (1979) y recomendada por Bjørnstad (1990),
la cual consiste en eliminar el parámetro de estorbo θ por medio de maximización de la
siguiente función de verosimilitud,

Lp (x
∗|x) = sup

θ
f (x,x∗;θ) = L x∗, θ̂w;x . (5.2)

Intuitivamente, la motivación de la función de verosimilitud predictiva Lp es como sigue: para
x∗ el vector de parámetros de interés y θ el vector de parámetros de estorbo, se obtienen los
valores más probables para θ dado (x,x∗)0 dando como resultado la función de verosimilitud
dada en la ecuación (5.2). En inferencia paramétrica esta verosimilitud corresponde a la
verosimilitud perfil, introducida por Kalbfleisch y Sprott (1970) y de aquí el nombre de
verosimilitud predictiva perfil.

5.1 Verosimilitud predictiva en el modelo lineal AR(1)

Dado que nos interesa comparar los desempeños de los pronósticos en los modelo TAR(2; 1, 1)
contra los desempeños de los pronósticos en los modelos AR(1), calculamos la función de
verosimilitud predictiva para el modelo AR(1) y posteriormente la verosimilitud predictiva
para el modelo TAR(2; 1, 1).

1Del inglés profile predictive likelihood
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Consideremos el modelo estacionario AR(1) dado en la siguiente ecuación:

Yt = ρYt−1 + ηt,

donde ηt ∼ iidN(0, σ2η), |ρ| < 1 y Y1 ∼ N(0,
σ2η
1−ρ2 ). Escribamos el modelo AR(1) anterior al

tiempo T + h, en su representación equivalente:

YT+h = ρhYT +
h−1

j=0

ρjηT+h−j,

sea θ=(ρ, σ2η)
0 el vector de parámetros desconocidos, y = (y1, y2, . . . , yT )

0 el vector de datos
observados y y∗ = (yT+1, . . . , yT+h)

0 el vector de observaciones desconocidas futuras sobre
las cuales deseamos hacer inferencias.
Tenemos que la función de densidad conjunta para w = (y, y∗)0 está dada como:

f (w;θ) = f (y1, . . . , yT−1, yT , yT+1, . . . , yT+h;θ)

= f (y1;θ)
T+h

t=2

f (yt|yt−1;θ) ,

y de aquí que para T suficientemente grande, la función de verosimilitud basada en y para
θ y y∗ es:

L (θ;y,y∗) =
T+h

t=2

f (yt|yt−1;θ)

=
T+h

t=2

1

2πσ2η
exp − 1

2σ2η
(yt − ρyt−1)

2 ,

igualmente la log verosimilitud para θ y y∗, dada la muestra observada, denotada por
(θ; y, y∗) está dada por:

(θ; y,y∗) = − (T + h− 1) log (ση)−
1

2σ2η

T+h

t=2

(yt − ρyt−1)
2 . (5.3)

derivando la ecuación (5.3) con respecto a ση y ρ respectivamente e igualando a cero dichas
derivadas, tenemos las siguientes expresiones para los estimadores de σ2η y ρ, respectivamente,

σ2η (y
∗; ρ) =

1

T + h− 1

T+h

t=2

(yt − ρyt−1)
2 , y ρ̂ (y∗) =

T+h

t=2

ytyt−1

T+h

t=2

y2t−1

.
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lo que implica que el estimador de la varianza este dado por:

σ̂2η (y
∗) =

1

T + h− 1

T+h

t=2

[yt − ρ̂ (y∗) yt−1]
2 .

Entonces la log verosimilitud predictiva perfil para y∗ está dada por:

p (y
∗|y) = p y

∗, ρ̂ (y∗) , σ̂2η (y
∗) ;y

= − (T + h− 1) log σ̂2η (y
∗) − 1

2σ̂2η (y
∗)

T+h

t=2

(yt − ρ̂ (y∗) yt−1)
2

= − (T + h− 1) log σ̂2η (y
∗) − 1

2
.

Maximizar la ecuación anterior con respecto al vector y∗ es equivalente a minimizar la
expresión − p con respecto a y∗ y esto a su vez es equivalente a minimizar el término:

σ̂2η (y
∗) =

1

T + h− 1

T+h

t=2

[yt − ρ̂ (y∗) yt−1]
2 , (5.4)

con respecto a y∗ debido a que la función logaritmo es una función creciente. Finalmente
los valores de y∗ = (yT+1, . . . , yT+h)

0 encontrados en el ejercicio de maximización son los
pronósticos vía verosimilitud predictiva.
Note que p (y

∗|y) es máxima en ŷ∗ = ρ̂yT , con ρ̂ = ρ̂, ρ̂2, . . . , ρ̂h ya que la ecuación
(5.4) es mínima en ŷ∗ = ρ̂yT . Es decir, el pronóstico vía la verosimilitud predictiva para el
caso AR(1) con errores gaussianos es también el pronóstico vía las ecuaciones de recursión
con ρ̂ el estimador por mínimos cuadrados o máxima verosimilitud, Clements y Hendry
(1998).

5.2 Verosimilitud predictiva para el modelo TAR(2; 1, 1)
Consideremos ahora el modelo TAR(2; 1, 1) dado en la ecuación (3.6), nuestro interés es
obtener h pronósticos hacia adelante para Yt a partir de dicho modelo. Observemos que
contamos con T observaciones del proceso y que podemos escribir el modelo de interés para
T + 1, . . . , T + h mediante la siguiente ecuación:

Y ∗t = δ∗tY
∗
t−1 + εt, t = T + 1, ..., T + h,

con εt ∼ iidN (0, σ2) y Z∗t un proceso AR(1) estacionario con ruido gaussiano con media
cero y varianza σ2u; y

δ∗t =
φ1, Z∗t−1 ≤ γ,
φ2, Z∗t−1 > γ.
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Sea también y = (y1, ..., yT )
0 , y∗ = y∗T+1, ..., y

∗
T+h

0
, z = (z0, ..., zT )

0 , y z∗ = z∗T+1, ..., z
∗
T+h

0
.

Por notación definamos:
w = (y0,y∗0)

0 y v = (z0, z∗0)0 ,

entonces podemos escribir el modelo TAR(2; 1, 1) , para t = 1, 2, . . . , T, T +1, . . . , T + h
como:

wt = δtwt−1 + εt, (5.5)

para el cual la variable δt, está dada por:

δt =
φ1, vt−1 ≤ γ,
φ2, vt−1 > γ.

Podemos escribir la función de verosimilitud para (y∗, z∗, φ1, φ2, σ, γ, ρ, σu) en función de
(y, z), con T suficientemente grande, y de forma equivalente a la verosimilitud de la ecuación
(3.7), como:

L (φ1, φ2, σ, γ, ρ, σu;y,y
∗, z, z∗) =

1

σT+h−1
exp − 1

2σ2

T+h

t=2

(wt − δtwt−1)
2

× 1

σT+h−1u

exp − 1

2σ2u

T+h

t=2

(vt − ρvt−1)
2 .

Luego la función de log verosimilitud para (w,v), está dada por:

(φ1, φ2, σ, γ, ρ, σu;y,y
∗, z, z∗) = − (T + h− 1) log σ − 1

2σ2

T+h

t=2

(wt − δtwt−1)
2

− (T + h− 1) log σu −
1

2σ2u

T+h

t=2

(vt − ρvt−1)
2 .

Derivando la función de log verosimilitud con respecto a los parámetros φ1, φ2, σ, ρ, y σu res-
pectivamente, igualando a cero y resolviendo las respectivas derivadas parciales, obtenemos
las siguientes expresiones para los estimadores de φ1, φ2, σ, ρ, y σu, respectivamente,

σ̂2 (y∗;φ1, φ2, γ) =
1

T + h− 1

T+h

t=2

(wt − δtwt−1)
2 ,

y

φ̂1 (y
∗; γ) =

T+h

t=2

Itwtwt−1

T+h

t=2

Itw2t−1

, φ̂2 (y
∗; γ) =

T+h

t=2

(1− It)wtwt−1

T+h

t=2

(1− It)w2t−1

,
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con It = I (vt ≤ γ) , y

ρ̂ (z∗) =

T+h

t=2

vtvt−1

T+h

t=2

v2t−1

y σ̂2 (z∗; ρ) =
1

T + h− 1

T+h

t=2

(vt − ρvt−1)
2

Lo que implica que sustituyendo φ̂1 y φ̂2 en la expresión para σ̂2, obtenemos la siguiente
igualdad,

σ̂2 (y∗; γ) = σ̂2 y∗; φ̂1, φ̂2, γ

=
1

T + h− 1

T+h

t=2

wt − δ̂t (y
∗; γ)wt−1

2

,

con

δ̂t (y
∗; γ) =

φ̂1 (y
∗; γ) , Zt−1 ≤ γ,

φ̂2 (y
∗; γ) , Zt−1 > γ.

Igualmente, sustituyendo ρ̂ en la expresión para σ̂2u, tenemos que:

σ̂2u (z
∗; ρ̂) =

1

T + h− 1

T+h

t=2

(vt − ρ̂vt−1)
2

Entonces podemos escribir la log verosimilitud predictiva perfil para (y∗, z∗) como:

p (y
∗, z∗; γ|y, z) = p y

∗, z∗, φ̂1 (y
∗; γ) , φ̂2 (y

∗; γ) , σ̂ (y∗; γ) , ρ̂ (z∗) , σ̂2 (z∗; ρ̂) ;y, z

= −T + h− 1
2

log
1

T + h− 1

T+h

t=2

wt − δ̂t (y
∗; γ)wt−1

2

−T + h− 1
2

log
1

T + h− 1

T+h

t=2

(vt − ρ̂ (z∗) vt−1)
2 − (T + h− 1) .

Como antes, maximizar p (y
∗, z∗; γ|y, z) es equivalente a minimizar − p (y

∗, z∗; γ|y, z) y esto
es equivalente a minimizar, la expresión:

T + h− 1
2

log
1

T + h− 1

T+h

t=2

wt − δ̂t (y
∗; γ)wt−1

2

(5.6)

+
T + h− 1

2
log

1

T + h− 1

T+h

t=2

(vt − ρ̂ (y∗) vt−1)
2 ,
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con respecto a y∗,z∗; γ. Bajo el supuesto de que el parámetro de umbral γ es fijo, debe-
mos minimizar la función objetivo (5.6) con respecto a (y∗,z∗) para obtener los pronósticos
correspondiente digamos ŷ∗, y ẑ∗. Los valores ŷ∗, ẑ∗ son los pronósticos por verosimilitud
predictiva para y∗ y z∗ respectivamente, bajo parámetro de umbral γ fijo.
Observe que cuando la variable umbral Zt−1 ∼ iidU (0, 1) obtenemos los pronósticos por

verosimilitud predictiva para y∗ bajo el supuesto de que los valores futuros de la variable
umbral z∗, son conocidos minimizando la siguiente función objetivo, con respecto a y∗ y γ,

−T + h− 1
2

log
1

T + h− 1

T+h

t=2

wt − δ̂t (y
∗; γ)wt−1

2

(5.7)

o equivalentemente la función objetivo

1

T + h− 1

T+h

t=2

wt − δ̂t (y
∗; γ)wt−1

2

, (5.8)

en virtud de que la función logaritmo es una función creciente.
El algoritmo implementado para la obtención de los pronósticos h-pasos adelante vía

verosimilitud predictiva consiste en lo siguiente: contamos con 500 series simuladas del
modelo TAR(2; 1, 1) , dado en la ecuación (3.6), con un total de 255 observaciones. Las
primeras 250 observaciones las utilizamos para obtener los estimadores de los parámetros
bajo el modelo TAR(2; 1, 1) y bajo el modelo AR(1) . Obtenemos los pronósticos desde uno
hasta 5 pasos adelante, para cada modelo bajo verosimilitud predictiva, lo cual consiste en
maximizar las correspondiente funciones objetivo bajo el supuesto de ruido blanco gaussiano.
Calculamos a partir de dichos pronósticos y los últimos cinco valores en cada serie, los
respectivos errores de pronósticos y a partir de estos calculamos las funciones de pérdida
ECMP y pérdida de cuantiles o “check”. Tomamos el cociente de los valores de las funciones
de pérdida en el modelo AR(1) para cada horizonte de pronóstico entre los respectivos
valores bajo el modelo TAR(2; 1, 1) . Si el valor del cociente de las pérdidas es mayor que
uno, decimos que el desempeño de los pronósticos bajo el modelo TAR(2; 1, 1) es mejor con
respecto al desempeño bajo el modelo AR(1). Este análisis se realiza para una gran cantidad
de escenarios, descritos como función de los valores de los parámetros, en el Capítulo 7
dedicado al ejercicio de simulación. Los resultados indican que la alternativa de pronósticos
por verosimilitud predictiva es la mejor en el sentido de que los valores de las funciones de
pérdidas asociadas a dicha metodología son generalmente menores que las pérdidas asociadas
al caso lineal. La ganancia se da también al comparar con las metodlogías de Monte Carlo y
regresión por cuantiles. La ventaja de verosimilitud predictiva de debe a que se pronostica
conjuntamente las observaciones futuras del modelo TAR y de la variable umbral, de modo
que la información relevante en torno a las características de no linealidad del modelo TAR
son aprovechadas y consideradas por el método.
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Capítulo 6

Regresión por cuantiles en modelos
TAR: estimación y obtención de
pronósticos

6.1 Introducción

Este capítulo aborda el problema del mal desempeño de los pronósticos en los modelos
TAR(2; 1, 1) contra los desempeños de los pronósticos en el modelo AR(1) mediante la al-
ternativa de regresión por cuantiles. El análisis del desempeño de los pronósticos se realiza
por medio de la función de pérdida de cuantiles, la cual puede ser una función asimétrica.
La asimetría de la función de pérdida depende directamente de la distribución considerada
para el proceso de errores en el modelo bajo estudio. Específicamente, la función de pérdida
de cuantiles está dada por una función lineal en ambos lados del origen, con la caracte-
rística de que la pendiente de la recta en ambos lados depende del peso asociado a los
residuales positivos y a los residuales negativos, respectivamente. Christoffersen y Diebold
(1996), estudian el problema de pronósticos y selección de modelos bajo funciones de pérdida
asimétricas con una aplicación particular a los modelos autorregresivos condicionalmente he-
teroscedasticos. Partimos del hecho de que ante una especificación incorrecta del modelo, el
comportamiento de los residuales no corresponde a un proceso de ruido blanco, además de
que la metodología estándar (Monte Carlo) no considera ni involucra adecuadamente las ca-
racterísticas de asimetrías presentes en los modelos TAR. Al escribir el modelo TAR(2; 1, 1)
como un modelo lineal autorregresivo identificamos a este como un modelo autorregresivo
de coeficientes aleatorios o equivalentemente como un modelo de volatilidad, lo cual implica
que al ajustar un modelo lineal AR a los datos los residuales correspondientes hereden las
caracteríticas de no linealidad del verdadero proceso generador de datos, lo que se refleja en
comportamientos alejados del supuesto de ruido blanco debido. Mostramos que al escribir el

79
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modelo TAR como un modelo linealizado y variable umbral Zt ∼ iidU (0, 1) , el nuevo proceso
de ruido rt asociado al modelo linealizado satisface las condiciones de un proceso de volati-
lidad. Las características de volatilidad en los errores se presentan también en situaciones
más generales donde la variable umbral presenta una estructura de dependencia, descrita
por ejemplo mediante un proceso autorregresivo estacionario. El grado de volatilidad en
el modelo está directamente relacionado con los valores de los parámetros en el modelo y
con la dominancia de cada uno de los regímenes. Dicho de otra manera, la volatilidad es
grande si E δ2t es cercano a uno, es decir, la volatilidad está directamente relacionada con
la condición de estacionariedad dada por González y Gonzalo (1998).
Recientemente se han agregado una gran cantidad de trabajos de investigación que con-

sideran modificaciones de los modelos tradicionales de raíces unitarias, incorporando los
efectos de diversas causas posibles, ver por ejemplo Tsay (1997), González y Gonzalo (1998),
Caner y Hansen (2001). La idea fundamental para el estudio de dichas modificaciones es
la consideración de asimetrías sobre las diversas dinámicas económicas, por ejemplo En-
ders y Granger (1998) estudian diversas series económicas que despliegan comportamientos
asimétricos.
En la literatura de modelos de volatilidad, Granger (2002), Engel y Manganelli (2004),

proponen una aproximación para la estimación de cuantiles en modelos de valor al riesgo
mediante el uso de regresión por cuantiles en modelos de series no lineales. La idea consiste
en trabajar la distribución condicional completa vía la modelación de regresión por cuan-
tiles. Granger (2002), justifica el estudio de medidas de volatilidad, tales como varianzas o
retornos absolutos, mediante el estudio de los riesgos relacionados. Una forma útil y simple
de estudiar una distribución condicional es considerando sus cuantiles, es decir, estudiando
la distribución de los cuantiles en el tiempo. Por ejemplo, cuando la varianza varía en el
tiempo, los cambios en un punto en el tiempo pueden ocurrir alrededor de una constante,
de modo que el nivel medio de la varianza salta a un valor alto o bajo. Engel y Manganelli
(2004) postulan distintos modelos para un conjunto de datos de interés e identifican cuáles
de los modelos postulados son adecuados para describir al conjunto de datos dentro y fuera
de la muestra, en el sentido de que no se rechace la hipótesis correspondiente. Las pruebas
de bondad de ajuste consideradas e identificadas como pruebas de cuantil dinámico den-
tro y fuera de la muestra son pruebas estadísticas asintóticas con distribución asintótica
Ji-cuadrada. La implementación de estás pruebas de cuantil dinámico dentro y fuera de la
muestra, bajo la hipótesis de que el VPGD es un modelo TAR, identifica que dicho modelo
describe adecuadamente al conjunto de observaciones analizadas mientras que el modelo li-
neal no necesariamente, lo cual nos da indicios de que dicha alternativa presentará un buen
comportamiento al momento de abordar el problema de predicción.
El método de regresión por cuantiles no sólo ofrece una alternativa robusta de estimación

para la tendencia central de la respuesta, podemos también explorar la distribución condi-
cional de la respuesta de manera completa. En los trabajos clásicos de regresión, la media
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condicional E(Y |X = x) se estima generalmente mediante mínimos cuadrados. A menos que
hagamos supuestos distribucionales fuertes en la distribución condicional de la respuesta, los
métodos de mínimos cuadrados no proporcionan ninguna información más allá de la media
condicional. Regresión por cuantiles generaliza la idea de estimar la mediana por regresión u
otras funciones de los cuantiles condicionales minimizando la suma de residuales ponderada.
Una extensión de los conceptos de regresión por cuantiles en modelos de series de tiempo
autoregresivos se debe al trabajo de Koul y Saleh (1995), mientras que Koul (1996) y Mukher-
jee (1999) generalizan estos resultados para el caso de series de tiempo autorregresivas no
lineales.

6.2 Regresión por cuantiles

Koenker y Bassett (1978) desarrollaron la teoría y justificación de regresión por cuantiles
como una generalización al problema clásico de estimación por mínimos cuadrados para la
media condicional. Se sabe que dada una variable aleatoria de valores reales, Y, ésta puede ser
caracterizada por su función de distribución, F (y) = Pr (Y ≤ y) . Asimismo para cualquier
0 < θ < 1, denotamos a QY (θ) = inf {y : F (y) ≥ θ} como el θ-cuantil de Y, por ejemplo el
cuantil QY (1/2) corresponde al valor de la mediana y al igual que la función de distribución,
la función cuantil QY (θ) caracteriza de forma completa a la variable de interés Y.
Los cuantiles se caracterizan por la solución final de un problema de optimización, donde

para cualquier 0 < θ < 1 se define la función ρθ (u) = u [θ − I (u < 0)] = θu+ + (θ − 1)u−,
donde u+ = u [I (u > 0)] y u− = u [I (u < 0)] corresponden a las partes positivas y negativas
de u ∈ <, respectivamente. Minimizar E [ρθ (Y − ξ)] con respecto a ξ, arroja soluciones,
ξ̂ (θ) , donde la solución más pequeña es precisamente el θ-cuantil de Y, QY (θ) .

Nuestro interés versa en torno a la función cuantil condicional, definida como: el θ-ésimo
cuantil,

QY |X (θ|x) = inf y : FY |X (y|x) ≥ θ ,

bajo el supuesto de que la función de distribución condicional FY |X (y|x) es estrictamente
creciente, con función de densidad fY |X (y|x) , podemos caracterizar a la función cuantil por
medio de la siguiente igualdad:

QY |X (θ|x) = argmin
a

E [ρθ (Y − a) |X = x] , (6.1)

donde la función de pérdida ρθ (u) = u (θ − I (u < 0)) es conocida en la literatura de re-
gresión por cuantiles como la función de pérdida “check” o “tick”. La Figura 14 presenta
el comportamiento de la función cuantil, ρθ (u), para tres distintos valores de θ, el caso
simétrico corresponde a θ = 0.5 identificado en la gráfica con la línea continua.
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Figura 14. Comportamiento de la función de pérdida de cuantiles para
distintos valores de teta.

Para verificar la ecuación (6.1), observemos que:

E [ρθ (Y − a) |X = x] = (θ − 1)
a

−∞
(y − a) fY |X (y|x) dy + θ

∞

a

(y − a) fY |X (y|x) dy.

La condición de primer orden para la igualdad anterior está dada por:

− (θ − 1)
a

−∞
fY |X (y|x) dy − θ

∞

a

fY |X (y|x) dy = 0,

o equivalentemente por la siguiente igualdad:

F (a|x)− θ = 0,
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con solución a∗ = F−1Y |X (θ|x) , la cual corresponde a la función cuantil. Notemos que, si la
función cuantil está dada por QY |X (θ|x) = x0β (θ) , la ecuación (6.1) implica que:

β (θ) = argmin
b

E [ρθ (Y −X 0b)] . (6.2)

Por ejemplo, para θ = 1/2 (mediana) tenemos que la función en (6.2) corresponde a la
función valor absoluto, es decir, estamos minimizando una suma simétrica ponderada de
errores absolutos con pesos iguales a 0.5 para estimar la función cuantil condicional. Mientras
que para valores de θ 6= 0.5 estamos minimizando sumas ponderadas asimétricas de errores
absolutos, donde los pesos son funciones de los cuantiles de interés, ver Koenker y Hallock
(2001). Ver Figura 14.
Koul y Saleh (1995) extienden los resultados de regresión por cuantiles Koenker y Bassett

(1978) al caso de modelos autorregresivos. Posteriormente, Koul (1996) y Mukherjee (1999),
generalizan los conceptos de regresión por cuantiles y autorregresión al caso de series de
tiempo no lineal. Koul (1996) discute las propiedades asintóticas de algunos estimadores en
series de tiempo no lineal, y prueba la normalidad asintótica de ciertas clases de estimadores
(M y R estimadores) minimizando la distancia entre los estimadores y los parámetros de
interés. Mukherjee (1999), generaliza los conceptos de regresión por cuantiles y autorregre-
sión para modelos de series de tiempo no lineal. La linealización asintótica de los cuantiles
no lineales se utiliza, por ejemplo, para obtener la distribución límite de estimadores de
mínima desviación absoluta, demostrándose que estos estimadores son más eficientes que
los estimadores de mínimos cuadrados condicionales. Los resultados de Mukherjee (1999),
son aplicables a modelos de regresión lineales y no lineales; así como también a modelos
autorregresivos del tipo lineal y no lineal, incluyendo los modelos TAR con parámetro de
umbral conocido.
Reconociendo que el método de regresión por cuantiles es una alternativa para el estudio

de dinámicas asimétricas en series económicas, y que los modelos TAR presentan caracte-
rísticas de asimetrías, consideramos a la metodología de regresión por cuantiles como una
metodología viable en el estudio de los modelos TAR. El modelo de cuantiles para el caso
TAR, considera adecuadamente la asimetría natural del modelo, así como otras característi-
cas de asimetrías resultantes al considerar por ejemplo que la función de distribución para los
errores en el modelo es asimétrica. En nuestro caso particular partimos de que la distribución
asociada a los errores en el modelo TAR es una función simétrica, dado que suponemos que
los errores son una secuencia de variables aleatorias gaussianas y de aquí que el valor del peso
0 < θ < 1 asociado a la función de pérdida en nuestro caso es θ = 0.5. A partir de la repre-
sentación de cuantiles obtenemos estimaciones de los parámetros en el modelo TAR(2; 1, 1),
así como pronósticos desde uno hasta 5-pasos hacia adelante, bajo la consideración de que
el parámetro de umbral γ es conocido. Sin embargo, cabe aclarar que una posibilidad para
estimar el parámetro de umbral γ, es por medio de una búsqueda directa en un conjunto
compacto, de tal manera que nos quedamos con aquel valor del umbral que minimice la
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función cuantil, e identificamos los valores estimados correspondientes para cada uno de los
coeficientes autorregresivos en el modelo. Un estimador de la varianza del error está dado
por los promedios de los residuales cuadrados asociados a la serie en estudio considerando los
estimadores del resto de los parámetros en el modelo, bajo el valor del umbral identificado
como parte del proceso de minimización. Está sugerencia de estimación del parámetro de
umbral es equivalente al proceso de estimación de mínimos cuadrados secuencial sugerido en
Chan et al (1993) y Hansen (1997).

6.3 El modelo de cuantiles para series de tiempo no
lineal

Considere el modelo de series de tiempo no lineal de orden p, con valores iniciales Y1−p, . . . , Y0,
que se rige bajo la siguiente igualdad y estudiado a detalle en Mukherjee (1999),

Yt = ft β0, Xt−1, Zt + εt, 1 ≤ t ≤ T, (6.3)

donde β
00 ≡ β0,β

0 ∈ Ω es el vector de parámetros verdaderos pero desconocidos y que

necesitan ser estimados, Ω es un subconjunto abierto de <1+m de la forma Ω = <1 × Ω y
ft : Ω×<p ×<q −→ <1 es una función conocida dada por la siguiente ecuación:
ft β0, Xt−1, Zt = β0 + ft(β

0
, Xt−1, Zt). Definamos Xt−1 = (Yt−1, . . . , Yt−p) , 1 ≤ t ≤ T, y

{Zt, 1 ≤ t ≤ T} un arreglo de vectores aleatorios exógenos de dimensión q observables, que
representan tendencias o variables de regresión. La secuencia de innovaciones {εt, 1 ≤ t ≤ T}
son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con distribución F. En-
tonces el estimador de β asociado al θ-ésimo cuantil del modelo (6.3), con 0 < θ < 1, es
cualquier vector β̂ (θ) que minimice la función T

t=1 ρθ [Yt − ft (β, Xt−1, Zt)] , con respecto
a β ∈ <1+m y ρθ {u} ≡ −θu [I (u > 0)] − (1− θ)u [I (u < 0)] = [θ − I (u)]u, es decir, el
θ-ésimo cuantil no lineal es aquel que resuelve la siguiente función cuantil:

min
β

T

t=1

{θ [Yt − ft (β, Xt−1, Zt)] I (Yt > ft (β, Xt−1, Zt))

− (1− θ) [Yt − ft (β, Xt−1, Zt)] I (Yt < ft (β, Xt−1, Zt))} (6.4)

= min
β

T

t=1

[θ − I (Yt < ft (β, Xt−1, Zt))] [Yt − ft (β, Xt−1, Zt)] .

Observemos que para el caso de modelos autorregresivos no lineales, como por ejemplo en
los modelos SETAR, ft (β, Xt−1, Zt) = ft(β, Xt−1). Mientas que para los modelos TAR la
variable Zt se identifica directamente con la variable umbral que determina en conjunto con
el valor del umbral el comportamiento de Yt en cada uno de los regímenes.
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6.3.1 Regresión por cuantiles para el modelo TAR(2; 1, 1)

Una condición suficiente para la existencia de β̂ estimador consistente en la función objetivo
(6.4), es que la función ft (β, Xt−1, Zt) sea una función lineal en β y no lineal en el resto
de los argumentos, además de suponer que la serie de tiempo no lineal bajo estudio es
estacionaria y ergódica. Tong (1990) muestra que está condición se satisface para una gran
variedad de modelos de series de tiempo no lineal, como son los modelos bilineales, modelos
exponenciales autorregresivos (EXPAR) y modelos del tipo TAR. Koul (1996) ejemplifica las
propiedades asintóticas de algunos estimadores para el modelo de series de tiempo no lineal,
como por ejemplo los estimadores de mínima desviación absoluta. En particular presenta
dos aplicaciones de modelos no lineales, el modelo SETAR con parámetro de umbral y rezago
conocido y el modelo EXPAR.
Para el modelo TAR(2; 1, 1) dado en la ecuación (3.6), tenemos que el modelo de cuantiles

está dado como,

Yt = δtYt−1 + εtθ (6.5)

= ft (β, Yt−1, Zt−1) + εtθ, t = 1, . . . T,

con ft (β, Yt−1, Zt−1) = φ1I (Zt−1 ≤ γ)Yt−1 + φ2I (Zt−1 > γ)Yt−1 y β=(φ1, φ2)
0 el vector

de parámetros en el modelo, considerando el parámetro de umbral γ conocido, con εtθ una
secuencia de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidos con distribución
normal N (0, σ2).
El vector de parámetros β en el modelo (6.5) se estima considerando dicho modelo en

la función cuantil dada en (6.4) y minimizando la función resultante con respecto a β, para
θ = 0.5. Por su parte, estimamos la varianza asociada a la secuencia de errores obteniendo el
promedio de los residuales al cuadrado en el modelo, calculados a partir de la muestra obser-
vada de tamaño T para Yt, con t = 1, 2, . . . , T y de los coeficientes autorregresivos estimados
vía el procedimiento de minimización de la θ-ésima función cuantil. Como comentamos en
la introducción de este capítulo, si el parámetro de umbral es desconocido podemos estimar
dicho parámetro por medio de una búsqueda directa del umbral en un intervalo compacto
de la forma Γ = [−γ0, γ1]. La búsqueda de γ que minimiza (6.4), en el espacio de valores
de la variable umbral Zt−1 puede realizarse considerando el valor del cuantil 0.15 y cuantil
0.85 como los límites inferior y superior del intervalo compacto Γ, a fin de garantizar un mí-
nimo de observaciones para la estimación de los coeficiente autorregresivos correspondientes
a cada uno de los regímenes.
Una vez encontrado β que minimiza la función (6.4) para el modelo TAR(2; 1, 1) con

parámetro de umbral conocido sustituimos dicho valor como conocido en la función cuan-
til a minimizar y encontramos los h-valores hacia adelante más plausibles para el modelo
TAR(2; 1, 1) en el sentido de que dichos valores minimizan la función (6.4) con respecto a los
valores desconocidos de YT+1, . . . , YT+h, dados los valores conocidos para ZT+1, . . . , ZT+h−1
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o equivalentemente dado que conocemos los valores que toma la variable indicadora. En
general, conocemos solamente los valores que toma la variable umbral hasta el tiempo T e
igual que el caso de la obtención de pronósticos por el método iterativo, pronosticamos Zt−1
considerando su modelo asociado o bien I(Zt−1 ≤ γ) mediante la teoría de pronósticos de
series de tiempo binarias. Finalmente, tomamos los valores de YT+1, . . . , YT+h que minimizan
(6.4) como los pronósticos de YT+1, . . . , YT+h, respectivamente.
Los resultados del estudio de simulación presentados en el Capítulo 7 muestran que los de-

sempeños de los pronósticos bajo esta alternativa presentan en general mejor comportamiento
que los pronósticos de su contraparte lineal. La ganancia es mayor cuando consideramos los
pronósticos de la variable indicadora como valores conocidos y a partir de estos minimizamos
la función cuantil para obtener los pronósticos de YT+1, . . . , YT+h. La cuantificación de los
desempeños de dichos pronósticos se realiza mediante la función de pérdida de cuantiles, así
como por medio de los ECMP para cada uno de los horizontes de pronóstico.
Con la finalidad de una mejor compresión de la alternativa de regresión por cuantiles

en los modelos TAR presentamos un análisis del método de regresión por cuantiles para el
caso del modelo TAR más simple dado en la ecuación (2.6) del Capítulo 2. Sin embargo
los resultados para el modelo TAR(2; 1, 1) dado en la ecuación (6.5) son equivalentes al caso
presentado, con la diferencia de que bajo este escenario la característica de simetría en los
residuales bajo el modelo lineal AR se acentúa pero con un comportamiento de colas más
pesadas que la normal. Esperamos que al aplicar la metodología de regresión por cuantiles
a los modelos TAR, independientemente del porcentaje de observaciones en cada uno de los
regímenes, presente comportamientos simétricos en los residuales en virtud de que suponemos
errores gaussianos. A fin de corroborar que la asimetría natural del modelo TAR es manejada
adecuadamente por el método de regresión por cuantiles, el escenario simulado considera
que los coeficientes autorregresivos son cercanos al círculo unitario pero de signos contrarios.
Posteriormente para cada conjunto de datos simulados ajustamos, mediante el método de
regresión por cuantiles con θ = 0.5, un modelo TAR con parámetro de umbral conocido,
así como un modelo AR. La robustez del método garantiza que los valores estimados de los
parámetros en el modelo TAR serán cercanos a los valores verdaderos, tal y como se muestra
en la Tabla S1. Obtenemos los valores de los residuales bajo cada modelo estimado para
contrastar los comportamientos de los mismos. Para el modelo AR(1) debemos observar que
residuales presentan comportamientos asimétricos ya que la asimetría del VPGD se hereda
al proceso de error.

6.3.2 Regresión por cuantiles para el modelo TAR más simple

Consideremos el modelo TARmás simple dado en la ecuación (2.6) y reescrito a continuación

Yt = φ1I (Zt−1 ≤ γ) + φ2I (Zt−1 > γ) + εt,
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con εt ∼ iidN (0, σ2) y variable umbral Zt−1 descrita por un proceso AR(1) estacionario.
Simulamos 500 observaciones a partir del modelo anterior con φ1 = 0.9, φ2 = −0.9 y

σ2 = 0.25, para p = Pr (I (Zt−1 ≤ γ)) igual a 0.1, 0.25, y 0.5 respectivamente, es decir, el
porcentaje de observaciones en el régimen uno corresponde al 10%, 25%, y 50% respecti-
vamente. Un número mayor de posibilidades en cuanto a los porcentajes de observaciones
en los regímenes fueron exploradas, pero las conclusiones son equivalentes. La Figura S1
presenta las realizaciones del proceso bajo distintos porcentajes de observaciones en el régi-
men uno, resaltando la asimetría del escenario considerado. La línea continua identifica a
las observaciones en el régimen uno mientras que la línea punteada a las observaciones en el
régimen dos.
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Figura S1. Realizaciones del modelo TAR más simple, φ1 = 0.9 y φ2 = −0.9.

Para cada conjunto de datos ajustamos mediante el método de regresión por cuantiles, un
modelo lineal dado por Yt = φ+ εt, así como el modelo TAR con θ = 0.5. Complementaria-
mente, en el caso lineal estimamos también el parámetro φ por medio de MV. Los resultados
de dichas estimaciones se presentan el la Tabla S1, donde: φ̂1, φ̂2 y σ̂2TAR se refieren a los
valores estimados de los parámetros bajo el modelo TAR por medio del método de regresión
por cuantiles. φ̂linealCR y σ̂2linealCR corresponden a los valores estimados de los parámetros



88 Capítulo 6. Regresión por cuantiles en modelos TAR: estimación y obtención de pron.

bajo el modelo lineal por medio del método de regresión por cuantiles. Finalmente φ̂linealMV

y σ̂2linealMV son las estimaciones de los parámetros bajo el modelo lineal por medio del método
de máxima verosimilitud.

Tabla S1. Estimaciones bajo el modelo TAR simplificado, y modelo

lineal simplificado respectivamente.
p φ̂1 φ̂2 σ̂2TAR φ̂linealCR σ̂2linealCR φ̂linealMV σ̂2linealMV

0.10 0.853 −0.870 0.24 −0.821 0.55 −0.708 0.74
0.15 0.899 −0.91 0.26 −0.799 0.71 −0.641 0.85
0.25 0.979 −0.915 0.27 −0.704 0.83 −0.513 0.91
0.50 0.905 −0.850 0.25 −0.164 1.06 −0.025 1.03
0.75 0.880 −0.903 0.26 0.555 0.93 0.323 0.96
0.85 0.902 −0.916 0.24 0.765 0.70 0.580 0.84
0.90 0.887 −0.893 0.23 0.788 0.56 0.680 0.75

La Figura S2 muestra el comportamiento de los residuales bajo el modelo TAR, con-
siderando distintos porcentajes de observaciones en cada uno de los regímenes, los cuales se
especifican en cada gráfica. El primer histograma en cada renglón de la Figura S2 corres-
ponde al total de residuales bajo el modelo TAR, mientras que los últimos dos histogramas
de cada línea corresponden a los residuales bajo el régimen uno y dos respectivamente. Aún
cuando los comportamientos de los residuales para cada uno de los regímenes presentan li-
geras asimetrías, y que dicha asimetría es mayor bajo el régimen minoritario, notamos que
al considerar dichos residuales en forma conjunta, el histograma obtenido es simétrico. La
simetría se presenta independientemente del porcentaje de observaciones en cada uno de los
regímenes y de la asimetría natural del proceso simulado.
Contrario a los comportamientos simétricos de los residuales bajo el modelo TAR, tene-

mos que al ajustar un modelo lineal a cada conjunto de datos simulados e independientemente
del procedimiento de estimación de los parámetros los comportamientos de los residuales son
asimétricos. Para corroborar dicha observación presentamos dichos residuales en la Figuras
S3. Los comportamientos asimétricos de dichos residuales dependen de los porcentajes de
observaciones en cada uno de los regímenes y lo pesado de las colas a la derecha o a la
izquierda depende de si el régimen dominante es el régimen uno o dos respectivamente. Esto
es de esperarse ya que de la Tabla S1, notamos que la estimación de los parámetros corres-
pondientes bajo el modelo lineal se debe principalmente a las observaciones bajo el régimen
dominante. De está forma tenemos que la asimetría observada en los residuales asociados al
modelo lineal se debe a la asimetría natural del modelo de regímenes bajo el cual simulamos
los conjuntos de datos.
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Figura S2. Residuales bajo el modelo TAR simplificado.
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Figura S3. Residuales bajo los modelos lineal y TAR simplificados.
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La Figura S4 complementa las observaciones hechas a partir de la Figura S3, ya que
presenta las correspondientes gráficas de cuantil cuantil para cada uno de los histogramas
dados en la Figura S3. De donde corroboramos que los residuales bajo el modelo lineal
presentan comportamientos asimétricos y de colas pesadas, lo cual los aleja del supuesto de
normalidad en los errores, contrario a los residuales bajo el modelo correcto.
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Figura S4. Gráficas de probabilidad para los residuales bajo cada modelo

Realizamos un análisis similar para el caso donde el proceso generador de datos es el
modelo TAR(2; 1, 1) de la ecuación (6.5). A diferencia del caso simplificado, observamos que
la asimetría de los residuales suponiendo un modelo lineal AR(1) se acentúa, sin embargo
las colas de los histogramas se vuelven más pesadas. En las Secciones 6.3.3. y 6.3.4. descri-
biremos las propiedades asintóticas de los estimadores mediante regresión por cuantiles, y se
establecerán pruebas de hipótesis sobre el VPGD. Las pruebas de bondad de ajuste estable-
cidas se definen en términos de la función hit dada en la ecuación (6.10) la cual contabiliza
el número de aciertos bajo el modelo correcto. Bajo el VPGD los aciertos son no correla-
cionados y no se comete errores de medición en las pruebas de hipótesis implementadas. La
implementación de dichas pruebas dentro y fuera de la muestra favorece al modelo TAR
como el VPGD, como se verá en la Sección 6.3.4.
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Una ventaja adicional del método de regresión por cuantiles es que no requiere del
supuesto de distribuciones simétricas con colas no pesadas, como la distribución normal.

Sin embargo el cálculo de la función de pérdida de cuantiles para pronósticos h-pasos
adelante en forma teórica no es fácil aún en el caso del modelo TAR simplificado y lineal
simplificado tal y como se ilustra a continuación.

Función de pérdida de cuantiles para el modelo TAR más simple

El objetivo de esta sección es obtener expresiones teóricas para la función de pérdida de
cuantiles esperada para los errores de pronósticos dos pasos adelante, similar al caso ex-
plorado para la función de pérdida error cuadrátic medio. Recordemos que la función de
pérdida de cuantiles está dada por la siguiente ecuación:

ρθ (u) = u [θ − I (u < 0)] = θu+ + (θ − 1)u−, (6.6)

donde u+ = u [I (u > 0)] y u− = u [I (u < 0)] , y consideremos el modelo TAR simplificado
dado en la (2.6)

Yt = φ1I (Zt−1 ≤ γ) + φ2I (Zt−1 > γ) + εt,

con εt ∼ iidN(0, σ2) y Zt−1, una serie de tiempo estacionaria AR(1). Recordemos también
que el pronóstico 2-pasos hacia adelante, si φ1 y φ2 son conocidos, está dado por: ŶT+2 =
φ1Î (ZT+1 ≤ γ) + φ2Î (ZT+1 > γ) . Y que definida la función de distribución conjunta de las
variables Î (ZT+1 ≤ γ) y I (ZT+1 ≤ γ) , tal y como se realizó en el Capítulo 1,

pij = Pr Î (ZT+1 ≤ γ) = i, I (ZT+1 ≤ γ) = j

para i, j = 0, 1 y pij = 1, podemos obtener expresiones para la función de pérdida de
los pronósticos dos pasos adelante.

Denotemos la esperanza de la función de pérdida de cuantiles para el modelo TAR más
simple dos pasos hacia adelante, por RCTAR

2 de tal forma que para u = YT+2− ŶT+2, tenemos
que:

RCTAR
2 = θE [uI (u > 0)] + (θ − 1)E [uI (u < 0)] ,
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donde,

E [uI (u > 0)]

= E YT+2 − ŶT+2 I YT+2 − ŶT+2 > 0

= E YT+2 − ŶT+2 I YT+2 − ŶT+2 > 0 | Î (ZT+1 ≤ γ) = 1, I (ZT+1 ≤ γ) = 1 p11

+E YT+2 − ŶT+2 I YT+2 − ŶT+2 > 0 | Î (ZT+1 ≤ γ) = 1, I (ZT+1 ≤ γ) = 0 p10

+E YT+2 − ŶT+2 I YT+2 − ŶT+2 > 0 | Î (ZT+1 ≤ γ) = 0, I (ZT+1 ≤ γ) = 1 p01

+E YT+2 − ŶT+2 I YT+2 − ŶT+2 > 0 | Î (ZT+1 ≤ γ) = 0, I (ZT+1 ≤ γ) = 0 p00

= E [(φ1 + εT+2 − φ1) I (φ1 + εT+2 − φ1 > 0)] p11

+E [(φ2 + εT+2 − φ1) I (φ2 + εT+2 − φ1 > 0)] p10

+E [(φ1 + εT+2 − φ2) I (φ1 + εT+2 − φ2 > 0)] p01

+E [(φ2 + εT+2 − φ2) I (φ2 + εT+2 − φ2 > 0)] p00

= E [εT+2I (εT+2 > 0)] (p11 + p00) +E [(εT+2 − μ) I (εT+2 − μ > 0)] p10

+E [(εT+2 + μ) I (εT+2 + μ > 0)] p01

= E [u1I (u1 > 0)] (p11 + p00) +E [u2I (u2 > 0)] p10 +E [u3I (u3 > 0)] p01,

donde u1 = εT+2 ∼ iidN (0, σ2) ; u2 = εT+2 − μ ∼ iidN (−μ, σ2) y u3 = εT+2 + μ ∼
iidN (μ, σ2) . Paralelamente, notemos que si x ∼ iidN (μ, σ2), la esperanza truncada de x en
(a, b) está dada por:

E [xI (a < x < b)] =
b

a

xφ x;μ, σ2 dx

= −σ2 φ b;μ, σ2 − φ a;μ, σ2 + μ Φ b;μ, σ2 − Φ a;μ, σ2 .

Para mostrar la igualdad anterior notemos que a partir de la función de densidad para x

denotada por φ (x;μ, σ2) = 1√
2πσ

e−
1
2σ2

(x−μ)2 y derivando con respecto a x,

d

dx
φ x;μ, σ2 = −(x− μ)

σ2
φ x;μ, σ2

=
μ

σ2
φ x;μ, σ2 − x

σ2
φ x;μ, σ2 ,

entonces, integrando de a a b en ambos lados de la igualdad anterior, obtenemos lo siguiente:

φ b;μ, σ2 − φ a;μ, σ2 =
b

a

μ

σ2
φ x;μ, σ2 − x

σ2
φ x;μ, σ2 dx

=
μ

σ2

b

a

φ x;μ, σ2 dx− 1

σ2

b

a

xφ x;μ, σ2 dx.
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Luego despejando,

b

a

xφ x;μ, σ2 dx = −σ2 φ b;μ, σ2 − φ a;μ, σ2 + μ
b

a

φ x;μ, σ2 dx

= −σ2 φ b;μ, σ2 − φ a;μ, σ2 + μ Φ b;μ, σ2 − Φ a;μ, σ2 .

Asimismo tenemos las siguientes expresiones:

∞

a

xφ x;μ, σ2 dx = σ2φ a;μ, σ2 + μ 1− Φ a;μ, σ2

= μ+ σ2φ a;μ, σ2 − μΦ a;μ, σ2 ,

b

−∞
xφ x;μ, σ2 dx = −σ2φ b;μ, σ2 + μΦ b;μ, σ2 .

Si a = 0,

E [xI (x > 0)] =
∞

0

xφ x;μ, σ2 dx (6.7)

= σ2φ 0;μ, σ2 + μ 1− Φ 0;μ, σ2

=
σ√
2π

e−
1
2σ2

μ2 + μ 1− Φ
−μ
σ2
; 0, 1

Si b = 0

E [xI (x < 0)] =
0

−∞
xφ x;μ, σ2 dx (6.8)

= −σ2φ 0;μ, σ2 + μΦ 0;μ, σ2

= − σ√
2π

e−
1
2σ2

μ2 + μΦ
−μ
σ
; 0, 1 ,

Ya que Φ (0;μ, σ2) =
0

−∞ φ (x;μ, σ2) dx =
0

−∞
1√
2πσ

e−
1
2σ2

(x−μ)2dx =
−μ/σ
−∞

1√
2π
e−

1
2
y2dy =

Φ −μ
σ
; 0, 1 .

Podemos ahora expresar los valores esperados para cada una de las expresiones involu-
cradas en el cálculo de E [uI (u > 0)] , a partir de la expresión dada en la ec. (6.7), es
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decir,

E [u1I (u1 > 0)] =
σ√
2π

, ya que aquí μ = 0.

E [u2I (u2 > 0)] =
σ√
2π

e−
1
2σ2

μ2 − μ 1− Φ
μ

σ2
; 0, 1

E [u3I (u3 > 0)] =
σ√
2π

e−
1
2σ2

μ2 + μ 1− Φ
−μ
σ2
; 0, 1

=
σ√
2π

e−
1
2σ2

μ2 + μΦ
μ

σ2
; 0, 1 ,

así,

E [uI (u > 0)]

=
σ√
2π
(p11 + p00) +

σ√
2π

e−
1
2σ2

μ2 − μ 1− Φ
μ

σ
; 0, 1 p10

+
σ√
2π

e−
1
2σ2

μ2 + μΦ
μ

σ
; 0, 1 p01.

Igualmente de la ecuación (6.8) tenemos que − σ√
2π
e−

1
2σ2

μ2 + μΦ −μ
σ
; 0, 1

E [u1I (u1 < 0)] = − σ√
2π

, ya que aquí μ = 0.

E [u2I (u2 < 0)] = − σ√
2π

e−
1
2σ2

μ2 − μ 1− Φ
μ

σ
; 0, 1

E [u3I (u3 < 0)] = − σ√
2π

e−
1
2σ2

μ2 + μ 1− Φ
−μ
σ
; 0, 1

= − σ√
2π

e−
1
2σ2

μ2 + μΦ
μ

σ
; 0, 1 ,

luego

E [uI (u < 0)] = − σ√
2π
(p11 + p00) + − σ√

2π
e−

1
2σ2

μ2 − μ 1− Φ
μ

σ
; 0, 1 p10

+ − σ√
2π

e−
1
2σ2

μ2 + μΦ
μ

σ
; 0, 1 p01.

Finalmente, sustituyendo en la expresión correspondiente, obtenemos la pérdida esperada
dos pasos adelante:

RCTAR
2 = θE [uI (u > 0)] + (θ − 1)E [uI (u < 0)]

=
σ√
2π
(p11 + p00) + (p10 + p01)

σ√
2π

e−
1
2σ2

μ2 − μΦ
μ

σ
; 0, 1 + 2μθΦ

μ

σ
; 0, 1

−2μp10θ.
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En Capítulo 7, como parte de nuestro ejercicio de simulación obtenemos los valores de las
funciones de pérdida de cuantiles para cada uno de los escenarios simulados. La comparación
de los desempeños de los pronósticos se realiza mediante los cocientes de los valores de las
funciones de pérdida asociadas al modelo lineal AR contra los valores de las funciones de
pérdida asociadas al modelo TAR. La observación en torno a esto es que el modelo TAR
presenta valores menores en sus funciones de pérdida lo cual le da ventajas en comparación
al modelo lineal.

6.3.3 Propiedades asintóticas

A continuación presentamos las propiedades asintóticas de los estimadores de los parámetros
en el modelo de cuantiles obtenidos por medio de la minimización de la función cuantil dada
en (6.4). Los Teoremas 6.1 y 6.2 muestran que la estimación de β0 mediante el método de
regresión por cuantiles no lineal es consistente y asintóticamente normal. El Teorema 6.3
nos da un estimador consistente de la matriz de varianzas y covarianzas. Las pruebas de
los teoremas se dan en el Apéndice C y las condiciones de regularidad para la función f
como parte de la función objetivo a minimizar en (6.4) se dan el Apéndice B. Como notación
sea ht (0|Ft) la densidad condicional de εtθ evaluada en 0 y Ft la σ-álgebra generada por el
conjunto de información hasta el tiempo t. Para Xt−1 = Yt−1, y Zt−1 la variable exógena o
variable umbral, denote el gradiente de ft (β,Yt−1, Zt−1) de orden 1×p por∇ft (β,Yt−1, Zt−1)
y defina ∇f (β,Yt−1, Zt−1) como la matriz de T × p con renglones ∇ft (β,Yt−1, Zt−1) .

Teorema 6.1 (Consistencia). En el modelo (6.3) y bajo los supuestos C0 a C7 enunciados
en el apéndice A, se cumple que β̂T

p−→ β0, donde β̂T es la solución a:

min
β

T−1
T

t=1

[θ − I (Yt < ft (β, Yt−1, Zt−1))] [Yt − ft (β,Yt−1, Zt−1)] .

Demostración. Ver la demostración en el Apéndice C.

Teorema 6.2 (Normalidad Asintótica). En el modelo (6.3) y bajo los supuestos AN1 a
AN4, dados en el Apéndice B y las condiciones del Teorema 6.1, se tiene que:

√
TA

−1/2
T DT β̂ − β0 d−→ N (0, I) ,
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donde

AT ≡ E T−1θ (1− θ)
T

t=1

∇0ft β0,Yt−1, Zt−1 ∇ft β0,Yt−1, Zt−1 ,

DT ≡ E T−1
T

t=1

ht (0|Ωt)∇0ft β0,Yt−1, Zt−1 ∇ft β0,Yt−1, Zt−1 ,

y β̂ se calcula como en el Teorema 6.1.

Demostración. Ver la demostración en el Apéndice C.

Teorema 6.3 (Estimación de la matriz de varianzas y covarianzas). Bajo los supuestos VC1
a VC3 dados en el Apéndice B y las condiciones de los Teoremas 6.1 y 6.2, ÂT −AT

p−→ 0
y D̂T −DT

p−→ 0, donde

ÂT = T−1θ(1− θ)∇0ft β̂, Yt−1, Zt−1 ∇ft β̂, Yt−1, Zt−1 ,

D̂T = (2T ĉT )
−1

T

t=1

I Yt − ft β̂, Yt−1, Zt−1 < ĉT

×∇0ft β̂, Yt−1, Zt−1 ∇ft β̂, Yt−1, Zt−1 ,

AT y DT se def inieron en el Teorema 6.2 y ĉT se def ine en el supuesto VC1 en el Apéndice
B.

Demostración. Ver la demostración en el Apéndice C

En la prueba del Teorema 6.1, se establecen los resultados de consistencia de modelos no
lineales de regresión por cuantiles en un contexto dinámico aplicando el Corolario 5.12 del
libro de White (1996), enunciado en el Apéndice C. El supuesto C1, requiere continuidad en
el vector de parámetros β de las especificaciones de los cuantiles. Los supuestos C3 y C7 son
condiciones de identificación que son comunes en la literatura de regresión por cuantiles. Los
supuestos C4 y C5 son condiciones de dominio para dejar fuera del análisis comportamientos
explosivos.
La derivación de la distribución asintótica se construye mediante la aproximación de los

gradientes discontinuos de la función objetivo con funciones suaves diferenciables, además de
que se pueden realizar expansiones de Taylor. Los supuestos AN1 y AN2 imponen condiciones
de suficiencia de la función ft (β, Yt−1, Zt−1) y de la función de densidad condicional de los
términos de error para asegurar que está aproximación suavizada sea bien comportada.
En relación a la matriz de varianzas y covarianzas, note que ÂT es simplemente el pro-

ducto externo del gradiente. La estimación de la matrizDT es menos directa, ya que involucra
el término h (0|Ft).
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6.3.4 Pruebas de Hipótesis

Si el modelo (6.3) es el verdadero proceso generador de datos (VPGD), entonces
Pr Yt < ft β0, Yt−1, Zt−1 = θ para todo t, esto es equivalente a requerir que la secuencia

de funciones indicadoras I Yt < ft β0, Yt−1, Zt−1
T

t=1
sea independiente e idénticamente

distribuida (iid). La idea aquí es proveer un filtro para transformar series de tiempo con
posible correlación serial y heteroscedasticidad sobre secuencias serialmente independientes
de funciones indicadoras. Una forma natural para probar la validez del modelo de pronós-
tico es verificar si la secuencia I Yt < ft β0, Yt−1, Zt−1

T

t=1
≡ {It}Tt=1 es iid, como fue

realizado, por ejemplo, en Christoffersen (1998). A través de estás pruebas podemos detec-
tar la presencia de correlación serial de las funciones indicadoras {It}Tt=1, está condición es
solo necesaria pero no suficiente para juzgar o valorar el comportamiento de un modelo de
cuantiles. Sin embargo, no es difícil generar una secuencia de variables indicadoras {It}Tt=1
independientes a partir de una secuencia dada {Yt}Tt=1 . Para lograr lo anterior es suficiente
con definir una secuencia de variables aleatorias independientes {wt}Tt=1 , tal que

wt =
1 con probabilidad θ
−1 con probabilidad (1− θ)

, (6.9)

de modo que podemos tomar ft β0, Yt−1, Zt−1 = Kwt, para K grande. Note sin embargo,
que una vez que wt es observado, la probabilidad de exceder el cuantil es conocida y será casi
cero o uno. Así las probabilidades no condicionales son correctas y serialmente no correla-
cionadas, pero las probabilidades condicionales dado los cuantiles no lo son. Este ejemplo
es un caso extremo de errores en la medición de los cuantiles, cualquier ruido introducido
en la estimación de los cuantiles cambiará la probabilidad condicional de un acierto dado la
estimación del mismo.
Por lo tanto, ninguna de estás pruebas tiene potencia contra está forma de mala es-

pecificación y ninguna puede ser extendida a examinar otras variables explicatorias. La
propuesta de Engle y Manganelli (2004) consiste en definir la siguiente función, la cual
contabiliza en cierta forma los aciertos o las clasificaciones correctas ante una mala es-
pecificación,

Hitt β0 ≡ I Yt < ft β0, Yt−1, Zt−1 − θ. (6.10)

La función Hitt β0 asume valores de (1− θ) cada vez que Yt < ft β0, Yt−1, Zt−1 y −θ en
otros casos. Note que E Hitt β0 = 0 y de la definición de función cuantil, la esperanza
condicional de Hitt β0 dada cualquier información conocida hasta el tiempo t− 1 debe de
ser también igual a cero. Observemos además que para todo ωt−1 Ft−1, tenemos que

E Hitt β0 ωt−1 = E E Hitt β0 ωt−1|Ft−1
= ωt−1E E Hitt β0 |Ft−1 = 0,
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es decir, la función Hitt β0 es no correlacionada con cualquier cosa que pertenezca al
conjunto de información, en particular es no correlacionada con rezagos de ella misma y con
ft β0, Yt−1, Zt−1 . Si la función Hitt β0 satisface estás condiciones de momentos, entonces
no habrá autocorrelaciones con los aciertos, ni errores de medición como en la ecuación (6.9).
Una forma natural para el conjunto de pruebas discutidas es verificar cuando el estadístico de
prueba T−1/2X0(β̂)Hit(β̂) es significativamente diferente de cero, dondeXt(β̂), t = 1, . . . , T,
es un renglón típico de X(β̂) (posiblemente dependiente en β̂), y es un q-vector medible en
Ft y Hit(β̂) ≡ [Hit1(β̂), . . . , HitT (β̂)]

0. Podemos pensar en cierto modo que realizamos una
regresión ficticia para verificar si el estadístico de prueba T−1/2X0(β̂)Hit(β̂) es significativo,
con X(β̂) la matriz de diseño y Hit(β̂) la variable de respuesta.
SeaMT ≡ X0 β0 −E T−1X0 β0 H∇f β0, Yt−1, Zt−1 D−1T ∇0f β0, Yt−1, Zt−1 ,

donde H es una matriz diagonal con entradas típicas dadas por ht (0|Ft) .

Teorema 6.4 (Prueba de cuantil dinámico dentro de la muestra). Bajo los supuestos del
Teorema 6.1, Teorema 6.2 y los supuestos DQ1 a DQ6, enunciados en el Apéndice B, se
sigue el siguiente resultado:

θ (1− θ)E T−1MTM
0
T

− 1
2 T−

1
2X0(β̂)Hit(β̂)

d∼ N (0, I) .

Si se cumplen además las condiciones del Teorema 6.3 y el supuesto DQ7, se cumple también
el siguiente resultado asintótico:

CDDM ≡
Hit0(β̂)X(β̂) M̂TM̂

0
T

−1
X0(β̂)Hit(β̂)

θ(1− θ)
d∼ χ2q,

cuando T −→∞, y donde,

M̂T ≡ − (2T ĉT )
−1

T

t=1

I Yt − ft(β̂, Yt−1, Zt−1) < ĉT X0
t(β̂)∇ft(β̂, Yt−1, Zt−1)

×D−1T ∇0f(β̂, Yt−1, Zt−1).

Demostración. La demostración se encuentra en el Apéndice C.

Si X(β̂) contiene m < q rezagos Hitt−1(β̂) (i = 1, . . . ,m) , entonces X(β̂), Hit(β̂) y
∇ft(β̂, Yt−1, Zt−1) no son conformables, ya que X(β̂) contiene sólo (T − m) elementos.
Suponemos entonces, sin pérdida de generalidad, que las matrices son conformables elimi-
nando los primeros m renglones de ∇ft(β̂, Yt−1, Zt−1) y Hit(β̂).
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Para derivar la prueba de cuantil dinámico fuera de la muestra, sea TR el número de
observaciones dentro de la muestra y sea NR el número de observaciones fuera de la muestra,
donde la dependencia entre TR y NR en R se da por el siguiente supuesto: limR−→∞ TR =∞,
limR−→∞NR =∞ y limR−→∞NR/TR = 0. Defina el q-vector Ωt medible Xn(β̂TR

),

n = TR+1, . . . , TR+NR, como un renglón típico de X(β̂TR
), posiblemente dependiente en

β̂TR
, y Hit(β̂TR

) ≡ [HitTR+1(β̂TR
), . . . , HitTR+NR

(β̂TR
)]0.

Teorema 6.5 (Prueba de cuantil dinámico fuera de la muestra). Bajo los supuestos de los
Teoremas 6.1 y 6.2 y los supuestos DQ1 a DQ3, DQ8, y DQ9, en el Apéndice B, se tiene el
siguiente resultado asintótico:

CDFM ≡
Hit0(β̂TR

)X(β̂TR
) X0(β̂TR

)X(β̂TR
)
−1
X0(β̂TR

)Hit(β̂TR
)

θ(1− θ)
d∼ χ2q,

cuando R −→∞.

Demostración. Ver la demostración en el Apéndice C.

Nota: La propuesta original en el artículo de Engle y Manganelli (2004) dice que CDFM

está dado por:

CDFM ≡ N−1
R

Hit0(β̂TR
)X(β̂TR

) X0(β̂TR
)X(β̂TR

)
−1
X0(β̂TR

)Hit(β̂TR
)

θ(1− θ)
d∼ χ2q,

cuando R −→ ∞. Sin embargo, al momento de escribir la demostración del teorema en el
Apéndice C, el término N−1

R no aparece.

A manera de ilustración, conviene mencionar que aún cuando el objetivo de esta tesis está
encaminado al estudio de los desempeños y obtención de pronósticos h-pasos adelante para
los modelos TAR hemos explorado empíricamente los desempeños de las pruebas de cuantil
dinámico dentro y fuera de la muestra. Es decir, dado un conjunto de datos simulados a
partir de un modelo TAR, dividimos el conjunto de datos en dos de manera tal que el primer
grupo de observaciones constituye el número de observaciones en la muestra, las cuales se
utilizan para el proceso de estimación; mientras que el segundo grupo forma el conjunto de
observaciones fuera de la muestra. Específicamente simulamos muestras de tamaños 1500 a
partir de la representación del modelo TAR dado en la ec. (6.5). Para cada conjunto de datos
y asumiendo que el parámetro de umbral es conocido. Las primeras 1000 observaciones se
utilizan para la estimación del vector de parámetros β = (φ1, φ2)

0 , mediante la minimización
de la función objetivo dada en la ecuación (6.4), dichas observaciones se identifican como
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las observaciones dentro de la muestra. Las últimas 500 observaciones son las observaciones
fuera de la muestra y las utilizamos para calcular el estadístico de prueba de cuantil dinámico
fuera de la muestra y tomar la decisión, siempre que sea posible, sobre cual modelo es más
adecuado para el conjunto de datos analizado. En nuestro caso los modelos candidatos
son el modelo TAR(2; 1, 1) y el modelo AR(1) . Suponemos que la variable umbral Zt−1 es
conocida, así como el valor del umbral γ. Presentamos tres escenarios distintos, los cuales
son estudiados en el Capítulo 7 como parte del ejercicio de simulación implementado y
que denotamos por caso 1-1, caso 3-1 y caso 8-1 respectivamente. Consideremos que los
regímenes son igualmente dominantes y un nivel de significancia asociado a las pruebas de
hipótesis de 0.05, mientras que el número de columnas en las matrices X(β) y X(βTR

) es 4,
las cuales corresponden a los primeros rezagos de la matriz Hit(β). De lo anterior el valor
de tablas para realizar la prueba tanto dentro y fuera de la muestra tiene q = 4 grados
de libertad asociados, es decir, tomamos la decisión de no rechazar la hipótesis de que el
modelo es adecuado siempre que el estadístico de prueba CDDM y CDFM sean menores que
9.487729. Para visualizar los resultados rápidamente calculamos los p-valores en cada una
de las pruebas, de modo que si el p-valor es mayor que 0.05 no se rechaza la hipótesis de que
el modelo en cuestión es adecuado para descirbir el conjunto de datos considerados.
La Tablas 2 y 3 presentan los resultados para el caso 1-1 (φ1 = 0.1, φ2 = 1), caso 3-1

(φ1 = −0.8, φ2 = −0.6) y caso 8-1 (φ1 = −0.95, φ2 = 0.95). γ = 0.5, y θ = 0.5 para cada
uno de los casos, considerando que el modelo está dado por un modelo TAR(2; 1, 1) o un
modelo AR(1), respectivamente.

Tabla 2. Resultados de las pruebas de cuantil dinámico dentro y fuera de la muestra.

Bajo un TAR(2; 1, 1) φ̂1 φ̂2 CDDM p-valorDM DQFM p-valorFM
caso 1-1 −0.12 1.04 3.31 0.51 4.08 0.40
caso 3-1 −0.84 −0.57 1.39 0.85 6.47 0.17
caso 8-1 −0.95 0.94 3.09 0.54 5.56 0.23

Tabla 3. Resultados de las pruebas de cuantil dinámico dentro y fuera de la muestra.

Bajo un AR(1) φ̂ CDDM p-valorDM DQFM p-valorFM
caso 1-1 0.32 188 0.000 10.4 0.03
caso 3-1 −0.77 4.73 0.316 5.43 0.25
caso 8-1 0.04 16.17 0.002 26.09 0.00003

Los resultados de las Tablas 2 y 3 nos muestran que para los casos 1-1 y 8-1, podemos
decir que el modelo TAR(2; 1, 1) es adecuado para describir el comportamiento de los datos
dentro y fuera de muestra, mientras que el modelo AR(1) no es adecuado ya que sus p-
valores son mucho menores que el nivel de significancia estipulado para las pruebas (0.05).
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Por su parte el caso 3-1 identifica que tanto el modelo TAR(2; 1, 1) como el modelo AR(1)
son modelos adecuados para describir los conjunto de datos simulados e identificados como
dentro y fuera de la muestra. En el Capítulo 7 mostramos también que los desempeños de
los pronósticos para el caso 3-1 bajo TAR y AR son iguales como función de las funciones
de pérdida consideradas.
A partir de los resultados anteriores esperamos que la alternativa de regresión por cuan-

tiles para generar y evaluar los pronósticos en modelos TAR presente mejores desempeños
que los pronósticos obtenidos bajo el modelo AR.
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Capítulo 7

Estudio de simulación

El propósito principal de este capítulo es analizar los comportamientos de los pronósticos h-
pasos adelante en los modelos TAR, considerando cada una de las alternativas de pronóstico
descritas en los capítulos previos. Cuantificamos los desempeños de los pronósticos por
medio de las funciones de pérdida ECMP y PCR; donde PCR denota la función de pérdida
asociada a la función de regresión por cuantiles. Cabe aclarar que la función de pérdida
PCR es conocida en la literatura como función de pérdida “check” o “tick”, dicha función de
pérdida es simétrica cuando θ = 0.5, es decir, el caso en que la función de pérdida es el valor
absoluto de los errores de pronóstico. Si 0 < θ < 1 y θ 6= 0.5, la función de pérdida PCR,
describe situaciones de asimetrías como función de los valores de θ tal y como se mostró en la
Figura 14. Ligado al proceso de comparación y obtención de los pronósticos esta el proceso de
estimación de los parámetros en cada uno de los modelos, por tal razón incluimos como parte
de nuestro estudio de simulación, el análisis correspondiente para los estimadores bajo cada
alternativa. La comparación de las funciones de pérdida (ECMP y PCR) para los modelos
TAR(2; 1, 1) y AR(1) se realiza considerando los pronósticos para cada modelo y bajo el
mismo método de obtención de los pronósticos. Los métodos o procedimientos estudiados
son: procedimiento recursivo, procedemiento de verosimilitud predictiva y porcedemiento de
regresión por cuantiles, los cuales denotarémos como PR, PVP, y PCR respectivamente. El
párrafo anterior significa, por ejemplo, que si los pronósticos en el modelo TAR(2; 1, 1) son
obtenidos mediante verosimilitud predictiva, entonces también los pronósticos en el modelo
AR(1) se obtienen por verosimilitud predictiva, considerando así la misma metodología para
el proceso de estimación de los parámetros involucrados.y de obtención y evaluación de los
pronósticos. Los resultados del amplio ejercicio de simlación nos darán herramientas para
identificar cuál de las alternativas estudiadas es la más adecuada y bajo que condiciones o
características se observa dicha mejora.
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7.1 Descripción del algoritmo de simulación

Nuestro ejercicio de simulación consiste en generar 500 series de tiempo de tamaño 255 con-
siderando el modelo que describe a la variable umbral y a partir de estás simular las 500
series correspondientes bajo el modelo TAR(2; 1, 1) , tal y como se especificó en el Capítulo
1. Los escenarios simulados, se dan en función de los valores de los parámetros en el mo-
delo y de las probabilidades de dominancia en cada uno de los regímenes, equivalentemente
podemos resumir está información considerando los valores de los primeros dos momentos
de la variable δt = φ1I (Zt−1 ≤ γ) + φ2I (Zt−1 > γ) . Las situaciones analizadas abarcan una
gran variedad de situaciones posibles como son: una raíz unitaria en uno de los regímenes,
coeficientes autorregresivos con signos iguales y signos diferentes, si los signos son diferentes,
consideramos las posibilidades de que estos sean iguales o diferentes en magnitud, así como,
igual dominancia en cada uno de los regímenes (es decir, el mismo porcentaje de observa-
ciones en el régimen 1 y 2), un régimen dominante, varianzas del proceso de error grandes y
pequeñas, etc..

Para cada una de las 500 series simuladas, y considerando el parámetro de umbral γ
conocido, usamos las primeras 250 observaciones para estimar los coeficientes autorregresi-
vos, así como la varianza del proceso de error bajo los modelos candidatos, un TAR(2; 1, 1)
y un AR(1). Contamos con tres procedimientos de estimación para dichos parámetros, bajo
cada modelo, mínimos cuadrados, máxima verosimilitud y regresión por cuantiles. Máxima
verosimilitud y mínimos cuadrados coinciden bajo normalidad en los errores y de aquí que
presentamos solamente los resultados para los estimadores por máxima verosimilitud. Con-
templamos dos posibilidades para la variable umbral Zt−1, el caso de Zt−1 ∼ iidU (0, 1) y el
caso de Zt−1 un modelo AR(1) estacionario con ruido blanco gaussiano. Para cada uno de los
modelos de interés, obtenemos pronósticos para h = 1, 2, 3, 4, y 5 pasos hacia adelante por
medio de los métodos identificados como método recursivo, método de verosimilitud predic-
tiva y método de regresión por cuantiles, bajo el supuesto de que el parámetro de umbral γ
es conocido. El procedimiento recursivo PR, consiste en aproximar la esperanza condicional
dada en la ecuación (4.1) por medio de un procedimiento recursivo del tipo Monte Carlo,
equivalente al procedimiento general descrito en el Capítulo 1, Granger y Teräsvirta, (1993).
Comparamos los desempeños de cada uno los pronósticos, calculando los ECMP y la función
de pérdida “check” para los últimos cinco valores simulados en cada una de las 500 series.
Promediamos los 500 valores obtenidos de las respectivas funciones de pérdida para cada uno
de los horizontes de pronósticos. Posteriormente tomamos los cocientes de los valores de las
pérdidas asociadas al modelo lineal AR(1) entre los valores de las pérdidas asociadas al mo-
delo TAR(2; 1, 1), para los horizontes de pronóstico h = 1, 2, 3, 4, y 5. Valores de los cocientes
mayores que uno, implican que la pérdida asociada al modelo TAR(2; 1, 1) para el horizonte
de pronóstico en cuestión es menor en magnitud que la pérdida asociada al modelo AR(1),
concluyendo que los desempeños de los pronósticos en el modelo TAR(2; 1, 1) son mejores
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que los pronósticos en el modelo AR(1), bajo la alternativa de pronóstico considerada.
Método recursivo. La descripción del método recursivo, utilizado para la aproximación

de las esperanzas condicionales para h = 1, 2, 3, 4, y 5 en la ecuación (4.1), consiste en el
siguiente proceso iterativo: bajo el supuesto de que la variable umbral Zt−1 ∼ iidU (0, 1)
tenemos que conocemos con certeza el comportamiento de la serie en los distintos horizontes
de pronósticos, sin embargo para el caso en que Zt−1 ∼AR(1) estacionario con errores gaus-
sianos debemos pronosticar como primer paso los valores de ZT+1, . . . , ZT+h−1 partiendo del
modelo asociado para Zt−1 o bien pronosticar los valores de I(Zt−1 ≤ γ) con γ fijo, mode-
lando la variable indicadora como una serie binaria, Kedem y Fokianos (2002). En el Capítulo
4 definimos las herramientas necesarias para el cálculo de dichos pronósticos. Rescribamos
el modelo TAR(2; 1, 1) ,

Yt = [φ1I(Zt−1 ≤ γ) + φ2I(Zt−1 > γ)]Yt−1 + εt,

donde el pronóstico optimal h-pasos adelante, bajo pérdida cuadrática, está dado por la
esperanza condicional:

Ŷt+h = E (Yt+h|Ft) = φ1E[I(Zt+h−1 ≤ γ)Yt+h−1|Ft] + φ2E[I(Zt+h−1 > γ)Yt+h−1|Ft].

Dado un conjunto de T observaciones tenemos que el pronóstico T + 1 condicional a la
información hasta el tiempo T, para el modelo TAR(2; 1, 1) se obtiene fácilmente ya que el
régimen es conocido con certeza y el pronóstico un paso adelante por PR es simplemente:

Ŷ PR
T+1 = [φ̂1I(ZT ≤ γ) + φ̂2I(ZT > γ)]YT

con φ̂1 y φ̂2 los estimadores de los coeficientes autorregresivos en el modelo TAR(2; 1, 1),
obtenidos por medio de las ecuaciones de verosimilitud bajo el supuesto de normalidad en
los errores. Al tiempo T +2 el pronóstico del régimen está determinado por el valor de ZT+1,
de modo que sustituimos el correspondiente pronóstico, generado a partir del modelo que
rige la dinámica de la variable umbral. Lo mismo resulta si sustituimos el valor pronosticado
de la indicadora I(ZT+1 ≤ γ). Entonces se define el pronóstico para YT+2, YT+3, . . . , YT+h
para una realización del proceso de error, ζi,j ∼ N 0, σ̂2 , donde σ̂2 es el estimador de la
varianza del error bajo la consideración del modelo TAR(2; 1, 1) , como:

Ŷ
PRZtj
T+2 = [φ̂1I(Z̃T+1 ≤ γ) + φ̂2I(Z̃T+1 > γ)]Ŷ

PRZtj
T+1 + ζ2,j,

ó
Ŷ

PRIZtj
T+2 = [φ̂1Ĩ(ZT+1 ≤ γ) + φ̂2Ĩ(ZT+1 > γ)]Ŷ

PRIZtj
T+1 + ζ2,j,

dependiendo de si usamos el pronóstico de la variable umbral Z̃T+1 o el valor del pronóstico
de la variable indicadora Ĩ(ZT+1 ≤ γ), al tiempo T + 1 . Igualmente al tiempo T + h, el
pronóstico h-pasos adelante para Yt se aproxima por medio de las siguientes ecuaciones:

Ŷ
PRZtj
T+h = [φ̂1I(Z̃T+h−1 ≤ γ) + φ̂2I(Z̃T+h−1 > γ)]Ŷ

PRZtj
T+h−1 + ζh,j (7.1)
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ó
Ŷ

PRIZtj
T+h = [φ̂1Ĩ(ZT+h−1 ≤ γ) + φ̂2Ĩ(ZT+h−1 > γ)]Ŷ

PRIZtj
T+h−1 + ζh,j, (7.2)

donde PRZtj se refiere al método recursivo usando el pronóstico de la variable Zt, mientras
que PRIZtj indica que el método recursivo utiliza el pronóstico de la variable indicadora
I(ZT+h−1 ≤ γ). Cada uno de los h pronósticos hacia adelante se realizada j veces en forma
iterativa, de modo que el pronóstico final se obtiene promediando dichos valores para cada
uno de los h periodos sobre las j = 1, . . . , N iteraciones. Denotamos a Ŷ PRZt

T+h ó Ŷ PRIZt
T+h como

el pronóstico h-pasos adelante para Yt vía el método recursivo dependiendo de si utilizamos el
pronóstico de la variable umbral o de la variable indicadora y dado por el promedio muestral:

Ŷ PRZt
T+h = 1

N
N
j=1 Ŷ

PRZtj
T+h , Ŷ PRIZt

T+h = 1
N

N
j=1 Ŷ

PRIZtj
T+h , h > 1.

Esta alternativa para generar pronósticos, así como variantes de la misma, han sido estu-
diadas ampliamente para los modelos SETAR, De Gooijer y De Bruin (1998), Clements y
Smith (1997,1999). Inherente al proceso de aproximación de los pronósticos, obtenemos en
cada iteración los correspondientes errores de pronósticos para cada una de las 500 series
simuladas y posteriormente obtenemos los valores de las funciones de pérdida ECMP y PCR.
Para comparar los pronósticos en el modelo TAR(2; 1, 1) , bajo este método, generamos los
pronósticos h-pasos adelante bajo el modelo AR(1) por medio de la ecuación recursiva co-
rrespondiente, obtenemos al igual que el modelo TAR los valores de las funciones de pérdida
ECMP y PCR.
Verosimilitud predictiva. Los pronósticos vía verosimilitud predictiva para el modelo

TAR(2; 1, 1) los obtenemos por medio del siguiente procedimiento: recordemos que por el
principio de verosimilitud, los pronósticos para los h valores no observados serán aquellos va-
lores que minimicen el negativo de la función de log verosimilitud perfil, dada en la ecuación
(5.6) o en la ecuación (5.7) dependiendo de si suponemos que la variable umbral sigue un
proceso estacionario AR(1) o bien si este es un proceso independiente e idénticamente dis-
tribuido U(0, 1) respectivamente. Al igual que el método recursivo, si Zt−1 ∼ iidU(0, 1)
consideramos los últimos 5 valores simulados en cada una de las 500 series para Zt−1 como
dados y optimizamos la función correspondiente a la verosimilitud predictiva como función de
los valores YT+1, . . . , YT+h, de tal manera que los valores encontrados corresponden a aque-
llos valores con mayor plausibilidad en la verosimilitud predictiva. Realizamos el proceso
de optimización para cada una de las series simuladas, contamos entonces con 500 realiza-
ciones de pronósticos h-pasos adelante por VP para el modelo TAR(2; 1, 1) . Por su parte,
bajo el supuesto de que la variable umbral posee un estructura de dependencia dada por:
Zt−1 ∼AR(1) con errores gaussianos, obtenemos los pronósticos de Yt y Zt−1 por VP de
forma conjunta, es decir, optimizamos la VP en función de los valores de YT+1, . . . , YT+h
y ZT , ZT+1, . . . , ZT+h−1 para la función objetivo correspondiente. Posteriormente, calcu-
lamos los errores de pronóstico considerando los últimos cinco valores simulados para Yt. A
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continuación calculamos las funciones de pérdida ECMP y PCR promediando los 500 valores
de las funciones de pérdida para cada horizonte de pronóstico. Para la comparación con el
modelo alternativo lineal AR(1), hacemos lo propio, es decir, obtenemos los pronósticos vía
el método de VP, calculamos los errores de pronóstico considerando las últimas cinco obser-
vaciones para cada una de las 500 series TAR(2; 1, 1) simuladas y posteriormente obtenemos
los valores de las pérdidas ECMP y PCR.
Regresión por cuantiles. Finalmente, el criterio para generar pronósticos h-pasos

adelante para el modelo TAR(2;1,1), considerando las herramientas de regresión por cuantiles
consistirá en la optimización de la función cuantil como función de los valores desconocidos
YT+1, . . . , YT+h, asumiendo que los valores futuros de la variable umbral o de la variable
indicadora son conocidos. Como en el caso del método recursivo, si Zt ∼ iidU(0, 1) los valores
de Zt al tiempo T, T +1, . . . , T +h−1 son conocidos, mientras que si Zt−1 sigue un proceso
AR(1) estacionario dichos valores serán pronosticados y sustituidos en la función cuantil así
como los valores estimados de los parámetros en el modelo bajo la misma metodología de
estimación. Paralelamente obtenemos los errores de pronóstico para calcular las pérdidas
ECMP y PCR para h = 1, 2, 3, 4, y 5 respectivamente. La función cuantil se caracteriza
por el valor de θ, ya que este determina la asimetría de la función de cuantil, sin embargo
dado que en nuestro ejercicio de simulación consideramos errores εt ∼ iidN(0, σ2), tomamos
el valor de θ = Pr(εt ≤ 0) = 0.5, es decir, la función cuantil es la función de pérdida
simétrica valor absoluto. Los pronósticos por medio del procedimiento CR para el modelo
TAR(2; 1, 1) son comparados con los pronósticos para el modelo AR(1) también obtenidos
por CR, la comparación se realiza al igual que en las otras alternativas, es decir, en función
de los ECMP y de la función de pérdida asociada al caso de regresión por cuantiles.
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7.2 Presentación y análisis de los resultados

La Tabla 4 contiene cada uno de los escenarios considerados en el ejercicio de simulación,
nuestro interés es analizar los comportamientos de los pronósticos en el modelo TAR(2;1,1)
contra los pronósticos en el modelo AR(1) bajo cada una de las alternativas de pronóstico,
con parámetro de umbral γ conocido, para cada uno de los renglones de valores en la Tabla
4.

Tabla 4. Valores de los parámetros utilizados en el ejercicio de simulación.
Identificación φ1 φ2 Pr (Zt−1≤ γ) E(δt) E(δ2t )
caso 1-1 −0.1 1 0.50 0.45 0.505
caso 1-2 −0.1 1 0.75 0.175 0.25
caso 1-3 1 −0.1 0.75 0.725 0.753
caso 2-1 1 0.1 0.50 0.55 0.505
caso 2-2 1 0.1 0.75 0.775 0.753
caso 2-3 0.1 1 0.75 0.325 0.258
caso 3-1 −0.8 −0.6 0.50 −0.7 0.500
caso 4-1 −0.8 0.6 0.50 −0.1 0.500
caso 4-2 −0.8 0.6 0.75 −0.45 0.570
caso 4-3 0.6 −0.8 0.75 0.25 0.430
caso 5-1 −0.4 −0.6 0.50 −0.5 0.260
caso 6-1 −0.4 0.6 0.50 0.1 0.260
caso 6-2 −0.4 0.6 0.75 −0.15 0.210
caso 6-3 0.6 −0.4 0.75 0.35 0.310
caso 7-1 −0.4 0.4 0.50 0 0.160
caso 7-2 −0.4 0.4 0.75 −0.2 0.160
caso 7-3 0.4 −0.4 0.75 0.2 0.160
caso 8-1 −0.95 0.95 0.50 0 0.903
caso 8-2 −0.95 0.95 0.75 −0.475 0.903
caso 8-3 0.95 −0.95 0.75 0.475 0.903
caso 9-1 −0.9 1 0.50 0.05 0.905
caso 9-2 −0.9 1 0.75 −0.425 0.858
caso 9-3 1 −0.9 0.75 0.525 0.952
caso 10-1 0.9 1 0.50 0.95 0.905
caso 11-1 0.9 0.7 0.50 0.8 0.650

Consideramos dos valores para la varianza asociada al proceso de error, σ2 = 1 y σ2 = 4.
Analizamos cada uno de los casos contenidos en la Tabla 4 para los dos valores de la varianza
del error y bajo el supuesto de que Zt−1 ∼ iidU (0, 1) y Zt−1 ∼AR(1) con ruido estándar
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gaussiano y coeficiente autorregresivo igual a 0.5. Observe que en la Tabla 4, en la columna
de identificación no se consideran por ejemplo los casos identificados como: caso 3-2 y caso
3-3, la justificación para no considerar dichos casos es que, por la cercanía en la magnitud
de los valores de φ1 y φ2, además de que estos son del mismo signo, tenemos que E(δt) y
E(δ2t ) son prácticamente iguales a los valores correspondiente en el caso 3-1, como se observa
a continuación:

Identificación φ1 φ2 Pr (Zt−1≤ γ) E(δt) E(δ2t )
caso 3-1 −0.8 −0.6 0.5 −0.7 0.5
caso 3-2 −0.8 −0.6 0.75 −0.75 0.57
caso 3-3 −0.6 −0.8 0.75 −0.65 0.43

Por tal razón es suficiente con analizar los resultados para el caso 3-1, ya que esperamos
que el comportamiento de las medidas de desempeño sea esencialmente el mismo. La misma
observación es válida para el resto de los casos faltantes en la Tabla correspondiente.
Primeramente presentamos los comportamientos de los estimadores para cada uno de los

parámetros, bajo los métodos de máxima verosimilitud y regresión por cuantiles. Posterior-
mente, analizamos los comportamientos de los pronósticos bajo cada alternativa considerada.
Por tal razón la primer parte del análisis y presentación de los resultados consiste en analizar
los comportamientos de los parámetros estimados bajo el supuesto de Zt−1 ∼ iidU (0, 1) y
Zt−1 ∼AR(1) estacionario, respectivamente.

7.2.1 Resultados asumiendo que Zt−1 ∼ iidU (0, 1)

Si Zt−1 ∼ iidU (0, 1) tenemos que Pr(Zt−1 ≤ γ) = γ, es decir la probabilidad de dominancia
en el régimen uno es el valor del umbral γ. Consideramos también que los últimos cinco
valores simulados de Zt−1 para cada una de las 500 series simuladas se consideran como
valores conocidos y a partir de estos obtenemos los pronósticos h-pasos hacia adelante para
Yt, el modelo TAR(2; 1, 1). El análisis bajo el supuesto de que la secuencia Zt−1 ∼ iidU (0, 1)
tiene fines didácticos, ya que bajo este escenario conocemos los valores futuros de la variable
umbral y el valor del parámetro de umbral γ. Las probabilidades de mala clasificación son
cero, es decir, generamos los pronósticos h-pasos para el modelo TAR(2; 1, 1) bajo el ver-
dadero régimen. Evaluamos los desempeños de los pronósticos como función de los valores
de los parámetros en el modelo o equivalentemente en cuanto a los primeros dos momentos
de la variable δt, los ECMP del modelo AR(1) son mayores o menores que los ECMP en el
modelo TAR(2; 1, 1) . Recordemos que bajo el supuesto de que el coeficiente autorregresivo
del modelo AR(1) es igual al E (δt) , obtuvimos expresiones de los ECMP, las cuales están
dadas como función de los momentos de δt.
La Tabla 5 presenta los promedios de los 500 valores estimados en cada una de las series

simuladas, por máxima verosimilitud, mientras que la Tabla 6 se refiere a los estimadores
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obtenidos mediante regresión por cuantiles para θ = 0.5. Recordemos que independiente
del VPGD, ajustamos a cada una de las 500 series simuladas dos modelos candidatos, el
modelo TAR(2; 1, 1) y el modelo AR(1), contamos entonces con 500 estimaciones para cada
uno de los parámetros bajo cada modelo. Los valores φ̂ y σ̂2AR corresponden entonces a los
estimadores de los parámetros en el modelo AR(1) .Mientras que φ̂1, φ̂2 y σ̂

2
TAR corresponden

a los estimadores de los parámetros bajo el modelo TAR(2; 1, 1) , donde E(δ̂t) y E(δ̂
2

t ) se
calculan sustituyendo los valores estimados de los parámetros en las fórmulas respectivas.

Tabla 5. Promedios de los estimadores por MV, bajo los modelos TAR(2; 1, 1) y AR(1) .

Identificación φ̂1 φ̂2 σ̂2TAR E(δ̂t) E(δ̂
2

t ) φ̂ σ̂2AR
caso 1-1 −0.101 0.989 0.993 0.443 0.498 0.431 1.587
caso 1-2 −0.097 0.994 0.995 0.176 0.260 0.168 1.294
caso 1-3 0.995 −0.100 0.983 0.721 0.747 0.702 1.882
caso 2-1 0.991 0.097 0.995 0.544 0.500 0.536 1.399
caso 2-2 0.995 0.094 0.989 0.770 0.748 0.760 1.612
caso 2-3 0.103 0.986 0.986 0.324 0.257 0.323 1.186
caso 3-1 −0.797 −0.600 0.989 −0.699 0.502 −0.698 1.013
caso 4-1 −0.796 0.600 0.995 −0.098 0.500 −0.098 1.987
caso 4-2 −0.796 0.595 0.997 −0.448 0.568 −0.448 1.854
caso 4-3 0.594 −0.789 0.986 0.248 0.425 0.249 1.614
caso 5-1 −0.396 −0.591 0.993 −0.493 0.258 −0.493 1.009
caso 6-1 −0.401 0.601 0.987 .0991 0.267 0.098 1.333
caso 6-2 −0.396 0.601 0.991 −0.146 0.214 −0.144 1.234
caso 6-3 0.593 −0.402 0.993 0.344 0.309 0.345 1.264
caso 7-1 −0.401 0.394 0.988 −0.003 0.165 −0.001 1.181
caso 7-2 −0.398 0.404 0.988 −0.198 0.167 −0.197 1.137
caso 7-3 0.392 −0.398 0.985 0.194 0.162 0.194 1.128
caso 8-1 −0.940 0.943 0.985 0.001 0.887 0.001 9.623
caso 8-2 −0.943 0.939 0.995 −0.472 0.888 −0.473 7.618
caso 8-3 0.942 −0.939 0.997 0.472 0.888 0.471 7.606
caso 9-1 −0.894 0.991 0.988 0.049 0.891 0.045 10.11
caso 9-2 −0.895 0.996 0.988 −0.422 0.850 −0.431 5.668
caso 9-3 0.992 −0.891 0.989 0.050 0.889 0.047 9.867
caso 10-1 0.892 0.990 0.982 0.941 0.889 0.940 1.009
caso 11-1 0.889 0.697 0.988 0.793 0.641 0.793 1.018

Una primera observación en la Tabla 5 es que en todos los casos analizados el estimador
promedio del coeficiente autorregresivo φ̂ es aproximadamente igual al valor E(δ̂t). Además
tenemos que al alejarnos de la condición de estacionariedad en el modelo TAR(2; 1, 1) , como
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función de E δ2t , la varianza estimada para el error en el modelo AR(1) es grande en
comparación con el valor verdadero, σ2. Esperamos entonces que los ECMP bajo el modelo
AR(1) tiendan a ser más grandes que los ECMP bajo el modelo TAR(2; 1, 1). Si las varianzas
estimadas bajo el modelo AR(1) son cercanas al valor de σ2 verdadero, esperamos que los
desempeños de los pronósticos bajo ambos modelos sea similar.

Tabla 6. Promedio de las estimaciones por CR bajo los modelos TAR(2; 1, 1) y AR(1) .

Identificación φ̂1 φ̂2 σ̂2TAR E(δ̂t) E(δ̂
2

t ) φ̂ σ̂2AR
caso 1-1 −0.100 0.987 0.998 0.443 0.499 0.438 1.597
caso 1-2 −0.095 1.001 0.999 0.179 0.266 0.108 1.304
caso 1-3 0.994 −0.099 0.987 0.721 0.747 0.836 1.964
caso 2-1 0.990 0.095 0.999 0.545 0.505 0.540 1.408
caso 2-2 0.994 0.090 0.994 0.768 0.747 0.854 1.656
caso 2-3 0.101 0.988 0.990 0.322 0.261 0.283 1.193
caso 3-1 −0.796 −0.603 0.994 −0.699 0.505 −0.698 1.015
caso 4-1 −0.797 0.597 0.999 −0.100 0.502 −0.105 2.003
caso 4-2 −0.796 0.597 1.001 −0.448 0.570 −0.598 1.916
caso 4-3 0.595 −0.792 0.990 0.248 0.429 0.372 1.647
caso 5-1 −0.393 −0.592 0.997 −0.492 0.262 −0.492 1.012
caso 6-1 −0.400 0.603 0.992 0.101 0.271 0.096 1.337
caso 6-2 −0.399 0.595 0.996 −0.150 0.218 −0.190 1.240
caso 6-3 0.590 −0.399 0.998 0.343 0.309 0.391 1.271
caso 7-1 −0.396 0.397 0.993 0.0009 0.168 0.0008 1.185
caso 7-2 −0.398 0.409 0.992 −0.196 0.172 −0.219 1.141
caso 7-3 0.393 −0.403 0.989 0.194 0.167 0.218 1.132
caso 8-1 −0.943 0.943 0.989 −0.0001 0.890 −0.0019 10.87
caso 8-2 −0.942 0.941 0.999 −0.471 0.888 −0.825 8.973
caso 8-3 0.942 −0.942 1.001 0.471 0.887 0.825 8.966
caso 9-1 −0.895 0.991 0.993 0.048 0.893 0.043 11.51
caso 9-2 −0.895 0.995 0.993 −0.422 0.849 −0.762 6.521
caso 9-3 0.991 −0.893 0.994 0.048 0.891 0.058 11.176
caso 10-1 0.892 0.989 0.986 0.941 0.889 0.939 1.012
caso 11-1 0.889 0.696 0.993 0.793 0.643 0.795 1.020

Como mencionamos arriba, la Tabla 6 contiene los promedios de las estimaciones para
cada uno de los parámetros en los modelos TAR(2; 1, 1) y AR(1) respectivamente, bajo el
método de regresión por cuantiles con θ = 0.5. Los valores promedios de las estimaciones
para cada uno de los parámetros en ambos modelos bajo MV y CR son numéricamente
muy cercanos, sin embargo hemos observado que cuando el valor de E δ2t es cercano a
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uno los valores de los coeficientes autorregresivos, estimados por CR presentan un compor-
tamiento alejado del supuesto de normalidad en los errores pero en promedio el estimador φ̂
es aproximadamente iguala a E(δ̂t).
Al comparar las Tablas 5 y 6 con los verdaderos valores de los parámetros bajo cada esce-

nario simulado de la Tabla 4, observamos que dichos valores son prácticamente lo mismo. Un
análisis gráfico de los estimadores para cada uno de los escenarios analizados complementaría
el análisis de los comportamientos de los estimadores en los modelos de interés. Por ejemplo,
podemos graficar los 500 valores estimados en cada uno de los escenarios simulados, y para
cada uno de los parámetros estimados para analizar el comportamiento distribucional de di-
chos estimadores; recordemos que teóricamente la distribución asintótica de los coeficientes
autorregresivos es gaussiana. Sin embargo, el número de escenarios simulados es grande e
incluir los resultados para cada uno de ellos implicaría una gran cantidad de información.
Mostraremos entonces los resultados completos para algunos de los casos identificados en la
Tabla 4, los cuales contemplan escenarios muy distintos entre sí, como función de los valores
de los parámetros, así como características interesantes en relación al modelo supuesto. Cabe
mencionar que para el resto de los escenarios simulados podemos extrapolar los resultados
encontrados.
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Resultados para el caso 1-1

Recordemos que los valores de los parámetros identificados como caso 1-1 son: φ1 = −0.1,
φ2 = 1, σ2 = 1, Pr(Zt−1 ≤ γ) = γ = 0.5, E(δt) = 0.45 y E(δ2t ) = 0.505, con valores
estimados bajo el modelo TAR(2; 1, 1) y AR(1) vía MV y RC, dados en la tabla siguiente:

Método φ̂1 φ̂2 σ̂2TAR E(δ̂t) E(δ̂
2

t ) φ̂ σ̂2AR
MV −0.101 0.989 0.993 0.443 0.498 0.431 1.587
RC −0.100 0.987 0.998 0.443 0.499 0.438 1.597

Este caso corresponde al llamado modelo TUR introducido en González y Gonzalo (1998).
La Figura 15 presenta el comportamiento gráfico para nueve posibles realizaciones del modelo
TAR(2; 1, 1) bajo este escenario.
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Figura 15. Realizaciones del modelo TAR(2; 1, 1) para el caso 1-1 con Zt−1 ∼ iidU (0, 1) .

La Figura 16 presenta los histogramas de las 500 estimaciones de los parámetros para
los modelos TAR(2; 1, 1) y AR(1) , el primer renglón de histogramas corresponden a las
estimaciones vía MV y el segundo renglón de gráficas a los histogramas de las estimaciones
vía RC.
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Figura 16. Histogramas de los parámetros estimados, bajo los modelos TAR(2; 1, 1)
y AR(1), caso 1-1 con Zt−1 ∼ iidU (0, 1) .

De la Figura 16 observamos que las varianzas estimadas para el modelo AR(1) con-
siderando cada método de estimación son mayores que las varianzas estimadas para el mo-
delo TAR(2, 1, 1) y de aquí que los ECMP en el modelo TAR(2; 1, 1) , para cada uno de los
métodos de pronóstico son menores que los ECMP en el modelo AR(1) . Las líneas verticales
en cada uno de los histogramas asociados al modelo TAR corresponden a los verdaderos
valores de los parámetros, mientras que para el histograma correspondiente a los valores
estimados del coeficiente AR la línea vertical indica el valor verdadero de E (δt) .
Para enriquecer la observación anterior graficamos los errores de pronóstico, bajo cada

alternativa de obtención en cada modelo candidato y para cada horizonte de pronóstico.
La Figura 17 contiene las gráficas de cajas y bigotes para los errores de pronóstico, de
donde observamos que la variabilidad de los errores de pronóstico para el caso lineal son
más grandes que en el caso TAR(2; 1, 1) , note además que los errores de pronósticos bajo
cada modelo e independientemente del mecanismo generador de los pronósticos presentan
prácticamente las mismas variabilidades para cada horizonte de pronóstico. El título en cada
gráfica identifica el modelo y el método empleado para la obtención del pronóstico: TAR de
modelo TAR(2; 1, 1) ; AR de modelo AR(1) ; y R, RC y VP, de método recursivo, método
de regresión por cuantiles y verosimilitud predictiva respectivamente. Es decir, TAR_R
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significa que los errores de pronóstico en la gráfica están asociados al modelo TAR y que los
pronósticos h-pasos adelante los obtuvimos por medio del método recursivo.
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Figura 17. Errores de pronóstico bajo cada alternativa de pronóstico para el caso 1-1
con Zt−1 ∼ iidU (0, 1) .

La Figura 18 contiene los comportamientos gráficos de los promedios de las funciones
de pérdida ECMP y función cuantil o check, a manera de complementar las observaciones
discutidas arriba. De nuevo los títulos en las gráficas identifican el modelo bajo estudio y el
método utilizado para generar los pronósticos h-pasos hacia adelante. Igualmente en el eje
horizontal se encuentra la identificación de la función de pérdida ECMP o pérdida de regre-
sión por cuantiles. La tercer gráfica dentro de la Figura 18 corresponde al comportamiento
promedio de los pronósticos para cada alternativa de pronóstico y bajo cada modelo, así
como los promedios de los últimos cinco valores simulados para cada una de las 500 series
los cuales no se utilizaron en la fase de estimación y que identificamos como valores “reales”.
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Figura 18. Funciones de pérdida para cada horizonte de pronóstico, caso 1-1 con
Zt−1 ∼ iidU (0, 1) .

Observemos de la Figura 18 que los valores de las funciones de pérdida ECMP y pér-
dida de cuantiles en el modelo TAR(2; 1, 1) son menores que los valores de las funciones de
pérdida ECMP y pérdida de cuantiles en el modelo AR(1) , independientemente del proceso
de obtención de los pronósticos. En el caso lineal AR(1) , los valores de los ECMP bajo
las distintas alternativas de pronósticos son prácticamente los mismos e igualmente para la
función de pérdida de cuantiles. Para el modelo TAR(2; 1, 1) tenemos que los ECMP son
prácticamente los mismos valores para los pronósticos obtenidos vía VP y el método R,
mientras que para la función de pérdida de cuantiles tenemos que los comportamientos para
los pronósticos por VP son iguales que los pronósticos bajo el método recursivo.
La Tabla 7 contiene los cocientes de los valores para las funciones de pérdida ECMP

y función cuantil en el modelo AR(1) , entre los valores respectivos en el modelo TAR(1) ,
para el caso 1-1 con σ2 = 1. Mét. Rec. equivale a método recursivo; Mét. VP. a método
de verosimilitud predictiva y Mét. CR. a método de regresión por cuantiles. Los números
entre corchetes son los cocientes de los ECMP para cada uno de los métodos de pronósticos y
distintos valores de h; mientras que los números entre paréntesis corresponden a los cocientes
bajo la función de pérdida de regresión por cuantiles.
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Tabla 7. Cocientes de las funciones de pérdida, caso 1-1.
h Mét. Rec. Mét. VP. Mét. CR.
1 [1.54] (1.19) [1.54] (1.18) [1.59] (1.21)
2 [1.29] (1.10) [1.29] (1.10) [1.37] (1.13)
3 [1.17] (1.07) [1.16] (1.07) [1.26] (1.12)
4 [1.12] (1.03) [1.12] (1.03) [1.19] (1.07)
5 [1.02] (1.00) [1.02] (1.00) [1.06] (1.02)

Los resultados de la Tabla 7, muestran que independientemente del método para generar
los pronósticos h-pasos adelante, los pronósticos provenientes del modelo TAR(2; 1, 1) pre-
sentan mayor ganancia en cuanto a las funciones de pérdida consideradas.
Para completar el análisis del escenario uno en la Tabla 4, presentamos las Tablas 8 y

9 que contienen los cocientes de las funciones de pérdida para los casos 1-2 y 1-3, lo que
cambia en relación al caso 1-1 es que la proporción de observaciones en el régimen uno es
del 75% y 25% respectivamente. Como arriba los valores entre corchetes corresponden a los
cocientes de los ECMP y los valores entre paréntesis a la función de pérdida de cuantiles.

Tabla 8. Cocientes de las funciones de pérdida, caso 1-2
75% de observaciones en el régimen 1.

h Mét. Rec. Mét. VP Mét. CR
1 [1.29] (1.12) [1.30] (1.12) [1.30] (1.11)
2 [1.02] (1.01) [1.03] (1.01) [1.06] (1.03)
3 [0.98] (1.00) [0.98] (1.00) [1.03] (1.01)
4 [0.98] (1.00) [0.98] (1.00) [1.01] (1.01)
5 [1.00] (1.00) [1.00] (1.00) [1.03] (1.01)

Tabla 9. Cocientes de las funciones de pérdida, caso 1-3
25% de observaciones en el régimen 1.

h Mét. Rec. Mét. VP Mét. CR
1 [1.61] (1.24) [1.62] (1.21) [1.66] (1.23)
2 [1.52] (1.21) [1.52] (1.22) [1.83] (1.34)
3 [1.32] (1.14) [1.32] (1.15) [1.62] (1.30)
4 [1.32] (1.14) [1.30] (1.13) [1.59] (1.28)
5 [1.23] (1.08) [1.23] (1.09) [1.45] (1.21)

Como podemos observar de las Tablas 8 y 9, cuando el porcentaje de observaciones en el
régimen de raíz unitaria es del 75% (Tabla 9) la ganancia de los pronósticos h-pasos adelante
e independientemente del método de pronóstico y de la función de pérdida es mucho mayor
que para el caso en que el porcentaje de observaciones en el régimen de raíz unitaria es del
25% (Tabla 8).
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Resultados para el caso 3-1

A continuación presentamos los resultados para el caso 3-1; bajo este escenario de simulación
resulta que los coeficientes autorregresivos en cada régimen son muy cercanos en magnitud y
del mismo signo lo que equivale a pensar que el modelo TAR(2; 1, 1) simulado, sin considerar
el significado de γ, tiende a comportarse como un modelo AR. Los valores de los parámetros
son: φ1 = −0.8, φ2 = −0.6, σ2 = 1, Pr(Zt−1 ≤ γ) = γ = 0.5, E(δt) = −0.7 y E(δ2t ) = 0.5,
mientras que los valores estimados promedios bajo MV y RC son:

Método φ̂1 φ̂2 σ̂2TAR E(δ̂t) E(δ̂
2

t ) φ̂ σ̂2AR
MV −0.797 −0.600 0.989 −0.699 0.502 −0.698 1.013
RC −0.796 −0.603 0.994 −0.699 0.505 −0.698 1.015

Notemos que las estimaciones de las varianzas bajo el modelo AR(1) , σ̂2AR, son muy
cercanas al valor utilizado para el ejercicio de simulación, además de que φ̂ ≈ E(δ̂t), estamos
también ante un modelo TAR(2; 1, 1) bien comportado en el sentido de que nos alejamos de
no estacionariedad.
La Figura 19 presenta el comportamiento gráfico de algunas realizaciones del modelo

TAR(2; 1, 1) bajo los valores verdaderos de los parámetros.
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Figura 19. Realizaciones del modelo TAR(2; 1, 1) para el caso 3-1 con Zt−1 ∼ iidU (0, 1) .



7.2. PRESENTACIÓN Y ANÁLISIS DE LOS RESULTADOS 119

La Figura 20 contiene los histogramas de los parámetros estimados bajo MV y RC para
los modelos TAR(2;1,1) y AR(1) , note que a diferencia del caso 1 las varianzas estimadas
por ambos métodos para los errores bajo el modelo AR(1) son muy parecidas a las varianzas
estimadas bajo el modelo TAR(2; 1, 1) y que estás están alrededor del valor verdadero σ2 = 1.
Como antes los títulos en las gráficas identifican el método de estimación y el parámetro
estimado bajo el modelo correspondiente.
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Figura 20. Histogramas de los parámetros estimados, bajo los modelos TAR(2; 1, 1)
y AR(1) , caso 3-1 con Zt−1 ∼ iidU (0, 1)

El comportamiento esperado de los errrores de pronóstico bajo este escenario es similar
bajo los dos modelos analizados, tal y como se muestra en la Figura 21, que contiene las
gráficas de cajas y bigotes para los pronósticos h-pasos adelante para cada alternativa de
generación y bajo cada modelo analizado.
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Figura 21. Errores de pronóstico bajo cada alternativa de pronóstico para el caso 3-1
con Zt−1 ∼ iidU (0, 1) .

Los valores de las funciones de pérdida promedio se encuentran en la Figura 22 y como
podemos observar bajo pérdida ECMP los modelos AR(1) y TAR(2; 1, 1) independientemente
del proceso de obtención de los pronósticos tienen el mismo desempeño. A diferencia, en el
caso de la función de pérdida de regresión por cuantiles se observa que la pérdida bajo el
modelo AR(1) obteniendo los pronósticos con VP son más pequeños en magnitud que el resto
de las alternativas y que la pérdida asociada para los pronósticos por VP para el modelo
TAR(2; 1, 1) .

La Tabla 10 contiene los cocientes de los valores para las funciones de pérdida ECMP
y función cuantil en el modelo AR(1) , entre los valores respectivos en el modelo TAR(1) ,
para el caso 3-1 con σ2 = 1. Observemos que los valores de los ECMP para el modelo
TAR(2; 1, 1) en general son menores que para el modelo AR(1) ; sin embargo esta ganancia
es mínima, y podemos pensar que los desempeños de los pronósticos bajo ambos modelos
son equivalentes a reserva de que la interpretación práctica del parámetro de umbral γ en el
modelo TAR(2; 1, 1) .



7.2. PRESENTACIÓN Y ANÁLISIS DE LOS RESULTADOS 121

Errores cuadráticos medios de pronóstico de uno a cinco pasos

1 2 3 4 5

1.
0

1.
4

1.
8

AR_R
TAR_R

AR_VP
TAR_VP

AR_CR
TAR_CR

Función de pérdida de cuantiles de uno a cinco pasos

1 2 3 4 5

0.
30

0.
40

0.
50

AR_R
TAR_R

AR_VP
TAR_VP

AR_CR
TAR_CR

 

Promedios de los pronósticos de uno a cinco pasos

1 2 3 4 5

−
0.

08
−

0.
02

0.
04

AR_R
TAR_R

AR_VP
TAR_VP

AR_CR
TAR_CR
Reales

Figura 22. Funciones de pérdida para cada horizonte de pronóstico, caso 3-1 con
Zt−1 ∼ iidU (0, 1) .

Tabla 10. Cocientes de las funciones de pérdida, caso 3-1.
h Mét. Rec. Mét. VP Mét. CR
1 [1.01] (1.01) [1.01] (0.75) [1.02] (1.01)
2 [1.01] (1.02) [1.02] (0.86) [1.02] (1.01)
3 [1.02] (1.02) [1.02] (0.94) [1.02] (1.01)
4 [0.99] (1.00) [1.00] (0.96) [1.00] (1.00)
5 [0.99] (1.00) [1.00] (0.97) [1.00] (1.00)

A diferencia del caso 1-1 recordemos que bajo este escenario los momentos de la variable
δt son esencialmente iguales independientemente del porcentaje de observaciones en cada
uno de los regímenes y de aquí que sólo mostramos los resultados para el caso de igual
dominancia en el régimen.
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Resultados para el caso 8-1

Bajo este escenario tenemos que los valores de los parámetros son: φ1 = −0.95, φ2 = 0.95,
σ2 = 1, Pr(Zt−1 ≤ γ) = γ = 0.5, E(δt) = 0 y E(δ2t ) = 0.903, con valores estimados bajo el
modelo TAR(2; 1, 1) y AR(1) vía MV y RC respectivamente, dados en la tabla siguiente:

Método φ̂1 φ̂2 σ̂2TAR E(δ̂t) E(δ̂
2

t ) φ̂ σ̂2AR
MV −0.940 0.943 0.985 0.001 0.887 0.001 9.623
RC −0.943 0.943 0.989 −0.0001 0.890 −0.0019 10.87

Las características relevantes de este caso son que el coeficiente autorregresivo en cada
uno de los regímenes en el modelo TAR(2; 1, 1) son cercanos al caso de raíz de unitaria, sin
embargo globalmente el modelo es estácionario, aunque cabe mencionar que el valor de la
condición de estacionariedad de segundo orden, E(δ2t ) = 0.903 es cercano a uno y por ende
la variabilidad asociada al proceso presenta comportamientos de crecimiento y decrecimiento
tal y como se observa en las gráficas en la Figura 23 que contiene algunas realizaciones del
proceso en cuestión.
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Figura 23. Realizaciones del modelo TAR(2; 1, 1) para el caso 8-1 con Zt−1 ∼
iidU (0, 1) .
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Observemos también que el valor promedio de los coeficientes autorregresivos en el modelo
AR(1) son cercanos a E (δt) = 0, pero la estimación promedio de la varianza asociada es muy
grande comparada con el valor verdadero, σ2 = 1. El valor grande de la varianza estimada
en el modelo AR(1) se debe a que bajo este escenario la mala especificación al asumir un
modelo lineal, paga el precio de aumento en la varianza estimada y de que no se cumpla el
supuesto de ruido blanco para los residuales.
La Figura 24 muestra los histogramas para los 500 valores estimados para cada uno de

los parámetros de interés. Como comentamos arriba, observe que los valores de las varianzas
estimadas para el modelo AR(1) son valores grandes.
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Figura 24. Histogramas de los parámetros estimados, bajo los modelos TAR(2; 1, 1)
y AR(1) , caso 8-1 con Zt−1 ∼ iidU (0, 1)
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Los errores de pronósticos bajo los modelos TAR(2; 1, 1) y AR(1) , para cada uno de los
métodos estudiados se presentan en la Figura 25. Observemos que la variabilidad asociada a
los errores de pronósticos h-pasos adelante para los pronósticos bajo el modelo TAR(2; 1, 1)
son mucho menores que bajo el modelo AR(1), independientemente del método de pronóstico
utilizado y del horizonte de pronóstico.
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Figura 25. Errores de pronóstico bajo cada alternativa de pronóstico para el caso 8-1,
con Zt−1 ∼ iidU(0, 1).

A partir de las gráficas de cajas y bigotes de la Figura 25 queda claro que los valores de las
funciones de pérdida para el modelo TAR(2; 1, 1) serán menores que los respectivos valores de
las funciones de pérdida bajo el modelo AR(1) . La Figura 26 contiene los comportamientos
de la funciones de pérdida para cada uno de los horizontes de pronóstico, observe también
que el comportamiento promedio de los pronósticos bajo cada modelo y cada método de
pronóstico es cercano al comportamiento del promedio de los llamados valores “reales”.
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Figura 26. Funciones de pérdida para cada horizonte de pronóstico, caso 8-1 con
Zt−1 ∼ iidU (0, 1) .

Bajo este escenario tenemos una separación grande en magnitud entre los valores de las
funciones de pérdida bajo el modelo TAR(2; 1, 1) en relación a las funciones de pérdida bajo
el modelo AR(1) , como se mostró en la figura 26 y como podemos observar en la Tabla 11,
donde la ganancia de las funciones de pérdida ECMP y pérdida de cuantiles en el modelo
TAR(2; 1, 1) es grande. El desempeño de los pronósticos bajo el modelo TAR(2; 1, 1) es
mucho mejor que el desempeño de los pronósticos bajo el modelo lineal AR(1) para cada
uno de los métodos de obtención de pronósticos.

Tabla 11. Cocientes de las funciones de pérdida, caso 8-1.
h Mét. Rec. Mét. VP Mét. CR
1 [10.48] (3.25) [10.47] (3.25) [12.62] (3.34)
2 [5.31] (2.28) [5.33] (2.29) [6.09] (2.40)
3 [3.65] (1.88) [3.64] (1.88) [3.89] (1.95)
4 [2.94] (1.70) [2.92] (1.69) [2.98] (1.71)
5 [2.47] (1.60) [2.46] (1.58) [2.45] (1.60)
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Para complementar el análisis del caso 8, presentamos los cocientes de los valores de las
funciones de pérdida cuando el porcentaje de observaciones en el régimen con coeficiente
negativo es del 75%, identificado en la Tabla 4 como caso 8-2, e igualmente para el caso
en que el porcentaje de observaciones en el régimen con coeficiente positivo es del 75%
identicado en la Tabla 4 como caso 8-3. Los resultados se encuentran en las Tablas 12 y 13
respectivamente y la conclusión es al igual que en el caso 8-1, los pronósticos bajo el modelo
TAR(2; 1, 1) presentan mejor desempeño que los pronósticos bajo el modelo AR(1) debido
que los primeros presentan valores menores de las respectivas funciones de pérdida.

Tabla 12. Cocientes de las funciones de pérdida, caso 8-2
75% de observaciones en el régimen 1 (φ1= −0.95) .
h Mét. Rec. Mét. VP Mét. CR
1 [9.11] (2.72) [9.12] (2.67) [11.40] (2.50)
2 [5.26] (2.27) [5.26] (2.26) [6.98] (2.30)
3 [3.615] (1.90) [3.62] (1.90) [4.72] (2.02)
4 [2.71] (1.64) [2.73] (1.64) [3.40] (1.76)
5 [2.17] (1.50) [2.20] (1.50) [2.68] (1.61)

Tabla 13. Cocientes de las funciones de pérdida, caso 8-3
75% de observaciones en el régimen 1 (φ1= 0.95)
h Mét. Rec. Mét. VP Mét. CR
1 [6.41] (2.35) [6.38] (2.34) [6.83] (2.02)
2 [4.16] (2.03) [4.14] (2.01) [4.98] (1.96)
3 [2.93] (1.70) [2.92] (1.70) [3.48] (1.71)
4 [2.57] (1.62) [2.57] (1.62) [2.87] (1.65)
5 [2.24] (1.51) [2.24] (1.50) [2.44] (1.51)
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7.2.2 Resultados asumiendo que Zt−1 sigue un proceso AR(1)

Recordemos que las alternativas de pronósticos identificadas comométodo recursivo y método
de regresión por cuantiles, consideran que conocemos los valores futuros de la variable de
umbral Zt−1, bajo el supuesto de que la estructura de dependencia de Zt−1 está dada por un
proceso AR(1) estacionario con ruido blanco gaussiano. Pronosticamos el comportamiento
futuro de Zt−1 a partir de las ecuaciones recursivas o por medio de verosimilitud predictiva,
ya que ambos procedimientos son equivalentes bajo el supuesto de normalidad. La opción de
pronosticar la función indicadora consiste en considerar a dicha variable como una serie de
tiempo binaria, para γ fijo y suponemos el siguiente modelo para I(Zt−1 ≤ γ), t = 1, 2, . . . , T,
con T el número total de observaciones en la muestra, en nuestro caso T = 250,

πt (α) ≡ Pr (I(Zt−1 ≤ γ) = 1 | Ft−1) = Fl (α
0Bt−1) =

1

1 + exp [−α0Bt−1]
,

consideramos que la matriz de covariables Bt−1 = (1, I(Zt−2 ≤ γ), I(Zt−3 ≤ γ))0 está for-
mada por un vector de unos, más los vectores resultantes de considerar los valores de la
serie binaria para uno y dos rezagos. A partir de dicha matriz de covariables, estimamos
el vector de parámetros α, por medio de las correspondientes ecuaciones de verosimilitud
parcial, propuestas por Kedem y Fokianos (2002), posteriormente obtenemos los valores más
plausibles en la verosimilitud parcial, para la variable indicadora bajo α conocido.
El método de verosimiltud predictiva para el modelo TAR(2; 1, 1) descrito en la sección

correspondiente, involucra conjuntamente al modelo de TAR(2; 1, 1) para Yt y el modelo
para la variable umbral y de aquí que al momento de obtener los pronósticos bajo esta
alternativa, obtenemos los pronósticos conjuntos para YT+h y ZT+h−1 con h = 1, 2, 3, 4, 5,
bajo el criterio de que los valores encontrados son los valores más plausibles con respecto
a la verosimilitud predictiva para el modelo. La ventaja de verosimilitud predictiva sobre
los métodos recursivo y de regresión por cuantiles , radica precisamente en el hecho de
pronosticar de manera conjunta la variable umbral y la serie TAR.
Recordemos que si Zt−1 ∼ iidU (0, 1), el porcentaje de observaciones en el régimen uno es

igual al valor del parámetro γ. Para el caso en que Zt−1 ∼AR(1) sigue un proceso autorregre-
sivo estacionario con errores ruido blanco gaussiano, es decir, Zt−1 = ρZt−2 + ut con |ρ| < 1
y ut ∼ iidN (0, σ2u) tenemos que los valores del parámetro dependerán de los porcentajes de
observaciones postulados para cada uno de los regímenes, por ejemplo para garantizar una
proporción de p observaciones en el régimen uno y (1 − p) en el régimen dos, tenemos que
Pr (Zt−1 ≤ γ) = p, entonces γ = Φ−1 (p) , donde Zt−1 ∼ N (0, σ2u/(1− ρ2)) .
La primera parte del análisis consiste en obtener los estimadores de los parámetros para

los dos modelos considerados, por medio de los métodos de máxima verosimilitud y regre-
sión por cuantiles. La Tabla 14 muestra los promedios de los 500 estimadores calculados por
máxima verosimilitud para cada uno de los parámetros involucrados bajo el modelo corres-
pondiente y bajo cada escenario descrito en la Tabla 4. El mismo comentario se tiene para
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los valores en la Tabla 15, sólo que ahora los valores estimados se obtienen por medio del
método de regresión por cuantiles. Similar al caso en que Zt−1 ∼ iidU (0, 1) podemos con-
cluir de manera general que ambos procedimientos de estimación presentan comportamientos
adecuados como función de las propiedades teóricas asintóticas.

Tabla 14. Promedios de las estimaciones por MV bajo los modelos TAR(2; 1, 1) y AR(1) .

Identificación φ̂1 φ̂2 σ̂2TAR E(δ̂t) E(δ̂
2

t ) φ̂AR σ̂2AR
caso 1-1 −0.096 0.99 0.994 0.447 0.496 0.54 1.71
caso 1-2 −0.099 0.989 0.984 0.173 0.252 0.239 1.366
caso 1-3 0.989 −0.096 0.995 0.717 0.736 0.712 1.888
caso 2-1 0.988 0.101 0.988 0.545 0.493 0.631 1.467
caso 2-2 0.992 0.104 0.991 0.770 0.740 0.816 1.632
caso 2-3 0.096 0.983 0.990 0.318 0.248 0.380 1.253
caso 3-1 −0.786 −0.594 0.996 −0.690 0.486 −0.697 1.019
caso 4-1 −0.791 0.597 0.994 −0.097 0.491 −0.138 1.973
caso 4-2 −0.79 0.596 0.991 −0.446 0.561 −0.471 1.792
caso 4-3 0.595 −0.792 0.989 0.248 0.422 0.227 1.658
caso 5-1 −0.400 −0.591 0.990 −0.495 0.255 −0.499 1.006
caso 6-1 −0.399 0.591 0.995 0.095 0.254 0.114 1.333
caso 6-2 −0.396 0.581 0.993 −0.151 0.202 −0.133 1.236
caso 6-3 0.589 −0.400 0.993 0.342 0.300 0.352 1.255
caso 7-1 −0.403 0.396 0.986 −0.003 0.160 −0.002 1.181
caso 7-2 −0.398 0.392 0.988 −0.200 0.157 −0.202 1.130
caso 7-3 0.394 −0.381 0.988 0.200 0.153 0.201 1.125
caso 8-1 −0.941 0.943 0.990 0.0008 0.888 −0.0006 9.664
caso 8-2 −0.941 0.941 0.989 −0.470 0.885 −0.468 7.528
caso 8-3 0.941 −0.942 0.988 −0.0005 0.887 0.006 9.762
caso 9-1 −0.893 0.992 0.990 0.0495 0.891 0.096 10.576
caso 9-2 −0.894 0.988 0.994 −0.423 0.843 −0.3871 5.981
caso 9-3 0.993 −0.894 0.992 0.521 0.939 0.541 14.43
caso 10-1 0.893 0.993 0.997 0.943 0.892 0.945 1.027
caso 11-1 0.895 0.692 0.989 0.794 0.640 0.802 1.023
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Tabla 15. Promedios de las estimaciones por CR bajo los modelos TAR(2; 1, 1) y AR(1) .

Identificación φ̂1 φ̂2 σ̂2TAR E(δ̂t) E(δ̂
2

t ) φ̂AR σ̂2AR
caso 1-1 −0.094 0.992 0.998 0.448 0.496 0.59 1.74
caso 1-2 −0.09 0.989 0.988 0.173 0.252 0.163 1.382
caso 1-3 0.988 −0.094 0.999 0.717 0.735 0.825 1.954
caso 2-1 0.988 0.102 0.993 0.545 0.494 0.663 1.479
caso 2-2 0.990 0.103 0.995 0.768 0.738 0.896 1.672
caso 2-3 0.095 0.991 0.995 0.319 0.252 0.334 1.263
caso 3-1 −0.788 −0.591 1.001 −0.690 0.486 −0.696 1.022
caso 4-1 −0.794 0.594 0.998 −0.100 0.491 −0.156 1.994
caso 4-2 −0.793 0.597 0.995 −0.445 0.561 −0.602 1.840
caso 4-3 0.592 −0.789 0.993 0.247 0.418 0.357 1.696
caso 5-1 −0.399 −0.590 0.994 −0.495 0.254 −0.501 1.008
caso 6-1 −0.400 0.591 0.999 0.095 0.255 0.113 1.338
caso 6-2 −0.394 0.582 0.997 −0.150 0.201 −0.178 1.243
caso 6-3 0.587 −0.399 0.997 0.340 0.298 0.401 1.262
caso 7-1 −0.402 0.401 0.991 −0.0007 0.161 0.003 1.185
caso 7-2 −0.399 0.390 0.992 −0.201 0.157 −0.225 1.135
caso 7-3 0.390 −0.382 0.992 0.197 0.150 0.222 1.129
caso 8-1 −0.942 0.944 0.995 0.0009 0.889 −0.0071 11.175
caso 8-2 −0.942 0.9392 0.993 −0.472 0.885 −0.819 8.9163
caso 8-3 0.941 −0.942 0.992 −0.0005 0.887 0.031 11.296
caso 9-1 −0.892 0.992 0.995 0.049 0.890 0.184 12.490
caso 9-2 −0.895 0.989 0.999 −0.424 0.846 −0.742 7.046
caso 9-3 0.993 −0.894 0.997 0.521 0.940 0.908 17.455
caso 10-1 0.892 0.993 1.001 0.943 0.891 0.945 1.030
caso 11-1 0.893 0.691 0.994 0.792 0.637 0.801 1.026

Al igual que en el caso de Zt−1 ∼ iidU (0, 1) mostramos algunos resultados gráficos, así
como los cocientes de las funciones de pérdida para el modelo AR(1) entre las funciones de
pérdida para el modelo TAR(2; 1, 1) , para los casos 1-1, 3-1 y 8-1 respectivamente.
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Resultados para el caso 1-1

Recordemos que los valores de los parámetros identificados como caso 1-1 son: φ1 = −0.1,
φ2 = 1, Pr(Zt−1 ≤ γ) = 0.5, E(δt) = 0.45 y E(δ2t ) = 0.505, con valores estimados bajo el
modelo TAR(2; 1, 1) y AR(1) vía MV y RC, dados en la Tabla siguiente:

Método φ̂1 φ̂2 σ̂2TAR E(δ̂t) E(δ̂
2

t ) φ̂ σ̂2AR
MV −0.096 0.99 0.994 0.447 0.496 0.54 1.71
RC −0.094 0.992 0.998 0.448 0.496 0.59 1.74

Observemos de la tabla anterior que los valores de φ̂ son mayores que los valores de
E(δ̂t). La Figura 27 presenta distintas realizaciones del proceso bajo los valores verdaderos
de los parámetros.
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Figura 27. Realizaciones del modelo TAR(2; 1, 1) para el caso 1-1 con Zt−1 ∼AR(1) .

El comportamiento gráfico de los estimadores correspondientes al caso 1-1 se muestra
en la Figura 28. Las líneas verticales, en el caso de los histogramas asociados al modelo
TAR(2; 1, 1) que corresponden a los primeros tres histogramas en cada renglón de la figura,
indican los verdadedos valores de los parámetros bajo este escenario. Para los histogramas
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correspondientes a los valores estimados bajo el modelo lineal AR(1) , la línea vertical indica
el valor de E (δt) , mientras que dicha línea en los histogramas para las varianzas estimadas
bajo el modelo lineal corresponde a la varianza del error considerada en el ejercicio de
simulación, σ2 = 1.
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Figura 28. Histogramas de los parámetros estimados, bajo los modelos TAR(2; 1, 1)
y AR(1) , caso 1-1 con Zt−1 ∼AR(1)

Los comportamientos de las estimaciones para los parámetros en el caso TAR(2; 1, 1) ,
para ambos procedimientos de estimación, se distribuyen alrededor del verdadero valor. A
diferencia del caso Zt−1 ∼ iidU (0, 1) observamos que la mayor parte de los valores de las

estimaciones del coeficiente autorregresivo están por arriba del E δ̂t mientras que los
valores de las estimaciones de las varianzas son mucho mayores que el valor verdadero.
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La Figura 29 presenta la variabilidad de los errores de pronósticos bajo cada alternativa de
pronóstico, para los modelos TAR(2; 1, 1) y AR(1) para los pronósticos h = 1, 2, 3, 4, 5-pasos
hacia adelante. A partir de esta gráfica podemos inferir que bajo verosimilitud predictiva
los ECMP presentarán un buen comportamiento en el sentido de ECMP más pequeño que
los respectivos ECMP bajo las otras alternativas.
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Figura 29. Errores de pronóstico bajo cada alternativa de pronóstico para el caso 1-1,
con Zt−1 ∼AR(1) .

En la Figura 30 presentamos los promedios de los ECMP, de la función de pérdida de
cuantiles y de los pronósticos h-pasos adelante para cada una de las alternativas de pronóstico
bajo los modelos TAR(2; 1, 1) y AR(1) . La línea verde punteada identificada con la etiqueta
TAR_VP está asociada al modelo TAR(2; 1, 1) con pronósticos generados por verosimilitud
predictiva. Observamos que para ambas funciones de pérdida, la ganancia del método de
verosimilitud predictiva es clara, siguiendole el método de cuantiles bajo los pronósticos de
la variable indicadora identificado por la línea continua verde fuerte y identificada con la
etiqueta TAR_CRIZt. La tercera gráfica en la Figura 30 corresponde a los pronósticos
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promedios para cada alternativa y cada método de pronóstico, la línea rosa identifica a los
promedios de los últimos cinco valores bajo las series simuladas, es decir, promediamos los
500 valores simulados al tiempo T + 1, T + 2, . . . , T + 5.
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Figura 30. Funciones de pérdida para cada horizonte de pronóstico, caso 1-1 con
Zt−1 ∼AR(1) .
La Tabla 16 se lee como sigue: Mét. Rec., Método Vero. Pred y Mét. CR. significa

que el método usado para la obtención de los pronósticos h-pasos adelante corresponden al
método recursivo, método de verosimilitud predictiva y método de cuantiles. Ĩ (Zt−1 ≤ γ)

y I Z̃t−1≤ γ significan que dentro de los métodos recursivo y de regresión por cuantiles

se utilizan los pronósticos de I (Zt−1 ≤ γ) o de Zt−1 respectivamente. Los números entre
corchetes corresponden a los cocientes de los ECMP para el modelo AR(1) entre los ECMP
para el modelo TAR(2; 1, 1) , mientras que los números entre paréntesis corresponden al co-
ciente de la función de pérdida “check” en el modelo AR(1) entre la función de pérdida
“check” en el modelo TAR(2; 1, 1) . Los porcentajes para cada horizonte de pronósticos co-
rresponden a la proporción de veces en que el régimen se identificó correctamente, es decir,
dado que conocemos los valores de la variable umbral al tiempo T, T + 1, . . . , T + h − 1
podemos obtener los valores de la variable indicadora para los distintos horizontes de pronós-
tico, bajo γ conocido, luego comparamos estos valores con los correspondientes valores al
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considerar los pronósticos I Z̃t−1≤ γ y Ĩ (Zt−1 ≤ γ) . Observe que en los métodos recursivo
y de regresión por cuantiles los porcentajes de correcta identificación del régimen, columnas
2 y 5 de la Tabla 16 toman los mismos valores, igualmente para las columnas 3 y 6, lo cual
se debe a que los pronósticos para la variable umbral o para la variable indicadora en ambos
métodos son los mismos.

Tabla 16. Cocientes de las funciones de pérdida, y porcentajes de veces en que se identifica
correctamente al régimen bajo cada esquema de obtención de los pronósticos, caso 1-1.
Horiz.
pronós.

Mét. Rec.

I (Zt−1≤ γ)

Mét. Rec.

I(Zt−1≤ γ)

Método
Vero. Pred.

Mét. CR

I(Zt−1 ≤ γ)

Mét. CR

I(Zt−1≤ γ)

h = 1
Ide.rég.

[1.74] (1.30)
100%

[1.73] (1.29)
100%

[2.02] (1.53)
100%

[1.81] (1.32)
100%

[1.85] (1.32)
100%

h = 2
Ide.rég.

[1.08] (1.06)
64.2%

[1.09] (1.06)
66.6%

[1.83] (1.52)
76.4%

[1.23] (1.11)
64.2%

[1.21] (1.13)
66.6%

h = 3
Ide.rég.

[0.96] (0.98)
62.0%

[0.96] (0.99)
57.8%

[1.74] (1.43)
69.8%

[1.15] (1.05)
62.0%

[1.12] (1.06)
57.8%

h = 4
Ide.rég.

[1.11] (1.04)
99.6%

[0.88] (0.94)
56.6%

[1.80] (1.46)
64.2%

[1.05] (1.12)
99.6%

[1.27] (1.02)
56.6%

h = 5
Ide.rég.

[1.05] (1.01)
99.4%

[0.82] (0.92)
54.2%

[1.62] (1.36)
60.0%

[0.94] (1.05)
99.4%

[1.16] (0.97)
54.2%

Los resultados de la Tabla 16 indican que los desempeños de los pronósticos para el
modelo TAR(2; 1, 1) considerando las dos funciones de pérdida y en comparación con los
desempeños de los pronósticos bajo el modelo AR(1) son mejores. Notemos también que los
desempeños de los pronósticos bajo el método de regresión por cuantiles favorece al modelo
TAR(2; 1, 1) . Recordemos que para los métodos de pronósticos recursivo y de regresión por
cuantiles, los pronósticos de la variable umbral o su indicadora se obtienen como un paso
previo, sin embargo notemos que los pronósticos para Yt bajo TAR(2; 1, 1) en el método de
regresión por cuantiles presentan mejores desempeños que bajo el método recursivo.
Para completar los resultados bajo este escenario presentamos el equivalente a la Tabla 16

para los casos caso 1-2 y caso 1-3 que difieren del caso 1-1 en los porcentajes de observaciones
en los regímenes.
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La Tabla 17 contiene los resultados de los cocientes de las funciones de pérdida y los
porcentajes de veces en que el régimen se identificó correctamente, para los valores de los
parámetros dados en el caso 1-2, para σ2 = 1. La diferencia de este caso con el caso 1-1 es
que el porcentaje de observaciones en el régimen uno (φ1 = −0.1) es del 75%.

Tabla 17. Cocientes de las funciones de pérdida, y porcentajes de veces en que se identifica
correctamente al régimen, bajo cada esquema de obtención de los pronósticos, caso 1-2.
Horiz.
pronós.

Mét. Rec.

I(Zt≤ γ)

Mét. Rec.

I(Zt−1≤ γ)

Método
Vero. Pred.

Mét. CR

I(Zt≤ γ)

Mét. CR

I(Zt−1≤ γ)

h = 1
Ide.rég.

[1.32] (1.15)
100%

[1.32] (1.15)
100%

[1.33] (1.15)
100%

[1.32] (1.14)
100%

[1.32] (1.14)
100%

h = 2
Ide.rég.

[1.07] (1.03)
81.6%

[0.98] (1.00)
76.8%

[1.16] (1.06)
81.6%

[1.09] (1.03)
81.6%

[1.01] (1.00)
76.8%

h = 3
Ide.rég.

[1.04] (1.00)
75.0%

[0.98] (0.99)
72.8%

[1.20] (1.07)
79.4%

[1.09] (1.02)
75.0%

[0.98] (1.00)
72.8%

h = 4
Ide.rég.

[1.03] (1.00)
100%

[1.00] (1.00)
72.8%

[1.20] (1.06)
78.4%

[1.09] (1.02)
100%

[1.00] (1.00)
72.8%

h = 5
Ide.rég.

[0.98] (1.00)
99.6%

[0.99] (1.00)
76.4%

[1.09] (1.04)
80.8%

[1.03] (1.01)
99.6%

[1.00] (1.00)
76.4%

La Tabla 18 muestra los resultados de los cocientes de las funciones de pérdida, así como
los porcentajes de veces en que el régimen se identificó correctamente, para los valores de
los parámetros dados en el caso 1-3, para σ2 = 1. La diferencia de este caso con el caso 1-1
es que el porcentaje de observaciones en el régimen de ráiz unitaria (φ1 = 1) es del 75%.

Tabla 18. Cocientes de las funciones de pérdida, y porcentajes de veces en que se identifica
correctamente al régimen, bajo cada esquema de obtención de los pronósticos, caso 1-3.
Horiz.
pronós.

Mét. Rec.

I(Zt≤ γ)

Mét. Rec.

I(Zt−1≤ γ)

Método
Vero. Pred.

Mét. CR

I(Zt≤ γ)

Mét. CR

I(Zt−1≤ γ)

h = 1
Ide.rég.

[2.02] (1.33)
100%

[2.02] (1.33)
100%

[2.02] (1.33)
100%

[2.17] (1.35)
100%

[2.06] (1.31)
100%

h = 2
Ide.rég.

[1.19] (1.13)
72.4%

[1.25] (1.15)
69.8%

[1.67] (1.28)
76.2%

[1.36] (1.20)
72.4%

[1.41] (1.21)
69.8%

h = 3
Ide.rég.

[1.09] (1.06)
71.4%

[1.09] (1.06)
66.8%

[1.44] (1.20)
72.0%

[1.29] (1.16)
71.4%

[1.30] (1.15)
66.8%

h = 4
Ide.rég.

[1.21] (1.10)
100%

[0.96] (0.96)
64.6%

[1.34] (1.13)
71.6%

[1.46] (1.25)
100%

[1.18] (1.11)
64.6%

h = 5
Ide.rég.

[1.15] (1.08)
100%

[0.83] (0.90)
65.8%

[1.22] (1.09)
73.0%

[1.37] (1.20)
100%

[1.04] (1.03)
65.8%
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Al considerar los resultados de las Tablas 17 y 18 concluimos que modelo TAR(2; 1, 1)
bajo el método de verosimilitud predictiva obtiene mejores resultados en cuanto al desem-
peño de sus pronósticos h-pasos adelante, bajo las funciones de pérdida ECMP y pérdida de
cuantiles. Notamos también el buen desempeño de los pronósticos en el modelo TAR(2; 1, 1)
bajo el método de regresión por cuantiles para las dos funciones de pérdida; es importante
mencionar que los desempeños son mejores al considerar los pronósticos de la variable indi-
cadora. Para el método recursivo no podemos extender las conclusiones anteriores ya que el
modelo TAR(2; 1, 1) se desempeña mejor que el AR(1) para algunos horizontes de pronósti-
cos en el caso en que el porcentaje de observaciones en el régimen estacionario sea mayor que
el de raíz unitaria (Tabla 17) mientras que para el caso en que el régimen no estacionario
(Tabla 18) posee el 75% de las observaciones es el modelo TAR(2; 1, 1) el que presenta mejor
desempeño.

Resultados para el caso 3-1

A continuación presentamos los resultados para el caso 3-1, donde los valores de los paráme-
tros considerados para la simulación de las 500 series son: φ1 = −0.8, φ2 = −0.6,
σ2 = 1, Pr(Zt−1 ≤ γ) = 0.5, E(δt) = −0.7 y E(δ2t ) = 0.5. Los valores estimados promedios
bajo los métodos de MV y RC respectivamente, se muestran en la siguiente tabla:

Método φ̂1 φ̂2 σ̂2TAR E(δ̂t) E(δ̂
2

t ) φ̂ σ̂2AR
MV −0.786 −0.594 0.996 −0.690 0.486 −0.697 1.019
RC −0.788 −0.591 1.001 −0.690 0.486 −0.696 1.022

Notemos que el promedio de las estimaciones de los coeficientes autoregresivos bajo el
modelo TAR son muy cercanas a los verdaderos. Las estimaciones de las varianzas bajo el
modelo AR(1) , σ̂2AR, son muy cercanas al valor utilizado para el ejercicio de simulación, y
a diferencia del caso 1-1 tenemos que el valor de φ̂ es aproximadamente igual al valor de
E(δ̂t), estamos también ante un modelo TAR(2; 1, 1) bien comportado en el sentido de que
nos alejamos de no estacionariedad.
La Figura 31 muestra algunas realizaciones del proceso bajo el escenario descrito arriba,

observemos el comportamiento homogéneo de las observaciones a través del tiempo.
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Figura 31. Realizaciones del modelo TAR(2; 1, 1) para el caso 3-1 con Zt−1 ∼AR(1) .
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Figura 32. Histogramas de los parámetros estimados, bajo los modelos TAR(2; 1, 1)
y AR(1) , caso 3-1 con Zt−1 ∼AR(1).
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En la Figura 32 presentamos los comportamientos de las estimaciones para cada uno
de los parámetros en los modelos TAR(2; 1, 1) y AR(1) , bajo los métodos de MV y RC
respectivamente. Observemos que bajo este escenario, el comportamiento de los estimadores
para la varianza bajo el modelo TAR(2; 1, 1) y AR(1) son muy parecidos además de que
φ̂1 ≈ E (δt), y de aquí que esperamos que los desempeños de los pronósticos h-pasos adelante
bajo ambos modelos sean aproximamente iguales.
Los errores de pronósticos para cada horizonte de pronóstico se encuentran en la Figura

33, de la cual observamos que los rangos de variación de los pronósticos bajo los distintos
esquemas de pronósticos y bajo ambos modelos son esencialmente lo mismo.
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Figura 33. Errores de pronóstico bajo cada alternativa de pronóstico para el caso 3-1,
con Zt−1 ∼AR(1).
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Los comportamientos de las funciones de pérdida para cada horizonte de pronóstico se
presentan en las dos primeras gráficas de la Figura 34. Salvo el caso del modelo TAR(2; 1, 1)
bajo el método recursivo y considerando los pronósticos de Zt−1, identificado por la línea
punteada azul fuerte, observamos que las funciones de pérdida toman prácticamente los
mismos valores.
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Figura 34. Funciones de pérdida para cada horizonte de pronóstico, caso 3-1 con
Zt−1 ∼AR(1) .
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El resumen del análisis gráfico se encuentra en la Tabla 19, que contiene los cocientes
de las funciones de pérdida en el modelo AR(1) entre las funciones de pérdida en el modelo
TAR(2; 1, 1) , así como los porcentajes en que el régimen es correctamente identificado.

Tabla 19. Cocientes de las funciones de pérdida, y porcentajes de veces en que se identifica
correctamente al régimen, bajo cada esquema de obtención de los pronósticos, caso 3-1.
Horiz.
pronós.

Mét. Rec.

I(Zt≤ γ)

Mét. Rec.

I(Zt−1≤ γ)

Método
Vero. Pred.

Mét. CR

I(Zt≤ γ)

Mét. CR

I(Zt−1≤ γ)

1
Ide.rég.

[1.01] (1.00)
100%

[1.01] (1.00)
100%

[1.01] (1.01)
100%

[1.02] (1.01)
100%

[1.02] (1.01)
100%

2
Ide.rég.

[0.99] (1.00)
59.4%

[0.99] (1.00)
64.4%

[1.00] (1.01)
64.0%

[1.01] (1.01)
59.4%

[1.01] (1.02)
64.4%

3
Ide.rég.

[0.98] (0.99)
59.0%

[0.97] 0.97)
59.8%

[1.00] (0.99)
59.8%

[1.00] (1.00)
59.0%

[0.98] (0.98)
59.8%

4
Ide.rég.

[1.00] (1.00)
98.6%

[0.97] (0.98)
55.6%

[1.01] (1.00)
55.6%

[1.01] (1.00)
98.6%

[1.00] (1.00)
55.6%

5
Ide.rég.

[1.01] (1.00)
98.8%

[0.99] (0.98)
54.4%

[1.01] (1.01)
54.2%

[1.01] (1.01)
98.8%

[1.00] (1.00)
54.4%

De los resultados de la Tabla 19 podemos concluir que al utilizar los método de verosimi-
litud predictiva y de regresión por cuantiles para generar los pronósticos h-pasos adelante el
modelo TAR(2; 1, 1) presenta ligeras ganancias en los desempeños de los pronósticos, sin em-
bargo estrictamente hablando tenemos que los desempeños de los pronósticos bajo el modelo
AR(1) son equivalente a los desempeños bajo el TAR(2; 1, 1) . Si el método de pronóstico
utilizado corresponde al método recursivo y en particular si usamos los pronósticos para Zt−1
observamos que el desempeño del AR(1) es mejor que el desempeño bajo el TAR(2; 1, 1) .
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Resultados para el caso 8-1

El caso 8-1 corresponde a los siguientes valores de los parámetros son: φ1 = −0.95, φ2 = 0.95,
σ2 = 1, Pr(Zt−1 ≤ γ) = 0.5, E(δt) = 0 y E(δ

2
t ) = 0.903, con valores estimados bajo el modelo

TAR(2; 1, 1) y AR(1) vía MV y RC respectivamente, dados en la Tabla siguiente:

Método φ̂1 φ̂2 σ̂2TAR E(δ̂t) E(δ̂
2

t ) φ̂ σ̂2AR
MV −0.941 0.943 0.990 0.0008 0.888 −0.0006 9.664
RC −0.942 0.944 0.995 0.0009 0.889 −0.0071 11.175

A partir de los valores de los coeficientes autorregresivos para cada uno de los regímenes
notamos que en ambos regímenes estamos cercanos al caso de raíz de unitaria, recuerde sin
embargo que globalmente el modelo es estacionario. Podemos observar el comportamiento
del modelo TAR(2; 1, 1) bajo este escenario de simulación en las realizaciones del proceso
dadas en la Figura 35.
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Figura 35. Realizaciones del modelo TAR(2; 1, 1) para el caso 8-1 con Zt−1 ∼AR(1) .
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Los histogramas correspondientes a las estimaciones de los parámetros bajo cada modelo y
considerando los métodos de estimación de MV y CR se presentan en la Figura 36. Las líneas
verticales se interpretan como en los otros casos analizados. Notemos que la distribución
de los coeficientes autorregresivos en el modelo TAR(2; 1, 1) presentan ligeros sesgos, a la
derecha para el caso en que el signo del coeficiente autorregresivo es negativo y a la izquierda
cuando el signo del coeficiente autorregresivo es positivo, originado por la cercanía del a la
condición de no estacionariedad.
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Figura 36. Histogramas de los parámetros estimados, bajo los modelos TAR(2; 1, 1)
y AR(1) , caso 8-1 con Zt−1 ∼AR(1).



7.2. PRESENTACIÓN Y ANÁLISIS DE LOS RESULTADOS 143

Al calcular los errores de pronósticos graficados en la Figura 37 observamos que los
errores de pronóstico bajo verosimilitud predictiva presenta poca variabilidad alrededor de
cero, mientras que bajo los métodos de regresión por cuantiles y recursivo la variabilidad
de los errores de pronóstico se ve afectada por los valores que exceden el rango intercuantil,
veremos la influencia de dichos valores al momento de calcular los valores de las respectivas
funciones de pérdida para cuantificar los desempeños de los pronósticos.
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Figura 37. Errores de pronóstico bajo cada alternativa de pronóstico para el caso 8-1,
con Zt−1 ∼AR(1).

La Figura 38 presenta los promedios de los valores de las pérdidas ECMP y de cuantiles
bajo cada horizonte de pronóstico y para cada alternativa de obtención de los pronósticos.
Resalta el comportamiento de las pérdidas bajo verosimilitud predictiva, indicando que la
ganancia al utilizar este método para genera los pronósticos h-pasos adelante identifica que el
desempeño de los pronósticos en el TAR(2; 1, 1) es superior al caso AR(1) . Una observación
por demás interesante en relación a la función de pérdida de cuantiles es que, bajo la función
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de pérdida ECMP los desempeños de los pronósticos en el modelo TAR(2; 1, 1) bajo los
métodos recursivo y de cuantiles es pobre comparado con el caso similar, pero bajo el modelo
AR(1) , mientras que bajo la función de pérdida de cuantiles la ganancia en los pronósticos
se da para el modelo TAR(2; 1, 1) .
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Figura 38. Funciones de pérdida para cada horizonte de pronóstico, caso 8-1 con
Zt−1 ∼AR(1) .
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La Tabla 20 presenta los cocientes de las funciones de pérdida bajo el modelo AR(1) entre
las funciones de pérdida bajo el modelo TAR(2; 1, 1) , podemos ver la ganancia del método
de verosimilitud como función del ECMP y de la pérdida de cuantiles. Notemos además que
los desempeños de los pronósticos bajo los métodos recursivos y de cuantiles bajo la pérdida
ECMP favorece al modelo AR(1) , mientras que bajo la pérdida de regresión por cuantiles
es el modelo TAR(2; 1, 1) el que presenta el mejor desempeño.

Tabla 20. Cocientes de las funciones de pérdida, y porcentajes de veces en que se identifica
correctamente al régimen, bajo cada esquema de obtención de los pronósticos, caso 8-1.
Horiz.
pronós.

Mét. Rec.

I(Zt≤ γ)

Mét. Rec.

I(Zt−1≤ γ)

Método
Vero. Pred.

Mét. CR

I(Zt≤ γ)

Mét. CR

I(Zt−1≤ γ)

h = 1
Ide.rég.

[10.18] (3.15)
100%

[10.18] (3.15)
100%

[10.41] (3.20)
100%

[12.19] (3.15)
100%

[12.05] (3.15)
100%

h = 2
Ide.rég.

[0.71] (1.03)
60.6%

[0.89] (1.15)
66.0%

[5.67] (2.37)
93.4%

[0.66] (0.97)
60.6%

[0.82] (1.08)
66.0%

h = 3
Ide.rég.

[0.78] (1.06)
60.6%

[0.83] (1.08)
59.4%

[4.17] (2.06)
94.2%

[0.81] (1.06)
60.6%

[0.89] (1.10)
59.4%

h = 4
Ide.rég.

[0.80] (1.03)
99.8%

[0.66] (0.93)
57.0%

[3.30] (1.86)
94.2%

[0.80] (1.03)
99.8%

[0.67] (0.93)
57.0%

h = 5
Ide.rég.

[0.81] (1.00)
99.6%

[0.78] (0.98)
51.2%

[2.93] (1.72)
92.2%

[0.83] (1.01)
99.6%

[0.81] (1.00)
51.2%

Los resultados para el caso de σ2 = 4 son similares y no se reportan aquí. Las con-
clusiones generales del ejercicio de simulación muestran que los pronósticos vía el método
de verosimilitud predictiva son los de mejor desempeño en virtud de que estos presentan
valores más pequeños, de las respectivas funciones de pérdida ECMP y pérdida de regresión
por cuantiles que sus competidores lineales AR bajo la misma alternativa de pronóstico. La
situación explorada en el caso 3-1, muestra la robustez de la alternativa de regresión por
cuantiles, ya que identifica que el modelo TAR presenta mejor desempeño de los pronósticos
a pesar de la cercanía aparente en los modelo TAR y AR como función de los valores de los
coeficientes autorregresivos en el modelo TAR.
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Capítulo 8

Conclusiones y discusión

En este trabajo de tesis hemos identificado algunas de la características de mayor peso al
momento de cuantificar y estudiar los desempeños de los pronósticos en modelos TAR. Ante
el problema identificado en la literatura de pronósticos no lineales, de que áun cuando el
VPGD es efectivamente un modelo no lineal no hay garantía de que los pronósticos asociados
a dichos modelos presenten mejores desempeños, e comparación con los pronósticos asociados
a modelos lineales, y cuantificados por medio de los ECMP, Clements y Smith (1997), Dacco
y Satchell (1999), Clements et al (2003). Proponemos dos alternativas basadas en la teoría
estadística para obtener los estimadores de los parámetros y los pronósticos en modelos TAR:
verosimilitud predictiva y regresión por cuantiles. La consideración de dichas alternativas
resuelve el problema identificado en la literatura en virtud de que bajo estás, los desempeños
de los pronósticos en modelos TAR son mejor comportados que los pronósticos correspondi-
entes bajo el modelo lineal, considerando las funciones de pérdida error cuadrático medio y
la función cuantil.

Una característica de los modelos TAR es que bajo ciertos escenarios (como función de
las magnitudes y signos de los parámetros autoregresivos) el modelo lineal provee una buena
aproximación al modelo no lineal y de aquí que ante la simplicidad del modelo lineal para
obtener los pronósticos, erróneamente se tome a este como el mejor modelo. Sin embargo,
hemos mostrado que bajo el modelo especificado incorrectamente el proceso de errores aso-
ciados se rige por un modelo de volatilidad. La variabilidad observada de dicho proceso a
través del tiempo se identifica directamente como función de los primeros dos momentos de
la variable δt, en virtud de que dichos momentos determinan la condición de estacionariedad
del modelo TAR, es decir, entre más alejado estemos de la condición de no estacionariedad
E δ2t = 1 mejor será la aproximación del modelo lineal. Aún en estos casos, los métodos
de verosimilitud predictiva y regresión por cuantiles presentan un buen desempeño de sus
pronósticos, el cual mejora si la cuantificación de los desempeños se realiza por medio de la
función de pérdida de cuantiles como reflejo de la robustez de dicha alternativa al considerar

147
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adecuadamente la asimetría natural presentada en los modelo TAR.

Identificamos que ante especificaciones erróneas, al suponer un modelo lineal, se paga el
precio de que los residuales asociados al modelo lineal no se comportan como ruido blanco.
La distribución identificada en los errores corresponde a distribuciones asimétricas de colas
pesadas, y de aquí que el supuesto de errores con distribución normal no se presenta, la
gravedad del problema esta en función de la parametrización específica del modelo TAR,
como procesos generardor de los datos.

El incremento de la variabilidad identificado bajo el modelo mal especificado, así como
el no cumplimiento distribucional de los residuales respectivos se ve rebasado al considerar
metodologías distintas en los procedimientos de estimación y obtención de pronósticos tal
y como se había venido realizando en gran parte de la literatura. Nuestras alternativas,
verosimilitud predictiva y regresión por cuantiles, abordan el problema de estimación de
parámetros y obtención de pronósticos bajo la misma metodología estadística y de aquí que
al momento de evaluar los desempeños de los pronósticos bajo el VPGD estos presenten
mejores desempeños que bajo un modelo incorrecto.

Paralelamente, debemos considerar que existen situaciones donde el proceso de estimación
se da hasta después de la identificación del modelo, de manera que hay que tomar en cuenta
otras características del fenómeno de interés al momento de elegir un modelo lineal en lugar
de un modelo no lineal. Otro punto importante es que en muchos fenómenos naturales la
interpretación de los pronósticos lineales carece de sentido práctico.

Una ventaja de la alternativa de regresión por cuantiles es que podemos considerar dis-
tribuciones asimétricas para los errores, y que esta asimetría está asociada directamente con
los valores del parámetro θ en la función cuantil.

Un estudio exhaustivo sobre el efecto de distribuciones no normales en los errores debe
realizarse el cual nos lo planteamos como un trabajo futuro, aunque es claro que no es un
factor para el método de regresión por cuantiles, solo para el de verosimilitud predictiva.

Para resolver el problema que dió origen a este trabajo de tesis, fue necesario realizar un
estudio detallado del proceso estimación de los parámetros de los modelos TAR, demostramos
las propiedades de consistencia y distribución asintótica de los estimadores, considerando γ
conocido para cada uno de los procedimientos de estimación, mínimos cuadrados, máxima
verosimilitud y regresión por cuantiles. Para γ desconocido mostramos sólo la consistencia
de los estimadores para el método de máxima verosimilitud.

Las pruebas para las distribuciones asintóticas en mínimos cuadrados y máxima verosi-
militud descansan fuertemente en el concepto de continuidad y discontinuidad para SETAR.
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Este concepto no tiene una clara extensión al caso TAR. Las demostraciones para las dis-
tribuciones asintóticas de los EMV en el caso de γ desconocido no fueron estudiadas, y se
deja como trabajo futuro.

Hay que conocer la estructura probabilística particular del modelo TAR para aplicar los
resultados del caso SETAR al caso TAR. Tomando esto en cuenta las demostraciones en esta
tesis son aportaciones a la literatura de modelos no lineales.

Bajo el supuesto de normalidad, las estimaciones vía mínimos cuadrados y máxima vero-
similitud son iguales, sin embargo los métodos de pronósticos en modelos TAR, asociados a
dichos métodos de estimación no son iguales, mientras que en el caso lineal sí. Verosimilitud
predictiva considera toda la información de manera conjunta, utilizando así las propiedades
probabilisticas de la variable umbral, lo cual hace más eficiente el proceso de optimización.
Regresión por cuantiles y el método recursivo presuponen conocida la variable umbral, ya
que el proceso de obtención de los pronósticos de dicha variable se realiza como un paso
previo a la obtención de los pronósticos en el modelo TAR. Como parte de los resultados del
ejercicio de simulación notamos que los pronósticos TAR mediante regresión por cuantiles y
el método recursivo son más eficientes si utilizamos los pronósticos de la variable indicadora
en vez de los pronósticos de la variable umbral. Esto debido a que las probabilidades de
mala clasificación en los regímenes bajo el pronóstico de la variable indicadora son muy
pequeños comparados con la mala clasificación de los regímenes bajo el pronóstico de la
variable umbral.

Una aplicación inmediata de las alternativas de pronósticos aquí propuestas, es aplicar
las técnicas de verosimilitud predictiva y regresión por cuantiles a los modelos SETAR, de
los cuales no se tienen precedentes en la literatura actual.
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Apéndice A

Prueba de la propiedad de
consistencia de los EMV

Notación
La función f es la función de densidad de ε2 y F la función de distribución correspondiente

a f.
La esperanza bajo ϑ se denota por E.
Sea < la recta real (−∞,∞) y <̄ = < ∪ {−∞,∞} , entonces <̄ es compacto bajo la

métrica d (·, ·) definida por d (x, y) = |arctanx− arctan y| .
Una función ϕ es Lip(1) si ∀x, y ∈ <, existe L ≥ 0, tal que |ϕ (x)− ϕ (y)| ≤ L |x− y| .
El complemento de A se denota por Ac.
El producto interno de x y y se denota por x0y.
Se omitirá el subíndice t = 2, ..., T a menos que se especifique lo contrario.

Preliminares al método de estimación de máxima verosimilitud
Supondremos que ε2 tiene distribución conocida y que σ se involucra en el modelo

modificando la escala, i.e., El modelo (2.1) se puede escribir de la siguiente manera

Yt = h (Yt−1,Zt−d,φ, γ) + σεt, t ≥ 2, (A.1)

para algún ϑ = (φ01,φ
0
2, γ) ∈ <2p+3, d ∈ {1, 2, ..., p} , donde Yt−1 = (Yt−1, . . . , Yt−p)

0 ,
Zt−d = (Zt−d, ...Zt−d−p+1)

0 φj = (α0j, α1j, ..., αpj)
0 ∈ <p+1, j = 1, 2 y para y ∈ <p y z ∈ <p,

h (y, z,ϑ) = φ01 +

p

k=1

φk1yk I (zd ≤ γ) + φ02 +

p

k=1

φk2yk I (zd > γ) .

Los errores {εt} en (A.1) son iidN (0, 1) y

Zt = ρZt−1 + ut,
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donde {ut} son iidN (0, σ2u) .
La demostración de las propiedades asintóticas de los EMV de φ, γ, d, σ, ρ, σu se hará

suponiendo σ = 1, por conveniencia en las expresiones involucradas en las demostraciones
del Lema A.1 y el Teorema 3.4. En el Lema A.2 se probará para el caso σ > 0 general.

Debido a que Zt tiene su propia dinámica se tiene que los estimadores de ρ y σu cumplen
las propiedades de los modelos AR(1): fuertemente consistentes y asintóticamente normales
ver Teorema 8.2.1. de Fuller (1996).

Supondremos que ϑ = (φ0, γ, d)
0 es un punto interior del espacio paramétrico <2p+2 ×

<̄ × {1, 2, ..., p} .
Dado que ϑ es un punto interior se sigue que existe un conjunto compacto K ⊂ <2p+2

tal que ϑ es un punto interior de Λ = K × <̄ × {1, 2, ..., p} , Λ es un conjunto compacto.
Sea υ = (β0, r, q)0 un punto interior de Λ. Sea (Y0

t,Z
0
t)
0 = (Yt, ..., Yt−p+1, Zt, ..., Zt−p+1)

0 ,
{Zt} y {Yt,Zt} son cadenas de Markov. Sea gϑ (Y1,Z2−d) la densidad inicial de Y1 y Z2−d
bajo ϑ, la función de transición a un paso, iniciando en Y0

1,Z
0
2−d

0
es

f (Yt − h (Yt−1,Zt−d,ϑ)) f1 (Zt−d − h1 (Zt−d−1, ρ)) , t ≥ 2.

La función de transición a un paso, iniciando en Z02−d es f1 (Zt − h1 (Zt−1, ρ))w (Zt|Zt−1) ,
t ≥ 2.
Sea f1 la función de densidad de ut, g1 (Z2−d) es la densidad inicial de Z2−d bajo (ρ, σ2u)

0
,

Si observamos (Y0
1, Y2, ..., YT ,Z2−d, Z2−d+1, ..., ZT−d+1)

0 se sigue que la función de verosi-
militud bajo ϑ es

T

t=2

f (Yt − h (Yt−1,Zt−d,φ, γ)) f1 (Zt−d − h1 (Zt−d−1, ρ)) gϑ (Y1,Z2−d) .

La estimación de ϑ no se ve afectada por la estimación de ρ, por lo que consideraremos
la función de verosimilitud condicional de ϑ dada por

Ln (ϑ) =
T

t=d

f (Yt − h (Yt−1,Zt−d,φ, γ)) . (A.2)

Sea ϑ̂T = α̂0, γ̂, d̂
0
cualquier función medible de (Y1, Y2, ..., YT ,Z2−d, Z2−d+1, ..., ZT−d+1)

0

de <T+2p a Λ tal que ϑ̂T maximice, sobre Λ, la función de verosimilitud condicional dada
en (A.2).
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Supuestos

SC1. f (y) > 0, para toda y ∈ < y es absolutamente continua. f 0 existe casi en todas partes,
ϕ = f 0/f y I (f) = ∞

−∞ ϕ2 (y) f (y) dy <∞.
SC2. ϕ es Lip(1) .
SC3. ϕ es derivable y la derivada ϕ0 es Lip (1) .
SC4. E |ε2|4 <∞ y E |u2|4 <∞.

Utilizaremos el hecho de que E |ε2|k <∞, para k = 1, 2, 3, 4, implica que E |Yd−1|k <∞.
Probaremos la consistencia fuerte del EMV de ϑ̂T . Sea T la razón de log-verosimilitud

condicional:

T (υ) = T (β, r, q) =
1

T
ln

f (Yt − h (Yt−1,Zt−q,β, r))

f (Yt − h (Yt−1,Zt−d,φ, γ))
, υ ∈ Λ (A.3)

La ecuación invariante

gϑ (y, z) =
∞

−∞

∞

−∞
f (y − h (u, v,ϑ)) f1 (z − h1 (u, ρ)) gϑ (u, v) dudv

y el supuesto SC1 implican que gϑ es acotada fuera de [0,∞]2 sobre conjuntos compactos.
I (f) <∞ implica que f es acotada.

ψ (Yt−1, Zt−q, εt,β, r) = ln
f (εt + h (Yt−1,Zt−d,φ, γ)− h (Yt−1,Zt−q,β, r))

f (εt)
, 1 ≤ t ≤ n.

Obsérvese que

T (υ) =
1

T
ψ (Yt−1,Zt−q, εt,β, r) , υ ∈ Λ.

SeaW =(1,y0)0 y

∇φh (y, zq;β, s) =
∂

∂β
h (y, zq;β, r)

= (W0I (zd ≤ r) ,W0I (zd > r))
0
.

Por lo tanto

|∇φh (y, zq;β, r)| = 1 + |y|2. (A.4)

Tenemos que

|h (y, zq;β, r)| ≤ |β| 1 + |y|2, (A.5)

puesto que
h (y, zq;β, s) = β0∇βh (y, zq;β, s) . (A.6)
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Adicionalmente, para cualquier s ∈ <̄, r ∈ <̄, q ∈ {1, ..., p}

|∇φh (y, zq;β, r)−∇φh (y, zq;β, s)| ≤ 2 1 + |y|2 I (min (s, r) < zq < max (s, r))

≤ 2 1 + |y|2 I (|zq − s| ≤ |r − s|) . (A.7)

Lema A.1. Bajo las suposiciones del Teorema 3.4, para cualquier υ= (β0, r, q)
0 ∈ Λ con

Λ = K × <̄ × {1, 2, ..., p} y una vecindad abierta Uυ,

E sup
υ∗∈Uυ

|ψ (Y1,Z2−q, ε2,β
∗, r∗)− ψ (Y1,Z2−q, ε2,β, r)| −→ 0, (A.8)

cuando Uυ se contrae a υ.

Demostración. Sea

Uυ (η) = υ∗ = (β∗0, r∗, q)
0 ∈ Λ : |β∗ − β| < η, d (r∗, r) < η , η > 0.

Sin pérdida de generalidad probaremos el lema para

E sup
υ∗∈Uυ(η)

|ψ (Y1,Z2−q, ε2,υ
∗)− ψ (Y1,Z2−q, ε2,β, r)| −→ 0 cuando η → 0.

Sea ε2 (υ) = Y2 − h (Y1,Z2−q,β, r) y δ (y, zq,β
∗, r∗) = h (y, zq,β, r)− h (y, zq,β

∗, r∗) . Para
cualquier υ = (β0, r, q)0 y para cualquier y ∈ <p, por (A.4) y (A.6) concluimos que

|h (y, zq,β, r)− h (y, zq,β
∗, r∗)| ≤ |β − β∗| 1 + |y|2, (A.9)

y por ecuaciones (A.5) y (A.7)

|h (y, zq,β∗, r)− h (y, zq,β
∗, r∗)| ≤ |β∗| 2 1 + |y|2 I (min (r, r∗) < zq < max (r, r

∗))

≤ |β∗| 2 1 + |y|2 I (|zq − r| ≤ |r∗ − r|) .

Entonces para υ∗ ∈ Uυ (η) y para r ∈ <, y ∈ <p

|δ (y, zq,υ∗)| = |h (y, zq,β, r)− h (y, zq,β
∗, r∗)|

= |h (y, zq,β, r)− h (y, zq;β, r
∗) + h (y, zq;β, r

∗)− h (y, zq,β
∗, r∗)|

≤ |h (y, zq;β, r)− h (y, zq;β, r
∗)|+ |h (y, zq;β, r∗)− h (y, zq;β

∗, r∗)|

≤
√
2 |β| I (|zq − r| ≤ |r∗ − r|) + |β − β∗| 1 + |y|2

≤
√
2 |β| I (|zq − r| ≤ |r0 (η)− r|) + η 1 + |y|2, (A.10)
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donde r0 (η) es tal que d (r0 (η) , r) = η.
Definamos

∆ (y, zq, η) ≡
√
2 |β| I (|zq − r| ≤ |r0 (η)− r|) + η 1 + |y|2. (A.11)

Los supuestos SC1 y SC2, E |Yd−1| < ∞ y la ecuación (A.5) implican que existe una
constante L tal que para cualquier υ ∈ Λ,

Eϕ2 (ε2 (υ)) = E {[ϕ (ε2 + h (Y1,Z2−d,φ, γ)− h (Y1,Z2−q,β, r))− ϕ (ε2)] + ϕ (ε2)}2

= E [ϕ (ε2 + h (Y1,Z2−d,φ, γ)− h (Y1,Z2−q,β, r))− ϕ (ε2)]
2 + ϕ2 (ε2)

+ 2 [ϕ (ε2 + h (Y1,Z2−d,φ, γ)− h (Y1,Z2−q,β, r))− ϕ (ε2)]ϕ (ε2)}
≤ 2E ϕ2 (ε2) + L |h (Y1,Z2−d,φ, γ)− h (Y1,Z2−q,β, r)|2

≤ 2I (f) + 4L |φ|2 + |β|2 E 1 + |Y1|2 <∞ (A.12)

Del supuesto SC1 y la ecuación (A.10) se sigue que ln f es absolutamente continua, de
aquí

|ψ (Y1,Z2−q, ε2,υ
∗)− ψ (Y1,Z2−q, ε2,υ)| ≤

∆(y,zq,η)

−∆(y,zq,η)
|ϕ (ε2 (υ) + v)| dv, (A.13)

donde ∆ (y, zq, η) está definido en (A.11).
Por lo tanto, de las ecuaciones (A.12) y (A.13) y de la desigualdad de Cauchy-Bunyakovskĭı-

Schwarz se sigue que

E sup
υ∗∈Uυ

|ψ (Y1,Z2−q, ε2,υ
∗)− ψ (Y1,Z2−q, ε2,υ)|

≤ E {[|2ϕ (ε2 (υ))|+ L∆ (y, zq, η)]∆ (y, zq, η)}
≤ 2 Eϕ2 (ε2 (υ))

1/2
E∆2 (y, zq, η)

1/2
+ LE∆2 (y, zq, η) .

Debido a que

E∆2 (y, zq, η) = E 1 + |y|2
√
2 |β| I (|zq − r| ≤ |r0 (η)− r|) + η

−→
η→0

0. (A.14)

De (A.12) y (A.14) se sigue (A.8).
Si r =∞, tenemos un resultado similar a (A.10)

|h (y, zq,β∗, r)− h (y, zq,β
∗, r∗)| ≤ |β∗| 2 1 + |y|2 I (min (∞, r∗) < zq < max (∞, r∗))

≤ |β∗| 2 1 + |y|2 I (zq > r∗) .
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|δ (y, zq,υ∗)| = |h (y, zq,β, r)− h (y, zq,β
∗, r∗)|

≤ |h (y, zq;β, r)− h (y, zq;β, r
∗)|+ |h (y, zq;β, r∗)− h (y, zq;β

∗, r∗)|

≤
√
2 |β| I (zq > r∗) + |β − β∗| 1 + |y|2

≤
√
2 |β| I (zq > r0 (η)) + η 1 + |y|2,

donde d (r0 (η) ,∞) = η. De nuevo si ∆1 (y, zq, η) =
√
2 |β| I (zq > r0 (η)) + η 1 + |y|2 se

puede probar que

E∆2
1 (y, zq, η) −→ 0 cuando η −→ 0.

Si r = −∞

|h (y, zq,β∗, r)− h (y, zq,β
∗, r∗)| ≤ |β∗| 2 1 + |y|2 I (min (−∞, r∗) < zq < max (−∞, r∗))

≤ |β∗| 2 1 + |y|2 I (zq < r∗) .

|δ (y, zq,υ∗)| = |h (y, zq,β, r)− h (y, zq,β
∗, r∗)|

≤
√
2 |β| I (zq < r∗) + |β − β∗| 1 + |y|2

≤
√
2 |β| I (zq < r0 (η)) + η 1 + |y|2,

Por último si ∆2 (y, zq, η) =
√
2 |β| I (zq < r0 (η)) + η 1 + |y|2 se puede probar que

E∆2
2 (y, zq, η) −→ 0 cuando η −→ 0.

¤

Demostración del Teorema 3.4 con σ = 1.

Sea α (υ) = Eψ (Y1,Z2−q, ε2,υ) para υ ∈ Λ. Los supuestos SC1 y SC2, el teorema del
valor medio, la independencia de ε2 y Y1 y la desigualdad de Cauchy-Bunyakovskĭı-Schwarz
implican que E |(Y1,Z2−q, ε2,υ)| < ∞. así, α está bien definida. Se cumple que α (ϑ) = 0
y que ln y ≤ y− 1, y 6= 1. Para cualquier vecindad abierta V de ϑ en Λ y cualquier υ ∈ V c,
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un argumento condicional da

α (υ) = Eψ (Y1,Z2−q, ε2,υ)

= E ln
f (εt + h (Y1,Z2−q,ϑ)− h (Y1,Z2−q,υ))

f (εt)

= E E ln
f (εt + h (Y1,Z2−q,ϑ)− h (Y1,Z2−q,υ))

f (εt)
Y1,Z2−q

< E [f (y + h (Y1,Z2−q,ϑ)− h (Y1,Z2−q,υ))− f (y)] dy

= 0.

Por el Lema A.1, la función α es continua y de aquí, por la compacidad de V c, existe υ0 ∈ V c,
tal que

sup
υ∈V c

α (υ) = α (υ0) < 0.

Sea δ0 = −α (υ0) /3. Para cualquier υ ∈ V c, por el Lema A.1 tenemos que existe η0 > 0 tal
que

E sup
υ∗∈Uυ(η0)

ψ (Y1,Z2−q, ε2,υ
∗) ≤ Eψ (Y1,Z2−q, ε2,υ) + δ0 (A.15)

≤ α (υ0) + δ0

= −2δ0.

La compacidad de V c implica que existe un número finitoM de vecindades Uυj (η0) , υj ∈ V c,
j = 1, 2, ...,M tal que

Uυj (η0) = V c.

Luego, por el Teorema de ergodicidad y por (A.15), existe un T0 tal que para cualquier
T ≥ T0, 1 ≤ j ≤M,

sup
υ∗∈Uυj (η0)

T (υ
∗) ≤ 1

T
sup

υ∗∈Uυj (η0)
ψ (Yt−1, Zt−d, εt,β

∗, r∗)

≤ E sup
υ∗∈Uυj (η0)

ψ (Y1,Z2−q, ε2,υ
∗) + δ0

≤ −δ0, c.s.

Pero
sup
υ∈V

T (υ) ≥ T (ϑ) = 0.
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Entonces para cualquier vecindad V de ϑ en Λ, existe T0 tal que para toda T ≥ T0,

sup
υ∗∈V c

T (υ
∗) ≤ max

1≤j≤M
sup

υ∗∈Uυj (η0)
T (υ

∗)

≤ −δ0
< 0

≤ sup
υ∈V

T (υ) .

Lo cual implica que

ϑ̂T ∈ V, c.s. para toda V y para toda T ≥ T0.

Debido a que V es arbitrario se sigue que ϑ̂T → ϑ c.s. ¤

Demostración del Teorema 3.4 con σ > 0.
Sean ϑ = (φ0, γ, d, σ) y υ = (β0, r, q, τ) .
Se puede obtener la demostración del Lema A.1. con σ > 0 de manera similar las

demostración mostrada. También se puede generalizar la demostración del caso σ = 1 al
caso σ > 0 con los siguientes modificaciones.
Defina

T (υ) = T (β, r, q, τ) =
1

T
ln

1
τ
f Yt−h(Yt−1,Zt−q,β,r)

τ

1
σ
f Yt−h(Yt−1,Zt−d,φ,γ)

σ

, υ ∈ Λ×<

y

ψ (Yt−1, Zt−q, εt,β, r) = ln
1
τ
f (σεt + h (Yt−1, Zt−d,φ, γ)− h (Yt−1, Zt−q,β, r))

1
σ
f (σεt)

, 1 ≤ t ≤ n.

Dado que si ε∗t = σεt y f es la función de densidad de εt entonces la función de densidad
de ε∗t está dada por f

∗ = 1
σ
f (y/σ) ., f∗ definida así cumple los supuestos SC1-SC4. ¤



Apéndice B

Condiciones de regularidad, modelo
de cuantiles

Supuestos para consistencia

Sean ft (β) = ft (β, Yt−1, Zt−1) y Ωt el conjunto de información disponible hasta el tiempo
t.

C0. (Ω, F, P ) es un espacio de probabilidad completo y {εθt,xt} , t = 1, 2, . . . , son vectores
aleatorios en este espacio.
C1. La función ft (β) : <kt×B −→ < es tal que para cada β ∈ B, conB un subconjunto com-
pacto de <p, ft (β) es medible con respecto al conjunto de información Ωt y ft (·) es continua
en B, t = 1, 2, . . . , para una elección dada de variables explicatorias {yt−1,xt−1, . . . , y1,x1} .
C2. Condicional en el conjunto de información pasada Ωt, el término de error εθt forma un
proceso estacionario, con densidad condicional continua ht (ε|Ωt) .
C3. Existe h > 0 tal que para todo t, ht (0|Ωt) ≥ h.
C4. |ft (β)| < K (Ωt) para cada β ∈ B, y para todo t, donde K (Ωt) es alguna función
posiblemente estocástica de variables que pertenecen al conjunto de información, tal que
E |K (Ωt)| ≤ K0 <∞ para alguna constante K0.
C5. E [|εθt|] <∞ para todo t.
C6. {[θ − I (yt < ft (β))] [yt − ft (β)]} obedece la Ley Uniforme de los Grandes Números.
C7. Para cada ξ > 0, existe un τ > 0 tal que si β − β0 ≥ ξ, entonces el

lim infT−→∞ T−1 P ft (β)− ft β0 > τ > 0.
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Supuestos para normalidad asintótica

AN1. ft (β) es diferenciable en B y para todo β y γ en una vecindad v0 de β
0, tal que

kβ − γk ≤ d para d suficientemente pequeño y para todo t.
(a) k∇ft (β)k ≤ F (Ωt) , donde F (Ωt) es alguna función estocástica de variables que pertene-
cen a el conjunto de información y E F (Ωt)

3 ≤ F0 <∞, para alguna constante F0.
(b) k∇ft (β)−∇ft (γ)k ≤ M (Ωt,β,γ) = O (kβ − γk) , donde M (Ωt,β,γ) es alguna fun-
ción tal que E [M (Ωt,β,γ)]

2 ≤M0 kβ − γk <∞ y

E [M (Ωt,β,γ)F (Ωt)] ≤M1 kβ − γk <∞ para alguna constante M0 y M1.

AN2.
(a) ht (ε|Ωt) ≤ N <∞ ∀t, para alguna constante N.
(b) ht (ε|Ωt) satisface la condición de Lipschitz |ht(λ1|Ωt)− ht(λ2|Ωt)|

≤ L (λ1 − λ2) para alguna constante L <∞ ∀t.

AN3. Las matrices AT ≡ E T−1θ (1− θ) T
t=1∇0ft β0 ∇ft β0 y

DT ≡ E T−1 T
t=1 ht (0|Ωt)∇0ft β0 ∇ft β0 tienen los eigenvalores más pequeños

acotados por abajo por una constante positiva para T suficientemente grande.

AN4. La secuencia T−1/2 T
t=1 θ − I yt < ft β0 ∇0ft β0 obedece el Teorema Cen-

tral del Límite.

Supuestos para la estimación de la matriz de varianzas y covarianzas.

VC1. ĉT/cT
p−→ 1, donde la secuencia positiva no estocástica cT satisface que cT = o (1) y

c−1T = o T 1/2 .

VC2. E |F (Ωt)|4 ≤ F1 < ∞ para todo t y para alguna constante F1, donde F (Ωt) se
definió en el supuesto AN1 (a).

VC3. T−1θ(1− θ) T
t=1∇0ft β0 ∇ft β0 −AT

p−→ 0 y

T−1 T
t=1 ht (0|Ωt)∇0ft β0 ∇ft β0 −DT

p−→ 0.
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Supuestos para la prueba de cuantil dinámico dentro de la muestra (CDDM).

DQ1. Xt (β) posee elementos diferentes de ∇ft (β) , es Ωt medible y kXt (β)k ≤ W (Ωt) ,
donde W (Ωt) es alguna función (posiblemente) estocástica de variables que pertenecen al
conjunto de información, tal que:
E [W (Ωt)×M (Ωt,β,γ)] ≤ W0 kβ − γk < ∞ y E [W (Ωt)× F (Ωt)]

2 < W1 < ∞ para
algunas constantes finitas W0 y W1, y F (Ωt) y M (Ωt,β,γ) se definen en AN1.

DQ2. kXt (β)−Xt (γ)k ≤ S (Ωt,β,γ) , donde E [S (Ωt,β,γ)] ≤ S0 kβ − γk <∞,
E [W (Ωt)S (Ωt,β,γ)] ≤ S1 kβ − γk para algunas constantes S0 y S1.

DQ3. Sea ε1t , . . . , ε
Ji
t el conjunto de valores para el cualXt (β) es no diferenciable, entonces

Pr εθt = εjt = 0 para j = 1, . . . , ji. Siempre que la derivada exista, k∇Xt (β)k ≤ Z (Ωt) ,
donde Z (Ωt) es alguna función (posiblemente) estocástica de variables que pertenecen al
conjunto de información, tal que E [Z (Ωt)

r] < Z0 <∞, r = 1, 2, y Z0 alguna constante.

DQ4. T−1X0 β0 H∇f β0 −E T−1X0 β0 H∇f β0
p−→ 0.

DQ5. T−1MTM
0
T −E (T−1MTM

0
T )

p−→ 0 donde

MT ≡ X0 β0 −E T−1X0 β0 H∇f β0 D−1T ∇0f β0 .

DQ6. La secuencia T−1MTHit β0 obedece el teorema de límite central.

DQ7. T−1E (MTM
0
T ) es una matriz no singular.

Supuestos para la prueba de cuantil dinámico fuera de la muestra (CDFM).

DQ8. limR−→∞ TR =∞, limR−→∞NR =∞ y limR−→∞
NR

TR
= 0.

DQ9. La secuencia N
−1/2
R X0 β0 Hit β0 obedece el teorema de límite central.
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Apéndice C

Pruebas de los Teoremas 6.1 a 6.5 del
Capítulo 6

Teorema 6.1 (Consistencia). En el modelo (6.3) y bajo los supuestos C0 a C7 enunciados
en el Apéndice B, se cumple que β̂

p−→β0, donde β̂ es la solución de la siguiente función:

min
β

T−1 T
t=1 [θ − I (yt < ft (β))] [yt − ft (β)] .

Demostración. Este resultado es una consecuencia del Corolario 5.12 de White (1996,
página 75), el cual dice lo siguiente: Sea QT (β) ≡ T−1 T

t=1 qt (β) , donde qt (β) ≡ [θ −
I (yt < ft (β))][yt − ft(β)]. Bajo el supuesto C0 (los datos observados son una realización
de un proceso estocástico en el espacio de probabilidad completo (Ω, F, P )), y sea ft (β) que
cumple C1,C4, C6 y C7, y β̂ solución de (6.4). Si se satisfacen los supuestos, 3.1 y 3.2 del
Corolario de White, los cuales dicen que:

Supuesto 3.1. Para cada β en B E [qt (β)] existe y es f inito para t = 1, 2, . . . ;
(a) E [qt (β)] es continuo en B, t = 1, 2, . . . ; y
(b) {qt (β)} obedece la Ley Uniforme de los Grandes Números (supuesto C6).

Supuesto 3.2. E QT (β)−QT β0 es únicamente minizado en β0 para T suf icientemente
grande. Entonces β̂

p−→ β0 cuando T −→∞.

Primero necesitamos mostrar que E [qt (β)] existe y es finito cada β. Esto es como sigue:

E [qt (β)] < E [yt − ft (β)]

= E yt − ft β0 + ft β0 − ft (β)

≤ E |εθt|+E |ft (β)|+E ft β0 <∞,
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por los supuestos C4 y C5. Se tiene además que, E [qt (β)] es continuo en β, ya que por el
supuesto C1 ft es continua en β y qt (β) es continua en ft (β).
Resta mostrar que E [VT (β)] = E QT (β)−QT β0 se minimiza de forma única en β0

para T suficientemente grande. Sea

vT (β) ≡ qT (β)− qT β0 ,

observemos que qT (β) puede reexpresarse como:

qt (β) ≡ {θ − I [yt < ft (β)]} [yt − ft (β)]

= θ − I yt − ft β0 < ft (β)− ft β0

× yt − ft β0 − ft (β)− ft β0

= {θ − I [εθt < τ t (β)]} {εθt − τ t (β)} ,

con τ t (β) = ft (β)− ft β0 . Entonces,

vT (β) = {θ − I [εθt < τ t (β)]} {εθt − τ t (β)}− [θ − I (εθt < 0)] εθt

vT (β) =

(θ − 1) [εθt − τ t (β)]− (θ − 1) εθt si εθt < τ t (β) y εθt < 0
(θ − 1) [εθt − τ t (β)]− θεθt si εθt < τ t (β) y εθt > 0
θ [εθt − τ t (β)]− (θ − 1) εθt si εθt > τ t (β) y εθt < 0

θ [εθt − τ t (β)]− θεθt si εθt > τ t (β) y εθt > 0

vT (β) =

(1− θ) τ t (β) si εθt < τ t (β) y εθt < 0
(1− θ) τ t (β)− εθt si εθt < τ t (β) y εθt > 0

εθt − θτ t (β) si εθt > τ t (β) y εθt < 0
−θτ t (β) si εθt > τ t (β) y εθt > 0

.

Luego el valor esperado de vT (β) condicional a la información se obtiene como sigue:

E [vT (β) |Ωt] = E

(1− θ) τ t (β) si εθt < τ t (β) y εθt < 0
(1− θ) τ t (β)− εθt si εθt < τ t (β) y εθt > 0

εθt − θτ t (β) si εθt > τ t (β) y εθt < 0
−θτ t (β) si εθt > τ t (β) y εθt > 0

Ωt .

Supongamos que τ t (β) < 0, entonces se sigue lo siguiente:

εθt < τ t (β) < 0 ⇒ −∞ < εθt < τ t (β)

εθt < τ t (β) < 0 y εθt > 0 es el vacio

τ t (β) < εθt < 0

εθt > 0 > τ t (β)⇒ 0 < εθt <∞
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y de aquí que:

E [vT (β) |Ωt]

=
τ t(β)

−∞
(1− θ) τ t (β)ht (λ|Ωt) dλ+

0

τ t(β)

[λ− θτ t (β)]ht (λ|Ωt) dλ

−
∞

0

θτ t (β)ht (λ|Ωt) dλ

= τ t (β)
τ t(β)

−∞
ht (λ|Ωt) dλ− θτ t (β)

τ t(β)

−∞
ht (λ|Ωt) dλ

+
0

τ t(β)

λht (λ|Ωt) dλ− θτ t (β)
0

τ t(β)

ht (λ|Ωt) dλ

−θτ t (β)
∞

0

ht (λ|Ωt) dλ

= τ t (β)
τ t(β)

−∞
ht (λ|Ωt) dλ− θτ t (β)

0

−∞
ht (λ|Ωt) dλ

+
0

τ t(β)

λht (λ|Ωt) dλ+ θτ t (β)
0

−∞
ht (λ|Ωt) dλ

= τ t (β)
τ t(β)

−∞
ht (λ|Ωt) dλ+

0

τ t(β)

λht (λ|Ωt) dλ

= τ t (β)
0

−∞
ht (λ|Ωt) dλ− τ t (β)

0

τ t(β)

ht (λ|Ωt) dλ

+
0

τ t(β)

λht (λ|Ωt) dλ.

Supongamos ahora que τ t (β) > 0, de forma tal que:

εθt < τ t (β) > 0 y εθt < 0⇒ −∞ < εθt < 0

0 < εθt < τ t (β)

0 < τ t (β) < εθt < 0 vacio

εθt > τ t (β) > 0⇒ τ t (β) < εθt <∞
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y

E [vT (β) |Ωt]

=
0

−∞
(1− θ) τ t (β)ht (λ|Ωt) dλ+

τ t(β)

0

[(1− θ) τ t (β)− λ]ht (λ|Ωt) dλ

−
∞

τ t(β)

θτ t (β)ht (λ|Ωt) dλ

= τ t (β)
0

−∞
ht (λ|Ωt) dλ− θτ t (β)

0

−∞
ht (λ|Ωt) dλ

+τ t (β)
τ t(β)

0

ht (λ|Ωt) dλ− θτ t (β)
τ t(β)

0

ht (λ|Ωt) dλ

−
τ t(β)

0

λht (λ|Ωt) dλ− θτ t (β)
∞

τ t(β)

ht (λ|Ωt) dλ

= τ t (β)
0

−∞
ht (λ|Ωt) dλ− θτ t (β)

0

−∞
ht (λ|Ωt) dλ

+τ t (β)
τ t(β)

0

ht (λ|Ωt) dλ− θτ t (β)
∞

0

ht (λ|Ωt) dλ

−
τ t(β)

0

λht (λ|Ωt) dλ

= τ t (β)
0

−∞
ht (λ|Ωt) dλ− θτ t (β)

0

−∞
ht (λ|Ωt) dλ

+τ t (β)
τ t(β)

0

ht (λ|Ωt) dλ+ θτ t (β)
0

−∞
ht (λ|Ωt) dλ

−
τ t(β)

0

λht (λ|Ωt) dλ

= τ t (β)
0

−∞
ht (λ|Ωt) dλ+ τ t (β)

τ t(β)

0

ht (λ|Ωt) dλ

−
τ t(β)

0

λht (λ|Ωt) dλ
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finalmente podemos expresar el valor esperado de vT (β) |Ωt como sigue:

E [vT (β) |Ωt]

= − |τ t (β)|
0

−∞
ht (λ|Ωt) dλ+ I [τ t (β) < 0]

0

−|τ t(β)|
[λ+ |τ t (β)|]ht (λ|Ωt) dλ

+ |τ t (β)|
0

−∞
ht (λ|Ωt) dλ+ I [τ t (β) > 0]

|τ t(β)|

0

[|τ t (β)|− λ]ht (λ|Ωt) dλ

= I [τ t (β) < 0]
0

−|τ t(β)|
[λ+ |τ t (β)|]ht (λ|Ωt) dλ+ I [τ t (β) > 0]

|τ t(β)|

0

[|τ t (β)|− λ]

×ht (λ|Ωt) dλ.

Dado que ht (·|Ωt) es una función continua y por el supuesto C3, el cual asegura que
existe una h > 0 tal que para todo t, ht (0|Ωt) ≥ h, implican que existe un h1 > 0 tal que
ht (λ|Ωt) > h1 siempre que |λ| < h1. De lo anterior para cualquier 0 < τ < h1, se cumple la
siguiente desigualdad

E [vT (β) |Ωt] ≥ I [τ t (β) < −τ ]
0

−τ
[λ+ τ ]h1dλ+ I [τ t (β) > τ ]

τ

0

[τ − λ]h1dλ

= I [τ t (β) < −τ ]h1
0

−τ
λdλ+ τ

0

−τ
dλ + I [τ t (β) > τ ]

×h1
τ

0

τdλ−
τ

0

λdλ

= I [τ t (β) < −τ ]h1
λ2

2

0

−τ
+ τ 2 + I [τ t (β) > τ ]h1 τ 2 − λ2

2

τ

0

= I [τ t (β) < −τ ]h1 −
τ 2

2
+ τ 2 + I [τ t (β) > τ ]h1 τ 2 − τ 2

2

= I [τ t (β) < −τ ]h1
τ 2

2
+ I [τ t (β) > τ ]h1

τ 2

2

=
τ 2

2
h1I [|τ t (β)| > τ ] .
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Tomando la esperanza no condicional, se sigue que:

E {E [vT (β) |Ωt]} = E [vT (β)]

≥ E
τ 2

2
h1I [|τ t (β)| > τ ]

=
τ 2

2
h1 Pr [|τ t (β)| > τ ]

=
τ 2

2
h1 Pr ft (β)− ft β0 > τ .

luego,

E [VT (β)] ≡ E T−1 T
t=1 vt (β)

≥ τ 2

2
h1T

−1 T
t=1 Pr ft (β)− ft β0 > τ

> 0,

ya que por el supuesto C7 si β − β0 ≥ ξ entonces

lim inf
T−→∞

T−1 T
t=1 Pr ft (β)− ft β0 > τ > 0,

de donde concluimos que E [VT (β)] = E QT (β)−QT β0 se minimiza de forma única en
β0 para T suficientemente grande. ¤

Teorema 6.2 (Normalidad asintótica). En el modelo (6.3) y bajo los supuestos AN1 a
AN4 en el Apéndice B y las condiciones del Teorema 6.1., tenemos el siguiente resultado
asintótico: √

TA
−1/2
T DT (β̂ − β0) d−→ N (0, I) ,

donde

AT ≡ E T−1θ (1− θ) T
t=1∇0ft β0 ∇ft β0 ,

DT ≡ E T−1 T
t=1 ht (0|Ωt)∇0ft β0 ∇ft β0 ,

y β̂ estimado como en el Teorema 6.1..

Demostración. Definamos Hitt (β) ≡ I [yt < ft (β)]− θ y gt (β) ≡ Hitt (β)∇0ft (β) ,
λT (β) ≡ T−1 T

t=1E [gt (β)] y μt (β, d) ≡ supkτ−βk≤d kgt (τ )− gt (β)k. Siguiendo la
estrategia de Ruppert y Carroll (1980), Lemas A1 y A2, sea {ej}pj=1 una base estándar de
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<p y defina Qj (a) ≡ −T−1/2 T
t=1 qt(β̂+ aej), donde a es un escalar. Sea Gj (a) la derivada

(finita) de Qj (a), esto es,

Gj (a) =
∂ −T−1/2 T

t=1 qt(β̂ + aej)

∂β̂
,

recordemos que por definición

qt(β̂ + aej) ≡ {θ − I[yt < ft(β̂ + aej)]}[yt − ft(β̂ + aej)]

y de aquí que
Gj (a) = −T−1/2 T

t=1∇jft(β̂ + aej)Hitt(β̂ + aej).

Debido a que Qj (a) es continua en a y alcanza su máximo en 0, se cumple que en una
vencidad del 0, para algún ξ > 0,

|Gj (0)| ≤ Gj (ξ)−Gj (−ξ)
= T−1/2 T

t=1 −∇jft(β̂ + ξej)Hitt(β̂ + ξej)

+∇jft(β̂ − ξej)Hitt(β̂ − ξej) .

Tomando el límite cuando ξ −→ 0, tenemos lo siguiente:

|Gj (0)| ≤ lim
ξ−→0

T−1/2 T
t=1 −∇jft(β̂ + ξej)Hitt(β̂ + ξej)

+∇jft(β̂ − ξej)Hitt(β̂ − ξej)

= T−1/2 T
t=1 ∇jft(β̂) I[yt = ft(β̂)]

≤ T−1/2 max
1≤t≤T

F (Ωt)
T
t=1 I[yt = ft(β̂)],

donde T−1/2 [max1≤t≤T F (Ωt)] = op (1) por el supuesto AN1 (a) y
T
t=1 I[yt = ft(β̂)] = Oa.s. (1) por el supuesto C2. De lo anterior se sigue que Gj (0)

p−→ 0

para cada j, lo cual implica que T−1/2 T
t=1 gt(β̂) = op (1) .

Por otro lado λT β0 está bien definida ya que β0 es un punto interior de B por el
supuesto AN1, entonces por la ley de las esperanzas iteradas,

E gt β0 = E E Hitt β0 |Ωt ∇0ft β0 = 0,

ya que asumimos que el modelo (6.3) está correctamente especificado.
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Usando el teorema del valor medio para expander λT (β) alrededor de β0 y aplicando la
regla de Leibnitz para diferenciar bajo el signo integral, obtenemos la siguiente ecuación:

λT (β)− λT β0 = T−1
∂ T

t=1E [gt (β)]

∂β
|β=β∗ β − β0 ,

con λT β0 = 0 ya que E gt β0 = 0, de modo que podemos escribir la ecuación anterior
como:

λT (β) = T−1
∂ T

t=1E [gt (β)]

∂β
|β=β∗ β − β0

λT (β) = T−1
∂ T

t=1E [Hitt (β)∇0ft (β)]
∂β

|β=β∗ β − β0

λT (β) = T−1
∂ T

t=1E {{I [yt < ft (β)]− θ}∇0ft (β)}
∂β

|β=β∗ β − β0

= T−1
∂ T

t=1E {{I [εθt < τ t (β)]− θ}∇0ft (β)}
∂β

|β=β∗

= T−1
∂ T

t=1E {E {{I [εθt < τ t (β)]− θ}∇0ft (β) |Ωt}}
∂β

|β=β∗

= T−1
∂ T

t=1E{∇0ft (β) [
τ t(β)

−∞ ht (λ|Ωt) dλ− 0

−∞ ht (λ|Ωt) dλ]}
∂β

|β=β∗,

= T−1 T
t=1

∂

∂β
{E{∇0ft (β) [I (τ t (β) > 0)

τ t(β)

0

ht (λ|Ωt) dλ

−I (τ t (β) < 0)
0

τ t(β)

ht (λ|Ωt) dλ]}}|β=β∗,

luego por la Regla de Leibnitz, tenemos la siguiente igualdad:

λT (β) = T−1 T
t=1E {∇0ft (β∗)∇ft (β∗)

I (τ t (β
∗) > 0)

τ t(β
∗)

0

ht (λ|Ωt) dλ

−I (τ t (β∗) < 0)
0

τ t(β
∗)
ht (λ|Ωt) dλ

+T−1 T
t=1E{∇0ft (β∗)∇ft (β∗)ht (τ t (β∗) |Ωt)} β − β0

= ΛT (β
∗) β − β0 ,
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donde β∗ está entre β y β0. Ahora mostraremos que ΛT (β
∗) = DT +O β−β0 , donde

DT es como se define en el supuesto AN3.

ΛT (β
∗)−DT = T−1 T

t=1E{∇0ft (β∗)∇ft (β∗)

×[I (τ t (β∗) > 0)
τ t(β

∗)

0

ht (λ|Ωt) dλ

−I (τ t (β∗) < 0)
0

τ t(β
∗)
ht (λ|Ωt) dλ]}

+T−1 T
t=1E{∇0ft (β∗)∇ft (β∗)ht (τ t (β∗) |Ωt)

−∇0ft β0 ∇ft β0 ht (0|Ωt)k .

Observemos que el primer término es O β∗ − β0 , para lo cual tomamos la expansión

en serie de Taylor de τ t(β
∗)

0
ht (λ|Ωt) dλ alrededor de β

0, es decir,

τ t(β
∗)

0

ht (λ|Ωt) dλ =
τ t(β0)

0

ht (λ|Ωt) dλ (esta parte es cero)

+
∂

τ t(β
∗)

0
ht (λ|Ωt) dλ

∂β∗
|β∗=β∗∗ β∗ − β0

= [ht (τ t (β
∗∗) |Ωt)∇ft (β∗∗)− ht (0|Ωt)× 0] β∗ − β0

= ht (τ t (β
∗∗) |Ωt)∇ft (β∗∗) β∗ − β0 ,

e igualmente

0

τ t(β
∗)
ht (λ|Ωt) dλ]

=
0

τ t(β0)
ht (λ|Ωt) dλ+

∂
0

τ t(β
∗) ht (λ|Ωt) dλ

∂β∗
|β∗=β∗∗ β∗ − β0

= [ht (0|Ωt)× 0− ht (τ t (β
∗∗) |Ωt)∇ft (β∗∗)] β∗ − β0

= −ht (τ t (β∗∗) |Ωt)∇ft (β∗∗) β∗ − β0 ,
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con β∗∗ entre β∗ y β0. De modo que,

T−1 T
t=1E ∇0ft (β∗)∇ft (β∗) I (τ t (β

∗) > 0)
τ t(β

∗)

0

ht (λ|Ωt) dλ

−I (τ t (β∗) < 0)
0

τ t(β
∗)
ht (λ|Ωt) dλ

≤ T−1 T
t=1E{ 2∇0ft (β∗)∇ft (β∗)ht (τ t (β∗∗) |Ωt)∇ft (β∗∗) β∗ − β0

≤ T−1 T
t=1E{ 2F (Ωt)

3N β∗ − β0

≤ T−1 T
t=1NF0 β∗ − β0 = O β∗ − β0 .

luego dado que β∗ está entre β y β0, entonces también el primer término es de orden
O β − β0 , mientras que el segundo término podemos rescribirlo como:

T−1 T
t=1E{∇0ft (β∗)∇ft (β∗)ht (τ t (β∗) |Ωt)

−∇0ft β0 ∇ft (β∗)ht (τ t (β∗) |Ωt) +∇0ft β0 ∇ft (β∗)ht (τ t (β∗) |Ωt)

−∇0ft β0 ∇ft β0 ht (τ t (β
∗) |Ωt) +∇0ft β0 ∇ft β0 ht (τ t (β

∗) |Ωt)

−∇0ft β0 ∇ft β0 ht (0|Ωt)}k
≤ T−1 T

t=1E{ ∇0ft (β∗)−∇0ft β0 k∇ft (β∗)kht (τ t (β∗) |Ωt)

+ ∇0ft β0 ∇ft (β∗)−∇ft β0 ht (τ t (β
∗) |Ωt)

+ ∇0ft β0 ∇ft β0 [ht (τ t (β
∗) |Ωt)− ht (0|Ωt)]}

≤ T−1 T
t=1E{M Ωt,β

∗,β0 F (Ωt)N

+F (Ωt)M Ωt,β
∗,β0 N + F (Ωt)

2 L kτ t (β∗)k
= T−1 T

t=1E{2M Ωt,β
∗,β0 F (Ωt)N + F (Ωt)

2 L f(β∗)− f(β0)

Por el Teorema del valor medio y siguiendo con la demostración,

f(β∗)− f(β0)

≤ k∇ft (β∗)k β∗ − β0 ≤ kF (Ωt)k β∗ − β0

≤ T−1 T
t=1E{2M Ωt,β

∗,β0 F (Ωt)N}+ F (Ωt)
3 L β∗ − β0

≤ T−1 T
t=1 2NM1 β∗ − β0 + F0L β∗ − β0

≤ T−1 T
t=1 [2NM1 + F0L] β∗ − β0

= O β∗ − β0 ,

e igualmente tenemos que dicho término es también O β − β0 . Por consiguiente, se
cumple lo siguiente,

λT (β) = DT β − β0 +O β − β0 2
. (C.1)
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Pero debido a que la matriz DT es positiva definida para T suficientemente grande se sigue
el resultado (parte N3 (i) del Teorema de Weiss (1991)).
Para N3 (ii) en el Teorema de Weiss (1991), note que

|Hitt (τ )−Hitt (β)| = |I [yt < ft (τ )]− θ − I [yt < ft (β)] + θ|
= |I [yt < ft (τ )]− I [yt < ft (β)]|
≤ |I [yt − ft (β) < ft (τ )− ft (β)]|+ |I [yt < ft (β)]|
= I [yt − ft (β) < ft (τ )− ft (β)] + I [yt − ft (β) < 0]

= I [|yt − ft (β)| < |ft (τ )− ft (β)|] ,

a partir de lo cual, tenemos que:

μt (β, d) = sup
kτ−βk≤d

kgt (τ )− gt (β)k

= sup
kτ−βk≤d

kHitt (τ )∇0ft (τ )−Hitt (β)∇0ft (β)k

= sup
kτ−βk≤d

kHitt (τ )∇0ft (τ )−Hitt (β)∇0ft (β)

+∇0ft (β)Hitt (τ )−∇0ft (β)Hitt (τ )k
= sup

kτ−βk≤d
kHitt (τ ) [∇0ft (τ )−∇0ft (β)]

+∇0ft (β) [Hitt (τ )−Hitt (β)]k
= sup

kτ−βk≤d
kHitt (τ ) [∇0ft (τ )−∇0ft (β)]k

+ sup
kτ−βk≤d

k∇0ft (β) [Hitt (τ )−Hitt (β)]k

≤ sup
kτ−βk≤d

|Hitt (τ )| k∇0ft (τ )−∇0ft (β)k

+ sup
kτ−βk≤d

k∇0ft (β)k |Hitt (τ )−Hitt (β)|

≤ sup
kτ−βk≤d

k∇0ft (τ )−∇0ft (β)k

+ sup
kτ−βk≤d

k∇0ft (β)k I [|yt − ft (β)| < |ft (τ )− ft (β)|] .

Así, que se cumple la siguiente desigualdad,

μt (β, d) ≤ sup
kτ−βk≤d

O kβ − τk

+ sup
kτ−βk≤d

F (Ωt) I [|yt − ft (β)| < |ft (τ )− ft (β)|]

≤ O (d) + F (Ωt) I [|yt − ft (β)| < |ft (τ )− ft (β)|]



174 APÉNDICE C. PRUEBAS DE LOS TEOREMAS 6.1 A 6.5 DEL CAPÍTULO 6

luego, tomando valores esperados a ambos lados de la desigualdad,

E [μt (β, d)] ≤ E [dM (Ωt,β, τ )] +E {F (Ωt) I [|εt| < |ft (τ )− ft (β)|]} ,

donde el segundo término es igual a:

E {F (Ωt) I [|εt| < |ft (τ )− ft (β)|]}
= E {E {F (Ωt) I [|εt| < |ft (τ )− ft (β)|] |Ωt}}
= E {F (Ωt)E {I [|εt| < |ft (τ )− ft (β)|] |Ωt}}

= E F (Ωt)
∞

−∞
I [|λ| < |ft (τ )− ft (β)|]ht (λ|Ωt) dλ

= E F (Ωt)
|ft(τ )−ft(β)|

−|ft(τ )−ft(β)|
ht (λ|Ωt) dλ

≤ E F (Ωt)N
|ft(τ )−ft(β)|

−|ft(τ )−ft(β)|
dλ

= E {F (Ωt)N2 |ft (τ )− ft (β)|} ,

luego por el teorema del valor medio tenemos que:

|ft (τ )− ft (β)| ≤ k∇ft (τ ∗)k kτ − βk ,

con τ ∗ entre τ y β, de está forma retomando el valor esperado, tenemos que:

E [μt (β, d)] ≤ O (d) +E {F (Ωt) k∇ft (τ ∗)k kτ − βkN}
≤ O (d) +E F (Ωt)

2 dN

≤ O (d) + dNE F (Ωt)
2

≤ O (d) + dNH = O (d)

donde d está definido en el supuesto AN1.
Por último para el segundo momento de μt (β, d) tenemos lo siguiente,

E [μt (β, d)]
2 ≤ E{O (d)2 + F (Ωt)

2 k∇ft (τ ∗)k k(τ − β)kN2

+2O (d)F (Ωt) |∇ft (τ ∗) (τ − β)|N}
≤ O (d)2 + dN2E F (Ωt)

2 F (Ωt)

+2O (d)E (F (Ωt) |∇ft (τ ∗) (τ − β)|N)
≤ O (d) + dN2F0 + 2O (d)

= O (d) .
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De lo anterior se sigue que (recordemos que λT (β) ≡ T−1 T
t=1E [gt (β)])

T 1/2λT (β̂) = −T−1/2 T
t=1 gt β0 + op (1) .

Por consistencia y el Teorema de Slutsky aplicado a (C.1), tenemos que

T 1/2λT (β̂) = DTT
1/2(β̂ − β0) + op (1) .

De los últimos dos resultados tenemos que

DTT
1/2(β̂ − β0) = −T−1/2 T

t=1 gt β0

= −T−1/2 T
t=1Hitt β0 ∇0ft β0

= T−1/2 T
t=1 {θ − I [yt < ft (β)]}∇0ft β0 ,

luego por el supuesto AN4, T−1/2 T
t=1 {θ − I [yt < ft (β)]}∇0ft β0 obedece el TLC, con

valor esperado igual a cero ya que E gt β0 = 0, y varianza

E{−T−1/2 T
t=1 gt β0 }2 = T−1 T

t=1E gt β0
2
,

ya que los valores de los productos cruzados es cero, luego,

E gt β0
2
= E Hitt(β

0)∇0ft β0 ∇ft β0 Hit0t(β
0)

= E E Hitt(β
0)∇0ft β0 ∇ft β0 Hit0t(β

0) |Ωt

= E ∇0ft β0 E Hitt(β
0)Hit0t(β

0) |Ωt∇ft β0

= E θ(1− θ)∇0ft β0 ∇ft β0 ,

es decir,

E{−T−1/2 T
t=1 gt β0 }2 = E{T−1θ(1− θ) T

t=1∇0ft β0 ∇ft β0 ≡ AT

y de aquí que T 1/2A−1/2T DT (β̂ − β0) d−→ N (0, I) . ¤

Teorema 6.3 (Estimación de la matriz de varianzas y covarianzas). Bajo los supuestos
VC1 a VC3, en el Apéndice B y las condiciones de los Teoremas 6.1 y 6.2, ÂT −AT

p−→ 0
y D̂T −DT

p−→ 0, donde

ÂT = T−1θ(1− θ)∇0ft(β̂)∇ft(β̂),
D̂T = (2T ĉT )

−1 T
t=1 I yt − ft(β̂) < ĉT ∇0ft(β̂)∇ft(β̂),



176 APÉNDICE C. PRUEBAS DE LOS TEOREMAS 6.1 A 6.5 DEL CAPÍTULO 6

AT y DT se def inierón en el Teorema 2 y ĉT se def ine en el supuesto VC1 enunciado en el
Apéndice B.

Demostración. Por el supuesto VC3 tenemos que:

T−1θ(1− θ) T
t=1∇0ft β0 ∇ft β0

−E T−1θ (1− θ) T
t=1∇0ft β0 ∇ft β0

p−→ 0,

además dado que β̂
p−→ β0 y por los supuestos C1 y AN1, tenemos que∇ft(β̂)

p−→ ∇ft β0

y de aquí que ÂT
p−→ AT .

Para probar que D̂T
p−→ DT definamos,

D̃T ≡ (2TcT )−1 T
t=1 I (|εtθ| < cT )∇0ft β0 ∇ft β0 ,

y mostremos primeramente que D̂T − D̃T = op (1) y posteriormente que D̃T −DT = op (1) ,

para concluir así que D̂T −DT
p−→ 0.

Defina ε̂t ≡ yt − ft(β̂), entonces

D̂T − D̃T

= (2T ĉT )
−1 T

t=1 I (|ε̂t| < ĉT )∇0ft(β̂)∇ft(β̂)
− (2TcT )−1 T

t=1 I (|εtθ| < cT )∇0ft β0 ∇ft β0

= (2T ĉT )
−1 T

t=1 I (|ε̂t| < ĉT )∇0ft(β̂)∇ft(β̂)
− (2TcT )−1 T

t=1 I (|εtθ| < cT )∇0ft β0 ∇ft β0

+(2T ĉT )
−1 T

t=1 I (|εtθ| < cT ) {∇0ft(β̂)∇ft(β̂)
−∇0ft(β̂)∇ft(β̂)−∇0ft β0 ∇ft(β̂)
+∇0ft β0 ∇ft(β̂)−∇0ft β0 ∇ft β0 +∇0ft β0 ∇ft β0 }

=
cT
ĉT

(2T ĉT )
−1 T

t=1{[I (|ε̂t| < ĉT )− I (|εtθ| < cT )]

×∇0ft(β̂)∇ft(β̂) + I (|εtθ| < cT ) ∇0ft(β̂)−∇0ft β0 ∇ft(β̂)

+I (|εtθ| < cT )∇0ft β0 ∇ft(β̂)−∇ft β0

+
cT − ĉT

cT
I (|εtθ| < cT )∇0ft β0 ∇ft β0 } .
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La función indicadora en la primer línea cumple la siguiente desigualdad:

|I (|ε̂t| < ĉT )− I (|εtθ| < cT )| ≤ I (|ε̂t| < ĉT )− I (|εtθ| < cT )

≤ I |εtθ − cT | < τ t(β̂) + |ĉT − cT |

+I |εtθ + cT | < τ t(β̂) + |ĉT + cT | .

Así, que:

D̂T − D̃T ≤ cT
ĉT
(2TcT )

−1 T
t=1{I |εt − cT | < τ t(β̂) + |ĉT − cT |

+I |εt + cT | < τ t(β̂) + |ĉT + cT | }F (Ωt)
2

+I (|εt| < cT )M(Ωt, β̂,β
0)F (Ωt) + I (|εt| < cT )F (Ωt)M(Ωt, β̂,β

0)

+
cT − ĉT

cT
I (|εtθ| < cT )F (Ωt)

2

≡ cT
ĉT
(A1 + 2A2 +A3) .

Ahora suponga que para d > 0 dado, el cual puede elegirse arbitrariamente pequeño, y
T suficientemente grande, tal que se cumple que cT−ĉT

cT
< d y que c−1T β̂−β0 < d. Es

posible mostrar que E (Ai) = O (d) , para i = 1, 2, 3. Es decir, podemos encontrar funciones

acotadas para D̂T − D̃T las cuales pueden hacerse arbitrariamente pequeñas en probabi-
lidad, eligiendo d suficientemente pequeño. Calculemos el valor esperado para A1, para lo
cual notemos que por el teorema del valor medio se sigue la siguiente desigualdad:

τ t(β̂) = ft(β̂)− ft β0 ≤ k∇ft (β∗)k β̂ − β0 ,

y de aquí que:

E (A1) = E (2TcT )
−1 T

t=1 I |εt − cT | < τ t(β̂) + |ĉT − cT |

+I |εt + cT | < τ t(β̂) + |ĉT + cT | F (Ωt)
2

≤ E (2TcT )
−1 T

t=1 I |εt − cT | < k∇ft (β∗)k β̂ − β0 + |ĉT − cT |

+I |εt + cT | < k∇ft (β∗)k β̂ − β0 + |ĉT + cT | F (Ωt)
2

≤ E (2TcT )
−1 T

t=1 [I (|εt − cT | < F (Ωt) d+ |ĉT − cT |)

+I (|εt + cT | < F (Ωt) d+ |ĉT + cT |)]F (Ωt)
2

≤ E (2TcT )
−1 T

t=1 [I (|εt − cT | < dcT [F (Ωt) + 1])

+I (|εt + cT | < dcT [F (Ωt) + 1])]F (Ωt)
2 ,
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por otro lado observemos que

E [I (|εt − cT | < dcT [F (Ωt) + 1])]

= E {E {I [|εt − cT | < dcT (F (Ωt) + 1)] |Ωt}}
= E {E {I [cT − dcT (F (Ωt) + 1) < εt <

dcT (F (Ωt) + 1) + cT ] |Ωt}}

= E
cT+dcT (F (Ωt)+1)

cT−dcT (F (Ωt)+1)
ht (λ|Ωt) dλ

= E {ht (cT + dcT (F (Ωt) + 1) |Ωt)

−ht (cT − dcT (F (Ωt) + 1) |Ωt)}
= E {cT + dcT [F (Ωt) + 1]− cT + dcT [F (Ωt) + 1]}
= E {2dcT [F (Ωt) + 1]} ,

e igualmente,

E {I (|εt + cT | < dcT [F (Ωt) + 1])} = E {2dcT [F (Ωt) + 1]} ,

de está forma retomando la desigualdad para E (A1) , tenemos que,

E (A1) ≤ E (2TcT )
−1 T

t=1 4dcT [F (Ωt) + 1]F (Ωt)
2

≤ E 2d (T )−1 T
t=1 F (Ωt)

3 + F (Ωt)
2

≤ 2dT−1 T
t=1 E [F (Ωt)]

3 +E [F (Ωt)]
2

≤ 2dT−1 T
t=1 (F0 +H) = 2d (F0 +H) = O (d) ,

H 6= 0 constante.

Veamos ahora que E (A2) = O (d) ,

E (A2) = E (2TcT )
−1 T

t=1 I (|εtθ| < cT )M Ωt, β̂,β
0 F (Ωt)

≤ E (2TcT )
−1 T

t=1M Ωt, β̂,β
0 F (Ωt)

≤ (2TcT )
−1 T

t=1E M Ωt, β̂,β
0 F (Ωt)

≤ (2TcT )
−1 T

t=1M1 β̂ − β0

≤ (2)−1M1c
−1
T β̂ − β0 ≤ M1d

2
= O (d) .
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Igualmente E (A3) = O (d) , ya que:

E (A3) = E
cT − ĉT

cT
(2TcT )

−1 T
t=1 I (|εtθ| < cT )F (Ωt)

2

≤ E d (2TcT )
−1 T

t=1 F (Ωt)
2

≤ d (2TcT )
−1 T

t=1E [F (Ωt)]
2

≤ 2H (cT )
−1 d = O (d) .

Mostremos ahora que D̃T −DT = op (1) ,

D̃T −DT

= (2TcT )
−1 T

t=1 I (|εtθ| < cT )∇0ft β0 ∇ft β0

−E T−1 T
t=1 ht (0|Ωt)∇0ft β0 ∇ft β0

= (2TcT )
−1 T

t=1 I (|εtθ| < cT )∇0ft β0 ∇ft β0

−E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]∇0ft β0 ∇ft β0

+T−1 T
t=1 (2cT )

−1E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]∇0ft β0 ∇ft β0

−E ht (0|Ωt)∇0ft β0 ∇ft β0 .

Calculemos la esperanza y la varianza del primer término,

E (2TcT )
−1 T

t=1 I (|εtθ| < cT )∇0ft β0 ∇ft β0

−E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]∇0ft β0 ∇ft β0

= (2TcT )
−1 T

t=1 E I (|εtθ| < cT )∇0ft β0 ∇ft β0

−E E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]∇0ft β0 ∇ft β0

= 0,

ya que,

E I (|εtθ| < cT )∇0ft β0 ∇ft β0 = E E I (|εtθ| < cT )∇0ft β0 ∇ft β0 |Ωt

= E E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]∇0ft β0 ∇ft β0 .
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Mientras que la varianza está dada por:

Var (2TcT )
−1 T

t=1 {I (|εtθ| < cT )−E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]}

×∇0ft β0 ∇ft β0

= E (2TcT )
−1 T

t=1 {I (|εtθ| < cT )−E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]

×∇0ft β0 ∇ft β0
2

= (2TcT )
−2E T

t=1 {[I (|εtθ| < cT )−E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]]}2

× ∇0ft β0 ∇ft β0
2

,

esto porque las esperanzas de los dobles productos son cero por la ley de las esperanzas
iteradas, entonces continuando tenemos que:

(2TcT )
−2E T

t=1 {[I (|εtθ| < cT )−E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]]}2

× ∇0ft β0 ∇ft β0
2

≤ (2TcT )
−2 T

t=1E F (Ωt)
2 2 ≤ (2TcT )−2 T

t=1 F1

= 4Tc2T
−1

F1 = o (1) ,

de modo que el primer término converge en media cuadrática a cero y de aquí que también
converge en probabilidad a cero. Para el segundo término tenemos que por el supuesto VC3
T−1 T

t=1 ht (0|Ωt)∇0ft β0 ∇ft β0 −DT
p−→ 0 o equivalentemente que

T−1 T
t=1 ht (0|Ωt)∇0ft β0 ∇ft β0

−E T−1 T
t=1 ht (0|Ωt)∇0ft β0 ∇ft β0

p−→ 0,

de tal forma que debemos probar lo siguiente:

T−1 T
t=1 (2cT )

−1E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]∇0ft β0 ∇ft β0

−E ht (0|Ωt)∇0ft β0 ∇ft β0 es op (1)

o equivalentemente que,

T−1 T
t=1 (2cT )

−1E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]∇0ft β0 ∇ft β0

−ht (0|Ωt)∇0ft β0 ∇ft β0

= T−1 T
t=1 (2cT )

−1E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]− ht (0|Ωt) ∇0ft(β0)∇ft β0

= op (1) .
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Notemos que,

(2cT )
−1E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]− ht (0|Ωt)

= (2cT )
−1

cT

−cT
ht (λ|Ωt) dλ− ht (0|Ωt)

≤ (2cT )
−1 2cT max

λ∈[−cT ,cT ]
ht (λ|Ωt)− ht (0|Ωt)

= max
λ∈[−cT ,cT ]

ht (λ|Ωt)− ht (0|Ωt)

≤ L |cT | = op (1) ,

por el supuesto AN2 (b) que dice: ht (ε|Ωt) satisface la condición de Lipschitz
|ht(λ1|Ωt)− ht(λ2|Ωt)| ≤ L (λ1 − λ2) para alguna constante L < ∞ ∀t. De lo anterior
concluimos que también el segundo término converge en probabilidad a cero y de aquí que
D̃T −DT

p−→
T−→∞

0, finalmente dado que en la primer parte de la demostración mostramos

que D̂T − D̃T
p−→

T−→∞
0 concluimos que D̂T −DT

p−→
T−→∞

0. ¤

Teorema 6.4 (Prueba de cuantil dinámico dentro de la muestra, CDDM). Bajo los supuestos
del Teorema 6.1, Teorema 6.2 y los supuestos DQ1 a DQ6, enunciados a en el Apéndice B.
Se sigue el siguiente resultado:

θ (1− θ)E T−1MTM
0
T

− 1
2 T−

1
2X0(β̂)Hit(β̂)

d∼ N (0, I) .

Además, si se cumple el supuesto DQ7, y las condiciones del Teorema 6.3, tenemos el si-
guiente resultado asintótico:

CDDM ≡
Hit0(β̂)X(β̂) M̂TM̂

0
T

−1
X0(β̂)Hit(β̂)

θ(1− θ)
d∼ χ2q,

donde

M̂T ≡ X0 β̂ − (2TcT )
−1

T

t=1

I Yt − ft(β̂) < cT X0
t(β̂)∇ft(β̂)

×D̂−1T ∇0f(β̂).

Demostración. El procedimiento de la prueba es el siguiente: Aproximar la función discon-
tinuaHitt(β̂) ≡ I Yt < ft(β̂) −θ mediante una función continua diferenciable, luego aplicar
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el teorema el valor medio alrededor de β0 y mostrar que el estadístico de prueba aproximado
converge en distribución a la distribución normal postulada. finalmente, mostrar que está
aproximación converge en probabilidad al estadístico de prueba definido en el teorema.
Definamos,

Hit⊕t (β̂) = 1 + exp c−1T εt
−1 − θ = I∗ (ε̂t)− θ,

donde ε̂t = yt − ft(β̂) y cT es una secuencia no estocástica tal que limT−→∞ cT = 0, de tal
forma que:

∇β̂Hit⊕t (β̂) = c−1T exp c−1T ε̂t 1 + exp c−1T ε̂t
−2∇ft(β̂)

≡ kcT (ε̂t)∇ft(β̂).

Note que kcT (ε̂t) es la función de densidad de probabilidad de una logística con media cero
y parámetro cT . En forma matricial, podemos escribir ∇β̂Hit

⊕(β̂) = K (ε̂t)∇f(β̂), donde
K (ε̂t) es una matriz diagonal con entradas kcT (ε̂t) .
Debido a que Xt(β̂) es acotada en probabilidad y Hit⊕t (β̂) es acotada entre −θ y 1− θ,

note que:

T−
1
2X0(β̂)Hit⊕(β̂) = T−

1
2

T

t=1

{X0
t(β̂)Hit⊕t (β̂)

×[1−
Ji

j=1

I(εθt = εjt)]}+ op (1) ,

ya que los puntos sobre los cuales Xt(β̂) es no diferenciable forman un conjunto de medida
cero, por el supuesto DQ3. En lo que sigue por simplicidad de notación, supondremos que
Xt(β̂) es diferenciable en todas partes. El caso de no diferenciabilidad puede completarse
trabajando con

T−
1
2

T

t=1

X0
t(β̂)Hit⊕t (β̂) 1−

Ji

j=1

I εθt = εjt

más que con X0(β̂)Hit⊕(β̂).

Aplicando el teorema de valor medio a T−
1
2X0(β̂)Hit⊕(β̂) alrededor de β0 tenemos lo

siguiente:

T−
1
2X0(β̂)Hit⊕(β̂)− T−

1
2X0(β0)Hit⊕(β0)

= T−
1
2 ∇X(β∗)Hit⊕(β∗) +X(β∗)∇Hit⊕(β∗) (β̂ − β0)

= T−
1
2 ∇X(β∗)Hit⊕(β∗) +X(β∗)K (ε∗t )∇f(β∗) (β̂ − β0),
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es decir,

T−
1
2X0(β̂)Hit⊕(β̂) (C.2)

= T−
1
2X0(β0)Hit⊕(β0) + T−

1
2 [∇X(β∗)Hit⊕(β∗) +X(β∗)K (ε∗t )∇f(β∗)]× (β̂ − β0),

donde β∗ está entre β̂ y β0, y las variables involucradas se definen como:

ε∗t = yt − ft(β
∗), (C.3)

X0(β) ≡ [X0
1(β), . . . ,X

0
T (β)] ,

∇X(β) ≡ [∇X1(β), . . . ,∇XT (β)] ,

Hit⊕(β) ≡ Hit⊕1 (β), . . . , Hit⊕T (β)
0

K (ε∗t ) = diag {kcT (ε∗1) , . . . , kcT (ε∗T )}
∇f(β) ≡ [∇0f1(β), . . . ,∇0fT (β)]0 .

Sumando y restando términos apropiados en la ecuación (C.2), podemos rescribir dicha
expresión como sigue:

T−
1
2X0(β̂)Hit⊕(β̂) (C.4)

= T−
1
2X0(β0)Hit(β0)−E T−1X(β0)H∇f(β0) D−1T T−

1
2∇0f(β0)Hit(β0)

+E T−1X(β0)H∇f(β0) D−1T T−
1
2∇0f(β0)Hit(β0)

−T−1 X(β0)H∇f(β0) D−1T T−
1
2∇0f(β0)Hit(β0)

+T−
1
2X0(β0)Hit⊕(β0)− T−

1
2X0(β0)Hit(β0)

+T−
1
2 ∇X(β∗)Hit⊕(β∗) +X(β∗)K (ε∗t )∇f(β∗) (β̂ − β0)

+T−1 X(β0)H∇f(β0) D−1T T−
1
2∇0f(β0)Hit(β0)

Por el supuesto DQ4, tenemos que,

T−1X0 β0 H∇f β0 −E T−1X0 β0 H∇f β0
p−→

T−→∞
0,

de tal forma que los términos

E T−1X(β0)H∇f(β0) D−1T T−
1
2∇0f(β0)Hit(β0)

y
−T−1 X(β0)H∇f(β0) D−1T T−

1
2∇0f(β0)Hit(β0)

son op (1) .
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Demostremos ahora que T−
1
2X0(β0)Hit⊕(β0)− T−

1
2X0(β0)Hit(β0)

p−→
T−→∞

0, recordemos

que por definición,
I∗ (|εt|) = 1 + exp c−1T |εt|

−1

o equivalentemente (para simplificar notación),

I∗ (|a|) = {1 + exp [|b|]}−1 = 1

1 + exp [|b|] ,

Probemos que:

I∗ (|a|) =
1

1 + exp [|b|]

= 1− 1

1 + exp [− |b|]
= 1− I∗ (− |a|) .

si b > 0, tenemos que:

1− I∗ (− |a|) = 1− 1

1 + exp [− |b|]

= 1− 1

1 + exp [−b]

=
1 + exp [−b]− 1
1 + exp [−b]

=
exp [−b]

1 + exp [−b]

=
1

exp [b] + 1

= I∗ (|a|) .

Si b < 0, entonces

1− I∗ (− |a|) = 1− 1

1 + exp [b]

=
exp [b]

1 + exp [b]

=
1

exp [−b] + 1
= I∗ (|a|) .
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De aquí que I∗ (|εt|) = 1− I∗ (− |εt|) . Para cada t, tenemos que;

Hit⊕t (β
0)−Hitt(β

0) = |I∗ (εθt)− θ − I (εθt) + θ|
= |I∗ (εθt)− I (εθt)|
≤ I∗ (|εθt|) I |εθt| ≥ T−d + I |εθt| < T−d

≡ Ct +Dt,

donde d es un entero positivo más grande que 1/2, tal que limT−→∞ T d = 0, y Ct = I∗ (|εθt|)×
I |εθt| ≥ T−d y Dt = I∗ (|εθt|)× I |εθt| < T−d ; por lo tanto,

T−
1
2 X0(β0) Hit⊕(β0)−Hit(β0)

≤ T−
1
2

T

t=1

Xt(β
0) Hit⊕t (β

0)−Hitt(β
0)

≤ T−
1
2

T

t=1

Xt(β
0) Hit⊕t (β

0)−Hitt(β
0)

≤ T−
1
2

T

t=1

W (Ωt) |Ct +Dt| .

Notemos que por definición I∗ (|εθt|) es decreciente en |εθt| , tenemos que Ct ≤ I∗ T−d , por
consiguiente,

T−
1
2

T

t=1

E [W (Ωt)Ct] ≤ T−
1
2

T

t=1

E W (Ωt)× I∗ T−d

= T−
1
2

T

t=1

E [W (Ωt)] 1 + exp c−1T T−d
−1

≤ T−
1
2

T

t=1

W0 1 + exp c−1T T−d
−1

= T
1
2W0 1 + exp c−1T T−d

−1 T−→∞−→ 0.

Para Dt, note que Dt ≤ I |εθt| < T−d , ya que I∗ (|εθt|) es una función acotada entre 0 y 1,
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de está forma, para cualquier ξ > 0, y por la desigualdad de Markov, con p = 1 tenemos que

T−
1
2

T

t=1

Pr [W (Ωt)Dt > ξ]

≤ T−
1
2

T

t=1

Pr W (Ωt) I |εθt| < T−d > ξ

≤ T−
1
2

T

t=1

E W (Ωt) I |εθt| < T−d

ξ

≤ T−
1
2 ξ−1

T

t=1

E [W (Ωt)] Pr I |εθt| < T−d

= T−
1
2 ξ−1

T

t=1

E [W (Ωt)]
T−d

−T−d
ht (λ|Ωt) dλ

≤ T−
1
2 ξ−1

T

t=1

W0

T−d

−T−d
ht (λ|Ωt) dλ

≤ T−
1
2 ξ−1

T

t=1

W0

T−d

−T−d
Ndλ por supuesto AN2

≤ T−
1
2 ξ−1T−1 W02T

−dN

= 2W0ξ
−1NT−d+

1
2
T−→∞−→ 0, ya que d >

1

2
,

de está forma mostramos que T−
1
2X0(β0)Hit⊕(β0)− T−

1
2X0(β0)Hit(β0)

p−→
T−→∞

0.

Reescribiendo el término

T−
1
2 ∇X(β∗)Hit⊕(β∗) +X(β∗)K (ε∗t )∇f(β∗) (β̂−β0),

en la ecuación (C.4), tenemos que:

T−
1
2 ∇X(β∗)Hit⊕(β∗) +X(β∗)K (ε∗t )∇f(β∗) (β̂−β0)

= T−
1
2 ∇X(β∗)Hit⊕(β∗) +X(β∗)K (ε∗t )∇f(β∗) T−

1
2D−1T DTT

1
2 (β̂−β0).

Entonces las dos últimas líneas en la ecuación (C.4) se cancelan asintóticamente siempre que
se cumpla lo siguiente:

DTT
1
2 (β̂−β0) = −T− 1

2∇0f β0 Hit β0 + op (1) ,
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y

T−1[∇X(β∗)Hit⊕(β∗) +X(β∗)K (ε∗t )∇f(β∗)D−1T
= T−1 X(β0)H∇f(β0) D−1T ,

la primer igualdad se cumple ya que en la demostración del Teorema 6.2 se mostró que:

DTT
1
2 (β̂−β0) = −T− 1

2

T

t=1

Hitt β0 ∇0ft β0 + op (1) .

Para la segunda igualdad, tenemos que por ser β̂ un estimador consistente de β0 se cumple
el siguiente resultado:

T−1 ∇X(β∗)Hit⊕(β∗) +X(β∗)K (ε∗t )∇f(β∗)
−T−1 ∇X(β0)Hit⊕(β0) +X(β0)K (εt)∇f(β0)

p−→
T−→∞

0.

Equivalente a la demostración de que T−
1
2X0(β0)Hit⊕(β0)−T− 1

2X0(β0)Hit(β0)
p−→

T−→∞
0,

podemos mostrar que T−1∇X(β0)Hit⊕(β0)− T−1∇X(β0)Hit(β0) p−→
T−→∞

0. Calculemos los

primeros dos momentos, y mostremos que E T−1∇X(β0)Hit(β0) = 0 y

Var T−1∇X(β0)Hit(β0) −→
T−→∞

0, tal y como se muestra a continuación.

E T−1
T

t=1

∇Xt(β
0)Hitt(β

0) = E T−1
T

t=1

∇Xt(β
0)E Hitt(β

0)|Ωt

= 0,
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y

Var T−1
T

t=1

∇Xt(β
0)Hitt(β

0)

= T−2
T

t=1

E ∇Xt(β
0)Hitt(β

0) ∇Xt(β
0)Hitt(β

0)
0

= T−2
T

t=1

E E ∇Xt(β
0)Hit2t (β

0)∇0Xt(β
0)|Ωt

= T−2
T

t=1

E ∇Xt(β
0)∇0Xt(β

0) θ(1− θ)

≤ T−2
T

t=1

E ∇Xt(β
0)∇0Xt(β

0) (ya que θ(1− θ) < 1)

≤ T−2
T

t=1

E [Z (Ωt)Z (Ωt)] , por DQ3

≤ T−2
T

t=1

Z0 = T−1Z0
T−→∞−→ 0,

de lo anterior concluimos que T−1∇X(β0)Hit(β0) p−→
T−→∞

0.

Resta sólo probar que T−1 X0 β0 K (εθt)∇f β0 −T−1 X0 β0 H∇f β0 = op (1) ,
veamos,

T−1 X0 β0 K (εθt)∇f β0 − T−1 X0 β0 H∇f β0

= T−1
T

t=1

kcT (εθt)X
0
t β0 ∇ft β0 −

T

t=1

E [kcT (εθt) |Ωt]X
0
t β0 ∇ft β0

+
T

t=1

E [kcT (εθt) |Ωt]X
0
t β0 ∇ft β0 −

T

t=1

ht (0|Ωt)X
0
t β0 ∇ft β0

= T−1
T

t=1

{kcT (εθt)−E [kcT (εθt) |Ωt]}X0
t β0 ∇ft β0

T

t=1

{E [kcT (εθt) |Ωt]− ht (0|Ωt)}X0
t β0 ∇ft β0 .

Mostraremos primeramente que E [kcT (εθt) |Ωt] −→
T−→∞

ht (0|Ωt) . Sea k (u) = eu (1 + eu)−2
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(recordemos que kcT (εθt) = c−1T exp c−1T εθt 1 + exp c−1T εθt ), entonces

E [kcT (εθt) |Ωt] =
∞

−∞
k (u)ht (ucT |Ωt) du,

tomando la expansión de Taylor de ht (ucT |Ωt) al rededor del cero tenemos que:

ht (ucT |Ωt) = ht (0|Ωt) + h0t (0|Ωt)ucT + o (cT ) ,

luego,

E [kcT (εθt) |Ωt] =
∞

−∞
k (u) [ht (0|Ωt) + h0t (0|Ωt)ucT + o (cT )] du

= ht (0|Ωt)
∞

−∞
k (u) du+ cTh

0
t (0|Ωt)

∞

−∞
k (u)udu

+o (cT )
∞

−∞
k (u) du

= ht (0|Ωt) + o (cT ) ,

dado que la función k corresponde a la densidad de una variable aleatoria logística con
parámetro cT y valor esperado igual a cero. Resumiendo hemos mostrado que

E [kcT (εθt) |Ωt] −→
T−→∞

ht (0|Ωt) . Demostremos ahora que

T−1
T

t=1

{kcT (εθt)−E [kcT (εθt) |Ωt]}X0
t β0 ∇ft β0

= op (1) ,
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para lo cual calcularemos sus primeros dos momentos,

E T−1
T

t=1

{kcT (εθt)−E [kcT (εθt) |Ωt]}X0
t β0 ∇ft β0

= T−1
T

t=1

E {[kcT (εθt)]−E [kcT (εθt) |Ωt]}X0
t β0 ∇ft β0

= T−1
T

t=1

E E {[kcT (εθt)]−E [kcT (εθt) |Ωt]}X0
t β0 ∇ft β0 |Ωt

= T−1
T

t=1

E E{[kcT (εθt)]−E [kcT (εθt) |Ωt] |Ωt}X0
t β0 ∇ft β0

= T−1
T

t=1

E E [kcT (εθt) |Ωt]−E [kcT (εθt) |Ωt]X
0
t β0 ∇ft β0

= 0.

y

Var T−1
T

t=1

{kcT (εθt)−E [kcT (εθt) |Ωt]} ×X0
t β0 ∇ft β0 (C.5)

= E T−1
T

t=1

{kcT (εθt)−E [kcT (εθt) |Ωt]}X0
t β0 ∇ft β0

2

= T−2
T

t=1

E {kcT (εθt)−E [kcT (εθt) |Ωt]}2 X0
t β0 ∇ft β0

2

= T−2
T

t=1

E E {kcT (εθt)−E [kcT (εθt) |Ωt]}2 X0
t β0 ∇ft β0

2
Ωt

= T−2
T

t=1

E E {kcT (εθt)−E [kcT (εθt) |Ωt]}2 |Ωt X0
t β0 ∇ft β0

2
,

ya que los valores esperados de los productos cruzados son cero (E {E [kcT (εθt) |Ωt]} =
E (kcT (εθt)) = 0) y por la ley de las esperanzas iteradas. Veamos ahora que
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E {kcT (εθt)−E [kcT (εθt) |Ωt]}2 |Ωt = O c−1T , es decir,

E {kcT (εθt)−E [kcT (εθt) |Ωt]}2 |Ωt

= E kcT (εθt)
2 |Ωt − {E [kcT (εθt) |Ωt]}2

= E kcT (εθt)
2 |Ωt − [h (0|Ωt) + o (cT )]

2

=
∞

−∞
kcT (λ)

2 h(λ|Ωt)dλ− [h (0|Ωt)]
2 + o (cT )

= c−1T

∞

−∞
k (u)2 h(ucT |Ωt)du− [h (0|Ωt)]

2 + o (cT ) ,

tomando la expansión en series de Taylor de h(ucT |Ωt) alrededor del cero y notando que
k (u) ≤ 1/4 para u ≤ 0, tenemos la siguiente desigualdad:

E {kcT (εθt)−E [kcT (εθt) |Ωt]}2 |Ωt

≤ 1

4
c−1T

∞

−∞
k (u)

ht (0|Ωt)
+h0t (0|Ωt)ucT + o (cT )

du

− [h (0|Ωt)]
2 + o (cT )

≤ 1

4
c−1T [ht (0|Ωt) + o (cT )]− [h (0|Ωt)]

2 + o (cT )

= O c−1T .

De está forma retomando al ecuación para la varianza dada en (C.5), tenemos que

V ar T−1
T

t=1

{kcT (εθt)−E [kcT (εθt) |Ωt]}X0
t β0 ∇ft β0

≤ T−2
T

t=1

E O c−1T X0
t β0 ∇ft β0

2

≤ T−2
T

t=1

O c−1T E X0
t β0 ∇ft β0

2

≤ T−2
T

t=1

O c−1T E {W (Ωt)F (Ωt)}2

≤ T−2
T

t=1

W1O c−1T = T−1W1O c−1T
T−→∞−→ 0.

Luego por la desigualdad de Chebyshev, se sigue que

T−1
T

t=1

{kcT (εθt)−E [kcT (εθt) |Ωt]}X0
t β0 ∇ft β0 = op (1) .
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De los resultados de arriba podemos rescribir la ecuación (C.4) como sigue:

T−
1
2X0(β̂)Hit⊕(β̂)

= T−
1
2 [X0(β0)Hit(β0)−E T−1X(β0)H∇f(β0) D−1T ∇0f(β0)Hit(β0)] + op (1)

≡ T−
1
2MTHit(β

0) + op (1) ,

conMT ≡ X0(β0)Hit(β0)−E T−1X(β0)H∇f(β0) D−1T ∇0f(β0).
Finalmente, análogo a como mostramos que

T−
1
2X(β0)Hit⊕(β0)− T−

1
2X(β0)Hit(β0) = op (1) ,

podemos mostrar que T−
1
2X0(β̂)Hit⊕(β̂) − T−

1
2X0(β̂)Hit(β̂) = op (1) , de tal forma que

llegamos a la siguiente ecuación:

T−
1
2X0(β̂)Hit(β̂) = T−

1
2MTHit(β

0) + op (1) , (C.6)

recordemos que por el supuesto DQ6, T−
1
2MTHit(β

0) obedece el TLC, con primeros dos
momentos como sigue:

E T−
1
2MTHit(β

0) = E E T−
1
2MTHit(β

0)|Ωt

= E T−
1
2MTE Hit(β0)|Ωt

= 0,

ya que

E Hitt(β
0)|Ωt = E I yt < ft β0 − θ|Ωt

= Pr yt < ft β0 − θ

= θ − θ

= 0,

para t = 1, . . . , T. Mientras que la varianza está dada como:

Var T−
1
2MTHit(β

0) = E T−
1
2MTHit(β

0) T−
1
2MTHit(β

0)
0

= E T−1MTHit(β
0)Hit(β0)0M0

T

= E E T−1MTHit(β
0)Hit(β0)0M0

T |Ωt

= E T−1MTE Hit(β0)Hit(β0)0|Ωt M
0
T ,
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con

Hit(β0)Hit(β0)0

=

Hit21(β
0) Hit1(β

0)Hit2(β
0) · · · Hit1(β

0)HitT (β
0)

Hit2(β
0)Hit1(β

0) Hit22(β
0) · · · Hit2(β

0)HitT (β
0)

...
...

. . .
...

HitT (β
0)Hit1(β

0) HitT (β
0)Hit2(β

0) · · · Hit2T (β
0)

,

tomando valores esperados condicionales en Ωt, tenemos que

E Hit(β0)Hit(β0)0|Ωt =

θ(1− θ) 0 · · · 0
0 θ(1− θ) · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · θ(1− θ)

= θ(1− θ)IT×T ,

y de aquí que la varianza se reduce a lo siguiente:

Var T−
1
2MTHit(β

0) = E T−1MTθ(1− θ)IT×TM
0
T

= θ(1− θ)E T−1MTM
0
T .

Resumiendo, llegamos a que T−
1
2MTHit(β

0) ∼ N (0,θ(1− θ)E [T−1MTM
0
T ]) , pero por la

igualdad dada en la ecuación (C.6) podemos concluir que

T−
1
2X0(β̂)Hit(β̂)

{θ(1− θ)E [T−1MTM0
T ]}

1
2

d−→ N 0, IT×T .

Para finalizar la prueba debemos mostrar que T−1M̂TM̂
0
T − E [T−1MTM

0
T ]

p−→ 0, es
decir, por la definición de convergencia en probabilidad debemos mostrar que: para cualquier
ξ > 0

lim
T−→∞

Pr T−1M̂TM̂
0
T −E T−1MTM

0
T ≤ ξ = 1

donde
M̂T ≡ X0(β̂)− ĜT D̂

−1
T ∇0f(β̂)

y

ĜT = (2T ĉT )
−1

T

t=1

I yt − ft(β̂) < ĉT

×X0
t(β̂)∇ft(β̂).
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Realicemos el producto de las matrices para cada uno de los términos involucrados,

T−1M̂TM̂
0
T

= T−1[X0(β̂)− ĜT D̂
−1
T ∇0f(β̂)][X0(β̂)− ĜT D̂

−1
T ∇0f(β̂)]0

= T−1[X0(β̂)− ĜT D̂
−1
T ∇0f(β̂)][X(β̂)−∇f(β̂)D̂−1T Ĝ0

T ]

= T−1[X0(β̂)X(β̂)− ĜT D̂
−1
T ∇0f(β̂)X(β̂)

−X0(β̂)∇f(β̂)D̂−1T Ĝ0
T + ĜT D̂

−1
T ∇0f(β̂)∇f(β̂)D̂−1T Ĝ0

T ]

= T−1[X0(β̂)X(β̂)− 2X0(β̂)∇f(β̂)D̂−1T Ĝ0
T + ĜT D̂

−1
T ∇0f(β̂)∇f(β̂)D̂−1T Ĝ0

T ],

y

T−1MTM
0
T

= T−1{X0 β0 −E T−1X0 β0 H∇f β0 D−1T ∇0f β0 }
{X0 β0 −E T−1X0 β0 H∇f β0 D−1T ∇0f β0 }0

= T−1{X0 β0 −E T−1X0 β0 H∇f β0 D−1T ∇0f β0 }
{X β0 −∇f β0 D−1T E T−1X0 β0 H∇f β0

0}
= T−1{X0 β0 X β0 − 2X0 β0 ∇f β0 D−1T E T−1X0 β0 H∇f β0

0

+E T−1X0 β0 H∇f β0 D−1T ∇0f β0 ∇f β0 D−1T E T−1X0 β0 H∇f β0
0}.

Por el supuesto DQ5 sabemos que T−1MTM
0
T − E (T−1MTM

0
T )

p−→
T−→∞

0, y dado nuestro

interés de mostrar que T−1M̂TM̂
0
T − E (T−1MTM

0
T )

p−→
T−→∞

0, el resultado se cumple si

probamos que: T−1M̂TM̂
0
T − T−1MTM

0
T

p−→
T−→∞

0, para lo cual debemos probar cada una de

las siguientes convergencias en probabilidad:

1.- T−1X0(β̂)X(β̂)− T−1X0 β0 X β0
p−→

T−→∞
0.

2.- T−1X0(β̂)∇f(β̂)D̂−1T Ĝ0
T − T−1X0 β0 ∇f β0 D−1T E T−1X0 β0 H∇f β0

0 p−→
T−→∞

0

3.- T−1[ĜT D̂
−1
T ∇0f(β̂)∇f(β̂)D̂−1T G0

T ]−E T−1X0 β0 H∇f β0

[T−1D−1T ∇0f β0 ∇f β0 ]{D−1T E T−1X0 β0 H∇f β0
0} p−→

T−→∞
0.

En el primer caso, tenemos que T−1X0(β̂)X(β̂)−T−1X0 β0 X β0
p−→

T−→∞
0, ya que β̂−

β0
p−→

T−→∞
0 implica que X0(β̂)−X0(β0)

p−→
T−→∞

0 o equivalentemente X0(β̂)
p−→

T−→∞
X0(β0), por

el supuesto DQ1 y además dado queX(β̂) es una matriz de dimensión T×q, con cada renglón
Ωt medible (por ejemplo, las columnas de la matrizX(β̂) puede ser rezagos del vectorHit(β̂),
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e igualmente la función f(β̂),de manera que se garantiza la convergencia). De está forma
tenemos que X0(β̂)X(β̂)

p−→
T−→∞

X0 β0 X β0 y de aquí X0(β̂)X(β̂)−X0 β0 X β0
p−→

T−→∞
0. Finalmente T−1[X0(β̂)X(β̂) −X0 β0 X β0 ]

p−→
T−→∞

0 ya que T−1 = Op (1) (Teorema:

Sea una secuencia {Yn}∞n=1 acotada en probabilidad (Op (1)), si Xn
p−→ 0 entonces XnYn

p−→
0, cuando n −→∞).

Para la convergencia en el punto 2, observemos que por el supuesto DQ4. se tiene que:
T−1X0 β0 H∇f β0 −E T−1X0 β0 H∇f β0

p−→ 0, entonces probar 2 es equivalente
a probar que:

T−1X0(β̂)∇f(β̂)D̂−1T Ĝ0
T − T−1X0 β0 ∇f β0 D−1T T−1∇f β0

0
HX β0

p−→
T−→∞

0.

Dicha convergencia se alcanza siempre que ĜT − T−1X β0 H∇f β0
p−→ 0, es decir,

(2T ĉT )
−1

T

t=1

I [|ε̂t| < ĉT ]X
0
t(β̂)∇ft(β̂)− T−1X β0 H∇f β0

p−→
T−→∞

0,

con ε̂t ≡ yt− ft(β̂). Procedamos como en la demostración del Teorema 6.3, de tal forma que
definamos

G̃T = (2TcT )
−1

T

t=1

I [|εtθ| < cT ]X
0
t(β

0)∇ft(β0),

y mostremos que ĜT − G̃T = op (1) y G̃T − T−1X β0 H∇f β0 = op (1) y por ende
ĜT − T−1X β0 H∇f β0

p−→ 0.
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Mostremos ahora que ĜT − G̃T = op (1) ,

ĜT − G̃T

= (2T ĉT )
−1

T

t=1

{I [|ε̂t| < ĉT ]X
0
t(β̂)∇ft(β̂)

− (2TcT )−1
T

t=1

I [|εtθ| < cT ] X
0
t(β

0)∇ft(β0)}

= (2T ĉT )
−1

T

t=1

I [|ε̂t| < ĉT ]X
0
t(β̂)∇ft(β̂)

− (2TcT )−1
T

t=1

{I [|εtθ| < cT ]X
0
t(β

0)∇ft(β0)

+ (2T ĉT )
−1

T

t=1

I [|εtθ| < cT ] {X0
t(β̂)∇ft(β̂)−X0

t(β̂)∇ft(β̂)

−X0
t β0 ∇ft(β̂) +X0

t β0 ∇ft(β̂)−X0
t β0 ∇ft β0

+ X0
t β0 ∇ft β0 }

=
cT
ĉT

(2TcT )
−1

T

t=1

{[I (|ε̂t| < ĉT )− I (|εtθ| < cT )]X
0
t(β̂)∇ft(β̂)

+I (|εtθ| < cT ) X
0
t(β̂)−X0

t β0 ∇ft(β̂)

+I (|εtθ| < cT )X
0
t β0 ∇ft(β̂)−∇ft β0

+
cT − ĉT

cT
I (|εtθ| < cT )X

0
t β0 ∇ft β0 .

Cómo antes la función indicadora en la primer línea cumple la siguiente desigualdad:

|I (|ε̂t| < ĉT )− I (|εt| < cT )|
≤ I |εt − cT | < δt(β̂) + |ĉT − cT | +

+I |εt + cT | < δt(β̂) + |ĉT + cT | .
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Así

ĜT − G̃T ≤ cT
ĉT
(2TcT )

−1

×
T

t=1

I |εt − cT | < δt(β̂) + |ĉT − cT |

+I |εt + cT | < δt(β̂) + |ĉT + cT | W (Ωt)F (Ωt)

+I (|εt| < cT )W (Ωt)M(Ωt, β̂,β
0)

+
cT − ĉT

cT
I (|εtθ| < cT )W (Ωt)F (Ωt)

+I (|εt| < cT )S(Ωt, β̂,β
0)F (Ωt)

≡ cT
ĉT
(B1 +B2 +B3 +B4) ,

donde Bi i = 1, 2, 3, y 4 corresponde a cada uno de los sumando en el lado derecho de
la desigualdad anterior. Ahora suponga que para d > 0 dado, el cual puede elegirse
arbitrariamente pequeño, y T suficientemente grande se cumple que cT−ĉT

cT
< d y que

c−1T β̂−β0 < d. Es posible mostrar que E (Bi) = O (d) , para i = 1, 2, 3, 4. Es decir

podemos encontrar funciones acotadas para ĜT − G̃T las cuales pueden hacerse arbi-
trariamente pequeñas en probabilidad, eligiendo d suficientemente pequeño. Por ejemplo,
calculemos el valor esperado para B1, para lo cual notemos que por el teorema del valor
medio se sigue la siguiente desigualdad:

δt(β̂) = ft(β̂)− ft β0 ≤ k∇ft (β∗)k β̂ − β0 ,
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y de aquí que:

E (B1) = E (2TcT )
−1 T

t=1
[I(|εt − cT | < δt(β̂) + |ĉT − cT |)

+ I(|εt + cT | < δt(β̂) + |ĉT + cT |)]F (Ωt)W (Ωt)

≤ E (2TcT )
−1 T

t=1
I(|εt − cT | < k∇ft (β∗)k β̂ − β0

+ |ĉT − cT |) + I(|εt + cT | < k∇ft (β∗)k β̂ − β0 + |ĉT + cT |)
× F (Ωt)W (Ωt)}

≤ E (2TcT )
−1 T

t=1
[I (|εt − cT | < dcT [F (Ωt) + 1])

+ I (|εt + cT | < dcT [F (Ωt) + 1])] F (Ωt)W (Ωt)}

≤ E (2TcT )
−1 T

t=1
4HdcT [F (Ωt) + 1]F (Ωt)W (Ωt)

≤ E (2TcT )
−1 T

t=1
4HdcT [F (Ωt)]

2W (Ωt)

≤ E T−1
T

t=1
2Hd [F (Ωt)]

2W (Ωt)

= 2HdT−1
T

t=1
E [F (Ωt)]

2W (Ωt)

≤ 2HdT−1
T

t=1
W1 = 2HdW1 = O (d) . H 6= 0 constante.

Igualmente E (B2) = O (d) , ya que:

E (B2) = E (2TcT )
−1

T

t=1

I (|εt| < cT )W (Ωt)M(Ωt, β̂,β
0)

≤ E (2TcT )
−1

T

t=1

W (Ωt)M(Ωt, β̂,β
0)

≤ (2TcT )
−1

T

t=1

E W (Ωt)M(Ωt, β̂,β
0)

≤ (2TcT )
−1 TW0 β̂ − β0

≤ 2dW0 = O (d) .

Similarmente podemos mostrar que E (B3) = O (d) y E (B4) = O (d) .
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Mostremos ahora que G̃T −GT = op (1) ,

G̃T −GT

= (2TcT )
−1

T

t=1

I (|εtθ| < cT )X
0
t β0 ∇ft β0

−E[T−1
T

t=1

ht (0|Ωt)X
0
t β0 ∇ft β0 ]

= (2TcT )
−1

T

t=1

{I (|εtθ| < cT )X
0
t β0 ∇ft β0

−E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]X
0
t β0 ∇ft β0 }

+T−1
T

t=1

{(2cT )−1E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]X
0
t β0 ∇ft β0

−E ht (0|Ωt)X
0
t β0 ∇ft β0 }.

Calculemos la esperanza y la varianza del primer término,

E (2TcT )
−1

T

t=1

I (|εtθ| < cT )X
0
t β0 ∇ft β0

−E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]X
0
t β0 ∇ft β0

= (2TcT )
−1

T

t=1

E I (|εtθ| < cT )X
0
t β0 ∇ft β0

−E E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]X
0
t β0 ∇ft β0

= 0,

ya que

E I (|εtθ| < cT )X
0
t β0 ∇ft β0 = E E I (|εtθ| < cT )X

0
t β0 ∇ft β0 |Ωt

= E E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]X
0
t β0 ∇ft β0 .
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Mientras que la varianza está dada por:

Var{(2TcT )−1
T

t=1

{[I (|εtθ| < cT )−E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]]

×X0
t β0 ∇ft β0 }}

= E{(2TcT )−1
T

t=1

{[I (|εtθ| < cT )−E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]]

×X0
t β0 ∇ft β0 }2

= (2TcT )
−2E{

T

t=1

{[I (|εtθ| < cT )−E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]]}2

× X0
t β0 ∇ft β0

2},

esto porque las esperanzas de los dobles son cero por la ley de las esperanzas iteradas,
entonces continuando tenemos que:

(2TcT )
−2E{

T

t=1

{[I (|εtθ| < cT )−E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]]}2

× X0
t β0 ∇ft β0

2

≤ (2TcT )
−2

T

t=1

E [F (Ωt)W (Ωt)]
2 ≤ (2TcT )−2

T

t=1

W1

= 4Tc2T
−1

W1 = o (1) ,

de modo que el primer término converge en media cuadrática a cero y de aquí que también
converge en probabilidad a cero. Para el segundo término tenemos que por el supuesto DQ4

T−1
T

t=1

ht (0|Ωt)X
0
t β0 ∇ft β0

−E T−1
T

t=1

ht (0|Ωt)X
0
t β0 ∇ft β0

p−→ 0,
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de tal forma que debemos probar que

T−1
T

t=1

{(2cT )−1E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]X
0
t β0 ∇ft β0

−E ht (0|Ωt)X
0
t β0 ∇ft β0 }

= T−1
T

t=1

(2cT )
−1E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]− ht (0|Ωt)

×X0
t β0 ∇ft β0

= op (1) .

Como antes (Teorema 6.3), notemos que

(2cT )
−1E [I (|εtθ| < cT ) |Ωt]− ht (0|Ωt)

= (2cT )
−1

cT

−cT
ht (λ|Ωt) dλ− ht (0|Ωt)

≤ (2cT )
−1 2cT max

λ [−cT ,cT ]
ht (λ|Ωt)− ht (0|Ωt)

= max
λ [−cT ,cT ]

ht (λ|Ωt)− ht (0|Ωt)

≤ L |cT | = op (1) ,

por el supuesto AN2 (b) que dice: ht (ε|Ωt) satisface la condición de Lipschitz
|ht(λ1|Ωt)− ht(λ2|Ωt)| ≤ L (λ1 − λ2) para alguna constante L < ∞ ∀t. De lo anterior
concluimos que también el segundo término converge en probabilidad a cero y de aquí que
G̃T −GT

p−→ 0, finalmente dado que en la primer parte de la demostración mostramos que
ĜT −G̃T

p−→ 0 concluimos que ĜT −GT
p−→ 0 y la convergencia en el punto dos se cumple.

Finalmente reexpresando la diferencia en el punto tres, obtenemos que,

T−1[ĜT D̂
−1
T ∇0f(β̂)∇f(β̂)D̂−1T Ĝ0

T ]

−T−1 GTD
−1
T ∇0f β0 ∇f β0 D−1T GT

p−→ 0,

porque cada una de las componentes etiquetadas con gorro converge en probabilidad a su
respectiva contraparte teórica. Luego, T−1M̂TM̂

0
T −E [T−1MTM

0
T ]

p−→ 0 y el estadístico

CDDM =
Hit0(β̂)X(β̂)(M̂TM̂

0
T )
−1X0(β̂)Hit(β̂)

θ(1− θ)
d∼

T−→∞
χ2q.

¤
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Teorema 5 (Prueba de cuantil dinámico fuera de la muestra, CDFM). Bajo los supuestos
de los Teoremas 6.1 y 6.2, y los supuestos de DQ1 a DQ3 y DQ8 y DQ9, enunciados en el
Apéndice B, se tiene que:

CDFM ≡
Hit0(β̂TR

)X(β̂TR
) X0(β̂TR

)X(β̂TR
)
−1
X0(β̂TR

)Hit(β̂TR
)

θ(1− θ)
d∼

R−→∞
χ2q.

Demostración. Al igual que en el Teorema 6.4, lo primero es aproximar la función Hit(β̂TR
)

mediante una función continua diferenciable y posteriormente aplicar el teorema del valor
medio a dicha aproximación,

N
−1/2
R X0(β̂TR

)Hit⊕(β̂TR
)

= N
−1/2
R {X0 β0 Hit⊕ β0

+ ∇X (β∗)Hit⊕ (β∗) +X (β∗)K (ε∗t )∇f (β∗) (β̂TR
− β0)}

donde β∗ está entre β̂TR
y β0 y el resto de las variables son definidas en las ecuaciones (C.3).

Luego

lim
R−→∞

N
−1/2
R X0(β̂TR

)Hit⊕(β̂TR
)

= lim
R−→∞

{N−1/2
R {X0 β0 Hit⊕ β0

+ ∇X (β∗)Hit⊕ (β∗) +X (β∗)K (ε∗t )∇f (β∗) (β̂TR
− β0)}

= lim
R−→∞

N
−1/2
R X0 β0 Hit⊕ β0 + lim

R−→∞

NR

TR

1/2

× 1

NR
∇X (β∗)Hit⊕ (β∗) +X (β∗)K (ε∗t )∇f (β∗) T

1/2
R (β̂TR

− β0).

Por el supuesto DQ8, así como el hecho de que β̂TR
es un estimador consistente de β0 y el

Teorema de Slutsky se sigue que:

lim
R−→∞

NR

TR

1/2
1

NR
∇X (β∗)Hit⊕ (β∗) +X (β∗)K (ε∗t )∇f (β∗) T

1/2
R (β̂TR

− β0) = 0,

y de aquí que

lim
R−→∞

N
−1/2
R X0(β̂TR

)Hit⊕(β̂TR
) = lim

R−→∞
N
−1/2
R X0 β0 Hit⊕ β0 .
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En el Teorema 6.4 demostramos que

T
−1/2
R X0 β0 Hit⊕ β0 − T

−1/2
R X0 β0 Hit β0 = op (1) ,

de forma equivante podemos mostrar que

N
−1/2
R X0 β0 Hit⊕ β0 −N

−1/2
R X0 β0 Hit β0 = op (1)

y similarmente

N
−1/2
R X0(β̂TR

)Hit⊕(β̂TR
)−N

−1/2
R X0(β̂TR

)Hit(β̂TR
) = op (1) ,

lo que implica que

lim
R−→∞

N
−1/2
R X0(β̂TR

)Hit(β̂TR
) = lim

R−→∞
N
−1/2
R X0 β0 Hit β0 .

Sabemos además que N−1/2
R X0 β0 Hit β0 obedece el teorema del límite central y que sus

primeros dos momentos son como sigue:

E N
−1/2
R X0 β0 Hit β0 = E E N

−1/2
R X0 β0 Hit β0 |ΩT

= E N
−1/2
R X0 β0 E Hit β0 |ΩT

= 0,

y

Var N
−1/2
R X0 β0 Hit β0

= E N
−1/2
R X0 β0 Hit β0 N

−1/2
R X0 β0 Hit β0

0

= E[N−1
R X0 β0 Hit β0 Hit0 β0 X β0 ]

= E{E[N−1
R X0 β0 Hit β0 Hit0 β0 X β0 |ΩT ]}

= E{N−1
R X0 β0 E[Hit β0 Hit0 β0 |ΩT ]X β0 }

= E N−1
R X0 β0 θ(1− θ)INR×NR

X β0

= θ(1− θ)N−1
R X0 β0 X β0 .

Notemos que similar a la demostración del Teorema 6.4, se tiene que

N−1
R X0(β̂TR

)X(β̂TR
)−N−1

R X0 β0 X β0
p−→ 0,
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de modo que,
N
−1/2
R X0(β̂TR

)Hit(β̂TR
)

θ(1− θ)N−1
R X0(β̂TR

)X(β̂TR
)

1/2

a∼ N (0, INR×NR
) ,

y por ende,

N
−1/2
R X0(β̂TR

)Hit(β̂TR
) θ(1− θ)N−1

R X0(β̂TR
)X(β̂TR

)
−1

×N−1/2
R Hit0(β̂TR

)X(β̂TR
)

=
X0(β̂TR

)Hit(β̂TR
) X0(β̂TR

)X(β̂TR
)
−1
Hit0(β̂TR

)X(β̂TR
)

θ(1− θ)
a∼

R−→∞
χ2q.

Lo cual concluye la demostración del teorema. ¤
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