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Chapter 1

INTRODUCCION

El anélisis de componentes independientes tiene su origen en el problema de recuperar las
fuentes originales que conforman a una sefial usando tnicamente una mezcla lineal no conocida
de ellas.

Un ejemplo muy ilustrativo es, teniendo una grabacién de un concierto musical, tratar
de recuperar los fragmentos interpretados por cada uno de los instrumentos que participaron
en la grabacién, asi como las voces de los cantantes. Otro ejemplo' es "el problema de la
flesta de cocktail” (fig. 1.1): Suponemos que en una habifacién estédn dos personas hablando
simultdneamente, también en el vcuarto se encuentran dos micréfonos ubicados en diferentes
posiciones. Cada micréfono se conecta a una grabadora que almacena las voces en cada instante
de tiempo t. De ésta manera se tienen dos grabaciones diferentes del mismo cuarto, y en
cada una de ellas se pueden escuchar las palabras'de ambas personas con diferente intensidad
dependiendo la distancia a la que se encontraban del micréfono. El problema ahora es separar
las voces de las personas en cada instante de tiendpo ¢ utilizando solamente dichas grabaciones.
Ast, el problema se puede plantear de la siguiente manera:

z1(t) = a1151(t) + a1282(t)

z2(t) = ag181(t) + agasa(?)

donde z1(t) y x2(t) son las sefiales que registran los micréfonos (1 y x2 son las magnitudes
y t es el indice del tiempo). Las sefiales de las voces de las personas se representan por s1(t) y
s9(t) y finalmente aj1, a1, a13 y a4 son pardmetros que dependen de 1as distancias entre los

micréfonos y las personas. En este modelo se omitieron problemas de retraso en las grabaciones

Figure 1-1: Problema de la fiesta de cocktail. Se busca recuperar las voces de las personas que
se encuentran en una habitacién, dnicamente a partir de grabaciones.

v otros factofes extras para mayor sencillez.

Actualrpente, 'si nosotros conocemos ios pardmetros a;;, podemos resolver la ecuacién lineal
mediante métbdos clésicos; pero de no ser asf, tenemos un problema mal planteado. Sorpren-
dentémente, asumir como inforfnacién a priori que.las sefiales s1(t) v s2(t), en cada instante
t, como estadfsticamente independientes, en muchos casos es suficiente para poder resolver el
problema.

La técnica de Ariaiisis de Componentes Independientes(ICA) estima los a;; basdndose en la
suposicién de independencia entre s1(t) y s2(¢). En forma general, si se tienen diferentes sefiales
fuente y se trata de encontrarlas utilizando un conjunto de sefiales rriezcladas, el problema se
conoce como Separacién de Fuentes a Ciegas (Blind Source Separation, BSS). En la fig.1.2 se

muestran el problema de BSS, a partir de las sefiales mezcladas, se tiene una aproximacién de

las originales (con un cambio de signo).

Se puede considerar ICA como un modelo basado en los modelos de variables latentes[Apéndice].

Esta técnica es relativamente nueva, fue presentada por primera vez en 1980 en el contexto de
redes neuronales artificiales. A mediédos de los 90’s se introdujeron nuevos algoritmos eficientes
por el grupb de la Universidad de Helsinki, juxito con demostraciones sorprendentes del efecto
en el problema de la fiesta de cocktail, por lo que nuevamente ICA est4 siendo.muy estudiado[1].

El objetivo principal de ésta tesis es presentar un estudio de éste método, ya que por lo
nuevo de la técnica no es muy conocida en México; también genngar un documento facil de
entender a partir de diferentes bibliografias; resaltando que la investigacién de la técnica se

empez6 desde la parte elemental. Se presentan algunas aplicaciones para clasificacién(Capitulo
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Chapter 2

DEFINICION DEL MODELO DE

'COMPONENTES

INDEPENDIENTES(ICA)

2.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El problema de Blind Source Separation consiste en recupei*ar las sefiales no observadas o

fuentes”, en base a varias mezclas observadas. Por lo general, las observaciones son obtenidas

como salidas de un conjunto de sensores, donc/ie cada sensor recibe una diferente combinacién de
senales fuente. El término ”source” significa que se trata de la sefial original y ”blind” implica
que las sefiales fuentes no son observadas ¥ que no se tiene informacién disponible de como se
hicieron las mezclas. El anilisis de componentes independientes (ICA) es muy utilizado para
resolver éste tipo de problemas.

Asi, ICA es un método para encontrar factores pesados en el andlisis estadistico de datos
en multiples dimensiones. Lo que lo distingue de otros métodos es que se buscan compohentes
que cumplan con las caracteristicas de independencia estadistica y también de no gausseanidad,
condiciones que se explicardn a lo largo de éste capftulo.

A continuacién, se definird el modelo bédsico: Supongamos que se observan n/variables

aleatorias de x1, - - -, zp, las cuales estdn modeladas como combinaciones lineales de n variables




aleatorias s1,---, Sp.

Ti =181 + @282 + .. + QinSn Vi=1,-n RRCAY

donde a;; son coeficientes reales, 4,7 = 1---n. Por definicién las s; son independientes. Los
componentes independientes s; son variables latentes (no pueden ser observadas directamente)
y los coeficientes de la mezcla a;; son descono_cidos. Utilizando las variables ; sé quieren
estimar los a;; y los s;.

Expresando matricialmente el modelo ICA, tenemos:

x=As ' (2.2)

donde:
x es el vector cuyos elementos son las mezclas, z;.
A es la matriz que contiene a los coeficientes, a;;
s es el vector cuyos elementos son las fuentes, s;

en resumen, se busca una matriz W, la cual, al ser aplicada como una transformacién a los datos

(s = Wx), haga que los componentes s;, i=1,---,n, sean estadfsticamente independientes. Si

A fuera invertible, entonces podria expresarse simplemente como W = AL,

'2.1.1 AMBIGUEDADES

El método de ICA no siempre va a encontrar para W a la matriz A~! por las siguientes

ambiguedades:

1. No se puede calcular la varianza de cada componente independiente. La razén es que no
se conoce ni la A ni las s;, por lo que cualquier escalar puede ser cancelado dividiendo la
columna correspondiente a; de A por el mismo escalar a;. Como consecuencia de ésto, se

asume que la varianza de s; es unitaria.

;= Z(aijaij)sjaj (23)
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2. Otra ambiguedad importante, muy relacionada con la anterior, se presenta en el signo, ya
que se puede multiplicar un componente por —1 sin alterar el modelo. Esta ambiguedad

no afecta en muchas aplicaciones.

3. No se puede determinar el orden de los componentes independientes. Debido a que no

n
> a;s; y llamar e] ”primer”

se conocen ni s ni A, se puede cambiar el orden de z =
, - , i=1

componente al que se quiera.

2.1.2 SUPOSICIONES Y RESTRICCIONES

Existen varias restricciones, que a la vez son consideradas suposiciones, que el modelo ICA tiene
que cumplir. En general, la dimensién de los datos observados tiene que ser igual al nimero de

componentes independientes[1,6]. Algunas restricciones importantes son las siguientes:

Ausencia de Ruido

Se asume un modelo completamente libre de ruido. En el caso de ruido aditivo, el modelo de

ICA se expresa de la siguiente manera:

x=As+n ' ) (2.4)

donde n representa el ruido. (Para verificar la estimacién de A con presencia de ruido ir a

Apéndice )

Independencia

La suposicién bésica de ICA, como su nombre lo indica, es que los componentes s; de los
vectores, s, sean independientes unos de los otros. Podria pensarse que la correlaciéh implica
independencia, pero no es ési. Las variables aleatorias soh correlacionadas cuando E(S; —
E(S:))(S; = E(S;)) = 0 por lo que, la independencia estadistica implica no correlacién pero no

viceversa. Sélo en el caso de variables gausseanas existe esta doble implicacién.
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2.2 PREPROCESOS

2.2.1 Centrar las variables

Sin perder generalidad, se puede asumir que tanto las variables de mezcla y los componentes

: i 1
R BN - ‘;"
5 P K

independientes tienen media igual a cero. Si esto no se cumple, se puede realizar un preproceso, - '

g

L

Zhs0

restando la media muestral a cada vector, asf

1

Figure 2-1: Distribucién multivariada de dos variables independientes gausseanas. X" =x— E{x} (2.8)

. entonces, los componentes independientes tienen media cero
No gausseanidad 7 g ’ 7

Supongamos que la distribucién conjunta de dos componentes independientes, s; y s2 es o ' B {s}‘— AT E{x} ' (2.9)

gaussearia:

Este preproceso no afecta a la matriz de mezcla, pero sin embargo es muy ttil para simplificar g

fRaaee
IRRIRIRID

2 1 22 ' . . .
118 1 [Is]|? ciertos célculos en los algoritmos para encontrar los componentes independientes (Capitulo 3).

1
p(s1, 5_2) =or exp(—
Asf que, después de obtener la nueva matriz de mezclas y los componentes independientes para

asumiendo que la matriz de mezclas A es ortogonal, la densidad conjunta de las variables de los datos con media cero, se pueden reconstruir afiadiendoles A—1E{x*} a cada uno
‘ , .

mezclas estd dada por:

2.2.2 Blanqueado (Whitening) y Sphering

1 ATx L o

p(z1,22) = 5= eXp(—uﬂ det AT| (2.6) i ) ] ) ' o )
: 2m 2 Dos variables aleatorias y1 y y2 se dice que estdn decorrelacionadas si su covarianza es cero: |
dada a ortogonalidad de A, se tiene [|ATz||? = ||z]|? y |det A| = 1 ya que como A es ortogonal >
A = AT, Entonces se tiene, cov(y1,y2) = B{yiya} — E{y1}E{y2} =0 : : (2.10) ‘}i
L
1 ||| |2 ‘ El blanqueado de un vector con media cero significa que sus componentes no estén correla- ]
p(ar, 22) = = exp(—) (2.7) j

: 2m 2 cionados y que sus varianzas son iguales a la unidad. En otra palabras, la matriz de covarianza

Como se puede ver, las distribuciones de la matriz de mezclas y de los datos originales son es igual a la matriz identidad.

las mismas, por lo que no se puede decir cdal es-cual (fig. 2.2). Por eso no se permite que las

variables sean gausseanas. E{ny} =I (2.11)

en consecuencia, el blanquear una matriz significa multiplicarla por una matriz V ( z = Vx
) tal que el nuevo vector z sea blanco. También se le conoce como ”sphering” y es til como
un preprocesamiento para el método de ICA, la importancia reside en que la nueva matriz de

12 13




datos correlacionados; owelacionados  componentesindependientes.

Figure 2-2: Datos después de cada paso importante en el proceso para encontrar los componentes
independientes.

mezclas A = VA es ortogonal porque:

I =E{z:7} = AE{ssT}AT = AA" (2.12)

asf se restringe la busqueda de los componentes a un espacio de matrices ortogonales.Una ma-
triz ortogonal contiene n(n — 1)/2 grados de libertad, por lo que por ejemplo, en un espacio
bidimensional, la busqueda de uﬁa transformacién ortogonal se restringe a encontrar un &n-
gulo. En un espacio n-dimensional, una matriz ortogonal contiene solo la mitad del nimero de
pardmetros de una matriz arbitraria [ref.1]. La (fig. 2.2) muestra los datos centrados originales
(correlacionados), después de aplicarles el blanqueado y con ICA.

Una manera de realizar la transformacion de blanqueado es mediante la descomposicién por

eigenvalores (SVD) de la matriz de covarianza.

E{xxT} = EDE” (2.13)

donde E es la matriz ortogonal de eigenvectores de E{xx”} y D es la matriz diagonal de sus

eigenvalores, D = diag(dy, ...,dr). La matriz de blanqueado es entonces:

V = ED" V2T (2.14)

donde la matriz D™Y/2 = dz'ag(dl_l/27 e di .

Ahora, supongamos que el modelo ICA estd blanqueado. Se tendria
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z="VAs = As (2.15)

Resolver el problema ”blanqueado” es similar a resolver el problema de independencia,
yva que estos dos conceptos estdn relacionadoé, pero NO es suficiente para lo que deseamos.

Supongamos una transformacién ortogonal U de z:

y="Uz (2.16)

Dada la ortogonalidad de U, se tiene

E{yyT} = BE{UyyTUT} = UTUT =1 (2.17)

en otras palabras, y es blanco también, por lo que no se puede decir si los componentes inde-

pendientes estén dados por z o por y si unicamente utilizamos la propiedad de blancura.

15




Chapter 3

METODOS PARA CALCULAR
LOS COMPONENTES
INDEPENDIENTES

3.1 INTRODUCCION

Una vez definido el modelo, se tiene que encontrar a la matriz W que transforme los datos
observados (ya preprocesados) en los componentes independientes s(ya que s = Wz). Para
encontrar W, el método usual es formular una funcién objetivo O(w) que mide la independencia
entre los componentes y después utilizar algtin algoritmo para optimizarla (Fig. 3.1). Asi,

método de ICA = Funcion Objetivo + Algoritmo de Optimizacion

Lfnste

Figure 3-1: Diagrama a bloques del proceso de optimizacion.
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El algoritmo de optimizacién y la funcién objetivo determinan las propiedades del método
de ICA de la siguiente manera:

1. las propiedades estadisticas: consistencia y robustez, dependen de la eleccién de la funcién
objetivo|7].

2. las propiedades algoritmicas como velocidad de convergencia, requerimientos de memoria “
y estabilidad numérica, dependen del bloque de optimizacion . |

Ademi4s, se tiene que escoger si se desean estimar los cdmpon’entes independientes uno por
uno (calculando en cada paso un renglén de W = [wy, ws, . .., wy]) 0 en paralelo (toda la matriz
W). La primera maneré, descrita en la seccién 3.2, abarca los algoritmos conocidos como de una

unidad, que comprenden las técnicas de medicién de no gausseanidad por medio de kurtosis .y

negentropfa. Se les conoce como algoritmos de una unidad porque solo calculan un componente

independiente por cada ejecucidn, por lo que evllcalcular varios componentes independientes, es

correr varias veces el algoritmo hasta eﬁcontrar el nimero de componentes que se desean.
Finalmente, en el dltima seccién del capl’tulto‘ se presentan los que calculan toda la matriz

al mismo tiempo. En todos los métodos para‘m‘c‘\:onstruhir O(w''z) se utilizan los algoritmos de

gradiente y punto fijo.

3.2 ICA BASADO EN LA MEDICION DE LA NO GAUSSEANIDAD i

La no gausseanidad tiene gran importancia para la estimacién del modelo ICA. Basdndonos en i
el Teorema del Limite Central puede decirse, que la suma de dos o mas variables aleatorias que
no son normales tiene una distribucién mas cercana a la normal que cualquiera de las variables

aleatorias originales.

Suponiendo que se tiene un vector de datos x que se distribuye de acuerdo al modelo ICA: '

x=As (3.1)

entonces, el estimar uno de los componentes independientes es calcular una combinacién lineal

de los z;.
y=bTx=bTAs = q’s

17




Figure 3-2: Distribucién conjunta y densidad de dos componentes independientes con distribu-
cién uniforme.

donde bTx es uno de los componentes independientes.

. Laidea general es variar los coeficientes de q, ya que se sabe que y = q7's es usualmente més
gausseana que cualquiera de las s; y menos cuando es igual a una de ellas (siempre y cuando s
sea no gausseana). En préctica, ﬁo se conocen los valores de g, pero poi; definicién qTs = bTx,
por lo que se puede variar b; que es un vector quve"r'naximiza la no gausseanidad. Ahora, existe

un b tal que ATb =g¢;, por lo que y = bTx = s es igual a un componente independiente. Por

lo tanto, maximizando la no gausseanidad de bTx, se obtienen los componentes independientes.

Por ejemplo, considerando dos observaciones que tienen distribuciones uniformes con media

cero, como se muestra en la Fig. 3.2. Si éstas variables son mezcladas linealmente y las mezclas

son preprocesadas con blanqueado, entonces

z=Vx = VAs (3.2)

La distribucién y la densidad de las variables se muestra en la figura 3.3.

Como se puede ver ésta ultima densidad es mucho més cercana a la gausseana que la anterior.
Encontrando la rotacién que nos lleva a los originales componentes independientes, se maximiza
la no gausseanidad.

A continuacién, se presentan algunas medidas de no gausseanidad.
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Figure 3-3: Densidad marginal y distribucién de dos mezclas blanqueadas de componentes
independientes uniformes. ' '

3.2.1 MEDIDA DE LA GAUSSEANIDAD POR KURTOSIS

La kurtosis de una variable aleatoria y que tiene media igual a cero, denotada por kurt(y), estd

definida por

kurt(y) = E{y*} =3(B{¥"})* = o (33)
Algunas de sus propiedades importantes cuando se tienen dos variables aleatorias indepen-

dientes son:

kurt(zy + x2) = kurt(z1) + kurt(z2) (3.4)

kurt(ax;) = o*kurt(z;) ‘ (3.5)

donde o es una constante.
Asumiendo que y est4 normalizada (varianza unitaria) y partiendo de (3.3), se puede sim-

plificar a:

kurt(y) = B{y*} -3 C(3.6)

que es una versién del cuarto momento E{y*}.

La kurtosis de una variable gausseana es igual a 0; para la mayoria de las variables aleatorias

19




Figure 3-4: Densidad de la distribucién de (a) Laplaciano, (b) uniforme. Con lineas punteadas
se encuentra la gauseana para comparacion.

no gauseanas, es diferente de cero; por lo que es una medida de la no gausseanidad. La kurtosis
puede ser positiva o negativa, por lo que la no gatisseanidad es medida por su absoluto o por
su valor al cuadrado. Las variables aleatorias que tiénen kurtosis negativa son llamadas sub-
gausseanas (platykurtic) ylas que tienen kurtosis positiva son conocidas como supergausseanas
(leptokurtic). .Las variables supergauseanas, tienen comunmente funciones de distribucién de
probabilidad muy puntiagudas,‘c_on colas pesadas.Un ejemplo tipico es la distribucién Lapla-

ciana (Fig. 3.4a), cuya funcién de densidad de probabilidad estd dada por:
; 1

ply) = 7

Las variables subgausseanas son en general més planas que la normal; un ejemplo es la

uniforme (Fig 3.4b):

st Iyl < V3

0 de otra manera

p(y) -

Para ilustrar como son encontrados los componentes independientes por la maximizacién
de la kurtosis, supongamos un modélo de 2D, x = As. Asumiendo que los componentes in-
dependientes s1 y so tienen valores de kurtosis kurt(s1) y kurt(sz) diferentes de cero y var-
ianzas unitarias. Se busca uno de los componentes independienteé y = bTx. Sabemos que

y=bTx=bTAs=qls = qs; + g252. y por lo tanto
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kurt(y) = kurt(qis1) + kurt(gss) = gikurt(s1) + gskurt(s2)

partiendo de la suposicién que var(y) = 1, ésto implica que E{y*} = ¢? + g8 = 1. Geométrica-
mente, esto significa que el vector q esta restringido al cfrculo unit ario en el plano 2D. Entonces,
el problema de optimizacién se reduce a max |kurt(y)| = [q%kurt(sl) + g2kurt(ss) ’, en el circulo
unitario. Si las kurtosis son iguales a 1, entonces se tiene: F(q) = ¢f + ¢4 sujeto a la restriccién

de que ¢? + g2 = 1. Obteniendose los puntos iguales a (1,0), (-1,0), (0,1) y (0,-1) que son ;.

ALGORITMO DE GRADIENTE

Pricticamente, para maximizar el valor absoluto de la kurtosis, se inicia con un vector w,
calculado en la direccién del valor absoluto de la kurtosis de y = wlz, baséndose en las
muestras z(1),...,z(n) del vector z y posteriormente se mueve el vector w en esa direccion.

T

El gradiente del valor absoluto de la kurtosis w* z se calcula como:

§|kurt(wTlz))

S = 4sign (kurt (WTZ)) [E{Z(W#z)g}—3W‘IW[|2} \ - (38)

(demostracién en el Apéndice A). Se busca optimizar sobré ﬁna esfera unitaria, por lo que en
cada paso del algoritmo el vector tiene que ser dividido entre su norma. El término 3w]|w]|?
implica una modificacién a la magnitud del vector y no a su direccién; de fnanera similar que
el 4 que multiplica al signo de la kurtosis, por lo que ambos elementos se pueden excluir de la

ecuacién anterior obteniéndose:
Aw ocsign (kurt (wlz)) E{z(wTz)*} v (3.9)
w —w/||w] - (3.10)

Una nueva versién del algoritmo se puede obtener omitiendo el operador de esperanza (gra-

diente estocdstico) y tomando cada observacién z(i) una sola vez. Resultando asf:
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Aw asign (kurt (WTZ)) z(wTz)? (3.11)

w—w/||wl| | (3.12)
El algoritmo que se obtiene es el siguiente:

1. Centrar los datos para ‘que su media sea cefo
2. Blanquear los datos para obtener z
3. Para cada una de las observaciqnes z(n) |
(a) Calcular Aw =sign (kurt (wTz(n))) z(n) (whz(n))?

(b) Hacer w «— W + paso x Aw

(c) Normalizar w «— w/||wl]

4. Sino converge, regresar al paso 3.

donde el tamafio de paso es definido por el usuario, asegurando que en cada iteracién kurt (Walz) >

kurt (W?Z). La ventaja de este algoritmo es que tiene una adaptacién rdpida en un ambiente
dindmico. Las desventajas principales son que la convergencia es lenta y depende mucho del

punto inicial.

ALGORITMO DE PUNTO FLJO

El algoritmo de punto fijo es una alternativa para mejorar la velocidad de convergencia a la
solucién esperada. Estd fﬁndamentado en la existencia de un punto estable en el método del
gradiente.

Demostracién: Asumiendo que se desea maximizar la funcién F(w7z) en la esfera uni-
taria, es decir, bajo la restriccién G(w) = ||w|| = 1. El gradiente de G es igual a [wl|? — 1,

resolviendo por el método de Lagrange se tiene que VF =AVG; Ciue es:

L(w,\) = —F(wTz) + X (J]w]]* - 1)
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por lo que en el méximo, el gradiente de F apunta en la misma direccién que w. En otras
palabra el gradiente es igual a w multiplicado por una constante escalar.
El gradiente apunta en la direccién de w, lo cual significa que es igual a w multiplicada por

alguna constante escalar. Partiéndose de la ecuacién (3.8):

Aw [E{z(WTz)?’}—?)WHWHQ] : : (3.13)

donde |[w]||> = 1, por lo que tiene un algoritmo de punto fijo de la siguiente manera:

w —E{z(w 2)*}—3w (3.14)
w o w/|lwl N (3.15)

El vector final w da uno de los componentes independientes como una c_ombinaéién lineal de
wTz. La convergencia de éste método se determina cuando el valor de w anterior es igual al w
nuevo; esto es, el producto punto entre ambos vectores es 1. Esto no necesariamente dice que el
vector converge al mismo punto, ya que w y -w definen la misma direccién. Se ha comprobado

que éste metodo trabaja muy bien y que la convergencia es bastante rdpida y confiable [ref].

3.2.2 MEDIDA DE LA GAUSSEANIDAD POR NEGENTROPIA

En la seccién anterior se utilizé a la kurtosis como una medida de la no gausseanidad. Una de

sus desventajas es que es muy sensible a outliers, por lo que no es un medidor robusto.

La entropfa es, como la varianza, una medida de la variabilidad. Est4 relacionada con
N : ‘

la informacién que proporciona una variable aleatoria; aquellas que dan mas informacién son
las que tienen entropfa mas grande. La entropia (diferencial) H de un vector aleatorio y con

densidad py(n) estd definida como:

H(y)=— / py(n) log py(n)dn (3.16)

Una variable gausseana tiene la mayor entropfa del conjunto de densidades con una varianza

dada, mientras que la distribucién uniforme es la distribucion que tiene maxima entropfa sobre

un intervalo acotado. Esto puede ser tomado como que la entropia es una medida de la no
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gausseanidad. La entropfa es pequefia para variables que estdn concentradas en unos pocos
valores (pdf’s muy ”puntiagudas”).

Para obtener una medida de la no gausseanidad que sea cero para variables gausseanas y
" siempre no negativa, se utiliza una versién normalizada de la entropfa diferencial conocida como

la negentropia, la cual se define como:

J(Y) ZH(Ygauss) — H(Y) (3.17)

donde ygauss €s una variable gausseana con la misma varianza que y. La ventaja cie ésta medida
es que se puede demostrar que es el estimador éptimo de la no gausseanidad en términos de
la robustez[1]; el problema es que calculaﬂa es sumamente dificil, pof lo que se aproxima por
medio de polinonﬁos.

A continuacién, si y tiene media cero y varianza unitaria, se va a éuponer que py(€) es

casi una densidad gausseana estdndar, p(¢) = exp(—£2/2)/v/27. Definiendo los polinomios

ortogonales de Chevyshev-Hermite (denotados por H; donde 7 es un entero no negativo e indica .

el orden), por las derivadas de o(£), se tiene:

6’2(1_@ - (-1 H; (&) 9 (§) |

Realizando una expansién con ellos, se representa un sistema ortonormal en el sentido de

que:

lsii=j

[e@m©m©E={ "7
Osii#j

asf, la expansién de Gram-Charlier para p,(§) estd dada por:

P~ 20 =0 (©) (145 0) T s () )

donde k3 (y) = E{y®}, k4 (y) = E {y*} —3. Sustituyendo lo anterior en la ecuacién de entropia

y realizando la aproximacién de que log (1+¢) ~ € —€2/2:
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simplificando:

: eal)2 res(0)2
H)~ - [ ¢(©)logo (€ d - sf_ mlo)

Finalmente, la aproximacién de la negentropia de una variable aleatoria estdndar es:

J(y) =~ ﬁE{ys_}2 + 4—8kum‘(y)2 : (3.18)

Se pueden reemplazar las funciones polinomiales y3 y y*por otras'funciones G*(donde 17 es
un fndice, no una potencia), por lo que el métc()do proporciona una manera de aproximar la
negentropfa por medio de las esperazas E{G*(y)} (Demostracién en el Apéndice A.1). Si se
toman dos funciones no éuadraiticas Gty G* tal que la primera funcién es impar y la segunda

par, se tiene la siguiente aproximacién [1]:

J@W) ~ k1 (B{G(¥)})* + k2 (E{C?(y)} - E{G*W)})* (3.19)

donde k3 y k2 son constantes positivas'y v es una variable gausseana con media cero y varianza
unitaria. Se ha demostrado que se pueden escoger funciones G que mejoren la aproximacién

que se di6 anteriormente[l]. En especial, las siguientes funciones son bastante utilizadas

Gi(y) = —Czl‘—log coshayy (3.20) |
. 11
Ga(y) = —exp(—y*/2) S (3.21)
donde 1 < a3 <2 (Fig. 3.5).
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Figure 3-5: Funciones G’s utilizadas para aproximar la negentropia.

En el caso que se utilice una sola funcién no cuadrética G, la aproximacién que se tiene es:

() & [E{C()} — E{CO)}? | (3.22)

ALGORITMO DE GRADIENTE

Al igual que en el caso de la kurtosis, lo que se busca es maximizar la negentropia. Realizando

la maximizacién del algoritmo al igual que para la kurtosis(ver Apéndice A). Se tiene:
Aw ovE {zg(WTz)} : (3.23)

w e w|iwl| (3.24)

donde v = E{G(wTz)} — E{G(v)}, v es una variable aleatoria gauseana esténdar y g es la
derivada de la funcion G. La esperanza seréd omitida para obtener un algoritmo de gradiente

en linea.

Ay=E{GwTz)} - E{G)}—~ (3.25)
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donde y es una medida de adaptacién ”automética” que es similar al signo de la kurtosis en el
algoritmo basado en ésta medida.

El algoritmo en forma general es el siguiente:

1. Centrar los datos para que su media sea igual a cero

2. Blanquear los datos pafa obtener z

3. Escoger un vector inicial w(puede ser aleatoriamente), y un valor inicial para
4. Calcular Aw «vE {zg(wTz)}

. Normalizar w

6. Si el signo de v no es parte del conocimiento a priori, calcularlo como Ay = (G(wTz) —

E{GW)}) =~

7. Si no converge, regresar al paso 4.

La funcién g es la derivada de la funcién G correspondiente, de esta manera:

91(y) = tanh(ay) (3.26)
o) =yep(—Y2) (3.27)
g3(y) =9° | (3.28)

donde 1 < a3 <2 (Fig. 3-6).

ALGORITMO DE PUNTO FIJO (FASTICA)

El algoritmo de punto fijo, al igual que el introducido para el caso de la kurtosis, es mucho més

rapidd y estable que el de gradiente (deduccién Apéndice A) y es el siguiente:

1. Centrar los datos para hacer que su media sea cero.
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Figure 3-6: Derivadas de las funciones G’s

2. Blanquear los datos para obtener z
3. Escoger un vector inicial w(puede ser aleatoriamente).

4. Seaw «E {zg(wTz) — E{g(wTz)}w} donde g estd definida como el en algoritmo anterior

y ¢ de Ia siguiente manera: ¢1{y) = a1(1 — tanh®(a19); g2(¥) = (1 — ¥?) exp(~y2/2);

93(y) = 3y°
5. Normalizar w

6. Sino converge, regresar al paso 4.

‘Como criterio de convergencia, se verifica que el nuevo y el viejo valor de w apunten en la
misma direccién; esto es, que el producto punto sea igual a 1.No es necesario que convergan al

mismo punto , ya que W y - w apuntan a la misma direccién.

PROPIEDADES DEL ALGORITMO DE FASTICA

El algoritmo de FastICA tiene algunas propiedades importantes compardndolo con otros méto-

dos[5].

1. La convergencia es cibica (o al menos cuadratica). Esta es una diferencia con los algorit-

mos basados en métodos de descenso de gradiente, donde la convergencia es tinicamente
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lineal. Esto significa que la convergencia es muy répida, como se ha confirmado en varios

experimentos|5].

2. Al contrario que los algoritmos basados en gradiente, no hay pardmetros que ajustar, por

lo que el algoritmo es fécil de utilizar.

3. El desempeno del método puede ser opt/imizado al escoger la nolinealidad g. En particular,

se pueden tener algoritmos que son robustos y/o de minima variabilidad.

4. Los componentes independientes pueden ser calculados uno por uno, lo cual es fuerte-
mente equivalente a realizar projection pursuit (ver Capitulo 3). Esto es ttil para an4lisis
exploratorio de datos, reduce la carga computacional cuando solo se necesita calcular

algunos componentes independientes.

5. El método de FastICA tiene las muchas ventajas se desarrolla en paralelo, est4 distribuido, .

es simple computacionalmente y requiere poco espacio en memoria. Los métodos de
gradiente estocéstico, son preferibles solo cuando se necesita un rapida adaptabilidad en

" un ambiente.

3.2.3 ESTIMACION DE VARIOS COMPONENTES INDEPENDIENTES

Para calcular varios componentes independientes, se necesita correr un algoritmo de una unidad
varias veces hasta encontrar el numero de componentes que se desean. Para extender dichos
métodos a algoritmos que calculen varios componentes, se parte del principio de que los com-
ponentes independientes w; tienen que estar no correlacionados. En uh espacio blanqueado
se tiene: E {(W? z) (WfZ)} = w}w;, y como consecuencia ortogonalidad. Los w; son los
renglones de la inversa de la matriz de mezclas, y son iguales a las columnas de la matriz de

mezclas por la propiedad A~'= AT, Se puede utilizar alguno de los siguientes algoritmos.

ORTOGONALIZACION DESINFLANTE (Deflationary orthogonalization)

Una manera de ortogonalizar es utilizando el método desinflante con GramSchmidt; ésto sig-
nifica que se van calculando uno por uno cada componente. Cuando ya se calcularon p com-

ponentes independientes (vectores wi,...,wp), se ejecuta un algoritmo de una unidad para
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encontrar el componente wpy1, después de cada iteracién se resta de wyi1 la proyeccién

(Wg Wj) w;,j = 1,...,p de los p vectores calculador anteriormente y se renormaliza wp.;. El

algoritmo es el siguiente:

1. Escoger m, el nimero de componentes que se desean estimar. Hacer p «+ 1
2. Inicializar wy. (puede ser aleatoriamente)
3. Hacer una iteracién de un algoritmo de una unidad para obtener w,

4. Hacer la siguiente ortogonalizacién:

p—1
Wp —Wp = ¥ (Wy W) W; (3.29)
i=1

Normalizar w, dividiendolo por su norma
5. Si w, no converge, regresar al paso 3.

6. Hacer p < p+ 1.Si p no es mds grande que el nimero de componentes deseados, regresar

al paso 2.

ORTOGONALIZACION SIMETRICA

Este tipo de ortogonalizacién se utiliza cuando no se desea que alguno de los vectores sea
»privilegiado” sobre los demés. Esto es, todos los vectores son estimados en paralelo en lugar
de uno por uno. Una ventaja sobre el anterior es que el algorimo de ortogonalizacién desinflante
acarrea el error del primer componente sobre el segundo y asi sucesivamente. Otrak ventaja es
que se emplean calculos en paralelo. |

A grandes razgos, el método consiste en hacer pasos iterativos de algoritmos de una unidad
para cada vector w; en paralelo y después ortogonalizar todas las w; por un método simétrico,

de la siguiente manera:

1. Escoger el niimero de componentes independientes m a estimar.

2. Inicializar los wy, ¢ = 1,...,m (puede ser aleatoriamente)
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3. Hacer una iteracién de un algoritmo de un solo paso para cada w; €n paralelo.

4. Reslizar una ortogonalizacién simétrica de la matriz W = (wy, ...wy,) 7

5. Si no converge, regresar al paso 3.

La ortogonalizacién simétrica puede hacerse de las siguientes maneras:

PRIMERA FORMA

1. Hacer W «— W/||W]||.
2. Hacer W «—3W—-IWWTW,
3. Si WWT no ésta lo suficientemente cerca de la identidad, ir al paso 2.

SEGUNDA FORMA:

Hacer W «— (WWT)_l/ 2 W; donde (W W T)_l/ ? se obtiene mediante la descomposicién
en eigenvalores de

WWT = Ediag (d 12 ..,d;l/Q) E7. (3.30)

Los métodos anteriores se obtuvieron de [1].

-
/

3.2.4 CRITERIOS DE DESEMPENO

- Para evaluar el desempefio de un algoritmo,. se utilizan datos 'geinerados por alguna fuente

conocida y asf cotejar el error del resultado estimado con el verdadero. Una manera de comparar
algorimos es mediante el desempeflo estadistico con una matriz de permutacién(1] de la siguiente

manera:

N N N
lpwl |sz|
P 2 maxy [pael T £ \ & maxi [pig] ' (8:81)

donde p;; es el ij-ésimo elemento de la matriz de permutacion P = BA. Si los componentes
indepéndientes estdn separados perfectamente, P es una matriz de permutacién (donde los
elementos tienen signos diferentes). Una matriz de permutacién estd definida como aquella en

la que en cada renglén y en cada columna, solo un elemento es diferente a cero. El criterio
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de desempefio E; da un valor casi cero mientras més cercano esté P de ser una matriz de
permutacién.Otro criterio, conocido como Ej es similar al anterior, con la diferencia de que se

toman los valores pgj.

3.2.5 RESULTADOS PRACTICOS

En esta seccién, se realizaron pruebas con los métodos basados en la no gausseanidad, tanto
de gradiente como de punto fijo. La ortogonalidad de los componentes se hizo con el método
desinflante. Los datos que se utilizaron fueron en 2D y se generaron a partir de diferentes

distribuciones.

Comparacién del tiempo de ejecucién entre los métodos

El objetivo de ésta seccién fue revisar el tiempo de ejecucién en promedio que tarda cada
uno de los métodos utilizando diferentes tipos de distribuciones(lo mas lejanas posibles a una
gausseana) para generar los datos de entrada.

Caracteristicas de la prueba

(a) Puntos de arranque aleatorios

(b) 1000 muestras. En cada corrida se utiliza el mismo conjunto de datos
(¢) 40 corridas por método

(d) Métodos programados en Matlab.

TABLA 3.1. Comparacién entre los tiempos de ejecucién de diferentes métodos

Se puede observar que el tiempo de ejecucién de los métodos basados en punto fijo son
mucho menores que los de gradiente; sea cual sea la distribucién a partir de la cual se generaron

los datos (tanto kurtosis o negntropia).
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Verificacién de superioridad de ICA a PCA para comp. indep.

Caracteristicas de la Prueba
(a) Puntos de arranque aleatorios
(b) 1000 muestras aleatorias diferentes en cada corrida
(c) Métodos programados en Matlab

(d) Criterio de comparacién: E1

_ Distribiicién | Método’ | %Superioridad Tierpo Ejeciicion
T e : T

\Dible Exponencial loa,
| pea

TABLA 3.2. Comparacién entre ICA y PCA

Tiempos de ejecucién y comparacién entre los métodos

-Géh&paciﬁn‘kde datos Método. Tiempo de ‘E:je:t;l,i‘ciﬁn : Qgsempeﬁpﬂ
ICA.  “PCA Ica PCA
1.902:

© o Uniformie cortinus: ) ﬁGradiEnte Kurtosis 21T
: 033

305"

Dioble exponencial orfiny

“Fastica Negertropia

| Conrta de dos hotmales cont Gradierte: Kuttosis

Gradiente Negeriropis, 81:35°

FastICA Kurtosis 1:59

,_  FastiCA Nedertrop 22

‘Exponencisldiscrets. Gradierts 2109

lerite ja 3426

[ FastiCA Kurosis 0.8

' FastiCa Negentropia AT

: Dioble:Exponencizl discrets Gradiente Kuirtosis 05
‘ ) 132
-

005

TABLA 3.3 Comparacionés entre ICA y PCA.
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OBSERVACIONES: En dos dimensiones, visualmente los resultados obtenidos no concuer-
dan con el indice utilizado para medir el desempefio. En cuestién de tiempo, ICA consume
mucho m&s que PCA. Lo anterior es muy claro, ya qﬁe requiere encontrar los. componentes
principales antes de encontrar los s;. En forma general, considerando los resultados anteriores

se puede ver que el 60% de las veces ICA encuentra mejores componentes que PCA.

COMPARACION EN BASE AL ANGULO

Como se mencioné anteriormente, la manera mas simple de encontrar a los componentes inde- -

pendientes es por medio de rotaciones que nos lleven a maximizar la no gaussenidad, de esta
manera, como se conoce a la m‘atriz A con la que se realizé la mezcla de los datos, se puede
utilizar un criterio basado en el dngulo de dicha matriz con la matriz de los componentes inde-
pendientes encontrados. Mientras m4s cercano sea el dngulo a 0, entonces los componentes son
mejores aproximaciones a los originales.

Caracteristicas de la Prueba -

(a) Puntos de arranque aleatorios

(b) 1000 muestras aleatorias diferentes en cada corrida
(c) Métodos programados en Matlab
(

d) Tipo de comparacién: Angulo

Ica
Bxp.| PCA
| lea

TABLA 3.4 Comparaciones entre ICA y PCA por criterio del dngulo.

OBSERVACIONES:Se toma como una solucién buena aproximada el encontrar unos vec-
tores cuyo dngulo con los esperados sea menor de 8° de desviacién y como correcta aquellos

vectores que coinciden exactamente con la matriz que se utilizé para realizar la rotacion.
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Sensibilidad del punto de arranque

El método de FastICA no es tan sensible al pﬁnt'o de arranque, como el método del gradiente lo
es. Esto se debe a que el punto inicial en el método del gradiente determina la direccién hacia
donde se va a mover; e influye notablemente en aquellas distribuciones que contienen varios
maximos (locales o globales). .

’ Utﬂizando éstas pruébas v las realizadas anteriorzﬁente, se puede ver que en el caso de
distribuciones continuas, en la mayor parte de los casos los métodos de ICA tienen un mejor
desempeno. | .

Existen otros métodos para calcular los componentes independientes que se describen en el

resto del capitulo.

3.3 ICA POR ESTIMACION DE LA MAXIMA VEROSIMIL-
ITUD

En ésta seccién se describird otra forma de encontrar los coi’nponentes independientes, para
éstc; es necesario formular el problema de la siguiente manera: Teniendo n observaciones
z(1),z(2),-- x(n) que contienen informacién de m cantidades 61,03, ..., 0, desconocidas que
se desean calcular; el objetivo es encontrar el vector de pardmetros 6 = (01,02, -- , 0m). Una
manera es obteniendo el estimador de méxima verosimilitud, que implica encontrar valores de
parémetroé con los que se obtiene la probabilidad més alta para las observaciones; éste método

es descrito a continuacién.

3.3.1 EL METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD

Este método supone que los pardmetros desconocidos son constantes y que no se conoce infor-
macién a priori de ellos; de ésta manera el estimador de méxima verosimilitud 8,7 del vector

0 es el valor que maximiza a la funcién de verosimilitud (que es la distribucién conjunta)

p (x7|0) = p(2(1),%(2), -, (n)|6)
de las observaciones z(1), z(2), ..., z(n).
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Como por lo general las funciones de densidad contienen funciones expornenciales, es mas

conveniente tomar la funcién de log verosimilitud Inp (xr|0), ya que el EMV también la maxi- ‘

miza y se encuentra solucionando la ecuacién:

6
= 10p(xr10)lpp,,, =0

La construccién de la funcién de verosimilitud puede ser muy complicada si las medidas
dependen de otras, por lo que se supone que el método se aplica a observaciones z(j) que

son estadisticamente independientes una de la otra. Asumiendo independencia, la funcién de

verosimilitud es el producto:

XT|9 Hp

donde p(z(4)|6) es la funcién de densidad de probabiliadad condicional de una medida escalar

z(j). Si se toma el logaritmo, esto es,
p(xr|6) Zlnp z(7)16)-

El vector de la ecuacidn de verosimilitud consiste en m ecuaciones escalares

50. lnp(XTléML”g:@ML = O,’L =1,...m

Para aplicar el EMV es necesario calcular primero la funcién de verosimilitud, por lo que se

desarrolla en la siguiente seccién.
3.3.2 LA VEROSIMILITUD DEL MODELO ICA
Antes de calcular la funcién de verosimilitud, se mencionard un teorema necesario:

Theorem 1 La densidad de una transformacion lineal y = g(x), donde z = g™*(y) es

) = =g~ ()
P Taet Jg( )]
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donde Jg es el jacobiano
Asf, teniendo el vector de mezclas
x = As

partiendo del teorema anterior se puede formular la densidad p; como:

x = g(s)

= )
. Dslg "X

Pe) = (qer TG )

P(%) = T et 7g(a-10))
como A7'=B,y A"lx=s
: YN ps()
Pel) = 2 T

por lo tanto

mmﬂwmmwrwmnmm

donde p; denota las densidades de los componentes independientes, mostrandolo como una

funcién de B

pa(x) = [det B| [T pi(bT )

donde B = (bl, ,b,)T. Asumiendo que se tienen n observaciones de x, denotadas por
x(1),%(2),..x(n), la verosimilitud puede ser calculada como el producto de las densidades

evaluadas en los n puntos.

L(B) = I sz(bTX(t)) |det B
t=14¢=1
por lo que la log verosimilitud es:

log L(B) = ZZWM@TOHM%me

=] =1

Cambiando notacién, podemos denotar la suma sobre el 1nd10e t por una esperanza v dividir

entre T', obteniendo

N log L(B {Zlogpz } + log |det B| - (3.32)

Una vez que se tiene la expresién de la verosimilitud, todavia faltan conocer las densidades,
lo cual es un problemano paramétrico, es decir, que no puede ser reducido a un ntmero finito de
parémetros. Debido a esto, a la estimacién del modelo de ICA se le conoce como una estimacién

semiparamétrica.
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3.3.3 ESTIMACION DE LA DENSIDAD

Para resolver el problema semiparamétrico anterior se pueden tomar dos caminos: En el primero
de ellos, si se conocen las densidades (o aproximaciones a ellas), se-pueden utilizar como
conocimiento a priori en el modelo. En el segundo caso, que no son conocidas, se pueden
aproximar por una familia de densidades que son especificadas por un numero limitado de
pardmetros. Si el nimero de pardmetros necesita ser muy grande, entonces no se gana mucho

con ésta aproximacion.

Theorem 2 Denotando p; como las densidades de los corﬁponentes independientes, y g;(s;) =
(55 log Bi(s:) = ]Z:E'Sg como restricciones para la estimacion de los componentes independientes
y; = blx, de tal manera que estén no correlacionados y con varianza umtama entonces, el
estimador de MV es localmente conszstente, lo cual implica que st se tenfa un mdrimo en un
punto, se sequird teniendo si se asumen densidades 2’51 tales que E {s:9i(si) — ¢(s:)} > 0, para

toda 7.

Bassndose en el teorema aﬁterior, se puede demostrar que es suficiente aproximar una
densidad por medio de dos funciones (que pueden ser muy simples) [1]. Asf que, 'para cada
componente independiente, se tiene que determinar cual de las dos aproximaciones es mejor.

Una propuesta de funciones son las siguientes:

log 5 (s) = o1 — 2log cosh(s) '

log f; (s) = o — [s%/2 — log cosh(s)]

la razén principal de esto es que una es la negativa de la otra. Se puede observar también
que F; es una densidad supergauseana, y 7; es subgausseana.El célculo de los momentos no
. polinomiales de estas funciones és:

Para p; =

9i(s:) = 5—i;[—210gcosh(s)]

1) .
= _26_& [log cosh(s)]
1

8
= —2—cosh(s) P (cosh(s)).
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1
= —QEO—Sh—(gjsenh(s)

= —2tanh(s)

Para p; =
Cgi(sy) = S [s?/2 —log cbosh(s)}
bs;
= FE{tanh(s;)s; — (1 - tanh(sz-)2}

Entonces, se pueden calcular los momentos polinomiales de las dos distribuciones y es-
coger la que completa la condicién de estabilidad. Esto puede realizarse en linea o durante la
maximizacién de la verosimilitud. Esté método siempre proporciona un estimador consistente
(localmente) .y resuelve el problema de estimacién semiparamétrica.

A continuacién se mencionan los métodos para calcular los componentes independientes por

medio de la estimacién de méxima verosimilitud

3.3.4 ALGORITMO DE BELL-SEJNOWSKI (METODO DE GRADIENTE)

El método mds simple para maximizar la verosimilitud es derivando la ecuacién (3.32), donde

se tiene

181gLB) 8 [N oo  flog|det B|
T 6B 5B {; ng’(b X) 5B
= §log |det B

= { Zogpz(bT } —g;Be |

basdndonos en la ecuacién 9.1, se tiene

1 8log L(B)

T~ 6B =B {g(Bx)x"} + [B7]”

ke

donde g(y) = (g:(v:),- ,gn(yn)) cong; = (log pi) = P —; por lo que un algoritmo de estimacién
T
ML, serfa
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AB « E {g(Bx)xT} + [BT]_1 (3.33)

puede utilizarse una versién estocédstica del algoritmo, esto es, omitiendo el operador de esper-

anza
AB « g(Bx)x? + [BT]_1

El algoritmo converge muy lentamente, especialmente por la inversién de la matriz B nece-

saria en cada paso.

3.3.5 ALGORITMO DE GRADIENTE NATURAL

El método de gradiente natural fue propuesto por Amari[l] y simplifica la maximizacién de la
verosimilitud considerablemente, e incluso hace que esté mejor condicionado. A grandes razgos,

para obtener éste algoritmo se parte del algoritmo del gradiente: ‘
8T (w) 8T (w) _6J(w)
dw _ \ fw bw
Multiplicando el lado derecho de 3.33 por BTB, se tiene:

AB o« [BT] ' BTB + E {g(Bx)x”} BTB = B + E {g(Bx)x”BT} B,

wWiw.

W — W —«&

y se modifica de la siguiente manera:

sy =Bx
"AB«B+E{g(y)y'}B=(I+E {ey)yT})B
Para componentes independientes supergauseanos, la funcién g"‘(y) = —2tanh(y) y para

¢componentes subgauseanos g~ (y) = tanh(y) — v.

3.3.6 ALGORITMO DE PUNTO FIJO

La verosimilitud puede ser calculada por medio de un algoritmo de punto ﬁjo,‘ tan confiable
como el de negentropia. Al igual que en éste, el cual optimizaba E{G(WTZ)},_ se tiene el mismo
problema, ya que bajo la restriccién de que los componentes independientes que se encuentren
deben de ser blancos el término log | det W] de la ecuacién 3.32 es una constante, por lo que se
puede utilizar la misma clase de derivacién de punto fijo que la utilizada anteriormente.

Asi, se tenia un algoritmo de FastICA para datos blancos:
E{zg(wlz)} + Bw
E{g(wTz)}+p

W — W—
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donde 8 = —E{y;g(y:)}. Escribiendo la ecuacién de manera matricial se tiene:

W — W+ diag(as) [diag(6;) + E {g(y)y” }| W

donde «; = _1'/ (E { g (WTZ)} -+ 51') , ¥y ¥ = Wz. Expresandolo para datos no blancos, se
reemplaza W por Wz = WVx que es B =WV, obteniéndose

B — B+ diag(s) [diag(8) + E {g(y)y” }| B

Después de cada iteracién, la matriz B se proyecta sobre el conjunto de matrices blan-

queadas. Esto se puede realizar con B « (BCBT)_1/2-B donde C = E{xx'}

3.4 ICA POR MINIMIZACION DE LA INFORMACION MU-
TUA |

La informacién mutua es una medida de la dependencia entre variables aleatorias. Esta es
siempre no negativa y cero solo en el caso de variables estadfsticamente independientes. La
informacién mutua considera la estructura de las variables v no lo solamente la covarianza
entre ellas como PCA.

‘Asf, la informacién mutua se puede utilizar para encontrar los corhponentes independientes.
Supongamos el modelo de ICA como un vector x con una transformacién invertible B, de
tal manera que B proporcione la minimizacién de la informacién mutua de los componentes
si(s = Bx). De esta manera la minimizacién de la informacién mutua puede ser interpretada
como la maximizacién de los componentes independientes. v

La informacién mutua I entre m varlables aleatorias, yi,z =1,.m esta definida como:

I(y1,92, - Ym) = Z H(y:) — H(y)

donde H es la entropla diferencial H(y) = — [ p(y)logp(y)dy

y una versién normalizada de ella es la negentropia J (y) = H(Ygauss) — H(y)

En general, se puede demostrar que I(y1,¥2,...,Ym) = const — »_ J(y;) cuando los datos

estén decorrelacionados [1].

Asi, se puede ver que la estimacién de los componentes independientes por la minimizacién
de la informacién mutua es equivalente a la maximizacién de la suma de no gauseanidades de
los componentes estimados, cuando estdn decorrelacionados.

Los algoritmos utilizados son los mismos que cuando se calcula la no gauseanidad o los de
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estimacién de méxima verosimilitud.

3.5 COMPARACIONES ENTRE ALGORITMOS

Como se mencionaron anteriormente, existen varios métodos para calcular los componentes

independientes dado un conjunto de datos, la informacién mutua da un punto de comparacién

entre los diferentes principios, sabemos que
I(y1,92, - Yn) = EH(yz) — H(x) —log|det B|
. i i

bajo la restriccién de que y; son no correlacionados y con varianza unitaria, el ultimo término
es una constante y él segundo no depende de B; por lo que se puede decir que la entropia
estd maximizada por una distribucién gauseana cuando la varianza es una constante. Asf pues,
la minimizacién de la informacién mutua es similar a la maximizacién de la suma de las no

gausseanidades de los componentes estimados.

También la informacfén mutua puede ser calculada aproximando las densidades de los ICs

por alguna familia paramétrica y utilizando la log-densidad en la definicién de entropia, lo que -

es equivalente a la estimacién de méxima verosimilitud.

3.5.1 DIFERENCIAS ENTRE LOS PRINCIPIOS DE ESTIMACION

Algunas diferencias entre los algoritmos son las siguientes:

1. Algunos principios (especialmente la maximizacién de la no gausseanidad) son mejores

para calcular cada componente a la vez, mientras que otros estén diseflados para calcular todos
los componentes independientes al mismo tiempo (por ejemplo utilizando informacién mutua,

no se puede calcular uno por uno).

2. Algunas funciones objetivo utilizan funciones polinomiales basadas en pdfs, mientras que

otros las basan en acumulativas [1]

3. En varios principios de estimacién, los ICs que se obtienen estdn restringidos a ser no

correlacionados.

4. Una diferencia practica importante es qﬁe en las estimaciones ML las densidades de los

componentes son fijas; ya que las pdfs de los CI no son requeridas con gran presiciéxf (solo
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necesita saberse si es subgausseana o s'upergausseana), pero si la naturaleza de los componentes
no es correcta, provoca grandes fallas. En contraste, métodoé como el de negentropia no tienen
éste tipo de problemas(1].

5. Uﬁa diferencia entre los.algoritmos que utilizan la no gausseanidad es que forzan a
los componentes independientes a ser no correlacionados. Esto no necesariamente se cumple

cuando se utiliza informacién mutua.
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Chapter 4

RELACIONES ENTRE ICA Y
OTROS METODOS

El objetivo de la primera seccién es presentar algunas técnicas muy relacionadas con el Anilisis
‘de Componentes Independientes, sin utilizar la formulacién estricta de variables latentes, lo

cual se hard en la segunda parte.

4.1 COMPONENTES PRINCIPALES

El anélisis de componentes principales (PCA) es posiblemente la técnica de reduccién de di-
mensién més utilizada en préctica, por su sencillez y los eficientes algoritmos que existen para
calcularlos. En procesamiento de sefiales, a ésta técnica se le conoce como la transformada de

Karhunen-Loeve.

Considerando un vector de variables aleatorias {xi}fil en RY con media x = (E(x1),...,E(xN))

y matriz de covarianza 3 = E {(x —X)(x — X)T}, con descomposicién 3= UAUT(U ortog-
onal y A diagonal).

La transformacién de componentes principales y = UT(X — X) hace referencia a un sistema
en el que la muestra tiene media 0 y matriz de covarianza A (que contiene los eigenvalores
de ). Se pueden descartar las variables que tienen poca varianza, y proyectar los datos en
el subespacio generado por los L principales componentes principales, obteniendose una buena

aproximacién (fig.4.1).
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Figure 4-1: Utilizacién de los primeros componentes principales para un conjunto de datos

Geométricamente, el hiperplano generado por los primeros L componentes principales es el
hiperplano de regresién que minimiza la distancia ortogonal entre los datos (fig. 4.1) y comun-
mente se les utiliza como puntos de arranque de otros algoritmos, como projection pursuit, que

se describird a continuacién.

4.2 PROJECTION PURSUIT

Projection pursuit e_é una técnica desarrollada en estadistica para encontrar proyecciones ”in-
teresantes” en datos multidimensionales. Estas proyecciones pueden ser utilizadas para visual-
izaciones Sptimas de los datos. ‘

Cuando projection pursuit es utilizada para anslisis exploratorio de datos, cominmente se
calculan las proyecciones mas interesantes en 1D. Este método es una extensién del cldsico

método de PCA para visualizacién; el cual presenta la distribucién de los datos en el plano

formado por los dos primeros componentes principales. La pregunta bésica en projection pursuit

es definir cudl o cuales son las proyecciones interesantes. Para PCA, las distribuciones mas

“interesantes” son aquellas que tienen mayor variabilidad en los datos proyectados. Algunos

métodos de andlisis multivariado clasico son casos especiales de ésta técnica.

Las desventajas de éste método(y de todos en general) son que:
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‘Proyeccion basada en
ECN- — .

Figure 4-2: Proyecciones ”interesantes”

1. Trabaja con proyecciones lineales y por consiguiente no son buenas con estructuras no
lineales. |

2. Tienden a ser computacionalmente intensivos.

Se considera que una proyeccién es interesante si presenta una estructura lineal (las cor-
relaciones entre las variablés 'son detectadas por una regresién lineal) o bien, una no lineal
(clustering, kurtosis, sezgamiento, ‘etc). Por ejemplo, en la fig.4.2, la proyeccién en {eg,es} no
da informacién clara, mientras _la de {eq, e2} presenta clusters claros, por lo que la proyeccion
interesante es la segunda. N 7 _

"En la fig.4.3, se tiene otro ejemplo; en este caso, la proyeccién menos gausseana da una
mejor estructura de clusters y la direccién encontrada por PCA no dice nada. Esto muestra
como PCA no devuelve siempre una estructura en clusters, ya que esta no es visible en la matriz

"de varianza y de correlacién en la que se basa PCA.

4.3 ANALISIS DE FACTORES

)

Un método muy relacionado con PCA es el anélisis de factores, aquf se utiliza el siguiente

modelo:
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Figure 4-3: Comparacién entre los primeros vectores encontrados con FastICA y con PCA.

x=As+n ‘ (4.1)

donde x es el vector de variables observadas, s el de vector de factores, A es una matriz de mxn,
y el vector n es el ruido, de la misma dimensién, m, que x. Las variables en s y n se asumen
como gauseanas donde s tiene menor dimensién que x. Una manera para estimar el modelo se

basa en los factores principales. La idea es aplicar PCA a los datos x de una manera tal que el

ruido sea tomado en cuenta. La forma m4s simple es asumir una que la matriz de covarianza

del ruido es conocida ¥ = FE {nhT}, después encontrar los factores aplicando PCA sobre la
matriz de covarianza modificada C — X donde C es la matriz de covarianza de x. Entonces el
vector s es simplemente el vector de componentes principales sin ruido.

- La diferencia principal entre FA y PCA es que en FA se busca una rotacién de los factores
para que se obtenga una base con propiedades interesantes, esto es posible ya que la ecuacién

(4.1), no proporciona factores tinicos.
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Datosnio gausseancs

A Andlisis:de Factores
N‘o';no r;_ielo Ditas
(ﬂ.uda) Gausaeanos
‘Projection Pursust” PCA

Figure 4-4: Relaciones entre ICA y otros métodos. Las lineas muestran conexiones cercanas.

4.4 RELACIONES DE ICA CON LOS METODOS ANTERI-
ORES

ICA esté cercanamente relacionada con los métodos expuestos anteriormente, en las siguientes

maneras:

1. En el modelo libre de ruido, la estimacién del modelo de ICA significa que se buscan
direcciones ”interesantes”, las cuales dan estimaciones de los componentes independientes.

Entonces, podria decirse que ICA es un caso especial de projection puréuit.

2. Comparando el modelo con ruido de ICA con el modelo de andlisis de factores, se puede

ver que ICA podria ser considerado un anélisis de factores no gauseanos. La principal

diferencia es que en ICA la reduccién de dimensionalidad no es necesariamente la meta. -

3. La relacién entre andlisis de componentes principales es que, ambos métodos formulan
una funcién de objetivo general y luego la maximizan. También, ambos métodos estdn
relacionados con el Anslisis de Factores (uno para datos no gausseanos y el otro para
gausseanos). La diferencia principal es que PCA utiliza estadisticas de segundo orden,

mientras ICA utiliza un orden mayor.

Las lfneas en el diagrama 4.4 muestran las relaciones cercanas, primero, si no se supone nada

en los datos, ICA es considerado un método de projection pursuit. Si se asume un modelo de
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datos con ruido, entonces ICA es considerado una variacién de anélisis de factores para datos no
gausseanos. La conexién entre ICA y PCA es considerada indirecta, ya que se necesita anglisis

de factores para datos gauseanos|6].

4.5 PANORAMA DE ICA POR MEDIO DE MODELACION
' CON VARIABLES LATENTES CONTINUAS

En éste seccidn, se presenta una introduccién a los modelos de variables latentes continuas. Las
definiciones se dan de una manera superficial, ya que no es el objetivo de la tesis. La meta es
mostrar en perspectiva en donde se encuentra ICA dentro de los demds modelos semejantes.
Para ahondar més en el topico, referirse a [3].

Los modelos de variables latentes continuas, son en general un tipo de modelos probabilis-

ticos que tratan de explicar procesos en alta dimensionalidad en términos de un menor nimero

de variables. Estos tipos de modelos se utilizan principalmente para resolver problemas de re-
conocimiento de patrones, como la reconstruccién de datos secuenciales (tratar de recuperar la
sefial original, dada una secuencia de vectores donde algunoé valores estdn perdidos). La forma
[3] en la que se describen los modelos de variables latentes es:

1. Formulacién del mf‘)delo.

2. Estimacién de"pérémetros (por medio de méxima verosimilitud)

3. Pruebas de hipdtesis acerca de los pardmetros.

4.5.1 DEFINICION DE VARIABLES LATENTES

Considerando un sistema gobernado por L variables independientes x; ,/:vz, ...zr,, con las cuales
se representan vectores L-dimensionales x = (z1,..., L)T que toman valores en un subconjunto
S de R, llamado espacio latente o de estados. Es decir cada estado del sistema estd dado
pdr un vector x en particular en el espacio S. La dimensién L del sistema no es conocida por
el observador que disefia el experimento con el que se obtienen los datos; pero usualmente el
nimero de variables D es mds grande que el mimero de variables L. Cualquier variable medida
puede ser representada como la operacién de obtenerla del espacio latente f:S C RY — M C

RP. Se asume que f es no singular (dimensién de la imagen f es igual que la dimensién de su
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 varisbles:
- chserradas

Figure 4-5:

dominio; dim S = dim £(S)), por lo que las variables observadas pertenecen a un espacio lineal
L-dimensional M =f(S) en RP donde R? es conocido como el espacio de observaciones. f
describe un proceso ideal, por lo que cada punto del espacio latente es mapeado exactamente a
un punto en el espacio M, por lo que se puede invertir. De ésta manera £ “LMeRP - S eRE,
pero para cada punto x en el espacio latente, el observador tiene f(x) + e en el espacio de
datos, donde e es el error estocdstico (ruido), e € RP. El modelo de ruido se representa como
una funcién de densidad p(t|x), que representa la probabilidad de qué el punto latente x sea

observado como el punto t. El ruido generalmente se asume como N (f(x),)").

4.5.2 MODELO GENERATIVO USANDO VARIABLES LATENTES CON-
TINUAS ‘ :

En la modelacién de variables latentes, se asume que los datos en alta dimensién son generados
por un proceso en dimensién més baja, donde el objetivo es aprender de ellas y aplicarlas en
dimensiones més altas (modelo generativo). Las variables latentes estén mapeadas por una
transformacién fija (procedimiento de medida) y posteriormente se les afiade ruido (variacién
estocéstica). Asumiendo que las variables latentes y las observadas son continuas, llamemos TC
RP a] espacio observado o de datos D-dimensional. Considerando una distribucién desconocida
p(t) en el espacio de datos para't € 7, del cual dnicamente tenemos una muestra {tn}gzl cT.
Como L < D, al espacio L—dimensipnal se le llamaremos espacio latente X C RE.

Un punto X, en el espacio latente X es generado de acuerdo a una distribucién a priori p(x)

y se mapea a un espacio de datos T’ por medio de un mapeo suave f: X — 7 .se obtiene un

.
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Figure 4-6:

modelo de error o de ruido p(t|x) = p(t|/f(x)). La funcién de densidad de probabilidad en el
espacio 7xX es p(t,x) e integrando sobre el espacio latente se obtiene la ecuacién fundamental

de modelos de variables latentes.

o6) = [ a6, x0ax= | p(t]x)p(x)dx )

4.5.3 MODELO DE RUIDO

~ Si las variables latentes son eficientes para representar a las variables observadas, se espera que

‘dado un valor de latentes, los valores del grupo de observadas sean independientes de los valores

de otro grupo. De otra manera, las variables latentes escogidas, no explican necesariamente las

correlaciones entre las observadas y las latentes. Entonces, para todas las d,e € {1,...D},

p(tdlte,;x) = p(ta,X) = p(ta, teX) = p(talte, X)p(te|x) = p(tax)p(te|x) - (4.3)

donde, la distribucién de las variables observadas condicionadas:a las variables latentes, o

modelo de ruido, es factorial.
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' D
p(tlx) Z T paltalx) (4.4)
d=1.

Esto es, para L < D, las variables observadas son independientes condicionalmente dadas
las variables latentes. Esto es usualmente conocido como el axioma de la independencia local (o
condiciénal), éste axioma es una definicién de que se puede encontrar la distribucién conjunta
de las variables observadas en término de las variables latentes. La idea es encontrar el menor
nimero de variables latentes que realicen esto.

" Tomando el modelo de ruido p(t|f(x)), se puede utilizar una funcién de densidad con las
propiedades|ref]:

1. Centrada en f(x). Esto es, Vx € X : E{t|x} = f(x)

2. Que decaiga gradualniente conforme la distancia de f(x) se incrementa, de acuerdo a
algtin pardmetro relacionado con la covarianza del ruido.

3. Con densidad no cero para cada punto del espacio observado (para que ninguna regién
del espacio observ.ado tenga probabilidad nula).

4. Tiene que tener una matriz de covarianza diagonal para contar con diferentes escalas en

 las diferentes variables observadas.

4.5.4 DISTRIBUCION A PRIORI

Dada cualquier distribucién a priori px(x) de L variables latentes x, siempre es posible en-
contrar una transformacién invertible g para un conjunto alternativo de L variables latentes

y = (¥1,---,yz) = 8(x) teniendo otra distribucién deseada py(y) :

x Ly Lot (4.5)

Donde el mapeo del nuevo espacio latente al espacio de datos es f = fog, t = f(x) =
f(g7(y)) = f{y) y la nueva distribucién a priori de las variables y es py(y) = px(x)[J o1
donde J, = (%) . Se necesita que el mapeo f : X — 7 sea suave (continuo y diferenciable)

debido a:

1. Continuidad. Garantiza que los puntos que estén cerca de otros en el espacio latente, al

ser mapeados, estén cerca del unos a otros en el espacio de datos.
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2. Diferenciabilidad. Es un requerimiento préctico para poder utilizar métodos de opti-

mizacién basados en derivadas.

4.5.5 ESTIMACION DE PARAMETROS

+ La distribucién a priori en el espacio latente p(x), el mapeo suave f y el modelo de ruido p(t|x)

estdn equipados con pardmetros conocidos como ©. Los parémetros tienen que ser optimizados,
para maximizar la verosimilitud de los datos observados dados los pardmetros, p(t,|®). Desde
un enfoque bayesiano, la distribucién a priori es colocada en los pardmetros y las inferencias

posteriores son realizadas marginalizando los pardmetros.

it x) = / p(t,x|©)p(©)d0 (4.6)

donde p(®) es la distribucién del pardmetro a priori.

La log-verosimilitud de los parametros dadas las muestras {t,})_, es:

: N N ‘
L(©®) % 1np(ty,..ty]O©) = In [] £(tal®) = Y lnp(ts©) (4.7)
n=1 . n=1 ’

lo cual implica un conjunto de valores para los pardmetros ®* = argmaxe L(G)) que corre-
sponde a 168 maximos locales de la log-verosimilitud. Una estrategia de maximizacién es el
algoritmo EM.

Paso E: Calcula la' esperanza de la log-verosimilitud de los datos completos con respecto a
la distribucién a posteriori. | \

Paso M: Determina los nuevos valores de los pardmetros ©®7 1! que maximizan la esperanza
de todas las verosimilitudes de los datos.

Las desventajas son que es un algoritmo batch (secuencial) y la convergencia es lenta después

de los primeros. pasos (que si son efectivos).

4.5.6 MODELOS ESPECIFICOS DE VARIABLES LATENTES

La tabla 4.7 menciona los diferentes modelos formados a partir de variables latentes.

Un modelo de variables latentes es especificado con los siguientes elementos:

1. La distribucién a priori en el espacio latente p(x)
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2. La funcién de mapeo suave f : X — 7 del espacio latente al espacio de datos. .

3. El modelo de ruido en el espacio de datos p(t]x)

Los modelos latentes pueden ser clasificados como lineales y no lineales de acuerdo a las

APLICACIONES

iyl

caracteristicas de la funcién de mapeo f. Se le llama a un modelo de variables latentes, normal,

cuando la a priori en el espacio latente y el modelo de ruido son normales.
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algoritmo (se les llama ”mezcladas”), los resultados si unicamente se utiliza el procedimiento de
blanqueado y finalmente las imégenes que se recuperaron con ICA. Estas pruebas ilustran que
tan aplicable es el método de ICA con medicién de gausseanidad por kurtosis. A continuacién

se presentan la descripcién de cada una:

Chapter 5

. Se utilizaron dos imégenes en escala de grises de 16x16 pixeles; los resultados se muestran
en la figura 5.1. Se observa que el blanqueado no es suficiente para recuperar las imédgenes

originales, pero al aplicar ICA se ve una mejora considerable aunque atn asi se tiene un

ICA EN PROCESAMIENTO DE
IMAGENES

error que se muestra en la fig. 5.2.

2. Esta prueba (fig.5.3) consistié ‘en-la separacién de 3 imégenes sintéticas de diferentes

tonalidades; en las imdgenes resultantes se observa que en algunos casos se obtienen los

-]

negativos de las originales, como en la primera y la tercera. Esto no es un problema, ya

. : que simplemente es multiplicar la imagen por -1. Al igual que en la prueba anterior, la
A partir de éste capitulo se presentan algunas de las propuestas de uso de ICA en diferentes :

recuperacion es buena aunque contiene varios errores visibles.
campos, empezando con procesamiento de imdgenes. También se mencionan algunas de las '

- lineas de investigacién que ya se han explorado, especialmente por el grupo de la Universidad 3. Utilizando imégenes reales se observan resultados similares (fig.5.4), el mismo compor-

de Helsinki. Por ejemplo una de las aplicaciones de ICA en ésta drea se presenta en [1], en donde tamiento en el error total (fig.5.5). También se presenta la grafica de un renglén escogido

se utiliza un método conocido como ”sparce code shrinkage method”, en el que se encuentran al azar (fig. 5.6). A partir de ésta prueba se utilizaron tamafios de 128 x 128 pixeles. |

. los componentes independientes en ventanas de 8x8 pixeles de una imagen real con el objetivo . . . : .
comp P P & : ) 4. Realizando la misma prueba en una variacién de tono (que se obtuvo utilizando la mezcla

¥

de eliminar el ruido; el modelo de ICA utilizado es el que contine ruido (Apéndice 3). Las L . . . :
de una imdgen real y una rampa) se tiene un comportamiento semejante (fig.5.7).

x|
3

siguientes secciones presentan algunas de las aplicaciones propuestas en ésta tesis.

P

5. No todos los resultados son tan buenos como los anteriores, ya que con el método de

EEEEEY
ixigigl

i

51 SEPARAR IMAGENES MEZCLADAS FastICA con neggntropl’a y aplicado a imdgenes reales (fig.5.8) pueden verse grandes

variaciones en los rangos de los errores(fig.5.9).

El primer problema es encontrar las imégenes originales partiendo de varias que son una mezcla .
‘ ‘ : 6. Finalmente, para mostrar los alcances de la técnica se utilizaron tres y cuatro imégenes

lineal de ellas, utilizando el modelo de ICA libre de ruido y considerando cada imdgen como
mezcladas (fig 5.10 y fig. 5.11).

4

..

_‘EL KE“E‘;
g4 Ry N}
s ¢ A= 4 s

un vector. Para ésto se realizaron varias pruebas en donde se manejan imégenes en escalas

4

de grises y en su mayoria reales; la combinacién lineal se hizo mediante una matriz A, donde

-0
U={l
4 4

‘cada uno de sus elementos toma valores aleatorios entre 1-4. El rango de las imdgenes finales es

3

1€I
t={l
&

diferente al de las originales, pero para comparar los resultados, se realizaron los reescalamientos

necesarios. En todas las pruebas se presentan las imagenes originales; las que se introdujeron al
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MAGENES ORIGINALES IMAGENES DESPUES DEL BLANQUEADO

&

[0.000,235.0([0.000,234.000]

.842,2.585[-1.906,2.578]

I}JIAG‘E:NES ' |
ORIGINALES :

TMAGENES MEZCLADAS | THAGENES FINALES'

[10.500,743.(]9.000,664.000]

Figure 5-1: Prueba con una imdgen (16 x 16 pixeles)

(/' = —

Figure 5-3: Prueba de separacién con tres imégenes sintéticas
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IMAGENES BLANQUEADAS

IMAGENES ORIGINALES

7[0.000,255.000] [2.281,2.437]

1

IMAGENES ‘MEZCLADAS

IMAGENES FINALES

Figure 5-5: Errores entre las imégenes originales y las recuperadas (Fig. 5.4)
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Figure 5-6: Gréfica del renglén 34 de ambas imdgenes. Se puede observar el error.

IMLGENES ORIGINALES IMAGENES BLA]

IMAGENES

[1.000.755. 000
MEZCLADAS

CROE0.TIS000]  FLE0TTEAY. - pA005.2.053

Figure 5-7: Imagen real mezclada con una rampa.
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IMAGENES ORIGINALES

[0.000,7

Figure 5-8: Prueba con el método de FastICA (Punto fijo con negentropia).

IMAGENES: BLANQUEADAS

el
Tl

renglon 70 de la imagen original ¥
degu error _

: ! 3?@5( g
renglon 30 de imagen original 2 7
CRITOr ' o

Figure 5-9: Errores de la fig. 5.8
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Figure 5-10: Separacién de tres imdgenes.
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IMAGENES"
OBIGINALES

| niAGENES

IMAGENES
FINALES

Figure 5-11: Separacién de 4 imégenes reales (en la imagen 3 se tuvo que realizar una inversién
a la imagen).
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5.2 ELIMINACION DE RUIDO

Uno de los principales problemas que se presentan en el manejo de imégenes es la presencia de
ruido; en ésta seccién se propone una manera de eliminarlo por medio del modelo de ICA libre de
ruido. La forma en la que se realizaron las pruebas fue igual que la anterior, pero introduciendo
ruido gausseano en una de las imégenes con las que se realizé la mezcla. Anteriormente se
habia mencionado que no se iban a utilizar seflales con éste tipo de distribucién, pero se ve mas
adelante que los métodos funcionan adecuadamente con a lo més un componente gausseano. Se

partieron de varios casos que se describen a continuacién:

1. Tomando como mezcla la misma imagen pero con diferente nivel de ruido (Fig.5.12) se
obtienen buenos resultados. Similares si se toma otra combinacién lineal de las mismas

imégenes(Fig.5.13).

2. No es comun que se tengan imégenes del mismo objeto pero con diferentes niveles de
ruido, mas bien, se tiene una sola representacién con ruido, asf que, para eliminarlo se
utilizé la misma imagen dos veces y se probé el desempefio del método con diferentes
niveles de ruido(Fig.5.l4). Se tienen recuperaciones buenas para niveles bajos (que son

los més comunes). -

3. Un método sencillo de eliminacién de ruido es realizar un suavizamiento de la imégen con
sigma dependiendo del nivel de ruido; comparandolo con el método de ICA, se observa
que el segundo respeta més los bordes y el rango del error es mucho menor. Para ésta
prueba se introdujo la imagen ruidosa dos veces al método (fig.5.15) y dos imégenes con
diferentes niveles de ruido (fig. 5.16). Para el filtrado clésico, se hizo un promedio de las

dos imdgenes y sobre el resultado se aplicé el kernel.

4. Comparando el método de ICA con PCA (Fig.5.17)se ve la superioridad de ésta técnica.

Como puede observarse una de las ventajas de ICA para eliminar el ruido es que no pierde los
bordes de las imagenes. Asf como también se puede apreciar que para éste tipo de aplicaciones

el método de ICA presenta un mejor desempefio que PCA.
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Figure 5-12: Imagen con ruido
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=T Figure 5-14: Mezcla de una imagen con diferentes niveles de ruido.
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Figure 5-13: Misma imagen con diferente nivel de ruido ‘ Pt
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Chapter 6
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ICA PARA CLASIFICACION POR
REDUCCION DE LA
DIMENSION(PROPUESTA)

¢ 9

I

: Un' objetivo importante en el anélisis de datos multivariados es la clasificacién de éstos en

categorias con la meta de hacerlo con el menor error posible y en poco tiempo. Mientras més

i

grande sea la dimensién, mayor seré el tiempo necesario para la clasificacién, por lo que muy

fi

ligado con este problema es la reduqcidn de la dimensién. Suponiendo que tenemos un conjunto
qué consiste en un gran nimero de datos, denotemos el mimero de variables por m, el nimero
= de observaciones por n. ¢ Cémo podemos transformar un conjunto de datos de dimensién m a
T dimension 7, donde 7 < m, sin que se pierda informacién esencial para la clasificacién? Esto
se puede lograr si encontramos ;’factores” o ”proyecciones” que nos den la mayor cantidad de

informacién posible. De ésta manera, el objetivo de esta seccién es clasificar un conjunto de

datos a través de una proyeccién en un espacio de una dimensién menor a la original para

Y B

Figure 5-17: Comparacién entre PCA e ICA asi reducir el tiempo de cémputo. Para seleccionar las proyecciones se buscardn las menos

ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂQﬂﬂ

AL

gausseanas tomdndolas como las mas ”interesantes”, de forma semejante a lo que se hace en
"projection pursuit”, ésto es, los componentes independientes.
Una vez que se tienen las observaciones en una-dimensién menor, se aplica el método de

vecinos més cercanos para la clasificacién, ya es uno de los mejores para los conjuntos de datos
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utilizados [5]; ademds de su sencillez de programacién. Todo éste capitulo propone opciones de

utilizacién de ICA para la reduccién de la dimensién y para la clasificacién.

6.1 CONJUNTOS DE DATOS

En ésta seccién se describen las caracterfsticas de los conjuntos de datos utilizados para la

clasificacién. Todos ellos publicados por diferentes grupos de investigacién.

6.1.1 DATOS DE SEGMENTACION DE IMAGENES (SEGMENT.DAT)

El creador de este conjunto de datos fue el Grupo de Visién de la Universidad de Massachusetts
(Carla Brodley, brodley@cs.umass.edu,).

El archivo consta de 2310 observaciones obtenidas aleatoriamente de una base de datos de
7 imégenes previamente segmentadas a mano por pixel. La distribucién de las clases es de la

siguiente manera: (1) construcciones de ladrillos, (2) cielo, (3) follaje, (4) cemento, (5) ventanas,

(6) caminos y (7) hierba. Cada observacién representa una regién de 3x3 pixeles por medio de

19 atributos continuos (descritos en el Apéndice E).
Para realizar las pruebas de clasificacién, se dividié el conjunto original de dos diferentes

maneras distribuidas como sigue:
CLASE 1 2 3 4 5 6 7 Total

Entrenamiento 1-{ 281 | 277 | 286 | 272 | 284 | 281 | 285 | 1966

Prueba 1 49 |53 |44 |58 |46 |49 |45 | 344

Entrenamiento 2 | 229 | 231 | 233 | 219 | 231 | 227 | 235 | 1605

Prueba 2 101199 |97 | 111199 | 103 |95 | 705
La distribucién de los datos para las primeras 7 variables se presenta en la Fig. 6.1.

6.1.2 DATOS DE LAS PRESENCIA DE DIABETES EN LOS INDIOS DE
LA TRIBU PIMA (DIABETES.DAT)

El creador de la base de datos es el Instituto Nacional para las Enfermedades de Diabetes y
Digestién de Kidney; el donador Vincent Sigillito (vgs@aplcen.apl.jhu.edu). Los pacientes de
esta base fueron mujeres de al menos 21 afios de edad descendientes de los indios Pima. El

ntmero de observaciones de la base de datos es de 768 con 8 atributos diferentes por renglén y
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Figure 6-1: Distribucién de los datos de acuerdo a las primeras 7 variables.

la clase a la que pertenece, donde el identificador 1 representa que la prueba de la diabetes es
positiva y 0 negativa. Los atributos que se contemplan se encuentran descritos en el Apéndice

E. Las distribuciones de las primeras cuatro variables se muestran el la figura 6.2.

Las observaciones se encuentran divididas en dos archivos de la siguiente manera:

Clase

Axrchivos 0 1 Total

Entrenamiento 1 | 334 | 178 | 512

Prueba 1 166 | 90 | 256

Entrenamiento? 374 | 202 | 576 -

Prueba 2 126 | 66 | 192
en el archivo 2, en aquellas columnas de las cuales no se conocia el valor (primeramente

tomadas como 0), se sustituyeron por la media de la columna.

6.1.3 CONJUNTO DIGITOS MANUSCRITOS (ZIP.DAT)

El conjunto de datos se compone de digitos manuscritos normalizados, escaneados de los sobres
del Servicio Postal de los U.S.A. Los digitos originales son binarios y de diferentes tamanos y
orientaciones; las imégenes estdn normalizadas a 16 x 16 pixeles en escalas de grises (Fig.6.3).

Los datos se encuentran en dos archivos; cada linea consiste en el identificador del digito
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VARIABLE 1 VARIABLE2  VARIABLE 3 VARIABLE 4

b B

gt

Figure 6-3: Ejemplos de digitos de la base de datos zip.dat

(0-9) seguido por 256 valores que representan la éscala de gris de cada pixel de la imégen.

Las observaciones en los archivos se encuentran distribuidas como sigue:
Archivos 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Total

Entrenamiento | 1194 | 1005 | 731 | 658 | 652 | 556 | 664 | 645 | 542 | 644 | 7291

Prueba 359 | 264 | 198 | 166 | 200 | 160 | 170 | 147 | 166 | 177 | 2007

Prueba Nueva {.332 | 249 | 190 | 157 | 212 | 174 | 199 | 163 | 151 | 173-| 2000-
0 COmo proporciones

ARcHIVOS |0 |1 12 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9
Entrenamiento | 0.16 | 0.14 | 0.1 | 0.09 | 0.09 | 0.08 | 0.09 | 0.09 | 0.07 | 0.09

Prueba 0.18 { 0.13 | 0.1 | 0.08 { 0.10 | 0.08 | 0.08 } 0.07 | 0.08 | 0.09

PruebaNueva | 0.17 | 0.12 | 0.09 | 0.08 | 0.11 | 0.09 | 0.10 | 0.08 | 0.07 | 0.08
Como informacién adicional, se sabe que el conjunto de prueba es notoriamente dificil, y un

promedio de error de 2.5% es excelente [1]. Las distribuciones de los datos de las variable 5-8

se presentan en la Fig.6.4.
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Figure 6-4: Distribucién de los datos de las variables 5-8 de los datos

6.2 CLASIFICACION DE DATOS POR VECINOS MAS CER-
CANOS

Existen dos tipos de algoritmos de clasificacién: los algoritmos supervisados y los no supefvisa—
dos (Apéndice D). En la clasificacién supervisada se tiene suficiente informacién de la clase a
la que pertenecen algunos datos (entrenamiento). Una vez que se ha entrenado al clasificador,
se prueba con un conjunto diferente para ver su efectividad (prueba). Los no supervisados no
requieren de informacién a priori de las clases, como el Clustering. Como ya se mencioné, en
investigaciones anteriores [5] se puede verificar que el método de vecinos més cercanos es el que
mejor clasifica a los conjuntos utilizados, ademés de su sencillez de pfogramacién, por lo que fue

el que se implementé. Una de sus desventajas principales es el tiempo requerido de cémputo.

6.2.1 RESULTADOS

ARCHIVO | % CLASIFICACION
Segment.dat | 95.35%

Zip 1 94.37%

ZipII 96.45%

Diabetes I | 69.14%

Diabetes IT | 72.39%

Un ejemplo del comportamiento de como se realiza la clasificacién se muestra en la figura
6.5.

A continuacién se presentan diferentes propuestas de ICA aplicado a clasificacién.
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Figure 6-5:

6.3 PRIMERA PROPUESTA A CLASIFICACION (NN1A)

Desde hace varias décadas, varios investigadores (mencionados en [3]), han desarrollado técnicas
de reduccién de dimensién; PCA es una de ellas. Asf, n variables aleatorias correlacionadas
son tranformadas en un conjunto de r» < n variables no correlacionadas que son combinaciones
lineales de las originales y pueden ser ufﬂizadas‘ para expresar los datos en una forma reducida.
La manera de reducir la dimensién es obteniendo los componentes principales, ordendndolos
de mayor a menor conforme los valores propios; y posteriormente proyectar ‘los datos sobre los
primeros vectores. Los eigenvectores se ordenan debido a que el error que se comete al eliminar
una proyeccién sobre un componente principal es proporcional al valor propio correspondiente;
toméndo asf ‘las direcciones con mayor variabilidad.

De manera similar a lo anterior se busca reducir la dimensién de los datos pero con ICA. Es
decir, obtener un conjunto formado por 7 componentes independientes, proyectar soBre ellos los
datos, efectuar la clasiﬁcacién con vecinos més cercanos y verificar el porcentaje de clasificacién
corrécta. Cdfno se menbcionc’) en el capitulo i, se tier‘le. lé ambiguedad de que una vez que se han

obtenido los componentes independientes, no se puede determinar el orden de ellos[Capitulo 2].
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Por lo que una propuesta, es evaluar cada vector que representa un componente independiente,
obtener los valores de kurtosis y de negentropia asociados y en base a esta medida ordenarlos;

es decir, haciéndolo de acuerdo a la direccién de méxima no gausseanidad.

6.3.1 PRUEBAS SEGMENT

En éstas pruebas se dejaron correr los algoritmos hasta tener 10 minutos de no hallar algiin
componente, ya que se comprobd que en la mayor parte de los casos, después de 5 min.de espera
no se logran mejores resultados en cuanto al ndmero de componentes encontrados.

En ésta seccién se escogieron arbitrariamente 50 archivos de entrenamiento basados en el
conjunto original y tomandé 1900, 1700 y 1500 muestras. Una vez que se encontraron los
componentes independientes, se proyectaron los datos sobre ellos y se calculé el promedio de

error, obteniéndose:

1900 datos 3 4 ‘ 5

PCA 72.60%(3.42%) | 91.41%(1.69%) | 91.62%(1.70%)
P.F.Kurtosis - | 83.03% (5.97%) | 88.67%(3.58%) | 90.99%(2.84%)
P.F Negentropfa | 80.95%(7.15%) | 85.87%(4.26%) | 87.85%(3.88%)
1700 datos 3 4 5

PCA 72.14%(4.93%) | 91.14%(1.66%) | 91.37%(1.57%)
P.F Kurtosis 83.05% (4.48%) | 87.63%(4.50%) | 90.29%(3.60%)
P.F Negentropia | 80.02%(6.08%) | 85.42%(5.21%) | 87.77%(3.75%)
1500 datos | 3 4 5

PCA 50.35%(33.06%) | 58.24%(32.55%) |-58.23%(32.55%)
P.F.Kurtosis 51.81%(30.84%) | 55.57%(31.88%) | 52.00%(24.94%)
P.F.Negentropia | 45.38%(24.08%) | 53.06%(30.97%) | 53.52%(29.79%)

Lo anterior se hizo para conocer la incertidumbre del error, ya que solo de ésta manera se
pueden comparar los desempefios de NN y de NN1A. La confiabilidad de los intervalos es del
90%. La variabilidad de las clasificaciones depende mucho de cudles componentes se escogen y
no de cuél de los componentes tiene mayéf valor de no gausseanidad. A continuacién se realizan

las pruebas para los archivos propuestos en particular.
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ARCHIVO 1

Utilizando los métodos de FastICA con medicién de gausseanidad con kurtosis y con negentropfa
se obtuvieron unicamente 5 componentes independientes en ambos casos). Los porcentajes de

clasificacién se resumen en la tabla

Componentes sobre los que se proyecta

Método 3 4 )
PCA 71.80% | 91.57% | 91.86%
FastiICA
76.16% | 77.62% | 91.57%
- Kurtosis
FastICA ,
’ 76.86% | 85.46% | 89.53%
Negentropia

Se puede observar que utilizando dnicamente 5 componentes independientes y proyectando
los datos sobre ellos se tiene una clasificacién buena comparada con la clasificacién con NN
directamente, ésto es muy importante, ya que se se estén utilizando vectores de dimensién mucho

menor a la original por lo que se ésta reduciendo el tiempo de ejecucién de NN. El desempefio

-de ICA, con ambos métodos, es menor a PCA para clasificar los datos, pero se incrementa

conforme menos componentes son considerados. En la Fig.6.6 se observan las distribuciones de

los datos usando las proyecciones sobre los c.i. calculadas de manera diferente.’

ARCHIVO II

Al igual que en la prueba anterior, se obtienen unicamente 5 componentes independientes,

mostrdndonse algunos ejeinplos en la tabla:

Componentes-sobre los que se proyecta

Metodo 3 4 5
PCA 81.42% | 86.52% | 90.21%
FastICA
70.86% | 71.42% | 90.07%
Kurtosis
FastICA ,
' 76.17% | 78.31% | 82.70%
Negentropia :

Aqui se puede ver que con 5 componentes los resultados son similares, pero con la diferencia
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Figure 6-6: Proyecciones sobre 5 componentes independientes del archivo de entrenamiento I
calculados con los métodos de (a) FastICA con Kurtosis (b)FastICA con Negentropia.
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de que el CI no supera la clasificaciéon con PCA. En los archivos anteriores puede verse que
mientras menos datos se encuentren en el archivo de entrenamiento, la clasificacién empeora

considerablemente para ICA y PCA.

6.3.2 PRUEBAS DIABETES EN PIMA INDIANS

Al igual que en el conjunto de prueba anterior, el tiempo méximo de espera para encontrar un

componente fue de 10 min. Los resultados obtenidos se muestran en la siguiente tabla:

Metodo (ARCHIVO I) Metodo(ARCHIVO II)
o1 | poa FastICA FastICA POA FastICA FastICA
Kurtosis Negent. Kurtosis Negentrop.
7 69.14 % | 70.70 % 69.53 % 7344 % | 70.83 % 72.40 %
5 70.70 % | 74.22 % 73.05 % 69.27 % | 68.75 % 66.15 %
4 68.75 % | 71.87 % 66.40 % 67.18 % | 67.19 % 67.18 %
3 65.62 % | 64.40 % 70.71 % 62.50 % | 72.91 % 67.70 %
2 63.67 % | 64.02 % 65.62 % 66.14 % | 53.10 % 66.14 %

Se puede ver una mejora en el porcentaje de clasificacién, aumentandose de 67.58% (NN
directamente) a porcentajes de incluso 74.22% (en el mejor de los casos) con dos variables menos
para representar cada dato y el metodo basado en kurtosis y 73.05% con negentropia e incluso

cabe sefialar el 72.91% con dnicamente 3 componentes.

6.3.3 PRUEBAS ZIP

Aplicando el algoritmo de FastICA para encontrar los componentes independientes en el con-
junto de entrenamiento, se obtuvieron 28 con la medicién de gausseanidad por kurtosis y 96

con negentropia (con un tiempo limite de aproximadamente 12 horas para encontrar los com-

~ ponentes).Graficando los primeros ocho componentes independientes sobre los que se realiz6 la

proyeccién de los datos de prueba se obtiene la figura 6.7. La tabla de clasificacién se presenta

a continuacién.
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CLASIEFICACION DE 105 BATOS ZID- TEST UTILIZARIG PROY SOBRE 20 COMPONEHIES IHDEPEHDIERTES
Clased (Clase 2 Clase 3 (Clése d Clase 5 Clase § (Clase 7 Clase 8 (Clase 9 (Clase 10
Clased | 4586 27 8 20 19 14 3/ A2 18 20 332
Clase 2. 3 2 o 2 2 ol g 1 2 8 249
Clased = 23 o M3 a8 10 7 3 2 10 190
Clese a 20 5 L 4 427w A7 5 5 157
Clhase 5 25 g g 5 8T 14 13 4 B 28 212
e 25 2 2 A1 17 T8 FA3, 7 12 174
Clase 7 Vg 15 s 5 7 T 405 T 12 193
Clase 8 i5 g 4 7 5 i 2 ) 13 163
Clase 9 227 4 .0 g . 47 B 7 50 g 154
Case 10 11, 33 o 2 11 A 3 R a0 175
©.328] 3367 A5t 443 . o178 1481 481 499 A2, 207 05435

Figure 6-7:
% DE CLASIFICACION PARA ARCHIVO DE PRUEBA I
- Metodo Numero de componentes para proyeccién
1 15 |17 |20 |28
PCA 35.77 93.77 | 94.77
FastICA | Kurtosis 33.50 | 35.45 | 36.10
Kurt.Comp 76.98 | 79.92 | 81.86
% DE CLASIFICACION PARA ARCHIVO DE PRUEBA II
Metodo . . Numero de componentes para proyeccién
1 15 17 20 28 96
PCA 94.89 | ‘ 95.42 | 96.11 | 94.47
FastICA | Kurtosis ‘ 53.05 | 54.45 | 56.85
Kurt.Comp 83.00 | 85.50 | 87.65

Para este conjunto de datos el blanqueado no proporciona un algoritmo eficiente de clasi-

ficacién, por lo que se utilizé el algoritmo de FastICA con kurtosis pero sin la suposicién de

decorrelacién (Ver deduccién en Apéndice B) llamandole FastICA con Kurtosis Completo.
El nimero de componentes que se eligié como base fue de 17 (+2 componentes), en general
se tiene el 20% de mala clasificacién, aumentando este nimero de componentes no se da una

mejora considerable. Al realizar estas pruebas, en términos generales el digito peor clasificado
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Figure 6-8: Componentes que se utilizaron para proyectar los datos zip_ test con 20c.1. (a) 1-4
(b) 5-9. '

es el "8 ”; ya que se confunde con el ”3 ”(en 1.3% de las veces), con el "2” (1.15%) y con el

79”7 (1.05%). El 79" es el segundo digifo que se confunde (con el "7 7 el 0.99% y con el "4”

el 1.4%). Al contrario, el ”1”, es en general el mejor clasificado con un porcentaje superior al .

94.00%. . _ .

Partiendo de las pruebas anteriores, se puede ver un mejor desempefio del'método de Fas-
tICA con kurtosis, por lo cual las siguientés modificaciones unicamente se hicieron para éste
método. También se observé en éstas pruebas que el desempefio del clasificador depende mu-
cho de los componentes que se escojan, pero no puede concluirse que tomando-aquéllos que
presentan una mayor no gausseanidad nos proporcionen mejores resultados. También el punto
de arranque influye en sobremanera en los resultados obtenidos, por lo que se probaron pun-
tos de arranque aleatoricjs, fijos e iguales a un componente PCA; también se forzaron algunas
entradas de vectores que eran muy pequefias para que fueran cero, obteniéndose‘mejoras en

algunos casos, pero no siempre.
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6.4 SEGUNDA PROPUESTA DE CLASIFICACION (NN2A)

La segunda propuesta para mejorar los resultados es modificar el algoritmo de FastICA con
medicién de no gausseanidad con kurtosis, de tal manera que en lugar de buscar proyec-
ciones que maximizan la no gausseanidad sobre TODOS los datos, se consideren también las
no gagsseanidades de los datos que pertenecen a una misma clase (la cual se quiere minimizar).

La bisqueda de los compbnentes independientes estd ligada a la maximizacién del valor

absoluto de la no gausseanidad (Capitulo 3)
max(U = |Kurt(wTz)|)

Modificando ésta funcién de optimizacién para que se minimicen los componentes de cada

una de las clases que‘ componen al conjunto original, se tiene:
k
U = |Kurt(wlz)| - Z)‘i | Kurt;(wT )]
i=1

donde k es el nimero de clases y Kurt; (wTx) es el valor de la kurtosis de la distribucién de
los datos wTz donde se restringe x a los datos que pertenecen a la clase i. Partiendo de la
deduccién mostrada en el Apéndice YA, se tiene que el gradiente del valor absoluto de la kurtosis

por medio de punto fijo de w’ z se puede calcular como:

.

w & {E {‘z (sz)g} — 3|lw||2w}
introduciendo la modificacién propuesta, se tiene:

w o [E {z (sz)s} - 3]|wH2w} - i)\i [EZ {zz- (@Tzi)g} — 3Hw||2w}

Esta ecuacién sugiere un algorimo de punto fijo de la siguiente manera:
k

we [P 2} ~80] - Son [B s (7)) ~ 4]

i=1
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Figure 6-9: Mejora al algoritmo de FastICA con kurtosis.

w — w/norm(w)
si las \; son iguales:
we— B (2 (w'2)) ~3w- 23 [E (s (w7 )%) - 3]

De esta manera se puede cambiar el orden en el que se encuentran los componentes. inde-

pendientes. Supongamos que tenemos la distribucién de clases mostrada en la Fig. 6.9a. El .

primer componente que se encuentra por el método de FastICA no es él que clasifica mejor
(Fig. 6.9b); aplicando la modificacién propuesta al algoritmo, se encuentra el vector mostrado
en la Fig. 6.9¢c; el cual sin duda, es mejor ya que se tienen separadas ambas clases utilizando
unicamente el primer componente independiente.

6.4.1 PRUEBAS SEGMENT

ARCHIVO1I

En esta prueba se utilizé la modificacién anterior al método de FastICA con kurtosis.
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PARAMETRO A

Num. de comp
0.009 | 0.01 | 0.019 | 0.02 | 0.025| 0.5 1.0 | 0.001

que se utilizaron

5 {9041 | - - 1 - 9215|9128 | 91.28 | 91.56
4 89.24 | 89.24 | - - 7064 | 92.15 | 86.63 | 81.10
3 | 87.79 | 76.45 | 77.33 | 77.03 | 63.66 | 87.79 | 74.42 | 78.70

Max.num. de comp.

que se encuentran

ARCHIVO II

PARAMETRO X

Num. de comp.
0.009 | 0.01 | 0.019 | 0.02 | 0.025 | 0.5 1.0 10.0

‘que se utilizaron

G} 90.07 | 90.07 | 90.21 | 90.21 { 90.36 | 89.93 | 89.79 | 89.64
4 -] 60.00 | 60.43 | 59.72 | 59.57 | 64.54 | 87.21 | 88.65 | 88.65
3 57.30 | 56.60 | 51.91 53.19 | 62.82 | 83.83 | 86.10 | 81.84

" Max.num.de comp.
5 5 3 5 5 5 5 5

que se encuentran

Como puede observarse con 5 componentes se logra una mejora de 1% aproximadamente,

“pero lo relevante es que también con 4 componentes se logra dicho porcentaje de clasificacién,

lo que mejora los resultados obtenidos anteriormente incluso mejora a PCA que para este tipo

de datos es el que da mejor clasificacién.

6.4.2 CONJUNTO DIABETES

Los resultados se encuentran resumidos en la siguiente tabla: -
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ARCHIVO I

Num '
0.01 | 0.016 | 0.02 0.03 0.04 | 0.07 0.15 0.2 0.25 0.3

Comp. .

2.0

6 69.14 | 68.75 | 68.75 | 67.18 | 68.35 | 63.67 | 69.14 | 69.92 | 68.75 | 67.97 | 69.92

67.96 | 72.26 | 66.79 | 68.35 | 66.01 | 66.79 | 72.66 | 71.09 | 67.57 | 68.35

67.18

58.59

60.93 | 64.84 | 59.76 | 59.37 | 57.42 | 58.98 | 59.37 | 60.16 | 63.28 | 63.67 | 65.23

)
4 62.11 | 64.45 | 62.89 | 64.84 | 64.84 | 63.67 | 64.84 | 62.50 | 62.50 | 66.01
3
2

64.06 | 58.98 | 63.28 | 64.06 | 59.76 | 59.37 | 59.37 | 57.81 | 57.42 | 57.42

60.93

ARCHIVO II

Comp. | 0.01 0.016 { 0.02 | 0.03 | 0.04 0.07 | 0.1 0.125 | 0.2 0.25 0.3

2.0

6 |73.96|- |- 69.79 | - 6719 | 69.27 | 70.31 | 65.62 | 72.39 | 70.83

70.83

68.23 | - - 67.71 | 73.95 | 65.62 | 70.83 | 72.39 | 68.23 | 71.35 | 65.62

71.87

68.29

71.87 | 63.54 | 68.23 | 66.67 | 66.14 | 69.27 | 68.15 | 71.35 | 62.50 | 7T1.87 | 64.06

63.54

5
4 71.88 | - - 69.27 | 70.83 | 70.83 | 72.91 | 77.60 | 65.10 | 68.23 | 66.14
3
2

64.58 | 60.90 | 71.35 | 61.46 | 68.23 | 70.83 | 72.92 | 69.27 | 62.50 | 64.07 | 65.10

59.37

En estas pruebas se observa una mejora de 1% cuando se utilizan 6 componentes, con
5 se conservan mds o menos los mismos porcentajes. Pero cabe sefialar que con 4 logra un
porcentaje de 77.60%. lo cual es bastante alta, incluso superior a NN y disminuyendose el

tiempo de clasificacién en un 50%

6.4.3 CONJUNTO ZIP

Realizando pruebas asignando valores diferentes de lambda; se considera que el nimero de
componentes que se van a utilizar son 17. Cada prueba se dejé correr un tiempo fijo entre 45
min. y 1 hora, y no se obtuvieron buenos resultados, ya que despues de variar diferente numero
de pardmetros no se consiguié ninguna mejora.

Como puede observarse en todas las pruebas indicadas, se pueden lograr mejoras en los

porcentajes siempre y cuando se encuentren los pardmetros adecuados.
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6.5 TERCERA PROPUESTA DE CLASIFICACION (NN3A)

En el caso del método de FastICA con kurtosis, se desea que el valor absoluto de la kurtosis se
incremente. La propuesta es hacer que el pardmetro A anterior vaya aumentando gradualmente
un € conforme pasa el tiempo de manera similar a la estrategia que utiliza el método de recocido
simulado (simulated annealing). La actualizacion del pardmetro se hace para cada paso del

algoritmo FastICA.

6.5.1 CONJUNTO SEGMENT

Utilizando diferentes valores de A y de € se obtiene la siguiente tabla:
% CLASIFICACION (ARCHIVO I)

e |02 0.3 0.5 1.0
| 81.56(3) | 89.95(3)
| T63(3) | 89.50(4) | 89.50(4)
1005 | 758504) | 91.63(5) | 91.63(5)
90.07(5) | 93.19(6) | 94.33(6)
' 95.17(7) | 95.18(7)

1:69:21(2)

A 59.85(3) | 59.85(3) | 59.85(3) | 59.85(3)
0.01 | 61.42(4) | 61.42(4) | 61.42(4) | 61.42(4)
| 90.07(5) | 59.85(5) | 90.07(5) | 90.07(5)
0.07(2) | - ; _ |

w1 —"
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% CLASIFICACION (ARCHIVO II) P Parametros | Comp. p/proy Parametros | Comp. p/proy
' \ 3 A ole e |5 |4 Ale s |5 |4
e | 0.009 0.01 0.5 1.0 3 0.1 | 0.001 | 60.94 | 61.32 | 60.94 || 0.2 | 0.01 | 62.10 | 62.50 | 62.50
80.81(3) &= 0.01 | 67.57 | 70.70 | 64.45 0.05 | 65.62 | 69.92 | 66.40
: 64.58(3) $1.10(4) 88.36(4) 80.56(4) — 0.05 | 63.28 | 64.45 | 62.50 0.1 | 71.88 | 72.27 | 63.28
0.05] 81.98(4) 91.27(5) 92.76(3) 85.39(5) 0.1 |67.19 | 70.70 | 62.89 05 | 66.79 | 66.79 | 66.79
95.34(5) 93.04(6) | | =
93.84(6) 0.15 | 0.001 | 67.96 | 67.97 | 67.97 || 1.0 | 0.001 | 62.50 | 61.32 | 63.28
70.60(3) ’ 3 0.01 | 65.23 | 64.45 | 64.06 0.01 | 5821 | 60.93 | 62.89
72.05(4) | 53.19(3) | 3 0.05 | 67.58 | 68.35 | 59.37 0.05 | 61.72 | 62.11 | 60.16
87.23(4) 77.30(3) = :
0.01 | 83.40(5) | 75.03(4) 03.61(5) | 8014(2) 0.1 | 69.53 ] 70.71 | 60.93 0.1 | 61.32 | 62.89 | 60.54
. ) | OV P 1 archivo IT
88.36(6) 77.16(5) | o ara el archivo
‘ Comp. p/proyectar
93.90(7 :
@ ? A € 7 6 ) 4 3 2
54.47(3 51.48(3) | 79.29(3 .
) ) ®) 63.26(3) - 0.1 ]0.001| - - - | 66.67 | 66.67 | 75.00
0.07 | 62.27(4 74.32(4 86.38(4 . 3 :
@ @ @ 78.29(4) 0.01 | 71.35 | 70.31 | 71.87 | 65.62 | 65.10 | 62.50
89.50(5) 78.15(5)- | 92.90(5) L 008 71 | 7051
3 75.31(3) : : :
51.18(3) 79.57(3) " g 0.15 | 0.001 | 72.92 | 71.88 | 72.92 | 77.60 | 68.75 | 65.10
0.55 | 74.18(4) |- | 84.96(4) e - oo | - | - | - |7239| 6406 | 6458
91.63(5) -
78.43(5) ’ 93.47(5) : 0.05 - - - - | 70.31 { 61.97
o 94.04(6) : T :
Como se puede observar algunos de los porcentajes de clasificacion obtenidos son superiores . ‘; 01 | - 73.96 | 70.83 | 70.31 | 65.62 | 60.42
o ' ' &= ‘
a los encontrados en las pruebas anteriores, pero el problema en esta propuesta es que se tienen 1 0.5 - 70.83 | 70.31 | 70.83 | 66.15 | 67.71
" que encontrar los valores de los pardmetros, lo cual no siempre es-sencillos -  Tm— 0.2 | 0.001 | 72.92 | 72.39 | 72.91 | 70.31 | 67.19 | 67.19
0.01 | 70.31 | 69.79 | 67.19 | 70.31 | 71.35 | 69.79
6.5.2 CONJUNTO DIABETES 1.0 | 0.001 | 70.83 | 72.92 | 73.95 | 71.35 | 69.79 | 61.97
Los resultados se tienen en la siguiente tabla. 001 | 72.39 | 67.71 | 68.23 | 67.19 | 61.98 | 60.42
- 0.05 | 71.35 | 71.87 | 72.91 | 72.91 | 7187 | 68.75
Como puede observarse no se presenta ninguna mejora considerable en los porcentajes de
clasificacién y la prueba anterior.
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6.5.3 CONJUNTO ZIP

Al igual que con la prueba anterior no se logré ninguna mejora.

6.6 MODELO BAYESIANO PARA ICA

Suponiendo el problema tipico de claéiﬁcacién, tenemos n numero de observaciones que se
agrupan en t clases diferentes (c1, ¢z, ...c) vy dada una cierta observacion x; queremos encontrar
la clase ¢; a la que pertenece. Una de las maneras mas conocidas para resolver el problema
anterior es por medio de un clasificador bayesiano, por lo que en ésta seccién se muestra uno

" basado en componentes independientes. |

El teorema de Bayes dice:

P(z|c)P(c)
P(elz) = ll ):v)’
en nuestro caso en especial se tiene que

Plcjlzs) = 5_1%)3<_> .

tomando el denominador como un pardmetro de regularizacion:

P(cjlxz) _ P(xilc%)P(cj)

donde la probabilidad de cada clase P(c;) se tiene de manera explicita, suponiendo que cada

clase puede estar definida en término de sus componentes independientes, porlo que el estimador

| de la clase se calcula como:
¢ = max [P(x;|c;) P(e;)] ~ max [F (@, ¢;)P(c))]
J

donde F(z;,c;) esté definida en base a las proyecciones de'los datos z sobre los componentes
independientes de la clase ¢;. Debido a que la distribucién es discreta, y se riecesita continua,

se tomé una dproximacién basada en kerneles. La idea general es la siguiente, en cada punto se
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Figure 6-10: Aproximacién basada en kerneles para una dimensién.

sobrepone un kernel gausseano, y posteriormente se hace el promedio entre ellos, obteniéndose
curvas continuas que representan a la densidad de probabilidad.(Fig.6.10)

Entonces el algoritmo general es el siguiente:

1. Obtener los componentes independientes para cada clase ¢;.

2. Realizar la proyeccién de todos los datos_ x del archivo de entrenamiento sobre los com-

ponentes independientes por clase.
3. Aproximar la verosimilitud por medio de kerneles gausseanos. -

4. Para cada muestra del archivo de prﬁeba, encontrar la posicién con mayor probabilidad

dentro de las densidades que representan a cada clase.

5. Calcular el porcentaje de clasificacién.

Realizando el clasificador de Bayes se obtienen los siguientes resultados para cada archivo

de prueba
SEGMENT (Archivo I)
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Clasificador de Bayes tal cual= 85.46% 2 =3 cualquier tipo de archivo. En forma particular, se encontré que en el archivo Zip no fun-
10 7 5 ﬁﬁ cionaron los experimentos debido a que cada clase de datos se encuentran distribuidos de una
ICA | 85.47%(%2.45) | 79.07%(£1.2) | 77.32%(+£3.67) gm manera muy cercana a la gausseana, lo cual no ocurre con los demds conjuntos de datos.
PCA | 86.35 80.23% 79.06%
SEGMENT (Z:"chivo 1I) ‘3\’
Clasificador de Bayes tal cual= 87.23% —
10 7 5 &——
ICA | 82.13%(%3.02) | 70.21%(£2.6) | 66.24%(£2.56) =
ZE?A 86.66% 80.56% 79.20% = “
Clasificador de Bayeé tal cual= 64.72% ﬁﬁi |
100 - = |
ICA | 82.16% =
PCA | 91.33% e

DIABETES (Archivo I)
Clasificador de Bayes tal cual= 76.56%

N 3 h
- -0 —
A=l -l
b

10 7 5 — i
ICA | 67.96%(%5.02) | 68.67%(£5.2) | 59.38%(42.05) \
PCA | 72.27% 67.97% 68.75% ]
DIABETES (Archivo II) CEE
Clasificador de Bayes té:l cual=72.40% 4
10 T B ) m _ ;
ICA | 67.39%(£2.3) | 67.75%(%6.01) | 63.40%(%8.45) : _— : \ _ y
PCA | 70.83% | 7447% 72.91% | | T |
[t

Como puede observarse, no se pueden mejorar los porcentajes dados proyectando los datos

sobre un numero de componentes menor al original, exceptuando en caso del conjunto de datos

N =g
‘W
4 =

zip, en el que la mejora es impresionante; mucho mayor a cualquier clasificacién realizada

anteriormente, aunque el numero de componentes utilizados es mayor. En el caso de las pruebas o
anteriores se utilizaron kerneles gausseanos con pardmetros fijos, aunque también se podrian ]
variar. ‘

En este capftulo se mostraron algunas propuestas de como utilizar ICA para clasificacién,

\
]

obteniéndose mejoras con cada una de las propuestas, aunque no siempre funcionan'para
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Chapter 7

APLICACION DE ICA EN EL
MANEJO DE OTRO TIPO DE
DATOS

entre computadoras por medio de pings. El objetivo de esta seccién es mostrar un tipo de

aplicacién no muy explorada, que es el buscar una relacién entre las maquinas que influyen en

un ping y la red en la que se encuentran; en forma especial saber si la relacién entre ellas puede -

manejarse por medio de componentes independientes.

Para esta aplicacién se utilizaron los tiempos de respﬁesta entre un servidor de Unix y dos
'cdmputadoras diferentes; realizando el ping desde el servidor durante 5 dias consecutivos cada
5 segundos. Algunas de las series de tiempo se presentan en ‘la Fig.7.1.

Se calcularon los componentes independienfces por dfa, tomando en cada observacién los
tiempos de respuesta para cada una de las computadoras. Al igual que en los capitulos ante-
riores, se utilizé el algoritmo bédsico de ICA, mostréndose asf su funcionalidad para series de
tiempo. Debido a que las sefiales no estén exactamente sincronizadas se tomaron las originales

en las siguientes maneras para calcular los componentes:
1. Considerando toda la serie.
2. Sobre las diferencias del tiempo de respuesta actual sobre el anterior.
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Figure 7-1: Seflales originales de los tiempos de respuesta de las computadoras. a los pings
enviados desde un servidor Unix. (a) primera computadora, (b) segunda computadora y (c)
tercera computadora.

3. Suavizando las sefiales.
4. Muestreando cada 5 o 3 datos.

5. Tomando la hora pico.

Finalmente, con la tdltima ﬁrOpuesta los resultados que ée obtuvieron mostraron que uno
de los componentes independientes obtenidos es aproximadamente una combinacién lineal de
las sefiales originales (Fig. 7.2). Aunque en algunos casos para diferentes dfas se presentan
componentes semejantes (Fig. 7.3); es decir, se puede ver una relacién entre ellos, en la may-
orfa no se ve ningn componente igual a otro, probablemente porque no se trata de dfas con
comportamiento "semejante”. En aquellos casos en los que se tienen componentes similares,
podria utilizarse los demés como indicadores de la red en la que se encuentran, aunque en este
caso ésto no es muy claro por el poco nimero de datos con los que se cuenta.

Una posible manera de utilizar los componentes independientes para que presenten similitud
en diferentes dias es obteniéndolos para los tiempos de réspuestas entre dos computadoras, y

una vez que se tiene una muestra suficientemente grande, comparar los resultados para asf
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Figure 7-2: Sefiales de (a) combinacién lineal de las sefiales originales, (b)

independiente, (c) comparacién entre ellas.

primer componentes
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Componente 1. Dia3
s e, e v i

‘Componente 1 Dia4

Figure 7-3: Primer componente enconntrado en diferentes dias.
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identificar cuando se presenté algun error o falla de medicién. En el caso de esta tesis, ésta

propuesta esta fuera de alcance y se presenta como una propuesta de trabajo futuro.
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Chapter 8

CONCLUSIONES Y TRABAJO
FUTURO

8.1 CONCLUSIONES

El eéstudio de ICA todavia es una rama no muy explorada, la cual ofrece grandes expectativas

de crecimiento y aplicacién. En términos generales en ésta tesis se siguieron dos caminos:

1. En la primera rita se explicé la teorfa de componentes independientes, haciéndo recopi-

laciones de diferentes fuentes; ademds de que se implementaron varios algoritmos para

~ comprobar sus caracterfsticas de desempefio. Presenténdose un documento completo y

sencillo de entender para personas que no se encuentran familiarizadas con éste tema.

2. También se implementaron algunas variantes del método de ICA libre de ruido para su

aplicacién en procesamiento de imégenes, clasificacién y series de tiempo.
Especificamente, se hicieron las siguientes aportaciones en la tesis:

1. Se presenté una propuesta de cémo utilizar ICA para la eliminacion de ruido en imé&genes
de manera répida y sencilla; con la caracteristica principal de conservacién de bordes y

sin necesidad de modificar el algoritmo bésico de FastICA (Capl’tulp 5).

2. Se comprobaron las caracteristicas de los métodos, comprobando que los algoritmos se

comportan de manera diferente dependiendo del punto de arranque; ademss de la velgbi—

08

dad de los algoritmos de punto fijo comparados con los basados en gradiente (Capitulo

3).

| === 3. También se mostré a través de imégenes la aplicabilidad de ICA para separar diferentes

&—D sefiales que se encuentran mezcladas, sin necesidad de modificar el algoritmo bésico (Capi-

[ o Y tulo 5).

@ 4. En clasificacién, se mostré por medio de ejemplos y cohtraejemplos que ICA es una posible

—> alternativa en ésta drea y en muchos casos superior a PCA siempre y cuando se tenga un
T

gran nimero de datos con distribuciones no gausseanas, y se desee trabajar en un espacio

de baja dimensién. Se propusieron cuatro vertientes:

e La primera consistié en utilizarla para reducir la dimensién de varios conjuntos de
_ datos, lo cual implica una reduccién considerable en el tiempo de. ejecucién del
- NN

método de clasificacién, que en éste caso fue el algoritmo de vecino mds cercano
(propuesta NN1A).
e La segunda fue realizando una extensién a un algoritmo conocido (algoritmo de

o punto fijo con medicién de gausseaniﬂdad por kurtosis) para buscar ademds de los

componentes que maximizan la no gausseanidad de todos los datos aquellos que

g

pertenecen a una clase en especffico (propuesta NN2A).
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e Como una mejora al método NN2A se presentd una idea basada en la estrategia del

recocido simulado (propuesta NN3A).

e Finalmente, se presenté un clasificador basado en el teorema de bayes, el cual provee

=% ,\ ) \ &
U0 A
VIR ¥ |

resultados comparables a cualquier método de clasificacién conocido; especialmente
en los casos de que se tienen datos distribuidos gausseanamente, atin con la restriccién

bésica de no manejar este tipo de distribuciones (Capitulo 6). |
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5. Como aplicacién a series de tiempo se mostraron resultados generales para datos de redes,

mostrando que no es necesario modificar el algoritmo general para su utilizacién (Capitulo

7).
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. 6. Finalmente, se proporcioné una manera de medir el desempefio del algoritmo en base al

dngulo de los componentes en lugar de la matriz de permutacién (Capitulo 3).
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/
8.2 TRABAJO FUTURO | 9. En el drea de series de tiempo se podrian realizar un mayor numero de pruebas con
diferentes archivos de pings entre las computadoras.
A continuacién se desglosan brevemente algunos aspectos que se pueden ampliar de ésta tesis, L
destacando las 4reas principales de desarrollo: Como puede observarse existen muchas cosas que se pueden explorar dentro del drea de
componentes independientes.

1. Para calcular los componentes principales (paso necesario antes de calcular los compo-
nentes independientes) se tridiagonalizé la matriz y se obtuvieron los eigenvalores y eigen-
vectores. Asi que desde el punto de métodos numéricos, podria buscarse un algoritmo

més eficiente para lograr una mayor velocidad de célculo.

3 b .
B un
g { i

p P

2. También en dicha &rea, podrian implementarse algunas modificaciones para mejorar los

!
v

métodos de gradiente (en velocidad y convergencia).

3. Para mejorar el estudio de componentes independientes se tendrian que implementar todos

los algoritmos que calculan componentes independientes para comparar sus desempefios.

4. Como se probd, con algunos datos, las clasificaciones funcionan mejor para datos no
decorrelacionados, por lo que se podrfan modificar los algoritmos de punto fijoy gradienté
para no utilizar este prerequisito, cédmo se hizo en el método de punto fijo basado en

kurtosis.

110000101

5. Enla seccién de clasificacién, se podrian utilizar los algoritmos de gradiente ya modificados

para poder introducir conocimiento del comportamiento de los datos. - T
6. Si se tuviera como objetivo unicamente encontrar un algorimo de clasificacién eficiente, se. | -
podrfan implementar otros métodos y no solamente el de vecino mas cercano, ofreciéndose ]
una mejor comparacion 'éﬁtre ellos. P
7. También una propuesta en clasificacién, serfa modificar el algoritmo de PCA de igual P

manera como la propuesta NN2A, para que sea considerada la variabilidad de cada clase

y no unicamente la general, para buscar un mejor clasificador basado en componentes

|
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principales.
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8. Una dificultad bastante grande en NN2A y NN3A es encontrar valores pardmetros que ‘ )

Y
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proporcionen alguna mejora a los algoritmos, por lo que se podria crear un algoritmo para

J
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su busqueda automética.
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Part II1

APENDICES
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Chapter 9

APENDICE A. ALGUNAS
PROPIEDADES Y
DEMOSTRACIONES
MATEMATICAS

9.1 PROPIEDAD 1 (DETERMINANTE DE UNA MATRIZ)

Si W es una matriz cuadrada invertible de mam cuyo determinante es denotado por detW,
entonces:
6 -
Sy det W= (W™l det W

Partiendo de que la inversa de W se obtiene como

wt ! adj(W)

T detW
Wi -0 Wi
donde la adj(W) = | : donde los nimeros escalares W;; se conocen como los
Wln ' W'rm
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cofactores. El cofactor W;; se obtiene tomando primero la submatriz (n — 1)x(n —1) de W. El — FrHl(€) = €, ¢hq1 = 0 = media = 0.
determinante de W puede entonces ser expresado como: . @ Frt2(g) = 52 Cn+2 = 1 =>varianza = 0.
. —— F*,i=1,---,n como un sistema ortonormal de acuerdo a ¢(¢) = exp(—£2/2)+/27, en otras
det W = ZwikW}j ' Sy - palabras:
k:l aa - - R N . .
. . 1, sit=3
Je(O)F (§F(§)dE = , [ () F(€)€rde, para k = 0,1,2.
entonces 1 0, sti#]
Como Gy, <<< Gp42 & —1/2 por ser una distribucién casi gausseana(ya que ésta distribucién
| &iw det W = W;; @ es la que tiene mayor ent.ropia de todas las variables con la misma varianza).
po(§) = Aexp()_ a F*
1 1 implica direct t . — © (Z“: & ,
o cual implica directamente que: Po(€) = Aexp(—€2/2 + anpi€ + (ansa + 1/2)E% + 3 a;GH ()
' realizando la aproximacién de exp(e) =~ 1 + € tenemos
swo Y ' po(€) = Aexp(—£2/2) exp(ans1€ + (antz +1/2)6% + 3 a:G(€))
_ 2
: | | = Aexp(—€2/2)(1 + ani1é + (ansa + 1/2)E2 + Y ;G
pero adj(W)7 es igual al (det W)(WT)~L por lo que finalmente: o Pol®) p(=¢7/2)( wiad o (ani2 = 1/2)C Zz: 8
: _—

Ppo(€) = Ap(E)(1 + ans1€ + (Gnr2 + 1/2)€2 + T aiGH(E))

§ldetW| . 1  §|detW| donde A = /27 A. Tomando las restricciones de que la media es cero y la varianza es uno.

- = (W) (0.1)
W |[det W[ §W e—» Se obtiene una funcién que aproxima a p(§):
9.2 DEMOSTRACION DE APROXIMACION DE NEGEN- — PE) = @O+ 2, 6G Q) con & = LG}
Calculando la entropia H(z) de la funcién propuesta:
TROPIA _ ' , 1

Partiendo del hecho de que se tienen varias esperanzas E{F‘(z)} de diferentes funciones de z;

H@) = - [5(e)loes(e)ds
— - [e©a+Y acie) [bg (w(i)\(l - Zciai@»ﬂ d
- [e©u+ a6 [loga +3°6G(E) + log w(é)} at
méxima entropia[l], muestra que una densidad pp(£) que satisface la ecuacién anterior es de la ¢ i :
forma: : ' | \ = - /(1 + ZCZGZ(f)) l:@(f) log(1 + Zqu(f)) + ¢(§) log ‘P(g)} dg§

= Aexp(YaiF(6) = — [e@oge@)d - [ o Zch’@)logso )it~ [ )0+ 3G E)logll + T aGH(E

[reF©e=a

se busca la aproximacién que tenga méxima entropfa. Un resultado bésico del método de

que es una ecuacién muy dificil de resolver, por lo que partiendo de las restricciones: como (1+¢€)log (1 +¢€) = €+ €2/2+ o(€?)
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Hz) = HO)+0+0- [p(¢) [;ciGi(E)Jr(E;ciGi(é)) /2+o_<;ciai<§>>2_d5
- -3 S r0e e o ((Se) ) |
- ]?00—-lc—ko((22002>

Despejando:

H(z) — Hv) = J(z) ~

[\DI)—-\

Si se toman dos funciones no cuadréfcicas G* y G* tal que la primera funcién es impar v la

" segunda par, se tiene la siguiente aproximacién [1]:

J(y) =k (E{G*)})? + k2 (B{G*(v)} - E{G*(1)})” (9.2)

donde k; y k2 son constantes positivas y v es una variable gausseana con media cero y varianza

" unitaria.
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Chapter 10

APEDICE B. DEDUCCIONES DE
ALGORITMOS

- 10.1 ALGORITMOS DE GRADIENTE

10.1.1 KURTOSIS (Suponiendo datos decorrelacionados)

" Por definicién:

kurt(y) = E{y*} — 3(E{y*})?

se busca maximizar la kurtosis, por lo que se deriva con respecto al vector w

erto 2] L piwa)) - s(B{(wT )]

= S AB{WTD)") ~ 3 (B{(w D))

bw

sabemos que E{(w’z)?} = ||w||?, por lo que

§[kurt(w’'z)]
ow

= {E{(W T2)%} -3 (HWH)
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= B[ {67 - P )
= FE <4 (WTz 3%(WTZ)> —4*‘3”"””3

= 4 [E (z (WTZ)3) - 3“WH2W]

como se desea maximizar el valor de la kurtosis y ésta puede ser negativa o positiva, se

introduce un término para calcular la direccién

Slkurt (WT.Z)]

§w = 4sign (kurt (w”z)) {E (z (w'z) 3) - 3”“’”2‘7"}

por lo tanto el algoritmo que se obtiene es:

Aw ocsign (kurt (w'z)) B{z(wTz)%}

W= w/||w]|

10.1.2  KURTOSIS (Sin suponer datos decoi'relacionados)

Por definicién:

hurty) = By} - 3B

se busca maximizar la kurtosis, por lo que se deriva con respecto a el vector w

ur WTZ “
Tt~ L (piwma) - (o]

— B - 3 (BT

= 4B{(wWT2)2} - 65 {(w 7)) - B{(wT2)?)
= 4B{(w"2)s} - 12B{(WT7)2} E{(w"2)z)
= 4[B{(w2)'2} - 3B{(w 2} B{(w 2)z}]
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como se desea maximizar el valor de la kurtosis y ésta puede ser negativa o positiva, se

introduce un término para calcular la direccién

§[kurt(wl'z)]

S = 4sign (kurt (WTZ)) [E{(WTZ)3Z} — 3E{(WTZ)2}E{(WTZ)Z}]

por lo tanto el algoritmo que se obtiene es:

Aw ocsign (kurt (wz)) [E{(wTz)%z} — 3E{(WTZj2}E{(WTz)z}] |

W e w/|lwl

A manera de comprobacidn, si suponemos que se cumple que los datos estdn blanqueados,

E{(wTz)?} = ||w|?, entonces se tiene que obtener la misma férmula que en el algoritmo

anterior, asi: : ‘ ]

M = 4sign (kurt (wTz)) [E{(wT2)%2} — 3E{(WTZ)2}E{(WTZ)Z}] ]

ow
= 4sign (kurt (w'z)) [B{(wTz)%2} — 3|iw||2B{(wTz)z}]
por lo que solo falta comprobar que E{ (wlz)z} = w, asf que
E{wTz)z} = (E{(WTZ>Z})J. = E{Z WiZiZ; ) = ZWiE(ZiZj)
i=1 i=1 -

donde E(z:z;) = 0 cuando i # j y E(z:z;) = 1 cuando 3 = j, por lo que E{(wTz)z} = w.

10.1.3 NEGENTROPIA

Por definicién

J(wTz) = [E{G(wTz)} — E{Gw)}]?
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se busca maximizar la negentropia

S[J(wTz)]
Sw

2 [B{G(wT2)} - E{GW)}’

= 2[B{G(w"2)} - E{GW))] 5% [E{G(wT2)} - E{GW)}]

suponiendo que v = E{G(w'z)} — E{G(v)}, y ademss partiendo del hecho de que
E{G(v)} = 0 entonces ‘ |

§[J(wTz)] 0
ot = [B{GwTD)} - B{Gw)]
)

= 295 [B{6w2)} - E{GW)}]

§
= ’yEgv—‘; {G(wTz)}
ahora, sabemos que G{wTz) = g(w7'z) entonces

st
6{‘](&” ) xvE {zg(WTz)}

El algoritmo Que se obtiene es:

Aw oxvE {zg(sz)}

-

10.2 ALGORITMOS DE PUNTO FI1JO

10.2.1 NEGENTROPIA

Partiendo de la iteracién del método de gradiente:

Aw ocvE {zg(w'z)}

110

se puede sugerir el siguiente algoritmo de punto fijo:

w —E {zg(w'z)}

W w/[[wl]

donde la 7y puede ser eliminada por la normalizacién. La iteracién anterior no tiene buenas
propie‘dades de convergencia, debido a que los momentos polinomiales no tienen tan buenas
propiedades como las acumulables reales como la kurtosis [1]. Para mejorar dichas caracterfs- .
ticas, se va ’a_ modificar el algoritmo. Lo 'prime‘ro que se hace es mutiplicar ambos lados de la

ecuacién con aw, obteniendose asf:

(1+a)w «—F {zg(WTz)} + aw

w /|l

lo cual tiene el mismo punto fijo. Entonces se necesita una @, tal que mejore el algoritmo. Esto
se puede hacer por mecﬁo del método de Newton, ya que al .aplicarlo al método del gradiente,
generalmente representa una mejora en la convergencia [1]. El problema de utilizar este método
es que requiére inversiones de mafrices en cada paso, por lo que no representa una mejora en
el tiempo. Utilizando las propiedades de ICA, se puede llegar a una aproximacién del método
de Newton sin necesidad de calcular las inversas.

La derivacién del método es la siguiente: Partiendo de que el méximo de la negentropia
de w'z(utilizando su aproximacién) se tiene en donde exista un optimo en E {G(w7z)} .Esto

implica que el éptimo de E {G(WTZ)} se encuentra en donde el Lagrangiano es cero.
F=E{zg(w'z)}+ 8w =0
asi,
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g—F E{zz g(w z)}—f—,BI-O

como los datos estdn blanqueados, se puede realizar la, siguiente aproximacién:

Chapter 11

E {zzTg'(WTz)} ~ E{zzT}E{g’(WTz)} + Bl = E{g(wT2)I

APENDICE C. MODELO ICA

entonces, partiendo de que el método de Newton es:

fe+e) ~ (&) + fla)e CON RUIDO
)
0= flzg)

11.1 INTRODUCCION AL MODELO

se tiene:
En cualquier medicién se tiene ruido presente, por lo que, un modelo de ICA més real, contempla

E {zg(WTz)} + Bw

W W - un término que representa el ruido que se asume como de tipo aditivo y se expresa de la siguiente
E{g(wTz)}+3

' _ manera:
y multiplicando por E{g(wTz)}+8 se tiene el siguiente algoritmo:
X=As-+n (11.1)

W —E {zg(w'z) - E{g’(WTz)}W} ' ‘
donde n = (ny,...ny) es el vector que lo representa. Generalmente se supone que:

1. El ruido es independiente de los componentes.

2. El rudo es gauseano

==
=D
&=»
(—="
=»
=»
=»
&=»
c—®
—®
e»
=»
(=== ]
=®
=
—®

W —w/||wl|
La matriz de covarianza del ruido, X, se asume que tiene la forma oI y se tienen las mismas
suposmlones que en el modelo sin ruido(independencia y no gauseanidad).
~ f En el caso bésico en donde la matriz de covarianza tiene la forma oI el ruido es consider-
Q;m ado como un ruido sensado, ya que las sefiales de ruido son sumadas separadamente en cada
;: ~ sensor. Las fuentes de ruido pueden ser modeladas con una ecuacién lig;éramente diferente que
g? la anterior
[ -
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x=A(s+n) (11.2)

donde otra vez la matriz de covarianza del ruido es diagonal. Si se consideran los compo-

nentes independientes con ruido, dados por §; = s; + n;, el modelo se puede reescribir como:

x=AS (11.3) .

que es el modelo de ICA bssico, pero con componentes independientes modificados, donde
los componentes de § ¢ i
umple lente
UIpIen que son no gausseanos e independientes, por lo que se pueden
estimar por un método bésico ‘de ICA. De ésta manera, se tendrian que estimar la matriz de
mezclas y los componentes independientes con ruido. Un problema adicional es calcular los
componentes independientes originales tomando como base los componentes con ruido.

Asumiendo que la matriz de covarianza, del ruido tiene la forma:

D = AATs? (11.4)

entonces, el vector de ruido puede ser transformado en otro vector fi = A™1n, el cual es una
fuente equivalente de ruido. Entonces, la ecuacién 11.1 original serd ahora: '

Xx=As+Ah=A(s+n) (11.5)

de est i Tl 2 : ’
a manera, la covarianza de 1 es o I, v entonces los componentes transformados en

s+ 1 son independientes y se puede calcula la matriz de mezclas A por medio de métodos
bésicos de ICA

v

11.2 ESTIMACION DE LA MATRIZ DE MEZCLAS

No existen muchos métodos de ICA con ruido, pero algunas maneras de calcular la matriz de

mezclas son las siguientes:
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11.2.1 Técnicas de bias removal

Probablemente ésta sea la mejor aproximacién, esta técnica implica que los métodos de ICA
ordinarios son modificados tal que el sesgamiento hecho por el ruido sea reducido. El modelo

libre de ruido como sabemos es de la forma

v =As (11.6)

La idea bésica es encontrar proyecciones, w’ v, en las cuales la no gaiseanidad, sea max-
imizada localmente para los datos blanqueados, con la restriccion de ||w|| = 1. Se tiene -
wlx = wl'v - wTn, pro lo que la meta es encontrar la medida de no gausseanidad w7v de los
datos observados wlx de tal manera que la medida no esté afectada por el ruido w'n.

Una manera de realizar lo anterior es por medio de la kurtosis, ya que esta medida no es
afectada por el ruido gausseanao. w!v = w?v. Denotando la matriz de covarianza de los datos

con ruido como C = E{xx” }, el blanqueado ordinario se reemplaza por CHECAR PORQUE

x=(C-%)"Y% (11.7)

a ésta operacidn se le conoce como ” cuasi-blangueado”. Después de esta operacién el modelo

de datos quasi-blanqueados x es:
Xx=Bs+n

donde B es ortogonal, y fi es una transformacién lineal del ruido original en 11.1.

Otra manera de obtener las proyecciones es utiliazando la definicién de negentropia Jg(w?v) = [E{G(wT

donde G es una funcién suficientemente regular y no cuadrética y v es una variable esténdar.
Se puede calcular Jg(wTv) del modelo de datos libre de ruido. Denotando z como una variable
no gausseana, y por n una variable de ruido gauseano de varianza o2, se puede expresar la

relacién entre B{G(2)} y E\{G(z +n)}, pero es sumamente complicado [1].
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11.2.2  FastICA para variables con ruido

Utiilzando las medidas anteriores, se puede derivar una variante del algoritmo de FastICA. El

algoritmo tiene la forma: CHECAR DEDUCCION

w'=E {Xg(w'%)} ~1+ S)wE{g(w %)} (11.8)
donde w*, el nuevo valor de W, es normalizado a norma unitaria después de cada iteracion,

y 3 estd dada por:

2 = B{ai’} = (C - £)"Y?s(Cc - )12 (11.9)

La funcién g es la derivada de G, vy es:
91(u) = tanh(u), ga(u) = uexp(~u?/2), gs (u) = 3 (11.10)

11.3 ESTIMACION DE LOS COMPONENTES INDEPENDI-
'ENTES LIBRES DE RUIDO |

11.3.1 Estimacién médxima a posteriori

En ICA con ruido, no es suficiente estimar la matriz de mezclas. Invirtiendola, se obtiene:

Wx=s5+Wn ; _ (11.11)

en otras palabras, solo de tiene la estimacién de los componentes con ruido. Para estimar
los c.i. libres de ruido, se puede partir de la estimacién maxima a posteriori (MAP). Es decir,
se toman los componentes §; que maximicen la verosimilitud, lo cual se conoce como estimador
de méxima verosimilitud. Pars calcular e] estimador MAP, se toma el gradiente de la log-

verosimilitud con respecto a s(t),t=1,.T,yse iguala a 0; donde

log L(A,s(1), ...,s(T)) = —Z —;— [As(t) — x(t)]|2-1 + Zfz(sz(t))} +C (1112)
i=1 -

=1

116

'y

/
\

4
[

1100

B

B
i

ﬂ A

#
\

i

il
v

fanen
'RRERR

i

. Y
_ Bn 28 A
1Y V

obteniendose:CHECAR DEMO

AT 1As(t) - ATS1x(t) + F(8() = 0

donde f'se aplica separadamente a cada componente del vector §(t)
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Chapter 12

APENDICE D. METODOS DE
CLASIFICACION

12.1 METODOS PROTOTIPO

Teniendo un conjunto de datos de entrenamiento que consiste en N pares (z1,91) - (Zn, gN)
donde g; es un identificador de clase que toma valores entre {1,2,...K}.:Los métodos de
prototipo representan al conjunto de entrenamiento como puntos en el espacio caracteristico.
Cada protipo es asociado a un identificador de clase y cada élasiﬁca,cién de un puhto z se hace
é la clase del prototipo més cercano. Esta distancia de cercania generalfnente se toma en base
a la distancia euclidiana; cada caracteristica del conjunto de entrenamiento es previamente
estandarizada (con media 0 y varianza 1). Este tipo de método es efectivo si se tienen bien

. posicionados los prototipos, aunque existen otros que difieren en la forma en la que se toman.

12.1.1 K-MEDIAS CLUSTERING

K-Medias es uno de los muchos algoritmos desarrollados para realizar una clasificacién no
supervisada de elementos. El usuario escoge el numero de clusters, R, y el algoritmo produce
iterativamente un conjunto de agrupamientos de los datos con R centros; puede describirse en

dos pasos:
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e Para cada centro, identificar el subconjunto de puntos de entrenamiento que es més cer-

cano a él que a cualquier otro centro.

e Calcular la media de cada conjunto y hacerla el centro del cluster.

Ambos pasos son iterados hasta convergencia. Inicialmente sé escogen aleatoriamente los

¢
centros de las clases; para utilizar éste algoritmo como clasificador se siguen los siguientes pasos:

e Aplicar el método de K-medias para entrenar datos en cada clase separadamente, usando

R prototipos por clase.
e Asignar un identificador de clase a cada uno de los KzR prototipos.

e (Clasificar una nueva caracteristica z de la clase al prototipo més cercano.

12.1.2 MEZCLAS GAUSSEANAS

El modelo de mezclas gausseanas es muy parecido al de K-medias.Cada cluster se describe como
una densidad gausseana, con un centroide y una matriz de covarianza. Este método consta de

dos pasos:

e En el paso E, cada observacién es asignada con un peso a cada cluster basdndose en la
verosimilitud entre el cluster y la gausseana. A las observaciones més cercanas al centro
del cluster se les asigna un peso de 1 y a las demés un peso de 0; a las que estdn igual de

cerca de dos clusters, se les asigna un peso proporcional a la distancia entre ambos.

e En el paso M, cada observacién contribuye a la media (y covarianza) de cada cluster.

A este método se le conoce como un método ligero de clusterizacién, mientras que al algo-

ritmo de K-medias como pesado.

12.2 CLASIFICADORES DE K-VECINOS MAS CERCANOS

Este método estd basado en memoria; dado un punto de bisqueda xy, se encuentran k pun-
tos de entrenamiento z(y,7 = 1,...,k m&s cercanos en distancia a xo(generalmente distancia

euclidiana), y se clasifican utilizando una mayorfa en la votacién entre los k-vecinos. Los datos
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METODO DE KVECINGS MAS CERCANGE CON S0 DATOS
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Figure 12-1:

son previamente estandarizados, para evitar problemas de unidades.La fig. muestra algunos
ejemplos de clasificacién y sus porcentajes de error.

Ademss de su simplicidad, K-vecinos més cercanos tienen gran éxito en diferentes conjuntos
de datos como son los digitos escritos a mano y las imédgenes de satélite. Es normal que las
fronteras de desicién sean muy irregulares, ya que comunmente cada clase puede tener varios
prototipos. En la clasiﬁcacién de 1-vecino mas cercano, cada punto de entrenamiento es un
prototipo.

El clasificador de Bayes dice que los datos se clasifican utilizando ia_clase més probable,
- utilizando la distribucién condicional discreta Pr(G|X). La tasa de error el clasificador de
. Bayes se conoce como tasa de Bayes.Un resultado importante muestra que asintéticamente la
tasa de error del clasificador del vecino més cercano nunca es mayor que dos veces la tasa de
Bayes (Cover y Hart, 1967).

Error de Bayes: 1 — pg«(z)

Error de 1-vecino mds cercano: f pr(x)(1 — pr(x)),

=1
> 1~ pp(2)
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12.3 PROJECTION PURSUIT COMO APRENDIZAJE SU-
PERVISADO

Teniendo un problema de aprendizaje supervisado, asumamos que tenemos un vector de entrada
X con p componentes y un objetivo Y. Sea wm, m = 1,2, ..., M, p-vectores de pardmetros

desconocidos. El modelo de regresién de proyection pursuit (PPR) tiene la forma:

M
FX) = gmwnX)
m=1
Este es un modelo aditivo, pero en las caracteristicas derivadas V;, = wL X més bien que las.
entradas.Las funciones g, no estén especificadas y son estimadas a 1o largo de las direcciones
W por medio algunos métodos suaves. La funcién gm(wI.X) es llamada funcién cordillera
en RP y varfa solo en las’direcciones definidas por el ';fector Wm. La variable escalar Vj, es la
proyeccién de X en el vector unitario wp,, se puede ver que el modelo se ajusta bien, de ahf el
nombre de ”proyection pursuit”.\' El modelo PPR es muy general, ya que sofprendentemente
puede aproximar una gran cantidad de clases de modelos.De hecho, si M es lo suficientemente

grande, para una seleccién apropiada de gm, se puede aproximar cualquier funcién. continua

en RP. A este tipo de modelos se les conoce como aproximadores universales, lo malo es que

a mayor escala, se vuelve muy compleja su interpretacién. De esta manera, el PPR es bueno

~ para prediccién, pero no para generar un modelo de interpretacién. El modelo con M =1 es la

excepcion, ya que es més general que el modelo de regresién y ofrece una interpretacién similar.

Los minimizadores aproximados de la funcién de error son:

: N v g -
> (vi— 2 9m (wn)
g=1 m=1

sobre las funciones g, y los vectores de direccién wy,,m = 1,2,...M. Considerando un solo
término (M = 1); dada ladireccién del vector inicial w, se forman las variables derivadas
v; = wla;. por lo que tenemos un problema suave en una dimensién y podemos aplicar cualquier
método de disp‘ersién (scatterplot) para estimar g. Ahora, desde otro punto de vista, dado un

vector inicial g, se desea minimizar la ecuacién anterior sobre w. Se puede utilizar una busqueda
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de Gauss-Newton entofices:

o T
g(wai) = g(wg;ejax’i> + g/(wg;ejaxixw - wm’eja) i

que. es

N N o T 2
2 Yi — 9(Wyiej0Ti)
Z s — g(wTa:i)] o~ Zg'(wg;ejaxi)z [(wﬂejaxi + T TEe > — ’LUTxi:l

i=1 i=1 gl (wviejax’i)

Para minimizar el lado derecho, se hace una regresién de minims cuadrados con objetivo

wg;ejaxi + (¥ — g(w%;ejoxi))/g’(wﬂejaxi) de la entrada z;, con pesos g’(wg;ejaxi)zy sin ningtin
término de interseccién. Esto produce el nuevo vector ,de coeficientes Wpyevo

Estos dos pasos, la estimacién de g y de w, son iterados hasta la convergencia. Cuando se
tienen més término en el modelo PPR, al modelo anterior se le afiade un par (W, gm) en cada

etapa.

12.4 REDES NEURONALES

El término de redes neuronales se aplica a diversas clases de modelos y de métodos de apren-

- dizaje. El método descrito a continuacién es conocido como perceptron con una sola capa. Una -

red neuronal es un modelo de clasificacién, tipicamente representado por un diagrama como el
de la fig. ; se utiliza tan’cb'para clasificacién como para regresién. Para la segunda tipicamente
K =1 y solo hay una unidad de salida Y7, para la clasificacién de K —clases, se hay K unidades
hasta "arriba” donde la k-ésima unidad modela la probabilidé,d de la clase k. Haj} K medidas
de objetivos Yx, £ = 1...K, y cada uno se codifica como una variable que toma los valores de
0 o 1. Las caracteristicas secundarias Z,, son combinaciones lineales de las entradas, y cada
medida Y} estd modelada como combinaciones lineales de Z,;,

Zn =0 (com +0oLX) m=1,.M

Te =B+~ 0t Z,k=1,...K

Fo(X) = ge(T), k= 1,.., K

donde Z = (21, 22,..20),y T = (Th, Tt ..., Tx)

la funcién de activacién o(v) es usualmente una sigmoide (Fig. ) o(v) = 1/(1 + e‘f’?),
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aunque a veces se utilizan funciones de base radial. ;
La funcién de salida g;(T) permite una transformacion final del vector de salidas T. Para

regresién se escoge tipicamente la funcién identidad gx(T") = T} o la funcién softmax gx(T) =

Tk
Eﬁl eft” o -

Las unidades que se encuentran a la mitad de la red, calculan las caracteristicas derivadas
Zm y son conocidas como capas ocﬁltas, va que los valores de Z,, no son observads directamente.
Si o es la funcién identidad, entonces todo el modelo es un modelo lineal. Si se introduce una
transfomracién no lineal o, amplia grandemente las clases de los modelos lineales. El promedio
de activacion de la sigmoide, depende de la norma de am,y si {|am|| es muy pequeila, la unidad
opera como una parte lineal. »

Hay que notar que el modelo de red neuronal con una sola cada oculta tiene exactamente la

misma forma que el modelo de projection pursuit descrito anteriormente. La diferencia es que
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el modelo PPR utiliza funciones no paramétricas gm,(v), mientras que la red neuronal utiliza.
un funcién simple basada en o(v), con tres pardmetros libres en cada argumento. En detalle,

viendo un modelo de red neuronal, se puede identificar:

Im(wpX) = B1,0(Gom + 08, X) = B0 (om + ||aim| | (wr, X))

donde wm = am/||am|| es el m-ésimo vector unitario. Como 08,a0,s(V) = Po(ag + sv) tiene
menor complejidad que un g(v) general mas no paramétrico. Debido a esto, no es sorprendente
que una red neuronal utilice 20 o 100 funciones, mientras que el modelo PPR tipicamente utiliza
menor nimero de términos (M=5 o 10).

Finalmente, el nombre de ”red neuronal” se deriva del hecho de que fueron disefiados
primeramente basados en el cerebro humano. Cada unidad representa una neurona, y sus conec-
ciones representan las sinapsis. En modelos anteriores, las neuronas eran disparadas cuando se
excedia un cierto umbral. en el modelo descrito anteriormente, ésto corresponde a utilizar una

funcién por pasos para o(Z) y gm/(T).
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Chapter 13

APENDICE E.
CARACTERISTICAS DE LOS
DATOS DE PRUEBA |

13.0.1 DESCRIPCION DE ATRIBUTOS DE SEGMENT.DAT

Cada observacién de esta base de datos representa una regién de 3x3 pixeles por medio de 19

atributos continuos descritos a continuacién:

1.

2.

region-centroide-col: La columna del pixel central de la regién.

regién-centroide-ren: El renglén del pixel central de la regién.

. regién-pixel-contador: El nimero de pixeles en la regién = 9.

. densidad-linea-corta-5: El resultado del algoritmo de extraccién que cuenta cusntas lfneas

de longitud 5 (en cualquier orientacién) con bajo contraste, menor o igual a 5, pasan a

través de la regién.

. densidad-linea-corta-2: Lo mismo que la anterior pero cuenta las lineas con alto contraste,

mayor que 5.

. media-vborde: Medida del contraste de los pixeles horizontalmente adyacentes en la

regién. Hay 6, la media y la desviacién estdndar estdn dadas. Este atributo es utilizado
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como un detector de bordes verticales. 5. Suero de insulina por 2 horas (mu U/ml).

7. sd-vborde (ver 6) 6. Indice de masa corporal (peso en kg/(estatura en metros)~2).

7. Funcién de pedigri de diabetes.

8. media-hborde: Medida del contraste entre los pixeles adyacentes verticalmente utilizado

como detector de lineas horizontales. 8. Edad (afios).

9. sd-hborde (ver 8). 9. Variable de clase (0 6 1).

10. intensidad-media: El promiedio en la regién de (R + G-+ B)/3 ' 10. Valores de atributos perdidos: Ninguno.

1. rawrojo-media: Bl promedio en la regién del valor R. 11. Distribucién de clases (vaior de clase 1 es interpretado como ”prueba positiva para dia-

12. rawazul-media: El promedio en la regién del valor B. betes”.

13. rawverde-media: El promedio en la regién del valor G. 12. Numero de clases: 0 (500), 1 (268).

14. exrojo-media: Medida del exceso en rojo: (2R - (G + B)) 13. Andlisis estadfstico breve:

100L00000000E4R1

15. exazul-media: Medida del exceso en azul: (2B - (G + R)) Atributo | Media | Desv.5td.
. \ 1 38 |34
16. exverde—medla:‘ Medida del exceso en verde: (2G - (R + B)) ) 1909 | 32.0
17. valor-media: Tranformacién no lineal en 3D del RGB (El algoritmo puede ser encontrado ' 3 69.1 19.4
en Foley and VanDam, Fundamentals of Interactive Computer Graphics) 4 20.5 16.0
‘ 5 79.8 | 1152
18. saturacién-media: (ver 17) ‘
’ 6 32.0 7.9
19. matiz-media: (ver 17). 7 0.5 0.3
8 33.2 11.8
13.0.2 DESCRIPCION DE ATRIBUTOS DE DIABETES.DAT

A continuacién se describen los atributos que componen cada renglén de la base de datos:
1. Nimero de embarazos.
2. Concentracién de glucosa dos horas después de la prueba oral de tolerancia a la glucosa
3. Presién sanguinea (mm Hg).
4. Grosor de los dobleces de la piel en los triceps (mm).
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