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CAPITULO 1
PREFACIO

Uno de los campos que actualmente recibe més atencién en la comunidad estadistica

es la confiabilidad, ya que en un contexto de mercados globalizado de productos, es

necesario garantizar la lealtad de los clientes actuales y ganar nuevos, y eso se puede

lograr a través de productos de calidad que tengan buen desempefio durante un tiempo
suficientemente largo, es decir, mediante productos confiables. La confiabilidad como

campo de estudio para la estadistica tiene sus particularidades: variables aleatorias ' !
(tiempos de falla) que toman valores no negativos que suelen tener un comportamiento

asimétrico, con sesgo positivo; muestreo censurado y pruebas de vida acelerada para

acortar la duracién de experimentos; tamafios muestrales pequefios; sistemas complejos

en los que actian muchos componentes con diferentes mecanismos y tiempos de falla,

etcétera. Estas caracteristicas distintivas de la confiabilidad hacen que mucha de la’ ‘
teorfa y métodos de la estadistica no sean aplicables de manera directa, por lo que se |
hace necesario adaptarlos o generar nuevos métodos que respondan a las particulari-
dades del érea.

En este contexto abordamos, desde la perspectiva Bayesiana, dos problemas que
consideramos son vitales en confiabilidad: la especificacién del modelo para los datos de
tiempo de falla y la seleccién éptima del tiempo de garantia. Para el primer problema, i
como lo documentaremos en el capitulo 3, tanto desde la perspectiva cldsica como
Bayesiana se siguen generando propuestas de solucién. En particular desarrollamos un
método que ayuda a especificar modelos en confiabilidad que ofrece algunas ventajas
respecto a otros trabajos que sobre la materia existen.

Respecto al otro problema, aunque se reconoce que la finalidad de muchos es-
tudios de confiabilidad es decidir el tiempo de garantia, es comiin que se den recomen- |
daciones ambiguas para su seleccién: muchas veces sélo se sefiala, que debe ser elegido 1
con base en percentiles “bajos” de la distribucién del tiempo de falla. En este trabajo !
abordamos este problema, y proponemos una metodologia para su seleccién, que toma
en cuenta la confiabilidad del producto, la competitividad del esquema de garantia a los
ojos del consumidor (mercadotecnia), efecto sobre la imagen de la empresa cuando el
producto falla dentro del periodo de garantfa y los costos en los que incurre el fabricante
para cumplir con la garantia prometida.

Para ambas contribuciones hemos considerado cinco de los modelos més usuales
en confiabilidad: normal, lognormal, valor extremo, Weibull y exponencial, y contem- - |
plamos muestreo completo y con censura: tipo I, IT y aleatoria. Veremos que los |
resultados obtenidos se pueden ampliar hacia otros modelos y tipos de censura. J

Para completar las propuestas para la especificacién de modelos y la eleccién del
tiempo de garantia fue necesario contar con una forma de definir los hiperpardmetros
de las distribuciones a priori para los pardmetros de los modelos considerados. Sin
embargo, como los trabajos existentes sobre el particular no cumplian con el enfoque
del trabajo, fue necesario desarrollar una propuesta. Para generar estd metodologia
partimos de que el usuario estaba en posibilidades de proporcionar informacién sobre
intervalos para los cuantiles de las observables, es decir, sobre el tiempo de vida X,
més que de los no observables -los pardmetros de los modelos de tiempo de vida-, y
a partir de esto se propone una metodologia para definir los pardmetros de dos tipos
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de distribucién a priori.(uniforme y normal-gama) para los pardmetros de los cinco
modelos considerados en el trabajo.

‘ En suma en el trabajo hacemos tres contribuciones, una para especificacién de
modelos, otra para seleccién del tiempo de garantfa y una tercera sobre especificacién
de las distribucién a priori para los modelos de confiabilidad estudiados en este trabajo.
Esta tltima, aunque complementa a las dos primeras, tiene su relevancia por sf misma
para propésitos de inferencia Bayesiana en confiabilidad. Es hasta los capitulos en los
que se desarrolla la parte central de cada una de las contribuciones, donde se plantears
con detalle cada problema, se hard una revisién bibliografica, se generardn y evaluarén
las propuestas.

El trabajo se ha organizado de la siguiente manera: en el capitulo 2, con
el propésito de hacer mds autocontenido el trabajo, vemos elementos de inferencia
Bayesiana y generalidades de confiabilidad. En el capitulo 3 abordamos el problema

de especificacién de modelos, y partiendo de una revisién bibliogréfica sobre el tema, -

establecemos los elementos centrales de la inferencia Bayesiana en cuanto a este tépico.
En el cuarto capitulo, desarrollamos los resultados principales que permiten calcular la
verosimilitud integrada, que serd la base para calcular la probabilidad posterior para
un modelo, dados los datos. También se obtendremos para algunos de los modelos con-
siderados la densidad posterior predictiva que serd uno de los elementos claves para la
eleccién del tiempo de garantfa. En el capitulo cinco proponemos una metodologia, en
la que a partir de informacién inicial sobre el intervalo en el que se eSpera que ocurran
algunos cuantiles del tiempo de vida, se calculan los pardmetros de dos tipos de dis-
tribuciones a priori (normal-gama y uniforme) para los pardmetros de los cinco modelos
(normal, lognormal, valor extremo, Weibull y exponencial). Como se verd este método

ofrece algunas ventajas sobre otras propuestas que para el mismo propdsito existen, y
serd aplicado tanto en especificacién de modelos como en el tiempo de garantia. En

el capitulo 6 se aplicamos la metodologia de seleccién de modelos a ejemplos que han
aparecido en la literatura, y veremos que la metodologia funciona satisfactoriamente en
ellos. .
En el séptimo capitulo hacemos un estudio Monte Carlo para considerar el efecto
del muestreo en la metodologia propuesta de seleccién de modelos. En el octavo capi-
tulo se concentramos los principales aspectos referentes al tiempo de garantfa: revisién
bibliografica del problema, se propone una funcién de utilidad que consideran los difer-
entes aspectos de confiabilidad, costos, mercadotecnia e imagen, que estén relacionados
con la decisién de la garantfa. También obtenemos algunos resultados y un par de algo-
ritmos para el célculo y maximizacién de la utilidad esperada, que serd la base para la
decisién. Al final del capitulo 8 se presenta un ejemplo completo en el que se decidimos
el tiempo 6ptimo de garantfa. Uno de los algoritmos para la obtencién de la utilidad es-

perada se basa en el método que se conoce como sampling-importance-resampling. En

el capitulo 9 presentamos las conclusiones del trabajo y algunas investigaciones futuras
que se consideramos de interés. Adicionalmente escribimos un apéndice en el que estdn
las demostraciones de algunos resultados que obtuvimos en el trabajo. También escribi-
mos un segundo apéndice en el que se describen algunos algoritmos computacionales y
algunas de las experiencias que obtuvimos sobre el particular.
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CAPITULO 2
ELEMENTOS GENERALES DE CONFIABILIDAD Y DE INFERENCIA
BAYESIANA a

En este capitulo se presentan los aspectos principales de la inferencia Bayesiana y al-
gunos conceptos generales sobre la funcién de verosimilitud. No es objetivo del capitulo
presentar una versién exhaustiva, sino s6lo elementos generales que permiten que el tra-
bajo sea mds autocontenido. El lector interesado en profundizar en estas dreas puede
consultar algunas de los libros en las que nos hemos basado para escribir esté capitulo.
Para lo referente a inferencia Bayesiana se puede consultar Bernardo y Smith (1994),

DeGroot (1970) y Berger(1985). Sobre Confiabilidad Lawless (1982) y Meeker y Esco- -

bar (1998). Ambos temas se tratan en libros como Ibrahim et al. (2001), Martz (1982)
y Spizzichino(2001).

2.1 Introduccién

La inferencia Bayesiana estd basado en especificar un modelo de probabilidad f(z |@)
para los datos observados, X; dado un vector de pardmetros 6 de valor desconocido.
Generdndose asi la funcién de verosimilitud, L(X |@), que es la distribucién conjunta
condicional de X para un valor dado de 8. Entonces se supone que @ es una variable
aleatoria, que tiene una distribucién a priori o inicial denotada por w(€). Es precisa-
mente a través de m(@) como el investigador incorpora formalmente el conocimiento
inicial que tiene sobre el fenémeno bajo estudio. De esta manera las inferencias respec-
to a @ se basan en la distribucién a posteriori o posterior, la cual es obtenida por el
teorema de Bayes:

Si H denota una hipétesis y X los datos, entonces el teorema de Bayes, en su
forma més simple (Bernardo y Smith, 1994), establece que

P(X |H)P(H)
P(X)

donde P(H) es una afirmacién probabilistica de certidumbre acerca de H antes de
obtener los datos X, y P(H |X) se convierte en una afirmacién probabilistica de creencia
acerca de H después de haber obtenido los datos. Habiendo especificado P(H) y
P(H |X), el teorema de Bayes proporciona una solucién al problema de qué tanto se
aprende de los datos.

P(H|X)= (2.1)

Teorema 2.1 La distribucién posterior w(0|X) es la distribucion condicional de 6
dados los datos, y estd dada por

L(X|6)7(6)
T L(X|6)(6)do

donde © es el espacio paramétrico de 6.
Este resultado se desprende directamente del teorema de Bayes. De (2.2) es

(6|X) = (2.2)

claro que 7(8|X) es proporcional a la verosimilitud multiplicada por la distribucién a

DTLOT,
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7(0 [X) o L(X|8) 7(6) (2.3)

De aqui que el denominador de (2.2), que es la distribucién conjunta marginal de los
datos,

£(X) = /@ L(X|6) (6)d8 (2.4)

que también recibe el nombre de constante normalizadora de (8 |X). Otro nombre
que recibe f(X) es el de Verosimilitud Integrada (VI), que es el que usaremos nosotros.

Habfamos dicho que en estadistica Bayesiana las inferencias respecto a 0 estén
basados en 7(6 |X) , que como es evidente a partir de (2.3), ésta resulta de la contribu-
cién de los datos a través de L(X |@) y del aporte de la informacién o conocimiento a -
priori cuantificado por 7(8).

2.2 Distribucién predictiva

En muchas aplicaciones, después del muestreo, en lugar de hacer inferencias sobre 8,
es de interés hacer inferencias sobre un valor futuro de la variable X. En este senti-
do, supongamos que y con distribucién f(y|@) representa un valor futuro de la vari-
able aleatoria X. Advertimos que para simplificar notacién al referirnos al vector de
parédmetros 8 en esta seccién, nos estamos refiriendo a su estado después del muestreo,
es decir, a (0|X).

Teorema 2.2 Bagjo el supuesto de que hay independencia entre los datos, X, y la
observacion futura, y, la distribucidn posterior predictiva estd dada por

Fly|X) = / £ (ul8)r(01X)d6 @)

La demostracién de este resultado bésico de la inferencia Bayesiana se puede consul-
tar en Bernardo y Smith (1994, pag. 242). Notemos que en realidad la distribucién
posterior predictiva f(y |X) es el valor esperado de f(y|@) respecto a 8 dado X, es decir

Eox £ (416)] = /e £ (l6)r(6]X)d8 = (y|X).

En la mayoria de los modelos y aplicaciones la distribucién conjunta marginal
f(X) no tiene una forma analitica cerrada, por lo tanto =(8 |X) tampoco la tiene, mucho
menos f(y|X). Esto genera una gran cantidad de literatura que plantean diferentes
alternativas para estimar f(X) y f(y|X), o para obtener muestras de 7(8|X) sin
conocer su forma cerrada. '
En el capitulo 3 de este trabajo se verd que en estadistica Bayesiana es necesaria
la estimacién de f(X) para poder calcular la probabilidad posterior de un modelo, |
dados los datos. Esta probabilidad posterior serd la base para especificar modelos en : |
confiabilidad.
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En el capitulo 8 se verd que para la mayorfa de los modelos considerados en
este trabajo serd necesario obtener por simulacién f(y|X), a fin de poder seleccionar
el tiempo 6ptimo de garantia para un producto.

Para algunas aplicaciones es necesario conocer la densidad a priori predictiva,
f(z), que de acuerdo al teorema anterior, estd dada por

f(z) = / £ (zl8)=(6)d0 @6

y representa el modelo del tiempo de vida, a priori (usando la distribucién a pm’or{ de
0 en lugar de su densidad posterior).

2.3 Teorfa de decisiones

Por lo general el objetivo dltimo de un andlisis estadistico es tomar una decisién, como
por ejemplo fijar un tiempo de garantia, establecer politicas de mantenimiento preven-
tivo en un proceso, determinar los puntos mds débiles de un sistema para mejorar la
confiabilidad de un producto o un proceso, etcétera. Obviamente es deseable que estas
decisiones estén fundamentadas en un buen conocimiento sobre la realidad.

A continuacién veremos brevemente los elementos y procedimientos necesarios
para un esquema coherente de toma de decisiones de tipo cuantitativo. Los elementos
de una decisién en el contexto de inferencia son:

i) a € A, las posibles “respuestas” o “decisiones”.

ii) w &, estados desconocido de la realidad.

i) u:AxQ— R, una funcién que vincula la utilidad o ganancia de cada (a,w), s

decir, que evalia las consecuencias de una “respuesta” a y una situacién resul-
tante de la realidad w.

iv) p(w), una especificacién, en la forma de una distribucién de probabilidad, de los
conocimientos actuales acerca de los posibles estados de la realidad.

La eleccién 6ptima de la respuesta para un problema de inferencia es aquella a € A qﬁe
mazimiza la utilidad esperada,

u*(a) = /Qu(a, w)p(w)dw. (2.7)

Alternativamente, si en lugar de trabajar con u(a,w), se trabaja con la llamada funcién
de pérdida

l(a,w) = h(w) — u(a,w),

donde k(.) es una funcién fija arbitraria, la eleccién 6ptima de la respuesta es aquella
a € A que minimiza la pérdida esperada,

I*(a) = /Q 1o, 0)p(w)ds. (2.8)
) |
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En el contexto de inferencia paramétrica o predictiva, el estado desconocido de
1a realidad son pardmetros o valores futuros de una variable (observables). Por lo tanto,
Jas creencias actuales, p(w), se reducen a alguna de las densidades de probabilidad que

hemos visto antes: o o
7(0) conocimiento inicial sobre un vector de pardmetros, 6;

7(8]X) conocimiento acerca de 8, dados los datos X;
7(¥|X) conocimiento acerca de ¥ = g(8), dados los datos X;
f(y]|X) conocimiento sobre un dato futuro y, dados los datos X.

En el capitulo 8 se verd que para decidir el tiempo 6ptimo de garantfa, ¢,,

ademss de especificar una adecuada funcién de utilidad, u(t,,t), que nos relacione la

decisién t, con el tiempo de vida de un producto ¢, se va a requerir la densidad posterior

predictiva, f(y|X). Ya que ésta va reflejar el conocimiento actual sobre el tiempo de

vida del producto.

2.4 Funcién de Verosimilitud Bajo Censura

Una de las caracteristicas principales de los datos de confiabilidad es que por lo general
son censurados. Y esto ocurre cuando en un experimento de confiabilidad el tiempo
de falla es conocido sélo para una parte de los especimenes, mientras que para el resto
s6lo se sabe que su tiempo de falla es menor o mayor que cierto valor. Formalmente se
dice que una observacién z; es censurada por la derecha en g si el valor exacto de la
observacién no se conoce, y sélo se sabe que es mayor que ¢ (z; > ¢). Similarmente, se
dice que una observacién z; es censurada por la izquierda en g si el valor exacto de la
observacién no se conoce, y s6lo se sabe que es menor que ¢ (z; < g).

Censura tipo I. Este es un tipo de censura muy usual. Una muestra con censura multiple

tipo I surge cuando los especimenes 1,2, ...,n de un experimento de confiabilidad estén
sujetos a perfodos limite de observacién g1, go,...,qn; de tal forma que los tiempos
individuales de falla, z;, son observados sélo si z; < ¢;. Cuando los limites de censura
son iguales, g1 = go = --+ = g, = ¢, se habla de censura simple tipo I. Si X =
(z1,...,z,) es una muestra aleatoria de f(z | ), z; se observard sélo si z; < g;,.
Supongamos que se observan exactamente r fallas 0 < r < n, entonces sea T(1); -y T(r)
los r tiempos de falla ordenados en forma creciente, y también ordenemos los n — r
tiempos de censura en forma ascendente: (1), 9(2), s Yn—r)- A través de funcién de
verosimilitud se recoje toda la informacién que sobre 8 a portan los datos. Se sabe
que la verosimiltud es proporcional a la probabilidad de observar lo que se observé
(Sprott, 2000, pag. 8). Por ello la verosimilitud aportada por los tiempos de falla
observados se recoge a través de f;(z(;|€), y para las observaciones censuradas por
Pr(X > gg) = 1 — Fj(q() |€) . De aquf que la funcién de verosimilitud, bajo el modelo
M;, para una muestra con censura multiple tipo I estd dada por

L(X | 8,M;) =[] filwe 10) [ [ (1 ~ Filaw 16)) (2.9)
=1 k=1
Detalles adicionales para la obtencién de esta expresién pueden consultarse en Lawless -
(1982, pag. 34). En caso que se tenga un censuramiento simple: (r=q@=- =g =
6




g), entonces (2.9) toma la siguiente forma
L(X|6,M;) = (1= F; (2l )" ][ f; (20| 6) (2.10)
i=1

Censura tipo II. Esta es una censura por la derecha en el que el experimento corre
hasta que una cierta cantidad fija, r, de unidades falla de n disponibles (r < n). Sea
Z(1), -+ L(r) 108 T tlempos de falla ordenados en forma creciente, entonces la verosimilitud
estard dada por

L(X | 6, M;) = C(1 - F; (2| )" Hfj (2] 0) (2.11)

donde la constante C' = '(TLL'T),, r < n (ver Lawless, 1982, pag. 32). En este tipo de

censura la duracién del experimento, T, es una variable aleatoria y es igual a la r-ésima
estadistica de orden, T, = (). Nétese que esta verosimilitud es similar, excepto por la

constante C, a la verosimilitud para censura simple tipo I (expresién 2.10); haciendo -

en ambos casos T, = z(r) = ¢.

Censura aleatoria. En algunos estudios los tiempos de censura son aleatorios. Por
ejemplo, si las unidades experimentales entran al estudio de acuerdo al tiempo en
que se vendieron, y el estudio se termina en cierta fecha preestablecida; entonces los
tiempos de censura son aleatorios; esto es el tiempo transcurrido desde que un articulo
‘entra al estudio hasta que finaliza el experimento, es aleatorio. Otra situacién en la
que aparece la censura aleatoria, es cuando aunque todas las unidades experimentales

entran al mismo tiempo al estudio por alguna razén externa (independiente de 8) puede

ocurrir que ya no es posible darle seguimiento a algunas unidades experimentales. Para
propésitos de inferencia uno puede trabajar condicionalmente sobre los tiempos de
censura, procediendo como si el censuramiento fuera del tipo I, pero teniendo presente
el mecanismo por el que se generaron los datos a fin de justificar tal proceder (ver
Lawless, 1982). Entonces bajo el tipo de censuramiento aleatorio considerado antes, la
verosimilitud estarfa dada por (2.9).

Ademss, por el principio de verosimilitud, desde el punto de vista la inferencia
Bayesiana, la censura multiple tipo I es igual a la censura aleatoria, ya que la distribu-
cién posterior 7(0 |X) depende de los datos sélo a través de la verosimilitud L(X | 9),
que en ambos casos es igual.

Censura por intervalo. En algunos estudios de confiabilidad las fallas sélo son detec-
tadas en los tiempos de inspeccién, de tal forma que por lo general no se detecta con
precisién el tiempo de falla, sélo se sabe que ocurri6 en un cierto intervalo. Esto gen-
era datos censurados por intervalo, o también se conocen como datos de inspeccién o
datos agrupados. Este tipo de censura es una combinacién de censura por la izquier-
da y censura por la derecha. Por ejemplo, si los tiempos de inspeccién estdn dados
por ty, ty, ...,tp, y en la primera inspeccién en el tiempo t; se observa que d; unidades
ya fallaron, lo que se sabrd es que su tiempo de falla ocurrié entre 0 y ¢;, y como
Pr(0 < X <t;) = F(t,) — F(0), entonces su correspondiente verosimilitud estars dada
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por [F(t1) — F (0)]*. Si en general en el intervalo i-ésimo, (t;-1, t;], se detectaron d;
unidades que fallaron, entonces la verosimilitud estard dada por:

L(X |8, M) = (1= F (t,]6))" Ti=% f[(F (t;]6) — F (ti—1] 0))% (2.12)

i=1

Note que el primer factor de la expresién anterior corresponde a la verosimilitud de las
unidades que no fallaron hasta el dltimo tiempo de inspeccién.




| CAPITULO 3
ANALISIS BAYESIANO DE ESPECIFICACION DE MODELOS EN
CONFIABILIDAD

Fn este capitulo se presentan los resultados generales referentes a especificaciones de
modelos en confiabilidad, desde una perspectiva Bayesiana.

3.1 Introduccién

Una revisién de la literatura clésica de confiabilidad refleja que es prédctica comun
utilizar graficas de probabilidad con bandas de confianza para evaluar la especificacién
de la distribucién del tiempo de vida, ver por ejemplo Meeker y Escobar (1998, cap. 6).
Este tipo de graficas son ttiles para detectar discrepancias fuertes respecto al modelo -
de los datos, presencia de mezclas de distribuciones (Doganaksoy et. al 2002), pero
son subjetivas y pueden tener poco poder para detectar errores en la especificacién.

Veamos el siguiente ejemplo.

Muestra Datos
1 0.01 0.11 0.13 0.15 0.17 0.32 0.33 0.41 0.42 0.44 0.45 0.48 0.56 0.60 0.80

2 0.04 0.12 0.17 0.20 0.20 0.24 0.29 0.43 0.44 0.45 0.60 0.64 0.68 0.72 1.03

-3 0.03 0.09 0.10 0.13 0.14 0.17 0.29 0.31 0.33 0.43 0.53 0.60 0.78 0.78 0.88

4 0.05 0.06 0.19 0.25 0.26 0.30 0.35 0.42 0.70 0.73 0.78 0.90 1.03 1.41 1.45
Tabla 3.1. Muestras generadas de una distribucién exponencial (n = 15).

Ejemplo 3.1. En la tabla 3.1 se muestran datos simulados de una distribucién exponen-
cial y en la figura 3.1 se aprecian las correspondientes gréficas de probabilidad normal.
Con base en estas graficas es dificil rechazar la idea de que estos datos provengan de
una distribucién normal. Remarcando el hecho de que esto ocurre con una distribucién
como la exponencial, que tiene una forma radicalmente diferente a la normal.

Ejemplo 3.2. Una de las caracteristicas particulares de los datos en confiabilidad es que
por lo general son muestras censuradas. Por ejemplo los datos de la tabla 3.2 represen-
tan la distancia de falla en kilémetros de 38 amortiguadores de vehiculos (O‘Connor,
1985; pag. 85). Los datos que tienen como exponente un signo +, son tiempos cen-
surados por la derecha, es decir, a esa distancia el amortiguador todavia estaba en
buen estado. Con el esquema de censuramiento multiple por la derecha, de los 38
amortiguadores, sélo se observaron 11 fallas. Utilizando el método Kaplan-Meier para
definir las posiciones de probabilidad (Meeker y Escobar, 1998, secc. 3.5), en la figura
3.2 se muestra las correspondientes graficas de probabilidad con bandas de confianza
generadas por el procedimiento probplot.censor del sistema S-Plus. Teniendo como al- |
ternativa cuatro posibles modelos: (a) normal, (b) lognormal, (c) valor extremo y (d) |
Weibull. De acuerdo a estas graficas précticamente cualquiera de estas distribuciones !
es factible, quizés la valor extremo pudiera descartarse por el punto fuera de las bandas.
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Figura 3.2: Gréficas de probabilidad para datos tabla 3.2.

6700, 6950%,7820%, 8790, 9120, 9660*, 9820*, 113107, 11690+, 118507,
11880%,12140%,12200,12870%, 13150, 13330, 13470%, 14040%, 14300, 17520,
175407, 17890%,18420%,18960F, 18980+, 19410+, 20100, 20100F, 20150,
20320, 20900, 22700, 23490*, 26510, 27410%, 27490, 27890+, 28100+

Tabla 3.2. Distancia de falla para 38 amortiguadores de vehiculos.

Con base en los dos ejemplos anteriores, vemos que se requiere contar con her-
ramientas més formales que ayuden en la especificacién del modelo para datos de con-
fiabilidad. Desde la perspectiva del enfoque clésico de bondad de ajuste para muestras
completas hay muchas alternativas, por ejemplo en Barrio et al. (2000) se hace una am-
plia revisién sobre la evolucién de la teorfa asintética para pruebas de bondad de ajuste
¥ su paralelismo con el desarrollo de la teoria de procesos empiricos. Se aprecia que
estas pruebas parten de especificar como hipétesis nula a un modelo Fp, y se construyen
distintos estadisticos que ponen diferente énfasis en la deteccién de desviaciones de Fp
respecto a la distribucién empirica F,, (desviaciones largas en cualquier punto, desvia-
ciones promedios, mayor peso en las colas, etcétera). De aqui se desprende que para

cada modelo Fy es necesario encontrar la distribucién asint6tica de cada estadistico, que -

para pequefias muestras puede haber casos con baja potencia y para muestras grandes
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demasiada potencia. Esto hace que en ocasiones todos los modelos Fy propuestos se
acepten, 0 bien en el otre extremo, que todos se rechacen. Esto obviamente genera un
problema de decisién al usuario de la estadistica. Por otro lado, para el caso de muestras
censuradas (que no se aborda en el trabajo citado antes), existen trabajos para algunas
distribuciones, pero con limitaciones importantes en cuanto a los tamafios de muestra
considerados, el nivel y tipo de censuramiento considerado. Por ejemplo, en Anaya
v O’Reilly(2001) se aborda el problema de bondad de ajuste para las distribuciones
Gaussiana inversa y gama, bajo una muestra con censura tipo I, donde obtienen que la
distribucién asintética de los estadisticos de prueba (Anderson-Darling y Cramér-von
Mises) depende de la relacién de magnitud entre los dos pardmetros de esta distribu-
cién. Por lo tanto los percentiles de los estadisticos de prueba, obtenidos por simulacién,
dependen de la significancia, del tamafio de muestra, del nivel de censuramiento y de
la relacion entre los pardmetros. En Pettit(1976) se proponen generalizaciones para
los estadisticos Anderson-Darling y Cramér-von Mises para probar normalidad cuando
se tienen censura tipo I y II, obteniendo percentiles asintGticos para los mismos, sin
embargo la velocidad de convergencia a €sos resultados asintéticos son lentos (Lawless,
1982, pag. 438). Otras pruebas de bondad de ajuste para algunos modelos, suponien-
do datos censurados, se han hecho teniendo como hipétesis nula a una distribucién
particular contra un modelo mas general que lo incluye, por ejemplo: exponencial con-
tra Weibull, valor extremo contra. log-gama de tres pardmetros; este tipo de pruebas
tienen la limitante de que no consideran otros modelos como alternativa. En Mann,
et'al. (1973) desarrollan un estadistico de prueba para la distribucién valor extremo
considerando censura tipo II; los percentiles del estadistico dependen de la significancia,
del nivel de censuramiento y del tamafio de muestra (consideran tamanos de muestra
de 3 a 25). Los trabajos que se han desarrollado desde el enfoque de agrupamiento de
datos (prueba x?) tienen las limitantes de la cantidad de datos y que contemplan es-
quemas de censuramiento limitado (ver por ejemplo Mihalko y Moore-1980). En suma,
en el enfoque clésico cada distribucién es un problema diferente, y los resultados que se
tienen sélo contemplan opciones limitadas en cuanto al tipo de censuramiento, el nivel
de censuramiento y los tamafios muestrales. Ademés puede darse el caso que todos los
modelos propuestos se acepten o por el contrario que todos se rechacen.

Adicionalmente uno de los enfoques propuestos para seleccién de modelos no
anidados, desde la perspectiva clésica, ha sido la generalizacién del enfoque de razén
de verosimilitudes. Sin embargo, adem4s de fundamentarse en resultados asintéticos,
el hecho de que uno de los dos modelos tenga que designarse como el “verdadero” y
el otro como €l “alternativo”, influye draméticamente en los resultados (Rossi, 1989).
Esto se debe a la asimetrfa de la prueba Neyman-Pearson.

En este trabajo se estudia un enfoque Bayesiano aplicado al problema de selec-
cién de modelos como herramienta para evaluar la especificacién del modelo de confia-
bilidad. Sobre el particular, existen varios trabajos con diferentes enfoques; por ejemplo
Geisser y Eddy (1979), Gelfand y Dey (1994), Berger y Pericchi (1996), Sinha et al.
(1999), Hoeting et al. (1999), Gutiérrez-Pefia y Walker (2001), Pérez y Berger (2002).
Las razones de los diferentes enfoques son (ver Pérez y Berger, 2002): la dificultad para
incorporar la informacién a priori para los diferentes pardmetros de los modelos, las -
complicaciones para calcular la probabilidad posterior para los modelos, la dificultad
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de utilizar distribuciones iniciales impropias, si se utiliza distribuciones a priori propias
pero vagas el poder discriminatorio de la metodologia es bajo. Lo anterior hace que se
sigan proponiendo y explorando alternativas.

En este trabajo se aborda la problemdtica de especificacién de modelos en con-
fiabilidad desde la perspectiva Bayesiana (siguiente seccién), se propone una forma de
incorporar la informacién inicial (capitulo 5), se estudian los modelos normal, lognor-
mal, valor extremo, Weibull y exponencial y se verd que la probabilidad posterior para
algunos de ellos tiene forma cerrada, en otros casos se obtienen aproximaciones (capitu-
1o 4). También se evalia la metodologfa analizando datos de problemas de confiabilidad
(capftulo 6) y haciendo un estudio Monte Carlo (capitulo 7) .

3.2 Factor de Bayes

El enfoque Bayesiano para probar hipétesis fue desarrollado por Jeffreys como parte
fundamental de su programa de inferencia cientifica (Kass y Raftery, 1995); Jeffreys
estaba interesado en comparar las predicciones que se obtenian con dos teorfas cientificas
en competencia. En su enfoque, se introducen modelos estadisticos para representar
Ja probabilidad de los datos de acuerdo a cada una de las dos teorfas, y el teorema de
Bayes es utilizado para calcular la probabilidad posterior de que una de las dos teorfas
sea la correcta. Una pieza central en esto fue el llamado factor de Bayes. Veamos.

Sea X los datos y supongamos que éstos han sido obtenidos de una de dos
hipétesis Hy y Ha, de acuerdo con la densidad de probabilidad Pr(X | H1) o Pr(X | H).
Dadas las probabilidades a priori Pr(H;) y Pr(H2) = 1 — Pr(H:), entonces los datos
generan probabilidades posteriores Pr(H; | X) y Pr(H; | X) = 1 — Pr(H: | X).
Puesto que cualquier opinién a priori es transformada en una opinién a posteriori a
través de los datos; la transformacién en si misma representa la evidencia aportada
por los datos. En efecto, tal transformacion es utilizada para obtener la probabilidad
posterior, sin tomar en cuenta la probabilidad a priori. Cuando generamos la escala
de momios (momios = probabilidad / (1— probabilidad)), la transformacién toma una
forma sencilla. Del teorema de Bayes (ver capitulo 2), obtenemos

P(X |Hy)P(Hy)

P(H; | X)= conk=1,2 3.1
e X) = B ) P(#,) + P(X | B P (D) (81)
por lo que
Pr(H; | X) _ P(X |H)P(H)
y la transformacién es simplemente la multiplicacién por
B2 = BX ) &2

que es precisamente lo que se conoce como el factor de Bayes. Asi, en palabras,

g Momios posteriores = Factor de Bayes X momios a priort
13




y en forma equivalente el factor de Bayes es la razén de los momios posteriores de H;
y sus momios a priori; sin importar el valor de los momios a priori. Notemos que
en el enfoque Bayesiano es totalmente simétrico quién es H; y quién Hs, es decir, es
irrelevante en cuanto al procedimiento seguido. Por lo tanto, la comparacién entre estas
hipétesis es a nivel operativo y de presentacién de resultados.

Intuitivamente, By proporciona una medida de si los datos tienen momios cre-
cientes o decrecientes sobre H; en relacién a H,. Asi Bip > 1 significa que H; es
relativamente més plausible a la luz de los datos; B < 1 significa que la plausibilidad
relativa de Hy es mayor. El factor de Bayes puede utilizarse directamente como criterio
de seleccién de modelos (Rossi, 1989). Sin embargo,como lo veremos en la siguiente
seccién, nosotros utilizaremos un enfoque diferente.

Cuando las hipétesis son igualmente probables a priori —P(H:) = P(Hy) =
0.5—, entonces el factor de Bayes es igual a los momios posteriores de H;. Sin embargo,
no siempre dos hipétesis son igualmente probables a prior.

En el caso m4ds simple cuando dos hipétesis son distribuciones simples con g
pardmetros fijos (el caso de hipétesis “simple versus simple”’), Bip es la razén de
verosimilitud. En otros casos, cuando hay pardmetros desconocidos bajo una o ambas
hipétesis, el factor de Bayes es todavia dado por (3.2), y en este sentido, éste continua
teniendo la forma de una razén de verosimilitud. Sin embargo, las densidades P(X |Hy)
(k = 1,2) son obtenidas integrando (no maximizando) sobre el espacio paramétrico, asf
que en la ecuacién (3.2), ‘

P(X |Hy) = /e L(X | Gk,Hk)w(OkIHk)de (3.3)

donde 8, es el parametro bajo Hy, 7(0x|Hy) es la densidad a priori, y L(X | 6,,Hy) esla
densidad de probabilidad de X dado el valor de 8, o la funcién de verosimilitud de By.
En (Kass y Raftery, 1995) se puede consultar un andlisis amplio sobre la interpretacion
del factor de Bayes y sus diferentes aplicaciones.

3.3 Probabilidad Posterior para un Modelo

Sean m modelos en competencia M,...,M, y X = (z1,..., ) una muestra aleatoria
de tamafio n de los datos (la muestra puede ser completa o censurada), entonces por el |
teorema de Bayes la probabilidad posterior para el modelo M;, estd dada por: , |

XMy Pr(My) |
PH(M;{X) = 55 = 375 B0 j=1,2,...m (3.4)

donde
FX|M;) = / L(X0;, M;)m(8;M;)d6;. (3.5)

Como ya habiamos visto en el capitulo 2, la funcién dada por (3.5) es la distribucién
conjunta marginal de los datos bajo el modelo M;, y también se le conoce como la -
constante normalizadora o como la verosimilitud integrada (VI). De esta tltima forma
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nos referiremos a ella en el resto del trabajo. Ademds w(8;|M;) es la densidad a priori
para el vector de pardmetros 8;, L(X|6;, M;) es la verosimilitud bajo el modelo M;, y
Pr(M;) es la probabilidad o ponderacién a priori que se le asigna a la certidumbre del
modelo M;.

De acuerdo a la seccién anterior, dedicada al factor de Bayes, la probabilidad
posterior para un modelo dada por (3.4), se puede ver como una generalizacién de la fér-
mula dada en (3.1), y (3.5) serfa equivalente a (3.3). De esta manera con (3.4) se puede
evaluar la evidencia que aportan los datos en favor de una distribucién de probabilidad
como modelo de datos de confiabilidad al compararla contra otras distribuciones.

La problemética para calcular (3.4) se localiza en poder calcular (3.5), la cual
depende de la verosimilitud y de la densidad a priori. Si (3.5) no tiene solucién analiti-
ca, habrd que emplear métodos numéricos, lo cual tiene su problematica especial debido
a que conforme n crece el integrando de (3.5) se pone “puntiagudo”. Por ello a contin-
uacién describimos dos método para calcular la VL

3.4 Meétodos para Calcular la Verosimilitud Inﬁegrada

Como cometamos antes, uno de los problemas para obtener la probabilidad posteri-
or para un modelo, es poder calcular la verosimilitud integrada. Sin embargo, como
veremos més adelante, sélo en unos casos tiene solucién analitica. Por ello habrs que ‘i
recurrir a métodos numéricos para obtenerla. Un.problema para obtener esta integral |
por métodos numeéricos de integracién convencionales es que para tamanos muestrales |
moderados y grandes el integrando se torna “puntiagudo” alrededor de su méximo, es |
decir, se tiene una funcién unimodal cuya masa tiende a concentrarse en su méximo.
Pero ademéds como generalmente esta masa es muy pequeila, la mayorfa de métodos
numeéricos tienen problemas para encontrar la regién donde la masa del integrando se
acumula. En Kass y Raftery (1995) y en Hoeting et al. (1999) se discuten diferentes
métodos  para calcular la verosimilitud integrada. Nosotros veremos dos métodos: |
Laplace y Monte Carlo. _ [

Laplace. Se supone que el integrando, L(X|6;, M;)7(8;|M;) es muy puntiagudo alrede- -
dor de su méximo 8, lo que es razonable a partir de tamafios muestrales relativamente
bajos (ver Kass y Raftery,1995; y Bernardo y Smith, 1994 pag 340). Sea

1;(8) =log [L(X|6, M;)(8]M;)] (3:6)

v 6 el valor de 8 que maximiza 1(6).
Expandiendo [(8) hasta los términos cuadréticos alrededor de 6, se obtiene una
aproximacién de L(X|6;, M;)m(6;|M;) que tiene la forma de una den51dad normal con

media 8 y matriz de covarianza ¥ = (—D2(8))~%, donde D?l;( 6) es la matriz de
segundas derivadas con respecto a 8. .
Integrando esta aproximacién se obtiene que

| LxXI0, 3)m(6l0)d0 = (2m ¥ | 5 P2 L(XIB, ) P (3T)
, e
| o




donde d es la dimensién de 6.

Asi para aplicar esta aproximacién se lleva a cabo lo siguiente:
i) Calcular [;(8) para cada modelo A -
ii) Estimar numéricamente el vector posterior de modas (5);
iii) Obtener la matriz D2l;( ).
iv) Calcular la matriz & = (—D?;( 6))~?
v) Finalmente evaluar (3.7).

"/ La aproximacién del método de Laplace ha sido evaluada en varios trabajos,
en Kass y Raftery (1995) se citan varios de ellos. En general hay consenso en que la
aproximacién es adecuada en aquellos casos en los que la dimensién de 6 es pequena y
cuando las funciones de verosimilitud no tienen una forma muy diferente a la normal.
Por ejemplo, bajo las condiciones concretas descritas en Kass et al. (1990), se demuestra

que conforme n. — oo, [5 L(X|0, M;)m(8|M;)d0 = I(1+0(n™?)), donde () es la’

aproximacién de Laplace para la VI. Es decir, el error relativo es de O(n™"). De esta
manera, cuando el método de Laplace es aplicado al numerador y denominador, ya sea
para calcular el factor de Bayes (seccién anterior) o la probabilidad posterior para un
modelo, la aproximacién resultante tiene también un error del orden O(n™') (Kass y
Reftery, 1995).

Monte Carlo. Otro método para calcular en forma aproximada la verosimilitud integra-
da es a través de simulacién Monte Carlo. Efectivamente observando la VI

F(X|M;) = / L(X|0;, M;)m(6;]M;)d8;

ésta es el valor esperado de L(X|8;, M;) con respecto a m(6;|M;); por lo tanto
~ 1 E .
FXIM) = 2 > LX[65, M)
i=1

donde {9?) i=1,---, K } es una muestra de la distribucién a priori 7(60;|M;) . La
estimaci6n entonces no es otra cosa que el promedio de las verosimilitudes de una mues-
tra de valores del vector de pardmetros 6;. La eleccién de K debe ser suficientemente
grande para garantizar la convergencia (Robert y Casella,1999).

De esta manera dada la verosimilitud para los diferentes modelos, lo tnico que
se requerird es generar muestras aleatorias de m(6;|M;). Como veremos més adelante,
usaremos dos tipos de distribuciones a priori: normal-gama y uniforme. Entonces en
ambos casos es muy sencillo implementar un algoritmo en S-plus para generar muestras
aleatorias de estas distribuciones. Estos algoritmos son el Bl y B2 del apéndice de
cémputo, y es muy facil justificarlos con los elementos que desarrollamos en el siguiente
capitulo. :
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CAPITULO 4
VEROSIMILITUD INTEGRADA Y DENSIDAD POSTERIOR
PREDICTIVA

En este capitulo se obtienen las expresiones para la verosimilitud integrada y la densidad
osterior predictiva para las distribuciones normal (M), lognormal (M), valor extremo
(Ms), Weibull (My) y exponencial (Ms).

4,1 Modelos Considerados

En esta seccién estableceremos los modelos que consideraremos en este trabajo, junto
con sus generalidades

Modelo normal. La densidad para una distribucién normal (u, 7), estd dada por

_—

' 1/2

A lmr)=(5=) " e [~Z - (4.1) .
con —0 < & < 4+00,—00 < < +00,7 > 0. El pardmetro de precisién 7 es igual al

inverso de la varianza: 7 = 1/02. De aqui que si se hace un muestreo sin censura la

verosimilitud para el modelo normal estd dada por

=1

= < T )n/Z exp [—-%n(,u —Tn_)2] exp [—T;n] (4.2)

o

| . |
o) = (2)" e [£5e ] i
i

=1
que > i (zi — p)? = n(p —7)* + 3%, (z: — )%
Considerando las censuras tipo I, tipo II y aleatoria, la verosimilitud para el
modelo normal estd dada por

Con Tpp = = v Ty, Sn = Dy (%5 — Zn)? La igualdad anterior se obtiene observando

L(X | 7, M) = O () exp {-g > (e = #)2} 1 (- (e — 1)) (49)

donde ®(.) es la distribucién acumulada normal estdndar. Ademds en el caso de

censura tipo I y aleatoria la constante C' = 1. En el caso de censura tipo II, C' = (n_i"

y el tiempo de censura estd dado por la r-ésma estadfstica de orden, gy = z¢) = Zle |
. En el caso de tener una censura simple de tipo I, entonces la verosimilitud anterior

toma la forma siguiente

LX) = 0 (Z) F exp [ = )7 e [ 2] 1 = @30 )™

e

con Z, igual a la media de los r tiempos de falla observados y s, = > i, (z() — Tr)%.
Se suele utilizar como distribuciones a priori para los pardmetros del modelo
normal (u,7), una distribucién normal-gama (m1, k1 ¢4, 3;), en donde la distribucién
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condicional de u dado 7 = k; es normal (mq, ky7) v la distribucién marginal de T es
una gama(a, 1), por lo que

A 1/2 . o
w7 as, By k) = () exp [~ - | s exp( )
(4.4)
con a1, 3 > 0. Se puede demostrar (ver DeGroot, 1970, pag. 169) que la distribucién
marginal de p estd dada por una distribucién ¢-Student con 2c; grados de libertad,
pardmetro de localizacién m; y precisién a;k; /8.
Si en lugar de utilizar una distribucién normal-gama como a priori para los
pardmetros de la distribucién normal (p,7), utilizamos una distribucién uniforme y
suponiendo independencia entre éstos, entonces:

1 1
W(#’Til ai, bladl)el) = ’/T(/J, l a’17bl)7T(T l d]-’el) = (bl - all) (el - dl) - (45)

En el capitulo 5 discutimos la razén de utilizar dos diferentes tipos de distribuciones a
prioTi.

Modelo Lognormal. La densidad de la distribucién lognormal (i, 7) estd dada por

' T\Y2 _ T ‘
folz | p,7) = (:2?> ™ lexp {—a(log(as) - ,u)ﬂ (4.6)
con 0 < z,—00 < u < +o00,7 > 0. Los pardmetros logmedia, u, y logprecisién, 7,

tienen diferente interpretacién respecto a los pardmetros equivalentes del modelo nor-

mal. Siguiendo un procedimiento al caso normal, se puede ver que la verosimilitud para.

datos completos para el modelo lognormal estd dada por

L(X|p, 7y M) = —lﬁ (—2%)”/2 exp [—gn(u — E,f] exp [—%J (4.7)

donde v, = Y7, (log(z) = B)? y W = 1 T, log(s:):
En el caso de censura tipo I, II y aleatoria, la verosimilitud para el modelo

lognormal estd dada por

LX | p,7 M)
_ 1 C(J_fe[—%m—w—%n]’ﬁ [ (2m)F e F du
H‘ 1T 27 71/2(log(g(5))—1)

i= §=1

donde v, = 3°7_, (log(z@)) — W) y Wr = 7 3 log(z(;)). Ademés la constante C'y los
tiempos de censura g(;), dependen del tipo de censura (ver Capitulo 2).

Como distribucién inicial para los pardmetros del modelo lognormal vamos a usar
las mismas distribuciones que en el caso normal, sélo que con valores diferentes para
los correspondientes hiperpardmetros. Asi la distribucién inicial para (u,7) podré ser
normal-gama (my, kp 0y, B), ver (4.4); o bien una uniforme (ag, b2, dz, €2),como (4.5).
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Distribucién valor extremo. La funcién de densidad para la distribucién de valores
extremos estd dada por _

)

fa(z | p,7) =Texp[r(z — p) — exp (T(z — p))] (4.8)

con —00 < & < 0o, T >0, —o0 < p < oo. El pardmetro p es de localizacién y 7 es
de escala. Considerando datos sin censura, la verosimilitud para este modelo estd dada

por

LX | M3, p,7) = (7)" exp {T (—nu + le> - <Z exp (7(z; — u)))} (4.9)

y la verosimilitud con muestras censuradas toma la forma siguiente

L(X | Ms,p,7)=C(r) exp [7— _(-rp, + Zx(i)> - <Z exp (7(z() — y)))]

exp {— i exp (7(q) — u))} (4.10) “fi
=1

Respecto a la distribucién inicial para los pardmetros del modelo valor extremo
(1,7), también utilizaremos una distribucién normal-gama(es, 83, ms, ks):

lo4
< kg'r 833

: 1/2 :
77(/"“77- I a3,/637m37 k3) = <§g) €xp |V_——2_(lj’ - m3)21| I—;(ag) exp(—,@37')7'°‘3*1
, (4.12)

o una distribucién uniforme(as, b3, ds, e3), como (4.5).

Distribucién Weibull. La densidad para el modelo Weibull (7, 6) estd dada por

-1 9 |
fa(z |n,0) = % (%) exp [— (%) } conz>0,1n>0,0>0 (4.12) :

De aquf que la verosimilitud para datos censurados para el modelo Weibull estd dada

por | \
L(X | My, 68) = C (%) (g m(,-)> o exp {— ; <x—f7—)>9 - Z (%ﬂ (4.13) |

Nétese que para datos completos n = r, por lo que la tltima sumatoria en el exponente
del dltimo término de (4.13), desaparece.
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Como distribuciones a priori para (n,6) utilizaremos las dos que hemos estado
uatilizando: distribucién normal-gama (my, kg, o, By

p(n,0 | M4, ks, 4, By) = kab v exp —-Eﬁ(u——m )2 —ﬁ‘?—ex (—B,8)6%71
01 B G4 Pa) =\ o 2 Y| Tlog) TPV TP

y distribucién uniforme(ay, b4, ds, €4).

Distribucién Exponencial. La densidad para el modelo exponencial estd dada por

fs(z]0,7) =fexp|-b(z—v)] 6>0, 0<y<z (4.14)

Vamos a suponer conocido «. Si se hace un muestreo sin censura la verosimilitud para

el modelo exponencial estd dada por

L(X | Ms,8,v) = 6" exp {—H(i z; — n’y)jl (4.15)

i=]

v bajo las censuras que hemos estado considerando, la verosimilitud estd dada por

L(X|8)=Cl exp |:—9 <Z z@u + i%) - n’y)j\ (4.16)

i=1
Como distribucién a priori para @ utilizaremos una distribucién gama (as,B5) -

g

7T(6 l a57185) = F(Z{') eXp<_ﬁ59)6a5—l (4;17)
y una distribucién uniforme(as, bs) :
1
(0 | as, b5) = gy & (4.18)

4,2 Muestras Completas

En esta seccién sélo se presenta la verosimilitud integrada y la densidad posterior pre-
dictiva para los modelos que con muestra completas tienen solucién analitica. En el
caso de utilizar un distribucién a priori normal-gama, son los modelos normal, lognor-
mal y exponencial; y en con a prior: uniforme sélo este ultimo. Para detalles de la

notacién referirse a la seccién anterior.

Teorema 4.1 Bajo muestras aleatorias sin censura y suponiendo una densidad a
priori normal-gama, la verosimilitud integrada estd dada por:

a) Para el modelo normal M; :

B + 1) (ky)*?
(ky + n) 12T (o) (2m)™/2RE T
20
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T

1., (M1=ZFn)? s __ =2 7 ; S AT
con by = sk 2=+ 01+ %, 5n = S (@i —T)? ¥ T es la media aritmética.

b) En el caso del modelo lognormal M :

BET(2 + ) (ko)
(ks -+ n)M2T () (277203 T TTiy s

f(X|M27 Qo, /321 ma, kQ) = (420)

ki+n

Teorema 4.2 Bajo muestreo aleatorio completo de un modelo exponencial (0,7), y

|
1 (m2_mn)2 . U . ;
con hy = §k1n—-—+ﬁ2+7”. ;
suponiendo conocido 7y; la verosimilitud integrada estd dada por:

a) Utilizando una densidad a priori gama (05, B5) para 6 (4.17), entonces:

ﬂ?s F('fl -+ CX5)

X|Ms,7) = e 4.21 |
f( | ’Y) P(as) (85) +Q3 ( ) ‘
donde 85 = Y oy i + Bs — 1Y |
b) Suponiendo una distribucién a priori uniforme (as, bs) para 0 (4.18): ‘
i |

r

FX| Ms,v) = %Fi) [G(bs;n + 1,v) — Glas;n + 1,v)] (4.22) i

donde v = S " . z; —nv,. vy G(sn + 1,v) es la distribucién gama acumulada con

i=1 )

pardmetros (n + 1, v).

Teorema 4.3 Bajo muestreo aleatorio completo y suponiendo una densidad a priort , ‘-\5
normal-gama(ay, B, m1, k1), la densidad posterior predictiva (2.5) estd dada por: I

a) Para el modelo normal M; :

_ (n+42a, +1)

f( |X)— F(.‘Za;-;n—i—l) < lt- >1/2 l:____l_t___( —m¢)2+1} 2 (423) }
W) = F ) T () B e/ (@) -

donde m, = BmtnZn o I = |lnk (ﬂr'_fn_)z_}_ﬁ L osa] 7 (@atn/2)(nthy) Esta densidad
t ik Y T |2 T e 1772 (krn+l)

es del tipo t-Student (Bernardo y Smith, 1994, pag. 122), con pardmetros: localizacion ‘ ]“
(media) m;, precisién l¢, y 24 + n grados de libertad. ‘
b) Para el modelo lognormal M, :

I (2e2tntl) ] 1/2 ] , —{ot2e4)
X) = 2 — (log(y) —my)" +1
W= i (mre) G o ™
(4.24)
- W. -1 (L ™ :
donde my = £2024 % v | = %nk2(ﬂi;—:’;"f— + B, + % %—%’”—) Esta densidad es

del tipo logt-Student (Percy,2002), con los siguientes pardmetros: localizacién (media)
my, precisién [, y 200 + n grados de libertad.
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Teorema 4.4 Bajo muestreo aleatorio la densidad posterior predictiva (2.5) para el

modelo exponencial (Ms), estd dada por -

2) Utilizando una a priori Gama(os, O5) para 6 (4.17):
(vs)"resl'(n + a5 + 1)

X) =

fS(y[ ) I‘(n-{— 055)(’05 +y — 7)n+oz5+1

donde vs = > z;+LFs—n~y. Esta es una densidad gama-gama(n+as, vs, 1) (Ver Bernardo
y Smith, 1994, pag. 120). La distribucién posterior acumulada estd dada. por:

(4.25)

R = [ e

_ (1_ ( (vs — 7)™ ) .(4.26)'

vs +y — )

b) Utilizando una a priori uniforme(as, bs) (4.18):

us'(n + 2)

ly|X) = ot o

[G(bs;n+2,t5 +y) — Glas;n + 2,85 + y)] (4.27)

donde G(;;n + 2,t5 +) es la distribucién gama acumulada con pardmetros (n + 2,
ts+y); conts =y o z;— (n+1)y.

4.3 Muestras Censuradas

En esta seccién presentamos resultados necesario para realizar aproximaciones por el
método de Laplace o para la inferencia de tiempo de garantia.

Teorema 4.5 Bajo muestreo censurado (I, II o aleatorio) y suponiendo una densi-
dad a priori normal-gama, el hessiano de la férmula (3.6) estd dada poT:

a) Para. el modelo normal:
di;l (1, 7)
o [ exp (-—lf (w - q<;>)2) T
= T2 T Qe
(2u. 7 a0) |mv2r(n - a)| + 2V exp (—% (k—a5)"))} (@428)

donde

Qu, 7,qp) = 1 +erf <\/Z(p - Q(j))> (4.29)
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con
erf(z) = % /o et dt. (4.30)
d2
E—Qll () :
r 2
) _}T—1+2al_§ (4= a) &0 (=5 (4 - a)") (431)
2 2 = 4drr? (Q(ﬂ, T, Q(j)))2 |
[\/5'7? (T (b =)+ 1) Qu, 7, 94)) + 27(1 — qi5)) exP ("g (= q@)Z)] } o
d2
Zrapi )

) i {eXP (37 (u- 2»)°) 32)

= —k(p—m)—r(g—72) (Q(/.LTq ))2 3
' ‘ \ Ty 4(7))) TV4T

{\/E (T (- q(j))2 - 1) Qp, 7, 90) + (B — ) \/2_76@ <_%T O q(j))2>} }

=1

b) En el caso del modelo Lognormal:

d2

d—/ﬂlz (lJ'a ’1")

(4.33)

= -3, )% (Qg, 7, logla)])”

<Q(u, 7,loglg(5]) {W 27(p — log(qm))] +2y/mexp (—% (b — log(qo>))2)> }

amr {exp (—%’T( — log(q()) )

&
ﬁlz(ﬂ 7)

17 —1+ 20y (1 —log(g)) exp (‘% (s~ log(a))”)

(4.34)

= T3 =2 ;{ 4a72 (s, 7, loglgp)))”

VB ( (= ogla) + 1) 23 loglaal) + 27 (s~ ogla)elF =) |
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42 - =
I .
deH 2(lj’a T)

= (= ma) = (=B = 3 A (433)

T { exp (7 (1~ loglay))’)
[\/7_r (7_‘(# - log(Q(j)))2 _ 1) Qu, 7, loglgpm]) + (1 — lég(q(j))) \/Ee(_%T(“‘bg(LZ(j)))Q)} }

donde la funcién Q(u, 7,loglg;]) ya se habia definido en (4.29).
c) Para el modelo valor extremo:

Pla(p, T . e
;;Z(ZM ) =72 ;exp(T (x(i) - — k3T —T Zexp q(]) - ]) (4.36)
d Fog —05) o P(op—n) S rlair—
granlnT) = _(rTajz L5 (g~ 1) 0 = 3 (g — ) oo
. i=1 =1
(4.37)
d*l3(u,

_CZLET = —r—[—'r; T — B exp x(z)— +Zexp a:(z-)—,u))—k&u

+7 > [ag) — ul exp (7 a0 — #]) + ZGXP lagy —n])  ~(438)
=1

d) En el caso del modelo Weibull:

%ﬂ%_(i(qz)) +’i< ))_f:_l)_/%e» (4.39)

i=1 J=1

821, as+7—0.5 . x(i)>0 2 T(i) — (‘Z(j))e ( 2 q(a’))
T A __ 4Tt vy Bl SO T (Y g A = In® == 4.40
06* 6° Z( n " Z n 7 (4.40)

=1 =1

621, _ T, > i1 <z_:71>6 (61nﬂnl + 1> +Z;=—1r (%’Q)G (gm% i 1) — kg (n —my)
800n n (4.41)

Teorema 4.6 Bajo un muestreo con censura del modelo Ezponencial(8,7), suponiendo
conocido v, entonces la verosimilitud integrada estd dada por:
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a) Utilizando como distribucién a priori para ¢ una distribucién gama (cs, Bs):

e

con h =371 Te) + 2 i1 4i) + Bs — ny, y C depende del tipo de censura (ver cap.2)
b) Utilizando una distribucién uniforme(as, bs) como a priori para :

(4.42)

’LL5CP(T’ + 1)
(h>r+1

donde h =377,z + 3.7 gy — vy, G(5 7+ 1, k) es la distribucién gama acumulada
con pardmetros (r +1, h) y us como en (4.18). 4

f(X|Ms,v) = [G(azs;m+1,h) — Glazs; T + 1, h)] (4.43)

Teorema 4.7 Bajo muestreo aleatorio censurado la densidad posterior predictiva (2.5) |
para el modelo exponencial (Ms), estd dada por .

a) Utilizando una a priori Gama(as, f5) para 6 (4.17) :

(ps)"T(r+oas+1)
r + QS)(pS _I_ y — 7)1"+&5+1
donde ps = >iey )+ (n—r)Te+B5—ny. Esta es una densidad gama-gama(r+as, ps, 1)
(Ver Bernardo y Smith, 1994, pag. 120).
b) Utilizando una a priori uniforme(as, bs):

ﬁ, AR =g (4.44) |

us'(r + 2 }
Fs(y]X) = (;fi—y)n?)f [G(bs;T+2,85 +y) — Glas;T + 2,55 + y)] (4.45) “
|

conss =y, zg + (n—r)T.— (n+1)yy G(;7+2,t5 +y) es la distribucién gama
acumulada con pardmetros (r + 2, s5 + y). |

! Teorema 4.8 Bajo muestreo censurado (I, II o aleatorio) y suponiendo una densi-
dad a priori uniforme, el hessiano de la férmula (3.6) estd dada por:

a) Para el modelo normal:

EZ—EZI(‘LL’ T)
o — | &P (’%T (u— q(j))z) T ;1
=1 ) Q. %‘)))2 R

(Q(u, 5 4(5)) [W 27(p — qw)} + 2+/m exp (—% (k- Q(j))2))} (4.46)
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d2

2 T)
e EEERlnE e
Varr (7 (1 - aw) + 1) 0,7, 96) +27(k - g exp (5 (10— a)°) |} |
df:zull(” ) |
S e

[ﬁ (7 (n=a0)" = 1) s, 7 0) + (4 — 909) V3T exo (‘%T (1 q<j))2>” '

b) Para el modelo lognormal

d2
d_‘u? 12 (/j'a T)

wrf e (37 (e loglaw)’) ,
(vA)® (1 +exf (/3 (1 —log(a))))”
(Q(#, 7,loglg()) [ﬂ" 27(p - log(qw))] +2v/mexp (—% (k= 10%(%)))2» }

(4.49)

j=1

2
WZZ(/% T)

12 (=) (u—Toglaw)) exp (=5 (4~ loglay)’)
4m72 (g, 7, loglg]))”

[\/% (T (1 —log(ary))” + 1) O, 7, logla)]) + 27 {u — log(qm))e(‘%(“‘1°g<q<f>>)2)} }

(4.50)

=1

d2
drdu

l2 (/J‘a T)

(4.51)

e o i ostan))
S (1 +erf (/5 (4 —log(aiy)))) mv2r

l:\/;; (T (:u '_ log(Q(J)))2 - 1) Q(M,T,log[Q(J)]) 4+ (/.,L — 10g(q(1))) 27_6(—%7'(#-—103(‘1(;')))2):, }
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c) En el caso del modelo valor extremo

n—r

(4.52)

(4.53)

#)

(4.54)

2 )
d Z3 M, / _ _7_2 Zexp -’17(1) _ ) ,_2 Z eT[qU)—p]
i=1 j=1
&l (p, 7 T —
’%—) === (20 — 1) ep(r ()~ 1) = 2 ey — 1] exp (7 [a» — 1))
‘ i=1 j=1
d?la(p, T T
;ILEZTI) = -7+ TZ (x(i) — u) exp a:(z) — + Zexp :c(z) —
=1
+7 Z [a) — 1] exp (7 [a) — 1)) + Z exp (7 [q) — 1))
j= j=1

d) Para el modelo Weibull

Pl 6 . ( z)) — (q@) (6 +1)

—_— = — — +

on* m® <§1 ; n?
Pl__r 3 ﬂa)elnz@ -3 (f@)e <]I12 g@)
56* 6* =\ 7 o\ n

2 r 2ia (?)9 (m22 + 1)+ 357 (-q;—))e (%2 +1)

d6on ~ n U
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' CAPITULO 5
ESPECIFICACION DE LA DISTRIBUCION A PRIORI PARA
MODELOS EN CONFIABILIDAD

En este capitulo proponemos cémo especificar los pardmetros de las distribuciones a
priori para los pardmetros de cada uno de los modelos de confiabilidad que hemos con-
siderado, para de esa manera completar el procedimiento de especificacién de modelos
y en general poder hacer inferencia Bayesiana con los modelos de confiabilidad que
describimos en el capitulo 4.

5.1 Introduccién

En la seccién 3.1 sefialamos que una de las dificultades principales para aplicar la

metodologia de seleccién de modelos descrita en el capitulo 3 o para calcular el factor-

de Bayes, es la problemética de definir la distribucién a priori =(8) para los pardmetros
de los modelos. Ya que de entrada, es muy dificil que el usuario de la estadistica posea el
conocimiento suficiente para que pueda establecer un rango de variacién, por ejemplo,
para cada uno de los pardmetros de los modelos considerades. Esto en particular
para el caso de los modelos que hemos estado considerando en los capitulo previos,
equivaldria a que el usuario tendria que poseer una informacién similar para todos
los pardmetros y especificar por ejemplo rangos de variacién equivalentes lo mismo
para la media en el caso normal, que para la logmedia de la distribucién lognormal o
el parémetro de forma del modelo Weibull. Algo que francamente parece poco realista.
Esta problemética ha llevado a diferentes enfoques Bayesianos de solucién por ejemplo
muestras de emsayo, donde parte de la informacién de la muestra es utilizada para
estimar la distribucién inicial, y con el resto tomar la decisién (Berger y Pericchi, 1996;
Pérez y Berger, 2002)), suponer que se dispone de dafos histéricos previos, similares
a los que se quieren obtener, con base en los cuales se estiman los pardmetros de la
distribucién a priori (Ibrahim, et al. 2001, sec. 3.3 y 6.1), etcétera. También varias
aproximaciones desde la perspectiva Bayesiana semi-paramétrica o no paramétrico (ver
por ejemplo, Sinha et. al 1999; Gutiérrez-Pefia y Walker, 2001; y referencias citadas en
estos trabajos). '

En seleccién de modelo no es posible utilizar distribuciones a prior: impropias
(Bernardo y Smith, 1994, secc. 5.4), ya que al final el factor de Bayes o la probabili-
dad posterior para un modelo contienen constantes indefinidas (Kass y Reftery, 1995;
Berger y Pericchi, 1996). Para superar esta problemdtica de las constantes indefinidas,
existen algunos trabajos, ya sea para estimarlas por simulacién (Chen y Shao, 1997),
o para en el contexto de prueba de hipétesis utilizar “muestras imaginarias de en-
sayo” (Spiegerlhater y Smith, 1982). Donde se parte de imaginar que se dispone de un
pequefio conjunto de datos, a través de los cuales se obtiene un valor para la razén de
las constantes indefinidas. Como evolucién de este enfoque, y en parte para superar
sus limitaciones, se ha propuesto usar parte de la informacién para definir el valor de
estas constantes (Berger y Pericchi, 1996).

Lo anterior muestra que el problema de especificar la distribucién a priori en
el contexto de especificacién de modelo es un problema abierto. Esto en realidad es
parte de las propuestas que se siguen generando para mejorar y enriquecer el an4lisis
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Bayesiano. Por ejemplo en Wilson (1994), Wolfson (1995) y Kadane y Wolfson (1998)
se discuten diferentes aspectos cognitivos y psicolégicos del proceso mediante el cual el
conocimiento del experto es transformado en afirmaciones probabilisticas. Es también
reconocido que a pesar de la importancia del problema de especificar la distribucién a
priori, éste ha recibido poca atencién en la literatura Bayesiana (O’Hagan, 1998).

En las siguientes secciones proponemos un procedimiento para definir las dis-
tribuciones iniciales para los pardmetros de los diferentes modelos de confiabilidad que
aquf hemos estudiado, que puede ser ampliado hacia otros modelos no analizados en
este trabajo. Consideramos que este procedimiento es una buena alternativa para la
especificacién de modelos en confiabilidad y para tomar decisiones con base en ellos,
como es el caso de decidir el tiempo de garantia.

Para nuestra propuesta hemos partido de una especie de consenso entre los

expertos Bayesianos, acerca de que la especificacién de la a priori debe partir de infor--

macién disponible sobre las observables, es decir, sobre el tiempo de vida X, mds que
de los no observables -los pardmetros de los modelos de tiempo de vida-, ver por ejem-
plo Winkler (1981), Singpurwalla (1988), Wolfson (1995), Kadane y Wolfson (1998),
O’Hagan(1998), Garthwaite y O’Hagan(2000), Percy(2002). Antes de describir nuestra
propuesta, vamos a sefialar algunos elementos de las contribuciones que se han citado
antes. '

En Kadane y Wolfson (1998) se propone un procedimiento para la especificacién
de los hiperpardmetros para el modelo lineal normal , donde inicialmente el usuario
especifica un rango de variacién para cada uno de los p variables del modelo, z;. A
partir de esto se genera mediante un algoritmo realizaciones posibles del vector de
variables, x. De aqui se generan por lo menos p + 3 realizaciones de x, y por cada
realizacién el usuario debe especificar los percentiles 50, 75 y 90 de la distribucién
posterior predictiva. Este enfoque supone demasiado conocimiento inicial del usuario.

En O’Hagan(1998) y Garthwaite y O’Hagan(2000) se propone un método para
elegir la media y la desviacién estdndar iniciales para un modelo de prondstico. En
estos trabajos, cuando la distribucién a priori predictiva f (z) se supone que es simétri-
ca y unimodal, se propone que la media a priori sea dada por el experto en forma
directa dando un ndimero M, y para la desviacién estdndar a priori, inspirados en las
propiedades de la distribucién normal, se obtenga a partir de que el experto dé un par de
cuantiles de la distribucién a priori predictiva. Sean tp, y tp, estos cuantiles (t,, < tp,).
Se sabe que la funcién cuantil de la distribucién normal para u y o dados, estd definida
por t, = p+¢~ (p)o, donde ¢™*(p) = z, es el cuantil p de la distribucién normal estén-
dar. De aqui que es razonable como regla practica proponer el valor de o inicial a partir
de 1a diferencia entre estos cuantiles, ya que: tp, —tp, = p+@¢ " (pa)o—pu— ¢ (p2)o; de
aqui que

—t
sl Tt (5.1)
Zp‘

donde z, = ¢ }(p2) — ¢ *(p2) es el rango intercuantilico de la distribucién normal
estandar. En O’Hagan(1998) se sugiere que se elijan los cuantiles de tal forma que
el rango intercuantilico cubra el 33.3%, 50% 6 66% de los valores de z; lo que se
puede obtener, respectivamente, con la siguientes eleccién de cuantiles: 0.33 — 0.67,
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0.25 — 0.75, 0.17 — 0.83; en estos casos z, tomarfa los valores 0.8614, 1.3490 y 1.9348,
respectivamente. La decisién de que pareja de cuantiles elegir, se toma con base en el
conocimiento a priori que tenga el experto de f(z). )

Por otro lado si desde el inicio se cree que f(z) tiene un sesgo positivo, co-
mo es frecuente en distribuciones del tiempo de vida, entonces en O’Hagan(1998) se
propone que la eleccién a priori de la media y la desviacién esténdar se haga apli-
cando la misma regla de “dedo” anterior, pero ahora inspirados en una distribucién
con sesgo positivo como lo es la distribucién lognormal(y;, ;). Para ello recordemos
que la funcién cuantil de esta distribucién, para py; y ou dados, estd definida por t, =
exp [,ul + qb_l(p)al] . Ademis la media y desviacién estdndar para una variable con dis-

tribucién lognormal estén dadas por E(X | y,01) = exp(iy+0.50%) y /V(X | iy, 00) =

{exp(2u; + op)[exp(at) — 1]}*/%. Asf si el usuario da a priori dos cuantiles de f(z), tp,

¥ tp,; entonces log(ty,) — log(ty,) = 012, ¥y 01 = [log(tp,) — log(tp, )] / zp- Definiendo

w = exp(0?/2) = exp { [1Og(tp2)2—2210g(tp1)]2} (5.2)

y suponiendo que el experto también da a priori el valor de la mediana de f (z), D,y
como de acuerdo a la funcién cuantil D = exp(y;), entonces los valores a prior: para la
media y la desviacién esténdar de f(z), estarian dados por :

= exp(py; +0.50%) = wD (5.3)

o = {exp(2p + o2)lexp(o}) — U} = wD(w? - 1)V (5.4)

Otro procedimiento, utilizado por Wolfson(1995) y Percy(2002), para definir los
hiperpardmetros de las distribuciones a priori para los pardmetros de algunos modelos,
consiste en obtener la forma analitica de la distribucién a priori predictiva acumulada
F(z), e igualar ésta con los cuantiles dados por el experto; con lo que se obtienen
ecuaciones simultdneas que tienen como incégnita a los hiperpardmetros. El tnico
caso que en estas obras se trabajan es el del modelo exponencial (#), suponiendo una
distribucién a priori gama(c, §) para 6. Con esto la distribucién acumulada a prior:
predictiva estd dada por F(z) = 1—[8/(8+ z)]*. Por lo tanto si el usuario da a priori
un par de cuantiles, t,, ¥ tp,, entonces se obtienen las siguientes ecuaciones simultdneas
no lineales: F(ty,) = p1 y F(tp) = p2. Al resolverlas se obtienes los valores de a y 8.
Adicionalmente Wolfson (1995) sefiala sobre lo anterior que es deseable que el experto dé
més de dos cuantiles, y bajo esta circunstancia propone estimar por minimos cuadrados
los pardmetros o y 3. Asf si el usuario da el valor de cinco cuantiles, ¢, -, %ps, que
pueden ser los correspondientes a p; = 0.10, 0.25, 0.50, 0.75,0.90; por ejemplo, entonces
los hiperpardmetros o y § son aquellos que minimizan la siguiente expresion:




1/e
donde F2(tp,) =B (1__1‘;> — 1] es la funcién cuantil de la a priori predictiva para

-

el modelo exponencial.

Sin embargo, este procedimiento para definir los hiperpardmetros para el modelo
exponencial ya sea con base en dos o més cantiles, es dificil extenderlo a otros modelos.
Al respecto Percy (2002) reconoce la dificultad de extender este enfoque a otros mod-
elos més complicados como el Weibull, ya que entre otras cosas, éste modelo no tiene
distribucién conjugada.y no se ha encontrado alguna distribucién a priori para sus dos
pardmetros que permita obtener una distribucién a priori predictiva y una distribucién
posterior con expresiones analiticas. Algo similar a lo anterior puede decirse respecto a
]a distribucién valor extremo. De hecho es tipico que para estos dos modelos se suponga
independencia entre sus pardmetros y que para el pardmetro de escala se utilice una
distribucién normal y para el de forma una distribucién gama (ver Ibrahim et al. 2001, -
pag. 35). ,

En Singpurwalla (1988) se describe un algoritmo para especificar los hiper-
pardmetros de la distribuciones a priori para los pardmetros de un modelo Weibull(n, ).
Dado que en el caso de esta distribucién la mediana para valores dados de (7,8), es-
t4 dada por D = n(log(2))Y/?; en el trabajo en cuestién se supone que el experto es
capaz de trasladar su incertidumbre sobre D en términos de alguna distribucién con
media m y desviacién estdndar s. Suponiendo que tal distribucién es normal, se propone
una distribucién normal truncada como distribucién a priori para D. Respecto al otro
pardmetro del modelo Weibull, 8, consideran una distribucién a priori gama(e, 8), y
dado que la media y varianza de esta distribucién estan dadas por a/8 y a/3?, respec-
tivamente; entonces la incertidumbre del experto sobre 6 se puede expresar nuevamente
en términos de una media y una desviacién estdndar, que al ser igualadas con /8 y

a/ 32, se obtienen dos ecuaciones simultdneas de donde se despejan los hiperpardmet-
ros @ y (3. Para integrar estas dos distribuciones a priori al algoritmo que proponen
para obtener la funcién de confiabilidad posterior, suponen independencia entre D y 6.
Notese que en esta propuesta D es la mediana del modelo, que no necesariamente es
igual a la mediana de la distribucién a priori predictiva.

Para los modelo normal y lognormal, al usar como distribuciones a prior: para
sus dos pardmetros una distribucién normal-gama, sus distribuciones a prior: predicti-
vas son una t-Student y logt-Student, respectivamente (ver Bernardo y Smith, 1994; y
Percy, 2002). En forma especifica estas distribuciones a priori predictivas, utilizando la
misma notacién establecida en la seccién 4.1, estén dadas por una t-Student(my, A1, 2a;)
y logt-Student(ma, Ay, 2c5); cuyas expresiones analiticas son, respectivamente:

hle)= FIE([iO;]l I:L [_1%2 ] (221) " (2%1 (& —m)? + 1>-2—°‘£+—‘
Fole) = = [[2(232;[11}2/]2}0 (22 )1/2 ( %_ ogte) -+ 1) N

con A = BT (ki +1) T kyon y Ap = By (k2 + 1) keae. Por tanto, extendiendo el
método propuesto en Wolfson (1995) y Percy (2002) para el modelo exponencial, el

31




usuario tendria que dar a priori cuatro cuantiles para la distribucién a prior: predictiva,
(i=1,-- ,4), v luego se tendrfa que resolver cuatro ecuaciones en forma simultédnea
para cada modelo. Estas ecuaciones tienen la siguiente forma para cada modelo M;

bps

tp;
/ filz)de =p; coni=1,---,4

que deben ser resueltas en forma simultdnea en términos de los cuatro hiperpardmetros
a;,B;,m; v kj. Pero resolver estas ecuaciones no lineales de manera simulténea no
parece sencillo, para empezar porque las integrales ahf indicadas no tienen solucién
analitica, es decir, porque no éxiste forma analitica para la distribucién acumulada
a priori predictiva. En suma para resolver estas ecuaciones habria que generar el
algoritmo numeérico correspondiente, que no parece ser un trabajo sencillo.

Aungque se contara con tal algoritmo no serfa suficiente en el caso de seleccién
de modelos, ya que como lo seflalamos antes, en el caso de los modelos Weibull y
valor extremo no existe una expresién analitica ni siquiera para la densidad a prior:
predictiva. Ademds no se trata de tener diferentes procedimientos para cada uno de los
modelos que se estdn considerando en un momento dado. M4s bien requerimos de un
procedimiento nico para definir los hiperpardmetros de todos los modelos considerados,
para de esa forma no favorecer a ninguno de los modelos. Ademds pensando en otras
aplicaciones un procedimiento dnico para la especificaciones de los hiperpardmetros en
modelos de confiabilidad, tendria la ventaja de disminuir la necesidad de metodologias
que en un momento dado tendria que utilizar el usuario de la estadistica.

Con base en lo anterior podemos concluir que no existe un método que permita
especificar los hiperpardmatros de las distribuciones a priort de los cinco pardmetros

de los modelos de confiabilidad que en este trabajo se estdn considerando, que ademés -

responda a las necesidad de imparcialidad que se requieren en el contexto de selec-
cién de modelos. Por ello a continuacién proponemos un método que cumple con las
caracteristicas requeridas.

5.2 Intervalos iniciales para la media y la desviacién estdndar

Nosotros consideramos que es factible que el usuario de la estadistica tenga informacién
a priori sobre la distribucién del tiempo de vida que le permita establecer rangos donde
espera ocurra la media o la mediana del tiempo de vida, y también rangos donde
espera estén algunos cuantiles, con lo cuales se pueda establecer un rango de ocurrencia
para la desviacién estdndar del tiempo de vida. Es decir, consideramos que es més
realista que el usuario pueda aportar tales intervalos, a que aporte el valor exacto de
la mediana o la media como Garthwaite y O’Hagan(2000) y O’Hagan (1998) y/o a que
el experto dé un valor para varios cuantiles del tiempo de vida, como se supone en
los dos ultimos trabajos citados antes y en Kadane y Wolfson (1998) y Percy (2002).
Nosotros generaremos un método tnico para especificar el valor de los hiperpardmetros
de la distribucién a priori para los pardmetros de los diferentes modelos que se han
considerado en este trabajo, suponiendo que el usuario es capaz de aportar los intervalos
en los que espera ocurran la media (o mediana) y un par de cuantiles. El método estars
basado en la informacién que tiene el usuario sobre los observables (tiempo de vida),
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pero no estard fundamentado en la densidad a priori predictiva f (z) por las dificultades
que ya se comentaron antes (con excepcion del modelo exponencial no existen formas
analiticas para la distribucién acumulada a priori predictiva). M4s bien partiremos
directamente del modelo de tiempo de vida, f(z|0), en cierto sentido de forma similar
a como lo hace Singpurwalla (1988) para especificar la mediana del tiempo de vida.

Supongamos que el experto es capaz de proporer intervalos donde espera que
ocurra un par de cuantiles del tiempo de vida del producto. Sean t,, y t,, estos cuantiles
(tp, < tps) ¥ Sus intervalos no traslapados [ity,, stp,] ¥ [itp,, Stp,], respectivamente. A
partir de lo anterior, e inspirados en la forma en que en Garthwaite y O’Hagan(2000) y
O’Hagan (1998) se estima la desviacién esténdar a prior: S, nosotros proponemos dos
formas de estimar el rango en el que se espera ocurra S, dependiendo de si se supone una
distribucién del tiempo de vida simétrica o no. Para el caso en que se suponga simétrica,
nosotros proponemos que el intervalo de ocurrencia para la desviacién estdndar, S, esté
dado por [LI,, LS;], donde

:tp, — ST
Lr,="2""n  y 5=

Stp2 - tpl (5.5)

donde z, = ¢} (p2) — ¢ (p2) es el rango intercuantflico de la distribucién normal
esténdar. Nétese que estas expresiones son similares a (5.1), sélo que en nuestro caso
se ha considerado la distancia més corta y més larga entre los limites iniciales para los
intervalos de los cuantiles.

Para la media M, como se supone que la distribucién es simétrica y unimodal,
entonces proponemos que el usuario dé directamente un intervalo donde espera que
ocurra el tiempo medio de vida, sea este intervalo [LIn, LS.

Estos intervalos incorporan algo que siempre va a estar presente: la incertidum- -

bre del usuario. Esto es una ventaja sobre las propuestas descritas antes. Ademds
estos intervalos protegen de una subestimacién o una sobrestimacién sobre la percep-
cién de la distribucién del tiempo de vida, que son sefialadas en O’Hagan (1998) y en
las referencias citadas en ese mismo trabajo.

Para el caso m&s comun en confiabilidad en que se suponga una distribucién
asimétrica (con sesgo positivo), inspirados en Garthwaite y O'Hagan(2000) y O'Hagan
(1998), en particular en las expresiones (5.2), (5.3) y (5.4), nosotros proponemos que
los intervalo para la media M y la desviacién estdndar del tiempo de vida .S se obtenga
como se describe enseguida. '

Igual que antes el usuario da intervalos no traslapados [itp,, stp,| ¥ [itp,, Stp,]
para los cuantiles t,, y t,, del tiempo de vida, respectivamente. Ahora por la falta
de simetria el usuario da un intervalo de ocurrencia para la mediana, sea [D;, D;] este
intervalo. De forma similar a (5.2), obtengamos

o = e { log(ity,) ;ziog@tm)}?}

{ [log(stp,) — 1og<z'tp1>]2}

2
2zp

wWs = exp
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odemsés sea W = (w; + w,)/2 y D = (Di + D,)/2. Respaldados en (5.3), proponemos
que el intervalo [LI, LS,,;) para la media se obtenga con

LI, =TD; y LSm =D, (5.6)

v tomando en cuenta (5.4), proponemos que el intervalo [LIs, LS;] para la desviacién
estandar se obtendrd de acuerdo a

LI, = wD(w? = 1)V y LS, =wD(w} — )Y (5.7)

Sobre los cuantiles especificos sobre los que el usuario debe generar los intervalos,
aunque el procedimiento formalmente no requiere algin para especial de cuantiles,
nos unimos a la sugerencia de O’Hagan(1998), de que éstos no sean percentiles muy
pequefios o muy grandes. De aquf que en la media de lo posible se sugiere que se elijan.
los cuantiles de tal forma que el rango intercuantilico cubra el 33.3%, 50% 6 66% de
los valores de z; lo que se puede obtener, respectivamente, con la siguientes eleccién de
cuantiles: 0.33 — 0.67, 0.25 — 0.75, 0.17 — 0.83; en estos casos z, tomarfa los valores
0.8614, 1.3490 y 1.9348, respectivamente. La decisién de que pareja de cuantiles elegir,
se toma con base en el conocimiento a priori que tenga el experto sobre la distribucién
del tiempo de vida.

Dados los intervalos para la media, M, y la desviacién estdndar, S,del tiempo
de vida. Es posible reexpresar esta incertidumbre del usuario de otra forma. Para
ello, dado que M y S son variables aleatorias y si recurrimos a las propiedades de la
distribucién normal y a la cota de Camp y Meidel para la desigualdad de Chebyshev
para distribuciones unimodales (ver Duncan, 1989, pag. 103 ), es razonable como regla
de “dedo” traducir la informacién que aporta el usuario, de la siguiente manera: i

Bt = (LIm+2LSm) ;
V(M) = (_I_-’i"l_gi{’l).r |
ps) = [Hert]
'LS, — LI, 12 1
V() = ——6-——] (5.8)

Esta informacién a su vez vamos a ligarla con las expresiones para la media y la
varianza para cada uno de los modelos, que son funcién de sus parémetros, y seréd la base
para proponer un procedimiento para definir los hiperpardmetros. Esto lo explicaremos
para cada modelo en el las secciones siguientes. Antes de ello, a continuacién senalamos
porque hemos utilizado en el trabajo dos tipos de distribuciones a priort.

Es bien conocido que el factor de Bayes y por extensién la probabilidad poste-
rior para un modelo es sensible a la distribucién a priors utilizada (Sinharay y Stern,
2002). Por ello, pensando en una distribucién informativa y con la idea de que la infor-
macién inicial para todos los modelos sea similar, utilizamos una distribucién normal-
gama(c, B;, i, ki) como a priori para los parametros de los modelos normal, lognormal,
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valor extremo y Weibull (ver 4.4). Se ha hecho asi, porque esta distribucién es conjuga-
da para los modelos normal y lognormal (Bernardo y Smith, 1994, sec. 5.2); y dado que
los modelos valor extremo y Weibull no tienen una distribucién conjugada (Ibrahim,
et al. 2001), entonces se ha dejado para estos modelos también la distribucién normal-
gama, de esta manera se deja en igualdad de circunstancias a los cuatro modelos que
tienen dos pardmetros. En el caso del modelo exponencial (4.14), se propone como
distribucién informativa inicial a una gama, debido a que ésta es su conjugada.
Adicionalmente, se ha evaluado como distribucién a prior: para los pardmetros
de todos los modelos considerados a una uniforme (a;, b;, d;, e;), ver (4.5), dado que
esta distribucién es propia pero poco informativa (vaga). Esto con la intencién de
disminuir el riesgo de que la informacién inicial influya en la especificacién del modelo,
y esto coincidiria con lo que sugieren varios autores, en el sentido de que la a priori sea
relativamente plana sobre el rango de los posibles valores de los pardmetros (ver por
ejemplo George, 1999; y Kass y Reftery, 1995). En suma, se ha propuesto dos tipos de
distribuciones a priori: normal-gama y uniforme, una informativa y otra vaga; con la
intencién de evaluar ambas opciones respecto a su posible influencia en la especificacién
del modelo y en general en la inferencia. :

5.3 Modelo Normal

Si X sigue una distribucién normal, y dados valores de sus pardmetros 4 y 7, entonces

EX | pr)=up '
V(X | pr)=1"1 (5.9)

La, informacién para la media, M, y la desviacién estdndar, S, dados por (5.8)
y obtenidas directamente de los intervalos aportados por el usuario; puede verse como
informacién para E(X | u,7) vy o/V(X | i, 7); v en esto a su vez tiene un equivalente
en términos de los valores de los pardmetros p y 7, como lo veremos enseguida para

cada tipo de distribucién a priori.

A priori normal-gama. Suponiendo una distribucién inicial normal-gama(ay, 81, ma,
k1) para los pardmetros (i, 7) del modelo normal. Analizando la informacién que aporta
el usuario sintetizada en (5.8), el significado de los pardmetros (u,7) y las expresiones
para la media y la varianza del modelo normal (5.9), es natural suponer que

E(u) = E(M)
Vi) = V(M)

Como en general 7 = 1/5%, define la relacién entre el pardmetro de precisién, 7, y la
desviacién estdndar, S. Entonces sin presuponer ninguna distribucién, es razonable que




Ademis como un valor extremo de S es E(S) + 3+/V(S) = LS;, entonces 1/[LS,]* se
puede ver como un valor extremo superior para la distribucién de 7. Luego, inpirados
en las propiedades de la distribucién normal, al dividir entre tres la distancia entre
E(1) y 1/[LS)* se obtiene la desviacién estdndar de 7. De esta forma como regla de
»dedo” el valor de V(7) se obtiene de la siguiente manera: '

_[BO) - gp)’
- 3

Asi bajo la suposicién inicial de que (u, 7) siguen la distribucién normal-gama(a;,
B,,m1, k1), ver (4.4), entonces 7 sigue una distribucién gama (e, B1) y como la esperan-
zay la varianza de una distribucién gama estd dada por oy /B,y a1/B?, respectivamente;
luego '

— = E(r
By r)
a
= = V)
1
resolviendo para oy y (;, obtenemos:
_ E() f
b = V(1) ;
E2 (7') o . o
ST ve

Ademss, como la distribucién marginal de p es ¢ con pardmetro de localizacién
my, 20 grados de libertad y precisién azki1/B8; (DeGroot, 1970, pag. 171). De aquf

3 que
E(FL) my ‘
E(M) |
Vi =
= V(M)
luego
) o5
= V(e - D)
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Con esto tenemos completamente especificados los valores de los hiperpardmetros
de la distribucién a priori Normal-Gama para los pardmetros (4, 7) del modelo normal, -.
con base a la informacién inicial que aporta el usuario. '

Este procedimiento lo vamos a generalizar al resto de los modelos considerados en
este trabajo, y estamos conscientes que quizés no sea un procedimiento muy ortodoxo,
ya que la informacién que aporta el usuario en realidad es sobre la distribucién a priori
predictiva. Sin embargo, como ya lo hemos dicho la distribucién acumulada a prior:
predictiva de la mayoria de los modelos utilizados en confiabilidad no tienen forma
analftica y esto genera complicaciones que hasta donde sabemos no han sido resultas.
Por ello estamos proponiendo este otro enfoque, que tiene parte de similitud alo hecho
por Singpurwalla (1988) para tener informacién sobre el pardmetro de escala de una
distribucién Weibull mediante la especificacién por parte del usuario de la mediana del
modelo para el tiempo de vida. En cualquier caso, en la seccién final de este capitulo -
demostraremos empiricamente que el método funciona al menos para los modelos que
hemos considerado en este trabajo. | h

A priori uniforme. Si como distribucién inicial para (u,7) se utiliza una distribucién
uniforme(as, b1,d1, €1), ver (4.5), entonces dado que deseamos que los pardmetros de
cada distribucién siga una distribucién uniforme, eso implica que cuando el usuario da
los intervalos para la media y la desviacién esténdar, no esté dando ninguna preferencia
por alguna zona del intervalo donde haya més posibilidades de que se encuentre tal me-
dia y desviacién estdndar. Con los argumentos anteriores, dados los intervalos iniciales .
que aporta el usuario, y analizando las ecuaciones de (5.9), entonces es justificable que .
los pardmetros de la distribucién uniforme para 4, estén dados por

ay=Ll, v by=LSn,.

De la misma manera los pardmetros de la distribucién uniforme para 7, pro- h
ponemos estén dados por

5.4 Modelo Lognormal i ‘

Si X tiene la distribucién logndrmal dada en (4.6), entonces tenemos que :

EX | p1)=exp(p+ 9;) |
V(X | p1)=expu+7 "exp(r™!) — 1] g

Despejando u y a 7, y simplificando notacién, obtenemos:

p = log(E(X))—0.5log <E12((_% + 1)

T = 1/log (gz((‘?) + 1)
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De aqui y siguiendo un razonamiento similar a lo hecho para el modelo normal, se
obtiene '

E(w) = log (E(M)) — 0.5 log < = ((j?) . 1) (5.10)
1
E(r) = g (%%H) (5.11)

A priori normal-gama. Utilizando como distribucién inicial para (i, 7) una distribucién
normal gama (as, B, ma, k2). Entonces como p es el pardmetro con mayor impacto
sobre la localizacién de la distribucién, entonces para especificar V' (i), proponemos

derivarla a partir del valor més pequeno que el usuario esperarfa para la media, LI,

de la siguiente manera:

B(s) ~ [log (L) ~ 0.510g (5 +1)] 2

Vi) = 3

~ 2
log (522)

De forma similar para especificar V(1) se parte del valor méds grande que el
usuario esperarfa para la desviacién esténdar, LS;, y sustituyendo (LS;)* por E2%(S)
en (5.11), y procediendo de manera similar al caso normal, tenemos que:

‘ 2
E(t) - —1—~
Iog(gg%;ﬁl—)+l)
3

[J%)

V(r)=

De esta manera a partir de la informacién proporcionada por el usuario hemos
completado los valores esperados y las varianzas de los pardmetros de la distribucién
lognormal (E(u), V(u), E(T) y V(7)). Por lo que utilizando los mismos argumentos que
en el caso de la distribucién normal, obtenemos que los valores de los hiperpardmetros
de la correspondiente distribucién a priori normal-gama, estdn dados por:

E(r)
= v
o = E? )
2 V()
my = E(u)

Bs
% = e 1)




A priori uniforme. En el caso de que como distribucién inicial para (u,7) se utilice
una distribucién uniforme(as, b2, dp, €2), ver (4.5). Entonces dada (5.10), el rango en
el que se esperarfa ocurra 4 y en consecuencia los pardmetros de su correspondiente
distribucién uniforme estarian dados por

ag = log(Lly, ) —0.51og (522((1\52) + 1) y by =log(LSn) —0.51log (;2((1\5}) + 1) ,

Respecto a 7, observando (5.11) proponemos que los valores extremos de 7 y en
consecuencia los pardmetros de su distribucién uniforme estén dados por

1 1
, y €é=— :
log <E2(M) + 1) log (% + 1)

55 Modelo Valor Extremo

dy =

Si X sigue una distribucién valor extremo dada en (4.8), entonces

- 0.5772
E(X | wmT)=p=-—
2
T
V(X | M,T)—@

donde 0.5772 es la constante de Euler. Despejando de estas ecuaciones a u y a T, y
simplificando notacién, obtenemos:

b = 500+ R

T = RAE (5.12)

A priori normal-gama. Si se utiliza la distribucién normal-gama (as, B3, ms, ks) de
(4.11), como a priori para (u, 7). Entonces de (5.12) y utilizando razonamientos simi-
lares a los hechos para las distribuciones que ya se han analizado, se obtiene que

E(y) = E(M) -+ 0.45004E(S)

B0 = ZE®

Nuevamente al ser 4 un pardmetro de localizacién, entonces para especificar V(u) se

toma en cuenta el valor més pequenio que el usuario esperarfa para la media, L1, de

la siguiente manera:
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Vi) = (E(u) _ (LIm-;O.45OO4E(S))>2
- (B0t
3

Para especificar V(1) se parte de (5.12) y del valor més grande que el usuario
esperarfa para la desviacién estdndar, LS;, de la siguiente manera:

I
E(7) - Zrs, }

V(r)=| 3

De esta forma con E(u), V(r), E(r) vy V(r) en términos de la informacién
proporcionada por el usuario, y dado que la distribucién a prior: para (u, 7) es una
normal-gama, entonces utilizando los mismos argumentos que en el caso de la distribu-
cién normal, obtenemos que los valores de los hiperpardmetros de la distribucién a
priort estdn dados por:

_ E@) |

;ﬂS — V(T) i‘

L PO ‘

5T V() : ‘

m3 = E(u) ]
o B

Vip)(as—1)

A priori uniforme. En caso de usar una distribucién uniforme (as, b3, ds, e3) como priori
para los pardmetros (u,7) del modelo valor extremo, entonces analizando (5.12) y
procediendo de una manera similar a lo hecho para el modelo normal, el rango en el
que se espera ocurra u estd dado por

a3 = LI, +0.45004E(S) y bs = LSy +0.45004E(S). \

De la misma manera a partir de (5.12), el rango en el que se espera ocurra 7 y - ‘
los correspondientes pardmetros de su distribucién uniforme estarfan dados por

d - e ____%r
8= ers, T ®7T VLl
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5.6 Modelo Weibull

Si' X tiene una distribucién Weibull(n, 6) dada por (4.12), entonces se tiene que

1
E(X | n,8)=nl(1+3) (5.13)
2 1
V(X | 7,6)=n*{D(1+3) - T2(1+ )}
Es necesario resolver estas ecuaciones en términos de 7 y 6, como hemos venido haciendo
en los casos anteriores. Al ser estas ecuaciones no lineales es necesario recurrir a un
método numeéricos para su solucién. Una forma de simplificar la solucién es observando

lo siguiente:

EX) __ Ta+3 _
VX) {T(1+32)-T2(1+35)}? = 9(9)

De esta maera tenemos la funcién no lineal g(6) sélo en términos de 6. Para resolver
en términos de 6 es necesario recurrir a métodos numéricos. Si se opta por utilizar
el método de Newton-Rapson dado un valor inicial para el pardmetro, 0, el siguiente
valor de 8, serd dado por:

(5.14) [

—p _ g(6o) ; T‘
T i

donde la derivada para la funcién g(#) estd dada por | R ]

g'(9) 1
1 1

—T(1+2)U(1+2) +2I2(1+ 5)V(1+ 5 +2 LA+ D)1+ %) —T2(1+5)T(1+3)] ]
- |
o (/T + 3 -120+3)

Para llegar a esta expresién se recurri6 al siguiente resultado (Abramowitz y Ste-
gun,1965):

dr’'(v)

= U(v)[(v)

donde ¥ (v) es la funcién digama, que estd definida por:

dlogT'(v)

) = =
g Lo L L1
= OB T T 1202 T 12008 25208 ¢ |
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De esta forma para encontrar el valor de 8 aplicando el método de Newton-Rapson,
faltarfa proponer un valor inicial. Con la idea de generar un algoritmo que con la
informacién inicial dado por el usuario se genere tal valor inicial de 6, vamos a recurrir
a propiedades del modelo Weibull. De acuerdo a esto, la funcién cuantil del modelo
Weibull para valores dados de (7, 6) estd definida por:

X, = n[—log(1 — p)]*/*

de aqui sea p = 0.63 = (1 — e7!), por lo tanto el cuantil X3 = 7. Entonces hacemos
no = E(M), ya que no deben ser tan diferentes entre si. Por otro lado si pensamos en
el cuantil 0.7, entonces la distancia entre éste y el cuantil 0.63 debe ser una fraccién
de la desviacién estdndar E(S), por ejemplo:

Xor = E(M) +0.2E(S),
pero de acuerdo a la funcién cuantil:
Xo.r = n[—1log(1 = 0.7)]*¢

igualando estas dos wltimas ecuaciones, sustituyendo en la primera a n por E(M ), ¥
despejando 8 obtenemos como valor inicial de 6 a:

log(—10g(0.3))
log (1 -+ Oggé_,‘?))

Una vez encontrado el valor de 6, es fécil encontrar el valor de 7, ya que de la ecuacién
(5.13), se ve que:

6o =

E(X)

) (5.15)

77:

A priori normal-gama. Si se utiliza una distribucién normal-gama (o, By, M4, ks) como
distribucién inicial para (n,#). Entonces de (5.14), (5.15) y utilizando razonamientos
similares a los hechos para las distribuciones que ya se han analizado, estamos en
posibilidades de explicar cémo proponemos asignar los valores de los hiperpardmetros
para tal distribucién a priori. Para ello a continuacién planteamos cémo calcular E(n),
E(6), V(n) y V(6). Proponemos definir a E(f) igual al 0, tal que:

E(6) = {eh | 9(6n) — %((%2 - } (5.16)

donde g(f) esta definida por (5.14). La solucién se encuentra aplicando las recomenda-
ciones que dimos antes para encontrar el cero de la funcién g(f).
A partir de (5.15) proponemos calcular a E(n) de la siguiente manera:

E(M)
1+ F}Q—))
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Por otro lado, analizando el comportamiento de las soluciones de

E(M '
9(6) - g =0
en funcién de diferentes valores de F(M) y E(S); y sus consecuencias en la forma de
estimar 7 :

E(M)

T+

se aprecia que los cambios en E(M) afectan principalmente los valores de 7; mientras .

que los cambios en E(S) afectan predominantemente los valores de 6. Por ello, dada la
forma en que antes hemos propuesto calcular E(n) y E(9), y siguiendo razonamientos
similares a los hechos con las otras distribuciones, proponemos calcular a V(1) y V(6)
de la siguiente manera. Sea 8, un valor extremo de los posibles valores de 9 que se
obtiene de la solucién de la siguiente ecuacién

E(M)
=<6]g(0) — = .
{o1960-F =0} (5.17)
con este valor 6, obtenemos V(6) de la siguiente manera
8) — 8, |\*
v - (LEO=21)
3
Ahora para obtener V (n), se obtiene 8., como solucién de la siguiente ecuacién
LI
O, = ) — —= =0 1
{or100 -5 -0} (5.9
Con este valor 8,, obtenemos un 7,, extremo, de la siguiente manera
LI,
= = 5.19

y con este valor 7,,, se obtiene V() de la siguiente manera

V(n) = <———E(n)3_ nm)2

De esta forma con E(n), V(n), E(8) y V(8) en términos de la informacién proporcionada
por el usuario, y dado que la distribucién a priori para (7, ) es una normal-gama,
entonces utilizando los mismos argumentos que en el caso de la distribucién normal, se
obtiene que los valores de los hiperpardmetros de la distribucién a priori estdn dados
por:
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By = _V—(O_)
_ E*(9)
)
my = E(n)
. By
5 =1

A priori uniforme. En caso de usar una distribucién uniforme (ag, bs,ds, €4) como a
priori para (n,0), entonces para proceder de una manera similar a lo hecho para el
caso normal, primero para determinar el rango en el que se espera ocurra 7 observemos
(5.15), (5.14) y (5.16), entonces proponemos COmo rangos de ocurrencia para 7 a:

LI, LSn

— "y b=
T(1+ 5) L(1+ g)

ag =

donde E(6) se obtiene de acuerdo a (5.16). Ahora respecto a g, observando (5.14) y
analizando la forma que se obtuvo un extremo para § mediante (5.17); entonces de
forma similar proponemos obtener valores extremos de @ de la siguiente manera

= {o150)- 572 =0} 520) ?
Y i
6y = {9 | 9(6) — EL(QJ) _ o} (5.21)

Con estos valores proponemos que los pardmetros de la distribucién uniforme para ¢
estén dados por

d4 = min(el, 62) Yy €4 = max(@l, 92)

5.7 Modelo Exponencial

Si X tiene la distribucién exponencial dada en (4.14), entonces tenemos que:
E(X | 6,) =7+ (1/6)

por lo que despejando 6 y simplificando notacién

. |
=535 (5.22)
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A priori gama. Suponiendo conocido el pardmetro «y y si la distribucién a priori para
7 es una gama(as, Bs), entonces procediendo de igual manera que en las subsecciones
previas y observando (5.22), proponemos que "

Como 6 sigue una distribucién gama (o5, Os), ¥ la esperanza y la varianza de tal

distribucién estd dada por as/B5 y s/ (32, respectivamente, entonces
E@)=0as/8; v V() =cs/0;

resolviendo estas expresiones para as y 5, obtenemos que

_P)
N0
_B)
SN0

A priori uniforme. Suponiendo conocido el pardmetro v y si la distribucién a priori
para 6 es una uniforme(as, bs), entonces procediendo de igual manera que en las sub-
secciones previas y observando (5.22), proponemos que el rango de ocurrencia para 0y
en consecuencia los pardmetros para su distribucién inicial estén dados por

1 5 1
s = = = —_
ST ESn—~ Y T EL.—~

5.8 Resumen

Hasta aquf hemos visto como obtener los pardmetros de la distribucién a priori normal-
gama para los pardmetros de los diferentes modelos, aunque hemos dejado expresiones
implicitas. Por ejemplo, vimos que en el caso del modelo lognormal los pardmetros de
la distribucién normal-gama(as, 35, M2, k2) estdn dados por

_ E(M)
=
= E?(7)
27 V()
my = E(u)




B | '

%= e = D)

donde E(y), E(7),V (1) y V(7) asu vez se obtienen a partir de la informacién inicial que
aporta el usuario. Por esta razén, y con el 4nimo de resumir lo hecho para cada modelo,
en la tabla 5.1 se sintetiza la forma explicita de calcular los pardmetros de la distribucién
o priori normal-gama para los pardmetros de cada modelo. Algo similar se hace en la
tabla 5.2 pero para el caso de una distribucién a prior uniforme. Para la construccién
de estas tablas hemos supuesto que con base en el conocimiento inicial del usuario _
sobre intervalos para los cuantiles de la distribucién del tiempo de vida, y aplicando ‘ P
el método descrito en la seccién 5.2, se han calculado intervalos en los que se espera ', |
ocurra la media,' M, y la desviacién esténdar, S, del tiempo de vida. Recordemos que :
estos intervalos los denotamos con [LIm, LSm] y [L1s, LS;], respectivamente. Ademds se
debe considerar las expresiones (5.8), que son obtenidas de a partir de éstos intervalos.
S6lo cabe enfatizar algunas expresiones para el modelo Weibull, donde en la tabla 5.1,
E(8) se obtiene de (5.16), 0, de (5.17); n,,, de (5.19) y (5.18); y en la tabla 5.2, E(0) se
obtiene de (5.16), 6; de (5.20), y 0, de (5.21). |

| Modelo B; Y ™ PO
1 P , B :
M I (S)[E’A’l_gsz__’f[r,sls] r B2 E(M) V) ea=D)
3
"_"2'9'—_ . ; ‘i ‘
M2 Iog(g (Jif)+1) ,gg ].Og ( E2(M) 2) 98- S
| (Fh) (B ) | l(Fr)  NEEEOT et () \
m 7By 983 o
M3 \/EE(S) I:E(T)—V_GWTS::V \/éE(S) E(M) + 045E(S) (053—1)[E(M)—L1m]2 : ; :
__9E(6) B(M 981% (1 piey) (a1 "
M4 |E(6)—8,|? E(e)ﬂtl r(l'*'}-:?%T)) (E(M)—nml‘(1+E—(155))2
EOn=7 8
Ms : EOh—

(LGlz——y—Ls,i—w)Q . »
Tabla 5.1: Calculo de los hiperpardmetros de la distribucién normal-gama(a;, 5;, Ms, ki)- ; {
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[Modelo | a; b d; e |
- Normal LI, LS, (LSs)~* (LI)™*

Lognor log (,.M@L.) log< LSmE(M) ) 1 1
\Veerrm) P\ TEeem) (i) w(ahn)

VExtr. LLn+0.45B(S)  LSn+045E(S) - o

3 LI LSm 3
Weib Tt oD g min(f;,02) max(6y,62)
Expon i — EI,,I, =

Tabla 5.2: Calculo de los parametros de la distribucién uniforme(a;, b;, d; e;)-

5.9 Método general

En las secciones previas hemos aplicado el método que estamos proponiendo para especi-
ficar los valores de los hiperpardmetros de las distribuciones a priors para los pardmetros
de los modelos que se han considerado en este estudio. Si en general consideramos mod- /
elos con dos pardmetros 8 = (81, 0;), el primero con mayor influencia en la media y &
el segundo en la varianza de la distribucién del modelo considerado. Ademsds dada la M
informacién dada por el usuario expresada en los intervalos iniciales para la media y
la desviacién esténdar, [LIn, LSm] y [LIs, LSs], respectivamente y a través de (5.8).
De acuerdo a lo que hemos explicado en secciones previas, el método, con pequenas
variantes para cada modelo, consiste en general en los siguientes pasos:

1. Obtener E(X |6) = ha(f1,02) y V(X |8) = ha(61,62) i

9. Haciendo E(X |6) = E(M) y V(X |8) = E*(S), resolver en términos de 6 y 0;las
dos ecuaciones simultdneas que se generan: hy (61, 02)=E(M) y ha(01, 0:)=FE%(S).

3. Sea 67 y 65 la solucién de estas ecuaciones, que se pueden expresar o al menos
ver como funciones de E(M) y E?(S). Denotemos esto por las funciones 7 y 72
de la siguiente manera: 8} = r;(E(M), E*(S)) |

4. En caso de utilizar una distribucién normal-gama(cs, 5;, mi, k;), como para 0 se .
est4 suponiendo una distribucién gama(cs, B;), entonces hacer E(f2) = 63 = o /B;
v calcular V(62) = {|ro[E(M), LS — ro[E(M), LI?]| /6}" = ci/B;. Resolver es- -
tas dos ecuaciones y obtener los valores de o; y §;- Respecto a 01, hacer E(6:) = 67
y calcular V(6;) = {|r1[LIn, E*(S%)] - 71[LSm, E*(S?)]] /6}2 = B,/ (ki(c; — 1)).
Resolver esta tdltima ecuacién para k;.

5. En caso de una distribucién uniforme(a;, b;, dl-,e,-), a; v b; se asignan al valor méds ‘!
pequefio y al més grande, respectivamente, de 71 [LIn, E*(S%)] y 71 [LSp, E*(S?)] - '
De la misma manera, d; y e; se asignan al valor més pequefio y al mds grande, o
respectivamente, de ro[E(M), LS?] y ro[E(M), LIZ]. | -
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5.10 Evaluacién de la metodologia propuesta

Una forma de evaluar el método propuesto para la eleccién de los hiperpardmetros de
las a priori normal-gama(oy, 5;, m;, k;) v de la uniforme(a;, b;, d; e;), es obteniendo la
densidad a priori predictiva para cada uno de los modelos y compararlas. Si estas den-
sidades son similares serd un indicativo que la informacién inicial evaluada en términos
de la densidad a priori predictiva es similar para todos los modelos. También se podrs
comparar la media y desviacién estdndar de esta densidad con los intervalos iniciales
para la media y la desviacién estdndar. Obviamente se espera que la media y desviacién
esténdar de esta densidad estén dentro de los intervalos correspondientes.

De acuerdo a lo anterior necesitamos generar la densidad a priori predictiva para
cada modelo y cada tipo de a priori. es decir necesitamos obtener (ver 2.6):

| @) = | falp)m(0)d0 | (5.23)

Como habfamos comentado antes cuando se utiliza una distribucién normal-gama como
a priori, f(z) tiene forma analitica sélo para el caso exponencial, normal y lognormal.
En cambio cuando se utiliza a priori uniforme no tiene forma analftica para ningin
de los modelos. En los casos que f(z) no tenga forma analftica la obtendremos por
simulacién. Para ello de acuerdo a Smith y Roberts (1993), una muestra z;,---,z, de
F(z) se obtiene a través de una muestra de f(z|8?), con 8® (i =1,---,n) muestra
generada a partir de la a priori w(@). Por lo anterior, el algoritmo para generar por
simulacién una muestra de f(z) es el siguiente.

1. Dar intervalos iniciales para la media y la desviacién estdndar del tiempo de vida.
Estos intervalos se pueden generar a través de los intervalos a priori para los
cuantiles de la distribucién del tiempo de vida, tal como se explicé en la segunda
seccién de este capitulo.

2. A partir de los intervalos anteriores calcular los pardmetros de la distribuciones
a priori, ya sea priori normal-gama(a;, §;, mi, k;) o uniforme(a;, b;, d; e;).

3. Con lo hiperparametros definidos obtener 8% dela a priori (esto se hace aplicando
el algoritmo B1 y B2 del apéndice). ‘

4. Generar una muestra del modelo f(z|8®). Esto se puede hacer con las rutinas
tradicionales de S-plus, dados los modelos que hemos considerado en este trabajo.

A continuacién presentaremos tres ejemplos de donde se aplicard el algoritmo anterior.
En particular en el paso 1 del algoritmo partiremos directamente de intervalos para la
media y la desviacién estdndar, que finalmente es un procedimiento .tinico para todos
los modelos.

Ejemplo 5.1. En este ejemplo utilizamod magnitudes pequefias. Supongamos que por
alguno de los dos métodos descritos en la seccién 5.2 se lleg6 a que los intervalos iniciales
para la media y la desviacién estandar del tiempo de vida, son [7, 10] y [1, 2.5], respecti-
vamente. Aplicando el algoritmo descrito antes se generd una muestra de tamano 15000
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de las densidades a priori predictiva para cada modelo, y se utiliz6 el comando density
de S-Plus para estimar en forma no paramétrica las densidades correspondientes. En
la figura 5.1 se muestran las densidad a priori predictivas utilizando los dos tipos de a
PrioT.

A partir de estas gréficas se puede apreciar que exceptuando el modelo expo-
nencial, el resto de las densidades a priori predictivas son relativamente similares para
cada tipo de a priori. La razén de la discrepancia del modelo exponencial se puede jus-
tificar a partir del hecho que esta sélo tiene un pardmetro, con el cual sélo se controla
la media. En este sentido su media es relativamente similar al resto. En el caso de los
otros modelos, como éstos tienen dos pardmetros, esto ayuda a controlar tanto la media
como la dispersién. Asf de la figura 5.1 se aprecia que para los otros modelos se nota
una buena similitud entre las densidades, tanto en el caso de la a priori normal-gama
como uniforme. Con los datos simulados de las densidades a priori predictivas también
se calculé la media y la desviacién esténdar de estos datos (ver tabla 5.3). De ahi se
aprecia que la media en los diferentes casos tendié a ubicarse al centro del intervalo
inicial correspondiente, {7, 10], lo cual son buenas noticias. En el caso de la dispersién,
ademds del modelo exponencial que ya se habia comentado, los valores de la desviacién
estdndar también tiende a ubicarse al centro del intervalo inicial, [1,2.5]. Por lo tanto,
para este ejemplo, el método de definir los hiperpardmetros para los dos tipos de a
priori para los diferentes modelos funcioné adecuadamente, ya que estd garantizando
una informacién inicial similar para los diferentes modelos.

A priori normal-gama A priori uniforme
Modelo - Media | D. Estdndar Media | D. Estdndar
Normal 8.50 1.85 8.53 1.74
Lognormal 8.53 1.89 8.35 1.69
V. Extremo - 847 1.84 8.60 1.82
Weibull 8.47 1.98 8.59 1.82
Exponencial 8.50 6.90 8.38 6.74

Tabla 5.4. Estadisticos para las densidades a pﬁom’ predictivas para el ejemplo 5.1.

Ejemplo 5.2. Supongamos que por alguno de los dos métodos descritos en la seccién
9.2 se llegdé a que los intervalos iniciales para la media y la desviacién estdndar del
tiempo de vida, son [50, 75] y [5, 15], respectivamente. Se aplicé el algoritmo descrito
antes para generar una muestra de tamano 15000 de las densidades a priore predictiva
para cada modelo, y se utiliz6 el comando density de S-Plus para estimar en forma no
paramétrica las densidades correspondientes. En la figura 5.2 se muestran las densidad
a priori predictivas obtenidas.

A partir de estas gréficas se puede apreciar que exceptuando el modelo expo-
nencial, que ya se habia comentado en el ejemplo anterior, el resto de las densidades a
priori predictivas son relativamente similares para cada tipo de a priori. En la tabla
5.4 se aprecia la media y la desviacién estdndar de las densidades a priori predictivas.
De donde se aprecia en cuanto tendencia central una similitud en todos los casos,
incluyendo los dos tipos de a priori, ya que la media estd practicamente al centro del
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Figura 5.1: Densidades a pm’bm’ predictivas para el ejemplo 5.1.
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intervalo inicial para la media, [50, 75]. En el caso de la dispersién, los valores de la
desviaci6n estdndar también tienden a ubicarse al centro del correspondiente intervalo
inicial, [5, 15]. Por lo tanto, en este ejemplo,el método de definir los hiperpardmetros
para los dos tipos de a priori para los diferentes modelos funcioné adecuadamente.

A priori normal-gama A priori uniforme
Modelo _Media | D: Estdndar Media | D. Estédndar
Normal 62.55 '11.03 62.52 10.66
Lognormal 62.87 11.35 61.36 10.66
V. Extremo 62.60 10.86 63.34 11.08
Weibull 62.20 12.56 63.26 11.37
Exponencial 63.31 43.41 59.95 41.27

Tabla 5.4. Estadisticos para las densidades a priori predictivas para el ejemplo 5.2.

Ejemplo 5.3. En el ejemplo 3.2 presentamos los datos de tiempo de vida de amor-

tiguadores, y en el siguiente capftulo analizaremos nuevamente estos datos para especi- -

ficar su distribucién. Ahf veremos que [20000, 35000] y [5000, 15000] son los intervalos
a priori para la media y la desviacién estdndar del tiempo de vida. Se generd una
muestra de tamafio 15000 de la densidad a priori predictiva de los diferentes modelos,
y se utilizé el comando density de S-Plus para estimar en forma no paramétrica la
densidad correspondiente. En la figura 5.3 se muestran las densidades obtenidas.

A partir de estas gréficas se puede apreciar que exceptuando el modelo expo-
nencial, el resto de las densidades a priori predictivas son relativamente similares para
cada tipo de a priori. Siendo m4s similares cuando se utiliza una distribucién uniforme
como a priori. En la tabla 5.5 se muestra la media y la desviacién estdndar de tales
densidades. De donde se aprecia en cuanto tendencia central una similitud en todos los
casos, incluyendo los dos tipos de a priori. En particular las medias caen casi al centro
del intervalo inicial dado para la media, [20000, 35000]. En el caso de la desviacién
estdndar también tiende a ubicarse en el centro del correspondiente intervalo inicial,
[5000, 15000]. Resalta un poco una mayor dispersién en el caso del modelo Weibull
comparativamente con el resto, cuando se utiliza una distribucién normal-gama como
a priori. Por lo anterior, para este ejemplo, podemos concluir que la metodologfa prop-
uesta para definir los hiperpardmetros para los dos tipos de a priori para los diferentes
modelos, funcioné adecuadamente. .

A priori normal-gama A priori uniforme
Modelo Media | D. Estdndar Media | D. Estédndar
Normal 27525.8 10468.3 27360.23 9007.3
Lognormal | 27695.26 10602.9 26124.54 8759.8
V. Extremo | 27395.13 10435.15 28239.59 9719.9
Weibull 27810.9 13104.3 27892.13 9710.6
Exponencial | 27545.07 27804.54 26777.14 27469.25

Tabla 5.5. Estadisticos para las densidades a priori predictivas para el ejemplo 5.3.
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Conclusién. Hemos propuesto una metodologfa para que la informacién inicial del
usuario en términos de intervalos para los cuantiles del tiempo de vida del producto,
permitan definir intervalos para la media y la desviacién esténdar del tiempo de vida. Y
esto tltimos intervalos sirvieron de base para definir los pardmetros de las distribuciones
a priori de los pardmetros de los modelos que se han considerado en este trabajo.
Considerando dos tipos de a priori, en este seccién hemos evaluado esta metodologfa.
Para ello comparamos las distribuciones a priori predictivas. Los ejemplos anteriores
nos han mostrado que el método estd incorporando de una manera consistente y similar
para los diferentes modelos, el conocimiento inicial.
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CAPITULO 6
APLICACIONES DE SELECCION DE MODELOS

En este capitulo se aplica la metodologia de seleccién de modelos que se ha propuesto
en los capitulo anteriores, se empleara sobre datos que se han reportado en la literatura
y datos simulados.

6.1 Tabla de probabilidades posteriores

Vamos a aplicar la metodologia propuesta para evaluar cusl de los cinco modelos
(normal-M;, lognormal-M,, valor extremo-M;, Weibull-M; y exponencial-Ms) tiene
mayores méritos como modelo de distintos conjuntos de datos. Para ello, de acuerdo
al capitulo 5, necesitamos proponer intervalos iniciales donde se espera ocurran ciertos
cuantiles, para al aplicar la metodologfa descrita en la seccién 5.2 generar intervalos
donde se espera que ocurran la media y la desviacién estdndar del tiempo de vida. Ob-
viamente lo deseable hubiese sido proponer estos intervalos de forma previa a obtener
los datos, sin embargo, como lo datos con los que trabajaremos ya existe, vamos a pro-
poner directamente los intervalos para la media y la desviacién estdndar, ya que estos
son comunes a todos los modelos. _

A partir de los intervalos para la media y la desviacién estdndar calcularemos
los hiperpardmetros de las distribuciones a priori para los pardmetros de los diferentes
modelos considerados, aplicando para ello los resultados resumidos en las tablas 5.1 y
5.2. Utilizaremos los dos tipos de distribuciones a priori que se han detallado en los
capftulos previos. La comparacién de modelos se hace de forma general, calculando la
probabilidad posterior para cada modelo al tomar en cuenta todos los demss (3.4). Es
decir, calculando

Pr(M|X) = —f O PrMy) oy, (6.1)

> iy J(X| M) Pr(M;)

Como ya lo habfamos comentado en la seccién 3.3, Pr(M, ;|1X) proporciona una evidencia
cuantitativa de qué tan adecuado es cada modelo al ser comparado contra el resto de los
modelos considerados. Nétese que Z;rf:l Pr(M;]|X) = 1, por lo que los modelos que ten-
gan una mayor probabilidad posterior serdn los modelos, de entre los considerados, con
mayores méritos para ser considerados como modelos para los datos correspondientes.
La probabilidad inicial para cada modelo sers la misma (Pr(M;) = 0.5).

Ademés con la idea de tener mayores elementos de evaluacién de los méritos de
cada modelo en relacién otro, es posible comparar de dos en dos los modelos. Esto
en un momento dado permitird tener argumentos especificos en favor en contra de un
modelo, al ser referido a otro de manera especifica. Asi, ademss de la evaluacién general
proporcionada por Pr(M;|X), proponemos, a partir de la verosimilitud integrada de
cada modelo f(X | M;) construir la tabla de probabilidades pareadas, en la que se
comparan en pares los modelos considerados. Para ello si se desea comparar el modelo
M; con el modelo M;, y se considera sélo estos dos modelos como las posibles opciones,
entonces de acuerdo a (3.4) la probabilidad posterior del modelo M; estard dada por

| B F(X | M) Pr(M) L
P 1X) = S RT3 et + FX | M Brn) 27
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Esta expresién se obtiene directamente de (3.4), haciendo Pr(M;) = 0.5.Al ordenar
estas probabilidades se obtiene una tabla como la 6.2. De aqui que en la medida que
Pr(M;,; |X) sea mayor que 0.5, el modelo M; serd més adecuado que €f modelo M; . De
esta manera, si en total se evalian m modelos y se comparan por pares mediante el
célculo de (6.2); estas probabilidades pueden organizarse en una tabla con m renglones
y m columnas. Si los renglones de esta tabla los denotamos con el subindice i y las
columnas con el subindice 7, entonces la interpretacién de esta tabla serd como sigue: en
el renglén 7 se observaran las probabilidades posteriores del modelo M; al ser comparado
contra el resto de los modelos que se indican en cada columna; por lo tanto si estas
probabilidades son grandes y mayores que 0.5, entonces de acuerdo a la metodologfa
este modelo resulta més adecuado para los datos. Por el contrario, si todas o casi todas
las probabilidades del renglén ¢ son pequenas y menores que 0.5, entonces el modelo
M; no es un buen candidato a ser especificado como el modelo para el tiempo de falla.
La interpretacién de las columnas es opuesta: valores bajos de las probabilidades en la
columna de una distribucién indican que esa distribucién es un buena alternativa como
modelo. Esto se debe a que ‘

Pr(M;; 1X) + Pr(M;: |X) = 1

En los conjuntos de datos que se consideran enseguida se muestran ejemplos de esta
tabla de probabilidades posteriores.

6.2 Experimento sobre amortiguadores

En el ejemplo 3.2 se presentaron los datos sobre el tiempo de vida (en kilémetros) de
amortiguadores de automéviles. Analizando los datos, es claro que estamos ante el
caso de censura multiple tipo I o quizds una censura aleatoria. En la figura 3.2 se
presentan las gréficas de probabilidad para tales datos. A partir de estas gréficas es
dificil la eleccién de la distribucién, excepto probablemente la valor extremo, que se
puede descartar ya que un punto se sale de las correspondientes bandas de confianza

Vamos a aplicar a estos datos la metodologia que hemos descrito para evaluar
cudl de los cinco modelos (normal-M;, lognormal-Mjy, valor extremo-Ms, Weibull-My y
exponencial-Ms) es mds adecuado. Para ello, de acuerdo al capitulo 5, necesitamos pro-
poner intervalos iniciales donde esperamos que ocurra la media y la desviacién estdndar
del tiempo de vida. Obviamente lo deseable hubiese sido proponer estos intervalos de
forma previa a obtener los datos, sin embargo, como los datos ya existian, vamos a
proponerlos a partir de observar los datos y con suficiente amplitud. Como intervalos
de trabajo para la media y la desviacién estdndar proponemos a [20000, 35000] y [5000,
15000], respectivamente. Més adelante se verd que en este caso esta eleccién no influye
demasiado en las conclusiones.

A priori normal-gama. Dados los intervalos a priori para la media y la desviacién

estdndar, utilizando una distribucién normal-gama como a priori para los pardmetros
de los cinco modelos en competencia. Entonces, aplicando los resultados del capitulo
5 sintetizados en la tabla 5.1, se obtienen los valores de los hiperpardmetros de la
distribucién a priori que se muestran en la tabla 6.1.
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Tabla 6.1: Pardmetros de la a priori normal-gama para datos de amortiguadores.

Con estos pardmetros y calculando la verosimilitud integrada por simulacién
Monte Carlo (20000 replicas), se obtienen los resultados de la tabla 6.2. Analizando la
dltima columna de esta tabla se aprecia que los modelos con mayores méritos son el
normal y el Weibull (Pr(M;]X) = 0.42 y Pr(M4|X) = 0.41), seguidos de forma lejana
por el valor extremo. En Meeker y Escobar (1998, pag. 176) se consideran estos mismos
datos, y con base a gréficas de probabilidad con bandas de confianza deciden el modelo
Weibull sobre el lognormal, pero no consideran el modelo normal. De la misma tabla
6.2, se aprecia que para estos datos el modelo Weibull es muy superior al lognormal,
ya que Pr(My |X) = 0.9061, y Pr(Ma4|X) = 0.0939. '

(a priori normal-gama)
Modelo M1 M2 M3 M4 M5 PI‘(MJ|X)
Normal, M; v 0.9077 0.7717 0.5048 0.9999 | 0.4214
Lognormal, M, | 0.0923 0.2558 0.0939 0.9992 0.0416
V. extremo, M3 | 0.2283 0.7442 0.2317 0.9997 0.1234
Weibull, M, 0.4952 0.9061 0.7683 0.9999 0.4136
Exponencial, M5 | 0.0001 0.0008 0.0003 0.0001 0.0000

Tabla 6.2. Probabilidad posterior para los cinco modelos, datos de amortiguadores.

Para ver qué tanto influye la eleccién de los intervalos a priori para la media y
la desviacién estandar sobre las probabilidades posteriores de la tabla 6.2, se hicieron
cambios a estos intervalos y se observaron los resultados que a continuacién comentamos
(los célculos se hicieron tanto con Monte Carlo como con Laplace). Algunos cambios
que fueron estudiados en la media fueron: [20000, 40000], [15000,40000}, [25000, 40000],
[25000, 35000], [25000, 30000}, [15000, 30000],[10000, 30000], en estos casos en general se
mantuvo la eleccién de Weibull, seguida por normal. Respecto a la desviacién estdndar,
algunos cambios estudiados fueron: {3000, 10000], [5000, 10000] con eleccién similar a la
que se da a partir de la tabla 6.2 (Weibull seguida de normal como tendencia). Otros
cambios evaluados en la desviacién esténdar fueron: [5000, 20000}, [5000, 25000], con los
cuales, el modelo Weibull sigue estando en los primeros planos, pero el modelo normal
pasa a un segundo plano, apareciendo en su lugar el modelo lognormal. Con este
anslisis podemos ver aunque los intervalos iniciales influyen en la eleccion, en este caso,
esta influencia fue relativamente poca, déndose principalmente en el intervalo para la
desviacién estdndar. Entonces para el ejemplo, el método tiene una aceptable robutez
en cuanto a la eleccién de los intervalos iniciales. Nétese que los intervalos evaluados
no son radicalmente diferentes entre si, pero en la medida que si lo sean pueden influir
més en la decisién, como serfa l6gico experarlo.
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Modelo | B; o; m; k;

Normal 2916 x 105 29.16 27500 16.568 _
Lognormal 4.083 32.88  10.1598 11.367 k
V. extremo 631554 81 32000 0.00126

Weibull 2.2032  6.8757 30796.57 5.2046 x 1078

Exponencial 2850909  103.67




A priori uniforme. Aplicanvdo los resultados del capftulo 5, sintetizados en la tabla 5.2,
se obtienen los valores de los hiperpardmetros de la distribucién a priori para cada
modelo que se niuestra en la tabla 6.3.

Parametros de la distribucién uniforme(a;, b;, d; €;)
Modelo a; bi di é;
Normal 20000 35000 4.4444x107° 4x1078
Lognormal 9.8414 10.4010 3.8394 30.7473
V. extremo 24500.4 30500.4  8.55x10™°  0.0002565
Weibull 22397.51 39195.64  1.9077 6.4286
Exponencial 2.8571x107% 5x107°

Tabla 6.3: A prior: uniforme, datos de amortiguadores.

Con estos parametros iniciales y calculando la verosimilitud integrada por simu- ‘
Jacién Monte Carlo para cada modelo (con M=20000 replicas), se obtiene la tabla 6.4 de
probablhdades posteriores. De la tltima columna de esta tabla se aprecia que el modelo
Weibull es el que tiene una probabilidad posterior mayor. Lo siguen el modelo normal
y valor extremo, en ese orden. Nuevamente al comparar el modelo Weibull contra. el
lognormal, se aprecia que el primero a parece con mis méritos: Pr(Myz|X) = 0.8972.

Al comparar las tablas 6.2 y 6.4, donde se muestra los dos tipos de a prior,
se aprecia que en general se llega a las mismas conclusiones, pero cuando se utiliza la
distribucién normal-gama la discriminacién parece ligeramente més clara. Asi, dados
los resultados de las tablas 6.2 y 6.4, y con base en los cinco modelo considerados,
la primera eleccién del modelo para el tiempo de falla de los amortiguadores seria el
Weibull, seguida en forma cercana por la normal.

‘ A priori uniforme
Modelo M, M, M; N Ms || Pr(M;|X)
Normal, M; 0.8453 0.5526 0.3848 0.9998 | 0.2762
Lognormal, My | 0.1547 0.1844 0.1028 0.9988 | 0.0461
V. extremo, Mz | 0.4474 0.8156 0.3362 0.9997 || 0.2307
Weibull, M, 0.6152 0.8972 0.6638 0.9999 || 0.4454
Exponencial, Ms | 0.0002 0.0012 0.0003 0.0001 0.0001

Tabla 6.4. Probabilidad posterior para los cinco modelos, datos de amortiguadores.

Para ver qué tanto influye la eleccién de los intervalos a priori para la media y
la desviacién esténdar, cambiamos estos intervalos y vimos los resultados que a contin-
uacién comentamos (los calculos se hicieron con el método Monte Carlo). Algunos cam-
bios que fueron estudiados en la media fueron: [20000, 40000}, [15000, 40000], [25000, 40000],
25000, 35000], [25000, 30000}, [15000, 30000],[10000, 30000], [10000, 25000] y {10000, 20000};
en estos casos en general se mantuvo la eleccion de Weibull, seguida por normal, ob-
servando una mejor estabilidad de las probabilidades posteriores al ser comparado
con el mismo anglisis para la a priori normal-gama. Respecto a la desviacién es-
tandar, algunos cambios estudiados fueron: [3000, 10000}, [5000, 10000}, [5000,20000] y
[5000, 25000] con eleccién similar a la que se da a partir de la tabla 6.4 (Weibull seguida
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de normal). De esta manera se observa en este caso respecto a la eleccién del intervalo
para la desviacién estdndar hay mejor estabilidad si comparamos con lo que pasé en el
caso de la a priori normal-gama. Con este andlisis podemos ver aunque los intervalos
iniciales influyen en la elecci6n, en este caso, esta influencia fue relativamente poca.

6.3 Experimento sobre aire acondicionado

En Proschan(1963) se presentan tiempos de falla del equipo de aire acondicionado de
un aeroplano, sugiriendo que éstos siguen una distribucién exponencial. Estos datos
no censurados han recibido mucha atencién en la literatura; ver por ejemplo Berger y
Pericchi (1996) y Gutiérrez-Pefia y Walker (2001). Los tiempos de falla se presentan a
continuacién

135 7111111121414 14 1616 20 21 23 4247
52 62 71 71 87 90 95 120 120 225 246 261

En la figura 6.1 se aprecia la gréfica de probabilidad para estos tiempos de
falla para diferentes distribuciones. De aquif se aprecia que la distribucién valor ex-
tremo estarfa descartada, y decidirse entre las distribuciones exponencial, lognormal o
Weibull realmente serfa diffcil. Vamos a ver cémo refleja esto la tabla de probabili-
dades posteriores. Estos tiempos de falla no estén censurados, por lo que para obtener
la verosimilitud integrada es posible aplicar las expresiones analiticas que se obtuvieron
en el capitulo 4 para los caso normal, lognormal y exponencial. Se utiliza como inter-
valos de trabajo a priori para la media y la desviacién estdndar a [50,70] y [50,90],
respectivamente. M4s adelante se ve que esta eleccién no influye demasiado.

A(j normal-gama. Utilizando una distribucién normal-gama como a priori, y dados
los intervalos para la media y la desviacién estdndar, se obtienen los pardmetros de la
distribucién a priori para cada modelo que se muestran en la tabla 6.5.

Modelo | B a; m; k;
Normal 282558.7 57.66 60 448.78
Lognormal 105.2  122.47 3.665 234.52
V. extremo 9947 182.25 91.5 4.939
Weibull 64.98 55.9  55.557 0.04967
Exponencial 18375  306.25

Tabla 6.5: Pardmetros de la a prior normal-gama para datos de aire acondicionado.

Con los pardmetros iniciales se calcula la verosimilitud integrada con la aproxi-
macién de Laplace para los modelos Weibull y valor extremos, y para los otros modelos
de manera exacta. En la tabla 6.6 se muestran las probabilidades posteriores. De donde
se ve que se debe descartar definitivamente a la distribucién valor extremo y normal
como modelos. También la distribucién lognormal tiene poca viabilidad frente a los
modelos Weibull y exponencial. Y entre estos ultimos la metodologia da una ligera

preferencia por el modelo Weibull. Esta preferencia se podria acentuar o incluso inver- -

tir si en la probabilidad inicial por estos dos modelos se declara una preferencia por
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Figura 6.1: Gréficas de probabilidad para los datos de equipos de aire acondicionado.
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un modelo més sencillo (exponencial) o més flexible (Weibull), segiin se prefiera. Por
ejemplo en el caso que nos ocupa, si la probabilidad inicial para exponencial fuera de
0.7 por 0.3 el Weibull, en la probabilidad posterior pareada Pr(Ms4|X) = 0.63 en favor
de exponencial.

En otros trabajos se han analizado estos datos. Por ejemplo en Gutiérrez-Pefia
y Walker (2001), aplicando otro procedimiento Bayesiano, se llega a que las distribu-
ciones Weibull y exponencial son equivalentes. En cambio en Berger y Pericchi (1996),
aplicando otro enfoque Bayesiano, el orden de preferencia es exponencial, lognormal y
Weibull. Este dltimo trabajo, en relacién a sus conclusiones sobre el modelo lognormal,
est4 en clara contradiccién tanto con nuestros resultados como los de Gutiérrez-Pefia y
Walker (2001).

A priori normal-gama
Modelo M]_ M2 M3 M4 M5 PI‘(M]|X)
M, , 0.0000 1 0 0 0
M, 1 . 1 0.0093 0.0126 0.0054
M; 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0
M, 1 0.9907 1 0.5778 0.5740
M; 1 09874 1 0.4222 0.4206

Tabla 6.6. Probabilidades posteriores, datos de aire acondicionado.

Para ver qué tanto influye la eleccién de los intervalos a priori para la media y
la desviacién estandar, hicimos cambios a estos intervalos y vimos los resultados que a
continuacién comentamos (los célculos se hicieron de manera exacta para los modelos
normal, lognormal y exponencial y con Monte Carlo para los restantes). Algunos cam-
bios que fueron estudiados en la media fueron: [50, 60], 50,80}, [50, 90], [40, 70], [30, 70],
[40,60]; en todos estos casos los dos modelos con probabilidades posteriores més altas -
y relativamente similares, son el exponencial y Weibull; y en un tercer término muy :
lejano el lognormal. Es decir se mantiene la eleccién reportada en la tabla 6.6. Respecto “
a la desviacién esténdar, algunos cambios estudiados fueron: [50, 70}, [50, 80], [50, 100], )
40, 90}, [40, 70], [30, 60]; ocurre una eleccién similar a la que se da a partir de la tabla
6.6 (Weibull y exponencial con probabilidades similares; y en tercer término en forma “
lejana lognormal). Con este anélisis podemos ver que aunque los intervalos iniciales ‘
influyen en las probabilidades posteriores, en este caso, esta influencia practicamente
no afecta la eleccién del modelo.

A priori uniforme. Aplicando los resultados de la tabla 5.2, se obtienen los valores de ‘

los hiperparadmetros de la distribucién a priori uniforme para cada uno de los modelos
que se muestran en la tabla 6.7.
Modelo ] a; b; d; e;
Normal 50 70 0.000123 0.0004
Lognormal 3.48246 3.81893 - 0.848425 1.896256
V. extremo 81.5 101.5 0.01425 0.02565
Weibull 46.2978 64.8170 0.684756 1.2054
Exponencial 0.014286 0.02
["Tabla 6.7: Pardmetros de la a priori uniforme para datos de aire acondicionado. !
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Con estos pardmetros iniciales se calculé la verosimilitud integrada por simu-
lacién Monte Carlo para los modelos M a My (con 20000 replicas) y en forma analitica -
para el modelo Ms. En la tabla 6.8 se muestran las probabilidades posteriores, que k
son muy similares a las expuestas en la tabla 6.6. De la tltima columna de esta tabla
se aprecia que los modelos con mayores probabiidades son Weibull y exponencial, con
un empate précticamente. Descartando el resto de las distribuciones como modelos
para estos datos. Esto refuerza la evidencia contra el modelo lognormal, ya que éste
frente 'a Weibull y exponencial, tiene muy baja probabilidad posterior. Por ejemplo si 1
utilizamos las probabilidades pareadas Pr(Mys |X) = 0.9738 y Pr(Ms |X) = 0.9721; :
lo que afirma el error en el que incurre Berger y Pericchi (1996) al poner el modelo |
lognormal por arriba del Weibull.

A priori uniforme
Modelo - M M, M; M, Ms || Pr(M;|X)
Normal M; 0 1 0 0 0
Lognormal Ms 1.0~ 1 0.0262 0.0279 0.0136
Valor extremo Ms 0 0 0 0 0 |
Weibull M, 1.0 " 09738 1.0 0.5163 | 0.5090 |
Exponencial M; 1.0 0.9721 1.0 0.4837 0.4774 : |

Tabla 6.8. Probabilidades pareadas, datos de aire acondicionado. ][
|

En suma si tomamos en cuenta los resultados de las tabla 6.6 y 6.8, y con base
en los cinco modelo considerados, la eleccién del modelo para el tiempo de falla del aire :
acondicionado estd entre el Weibull y exponencial. ' ‘ 1

Para ver qué tanto influye la eleccién de los intervalos a priori para la media y |
la desviacién estandar, hicimos cambios a estos intervalos y vimos los resultados que a
continuacién comentamos (los calculos se hicieron con Monte Carlo). Algunos cambios
que fueron estudiados en la media fueron: [50, 60], [50,80], [50,90], [40,70], [30,70],
40, 60]; en todos estos casos los dos primeros modelos, con probabilidades relativamente
similares, son el exponencial y Weibull; y en un tercer término muy lejano el lognormal.
Respecto a la desviacién estdndar, algunos cambios estudiados fueron: [50, 70], [50, 80],
[50, 100}, [40, 90], [40, 70], [30, 60]; ocurre una eleccién similar a la que se da a partir de
la tabla 6.8 (Weibull y exponencial con probabilidades similares; y en tercer término en
forma lejana lognormal). Con este an4lisis podemos ver aunque los intervalos iniciales
influyen en las probabilidades posteriores, en este caso, esta influencia fue muy poca
respecto a los modelos candidatos a ser elegidos. |

6.4 Ejemplos simulados

En el ejemplo 3.1 se presentaron cuatro muestras de datos simulados de una distribucién
exponencial (ver tabla 3.1). A pesar de ello, de la gréfica de probabilidad normal de la
figura 3.1 no se rechaza con claridad la idea de normalidad.

Aunque nos interesa principalmente los modelos exponencial y normal, vamos
5 evaluar también a los demds, para ver como se adecuan a los datos. Observando la
magnitud de los datos se propusieron intervalos amplios para la media y la desviacién
estandar: [0.5,2.0] y [0.5,2.0], respectivamente.
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Modelo | B, o; m; ki
M, 37.87 2424 1.25 26.08
M, 30.25 43.64 -0.123 7.60
M; 62.37 64 1.81 15.84
My 3.13 3.13 1.25 12.3
M; 12.8 10.2

Tabla 6.9: Pardmetros de la a priori normal-gama para datos del ejemplo 3.1.

A priori normal-gama. Primero aplicando las férmulas de la tabla 5.1 se obtienen
los hiperpardmetros de la distribucién a priori normal-gama para cada modelo que
se muestran en la tabla 6.9. Tomando en cuenta éstos y calculando la verosimilitud
integrada de manera exacta para los modelos normal, lognormal y exponencial, y de

con la aproximacién de Laplace para los modelo Weibull y valor extremo, se obtiene -

la tabla de probabilidades posteriores que se muestra en el cuadro 6.10. De la tdltima
columna. de esta tabla se aprecia que el modelo exponencial es el que resulta con
mayores méritos en todas las muestras, exceptuando la muestra 2, donde el modelo
lognormal es le que tiene la mayor probabilidad posterior, aunque no muy superior
que la que tiene el modelo exponencial, Pr(Mas |X) = 0.5861. También se aprecia que
el modelo Weibull compite en forma cercana con el modelo exponencial. Respecto al
modelo normal, este debe descartarse definitivamente como modelo de estos datos, en
contraste con la informacién que aporté la gréfica de probabilidad de la figura 3.1.

A priori normal-gama
Modelo Muestra | M; M, M3 M, Ms | Pr(M;(X)
Normal 1 0 0.9320 0 0 0
M, 2 0 0.9162 0 0 0
3 0  0.9231 0 0 0
4 0.0002 0.8345 0.0001 0 0
Lognormal 1 1 1 0.0435 0.0351 0.019
M, 2 1 1 0.6194 0.5861 0.4309
3 1 1 0.4785 0.3655 | 0.2560
4 0.9998 1 0.3095 0.1852 0.0133
V. extremo 1 0.0680 0 0 0.000 0
M; 2 0.0838 0 | 0.000 0.0001 0
3 0.0769 0 0 0 0
4 0.1655 0 0 0 0
Weibull 1 1 0.9564 1 0.4684 0.4595
M, 2 1 0.3806 1 0.4652 0.2648
3 1 0.5215 1 0.3857 0.2997
4 0.9999 0.6905 1 0.3365 0.2839
Exponencial 1 1 0.9649 1 0.5316 0.5216
Ms 2 1 0.4139 1 0.5348 0.3043
3 1 0.6345 1 0.6143 0.4443
4 1 0.8148 1 0.6635 0.5834
Tabla 6.10. Probabilidades posteriores, datos del gjemplo 3.1.
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A(j uniforme. Los pardmetros de la distribucién a priori se muestran en la tabla 6.11.
Con estos y obteniendo la verosimilitud integrada en forma analitica para los casos
normal, lognormal y exponencial y por simulacién Monte Carlos (20000 replicas) para
los modelos Weibull y valor extremo, se calcula la tabla de probabilidades posteriores
que se muestra en el cuadro 6.12, donde se observa una clara predominancia del modelo
exponencial, seguido por Weibull. En particular en la competencia del modelo normal
con el exponencial, la metodologfa distingue muy bien que los datos proceden de una
distribucién exponencial. Esto contrasta con lo que se observa en la grifica de prob-
abilidad de la figura 3.1. Adem4s, analizando los resultados pareados de los modelos
exponencial y Weibull, se aprecia que la metodologia siempre favorece al exponencial.
Este es un hecho relevante, ya que como es bien conocido, la distribucién exponencial
es un caso particular de la Weibull.

De acuerdo a las tablas 6.10 y 6.12, los resultados de los tipos de a priori: normal-

gama y uniforme, coinciden en determinar los modelos mejor clasificados (exponencial
y Weibull).

I Modelo l a; bi di €ij
Normal 0.5 2 0.25 4
Lognormal 0 0.3466 0.7875  6.738
V. extremo 1.06 2.563 0.6413  2.565
Weibull 0.5 2.0 0.6482 2.7
Exponencial 0.5 2.0

Tabla 6.11: Parametros de la a priori uniforme para datos simulados.
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A priori uniforme

Modelo Muestra | M; M, M M, Ms | Pr(M;|X)
Normal 1 0.9999 0.9999 0.0008 0.0003 0.0002
M, 2 0.9966 0.9996 0.0016 0.0012 0.0007
3 0.9985 0.9997 0.0011 0.0003 0.0002
4 0.9964 0.9859 0.0471 0.0130 0.0107
Lognormal 1 0.0001 0.4737 0 0 0
M, 2 0.0034 0.8373 0 0 0
3 0.0015 0.8914 0 0 0
4 0.0036 0.1998 0.0002 0 0
V. extremo 1 0.0001 0.5263 0 0 0
M; 2 0.0004 0.1062 0 0 0
3 10.0003 0.1627 0 0 0
4 0.0141 0.8002 0.0007 0.0002 0.0001
Weibull 1 0.9992 1 1 0.2923 0.2931
My 2 0.9984 1 1 0.4435 0.4362
3 0.9989 1 1 0.1949 0.1947
4 0.9529 0.9998 0.9993 0.2110 0.2104
Exponencial 1 0.9997 1 1 0.7077 0.7067
Ms 2 0.9987 1 1 0.5565 0.5631
-3 0.9997 1 1 0.8051 0.8003
4 0.9870 1 0.9998 0.7890 0.7788

Tabla 6.12. Probabilidad posterior, datos ejemplo 3.1.




CAPITULO 7
ESTUDIO MONTE CARLO PARA EVALUAR ESPECIFICACION DE
MODELOS

En este capitulo se presentan los resultados de un estudio Monte Carlo para evaluar la
especificacién de modelos.

7.1 Imtroduccidén

Con la intencién de evaluar el impacto de la variacién muestral sobre la metodologfa
de seleccién de modelos que se ha descrito en los capitulos anteriores, se decidié hacer
un estudio Monte Carlo. Un trabajo més reducido, pero con el mismo propdsito se
presenta en Gutiérrez-Pulido y et al. (2002). El estudio que aqui presentamos se
realizo de acuerdo a los siguientes puntos: ‘

1. Se propusieron densidades relativamente similares, para valores dados de sus
pardmetros. Estos modelos se muestran en la figura 7.1, y fueron los modelos
de los que se generaron muestras aleatorias, para ver si la metodologia es capaz
de detectar de qué modelo en particular se ha generé cada muestra..

2. Los intervalos iniciales para la media y la desviacién estdndar especificados, fueron
[560, 570] y [5, 10], respectivamente.

3. Se establecié muestreo aleatorio (n=35) y muestreo censurado tipo II, con dos
niveles de censuramiento ( r=25, 15). '

4. De cada modelo de la figura 7.1 se generan k (400) muestras para cada tipo-de
muestreo (en total 5 x k = H muestras por cada tipo de muestreo). Para cada
muestra, X}, se cdlculo la verosimilitud integrada para los cinco modelos:

FXn | M) i=1,2,..,5

considerando los dos tipos de distribuciones a priori que hemos propuesto en el trabajo.
El calculo de f(X4 | M;) se hizo con el método Monte Carlo con 3000 replicas.

5. Suponiendo una probabilidad a priori similar para cada modelo, Pr(M;) = 0.5,
se calculd la tabla de probabilidades posteriores, tanto totales como pareadas. Es
decir, para cada muestra X, se calculé la probabilidad posterior total para cada
modelo:

f(Xa|M;) Pr(M;)
3oy F(Xal M) Pr(M:)
y también las probabilidades posteriores considerando los modelos por pares:
f(Xs | M;)
FXn | Mi) + f(Xn | M)
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Figﬁra. 7.1: Densidades comparadas (en normal y lognormal se indica la desviacién
estandar).

6. Aunque se analizé el comportamiento de Pr(M;|X3) v Pr(M;; | X5). En este
§ trabajo sélo se presenta la media, D; y B; ; de estas probabilidades. Es decir, sélo
‘ reportamos:

H H
_ 1 s o1
Bi= g > Pr(M;Xn) ¥ Biy=3 > Pr(M;; | Xa)

En seguida presentamos los resultados para los dos tipos de distribuciones a priori y
para el caso completo y censurado.

7.2 A priori normal-gama

En la tabla 7.1 se muestran los resultados del estudio que hemos descrito antes, al
usar como a prior: una distribucién normal-gama. Las probabilidades promedio se
Pueden ver como la probabilidad de una decisién correcta. De un andlisis detallado
de los resultados de la tabla 7.1 se aprecia que la metodologia ve muy similares a los
mOdelos lognormal y normal simulados (como de hecho se puede corroborar en la figura

71). Esto pasa también para los modelos Weibull y valor extremo. La prueba tiende

3 elegir bien el modelo valor extremo al ser comparada contra lognormal y normal;’
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incluso hay mejor deteccién conforme aumenta la censura. Algo similar puede decirse
de la eleccién de la normal en relacién a Weibull y valor extremo. La discriminacion
en relacién a la exponencial y viceversa, es muy satisfactoria; independientemente de
la cesura. A lo anterior, hay una excepcién que se da en la pobre eleccién de valor
extremo al contrastarla con exponencial, cuando se tiene alto censuramiento.

. En los casos que hemos comparado, conforme aumento el censuramiento, aunque
en algunos casos hay una disminucién de la probabilidad posterior para llegar a la
eleccién correcta, esta diminucién no parece ser fuerte. Incluso se dan casos en los
que conforme se disminuyé censuramiento aumenté la probabilidad de una dec151on
correcta.

7.3 A priori uniforme

Utilizando una distribucién uniforme como a priori para hacer el estudio Monte Carlo
que se describi6 al inicio del presente capitulo, en la tabla 7.2 se muestran los resultados
obtemdos De donde se aprecia que sin censura los resultados son muy similares a
cuando se utilizé como a priori una normal-gama: es decir los modelos lognormal y
normal simulados son muy similares; esto también para los modelos Weibull y valor
extremo; ademds la prueba tiende a elegir bien el modelo valor extremo y Weibull al ser ‘
comparadas contra lognormal y normal. Sin embargo, contrariamente al caso normal- i
gama, conforme aumente el censuramiento la probabilidad de una decisién correcta W
disminuye, aunque en algunos casos se sigue manteniendo una tendencia satisfactoria a
tener una buena decisién. En general podrfamos decir que el censuramiento afecta mds » i
al poder de discriminacién de la metodologfa cuando se utiliza una a priori uniforme. - i

n=35 (a priori normal-gama) ' V
Datos de: r M My M M, Ms - i
Normal M, 35 0.5015 0.6424 0.6526 1.0 » i
25 0.4920 0.6743 0.6403 1.0 v
' 15 0.4903 0.7363 0.7202 1.0
Lognormal M, 35 0.5011 . 0.9100 0.8490 1.0
25 0.4872 0.6148 0.6003  0.9907 }
15 0.4889 0.5783 0.5871  0.9909 i
V.extremo Ms 35 |0.7217 0.7485 0.1360  0.8606
25 0.8782 0.8899 0.2948 0.6601
15 0.9039 0.9139 0.3472  0.4901
Weibull M, 35 0.7615 0.7771 0.5492 1.0 :
25 0.7357 0.7478 0.5191 0.9712 ~ i
15 0.7251 0.7380 0.5094 0.9320 |
Exponencial My 35 1.0 1.0 1.0 1.0 |
25 0.9986 0.9988 0.9981 0.9959 i
15 0.9943 0.9946 0.9898 0.9845 ‘
Tabla 7.1. Probabilidades pareadas promedio, P; ;. w
Por otro lado la probabilidad promedio de eleccién del modelo exponencial se.

mantiene alta aun en alto censuramiento. Por el contrario en la eleccién de los mod-
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elos lognormal y Weibull frente al modelo exponencial se ve afectado cuando hay alto

censuramiento.
n=35 | Modelo en competencia (a priori uniforme)
Datos de: r M, M, M3 M, Ms
Normal (M) 35 0.5002 0.7988 0.7871 1.0
25 0.4974 0.7415 0.6960 1.0
- . 15 0.4960 0.6736 0.6683  0.9461
Lognormal (M) 35 | 0.5022 0.8261 0.8413 1.0
» 25 | 0.4940 0.5759 0.6161  0.9829
15 | 0.4904 0.4816 0.4745 0.5961
V.extremo(Ms) 35 |0.7870 0.8072 0.5954  0.9906
25 10.8631 0.8742 0.6419  0.6702
_ 15 | 0.6280 0.6675 0.5371  0.9999
Weibull(M,) 35 |0.7687 0.7831 0.4262 1.0
1 25 |0.7067 0.7188 0.4229 0.9304
15 | 0.7645 0.7760 0.4977 - 0.3946
Exponencial(Ms) | 35 1.0 1.0 1.0 1.0
25 1.0 1.0 1.0 1.0
15 10.9900 0.9910 0.9824 0.9822
Tabla 7.2. Probabilidad posterior promedio, ; ;.

7.4 Conclusiones del Estudio

El estudio Monte Carlo nos permite sacar las siguientes conclusiones

e En términos generales en el problema analizado al utilizar una distribucién normal-
gama, como a priori, el nivel de censuramiento utilizado (mds del 50%) no tuvo
un efecto dréstico en el poder discriminatorio.de la metodologia. No es el caso de
una distribucién a priori uniforme, ya que en este caso el censuramiento afectéd
més el poder discriminatorio.

Cuando ninguno de los modelos propuestos es el correcto, la metodologia jerar-
quiza cudl de ellos estd mds cerca del modelo correcto. Esto queda en evidencia
en las tablas 7.1 y 7.2. Por ejemplo de la tabla 7.1 se aprecia que si con muestreo
aleatorio se generan datos del modelo normal, y se propone como modelo correcto
a cualquiera de los otros cuatro, entonces la metodologia sefiala que el que més se
le acerca es el lognormal con probabilidad 1 — 0.5015 = 0.498 5, seguido en forma
cercana, por valor extremo y Weibull, y en ltimo término y de forma muy lejana
el exponencial. Esto garantiza que en la préctica aunque no se tenga el modelo
correcto, la metodologia seleccionara el que méds se aproxime al verdadero. Por
lo tanto queda descartado, el que la metodologia concluya que ninguno de los
considerados es el verdadero, como ocurre en ocasiones con las pruebas de falta
de ajuste del enfoque clésico.
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e Aunque los modelos estudiados se pueden considerar relativamente similares, co-
mo es evidente en la figura 7.1, la metodologfa en general tendi6 a hacer una
seleccién adecuada. En los casos de modelos similares, la metodologfa practica-
mente ha declarado un empate, y cuando la diferencia es dréstica, précticamente
nunca se equivoca.

o Ademss la metodologia que hemos propuesto podria utilizarse para implementar,
en el contexto de confiabilidad, el procedimiento que se conoce como ponderacion
de modelos (Hoeting et al. 1999), en donde se promedia las distribuciones posteri-
ores de cada uno de los modelos considerados, ponderados por las probabilidades
posteriores del modelo:

Pr(¢|X) = > Pr(g | M;, X) Pr(M; |X)

donde g es la cantidad de interés sobre lo que se quiere hacer inferencias. Medi-
gan y Raftery (1994) sefialan que ponderar sobre todos los modelos como se indi-
ca, proporciona una mejor prediccién que cualquiera de los modelos individuales. La
desventaja de este enfoque, en todo caso, serfa la mayor complejidad de célculos y el
no tener un modelo de referencia especifico.
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CAPITULO 8
ELECCION DE TIEMPOS DE GARANTIA

Uno de los objetivos bdsicos de muchos de los estudios de confiabilidad es decidir
el tiempo o esquema de garantfa para un producto, sin embargo esto précticamente
no se aborda en la literatura cldsica de confiabilidad. Es comin que sélo se sugiera
implicitamente que el tiempo de garantia se fija con base en cuantiles bajos de la
distribucién del tiempo de vida, y se omite cualquier tipo de consideraciones econémicas
para esta eleccién. El objetivo del presente capitulo es abordar el problema de decidir el
tiempo de garant{a considerando los modelos normal, lognormal, valor extremo, Weibull
y exponencial; y una funcién de utilidad que incorpore las diferentes consideraciones
econémicas y de mercadotecnia de la decisién. ‘

8.1 Imtroduccién

Un aspecto que es cada dia més relevante en un mercado globalizado de productos es
Ja eleccién adecuada del tiempo y esquema de garantia (o fecha de caducidad) de un
producto, ya que esto por si mismo habla de la calidad y confiabilidad del producto,
y muchas de las veces es una especie de carta de presentacién que ayuda a comunicar
caracteristicas del producto y a reforzar las estrategias de mercadotecnia para ampliar
la penetracién del producto en el mercado (Padmanabhan, 1996; Kelley, 1996). Por
ejemplo, en un estudio de The Federal Trade Commission(1985), de EU, encontré que
el 75% de los consumidores encuestados estaba dispuesto a pagar una cantidad extra
por productos con mejores esquemas de garantia. Por el contrario, si el perfodo de
garantia es pequefio esto podrd tener un efecto negativo en la eleccién del consumidor
(Kelley, 1996; Emons, 1989) y ademds los competidores podrdn utilizarlo como una
herramienta comparativa. Sin embargo, si la fijacién del periodo de garantia no se
basa en la verdadera calidad y confiabilidad del producto, se puede incurrir en serios
problemas, ya que si una gran cantidad de productos fallan antes del perfodo de garantia
los consumidores van a sentirse insatisfechos y la empresa tendrd que sufragar gastos
~ adicionales para cumplir con tal garantfa. En Blischke (1996), aplicando procesos de
renovacion, se hace un anilisis de los costos que implica cumplir con la garantia, y
hace estimaciones que pueden ir desde un pequefio porcentaje del precio original del
producto hasta porcentajes del orden del 50%. En otras palabras, cuando el productor
fije el precio de venta del producto, debe considerar entre los costos del producto el costo
por cumplir con la garantfa. Por ejemplo, sélo para dar una cifra, en 1995 se “llam¢”
en Estados Unidos a 17.8 millones de vehiculos dentro del perfodo de garantia debido a
defectos de tales unidades (Inman y Gonsalvez, 1998), esto evidentemente generd costos
de corto plazo para los fabricantes por las reparaciones y reemplazos, pero las dudas
e insatisfaccién ocasionada a los propietarios de los automéviles podrian ocasionar
pérdidas de ventas futuras.

En el caso de productos cuyo tiempo de garantia se fija més bien en términos de
una fecha de caducidad o fecha de consumo preferente, también es critica su eleccién.
Cuando ese periodo es largo eso ayudard a generar confianza al consumidor y a que
al estar el producto més dias en los anaqueles de los supermercados se incremente la
probabilidad de que un cliente se lleve el producto. El asunto de la fecha de caducidad
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o garantia se vuelve critico en algunas ramas industriales como las alimenticias o far-
macéuticas, ya que el consumidor podrfa demandar una compensacién (Crane, 2000).
Por lo anterior, la fijacién del perfodo de garantia es un problema de confiabilidad, pero
también es una decisién que tiene que ver con asuntos de mercadotecnia, costos, leyes,
etcétera.

' En la literatura clésica de confiabilidad el problema de seleccionar un tiempo
de garantfa practicamente no se aborda, ver por ejemplo Lawless(1982), Nelson (1982),
Ansell y Phillips (1994) y Meeker y Escobar (1998). A lo que se limitan es sefialar,
las més de las veces en forma implicita, que el tiempo de garantia se fija con base
en cuantiles bajos de la distribucién del tiempo de vida, sin embargo nunca se sefiala,
cudl cuantil es el adecuado y qué tipo de consideraciones econémicas 0 de mercado
se deben hacer. Esto, a pesar de que se establece que el tiempo de garantfa juega
un papel importante en muchos estudios de confiabilidad. Por ejemplo, en Meeker y
Escobar (1998, pag. 2), se sefiala algunas razones para realizar estudios de confiabilidad,
entre las cualesnos interesa destacar dos: “Assesing characteristics of materials over a
warranty period...” y “Predicting product warranty cost”. De lo anterior, se concluye
que existe un vacio importante en la literatura clésica de confiabilidad en cuanto a la
forma que se aborda el problema de la eleccién del periodo de garantia.

En la literatura estadistica, varios trabajos han sido orientado a aprovechar las
bases de datos de las empresas en cuanto a reclamaciones por tiempos de garantia
para estimar el ntimero esperado de reclamaciones de garantfa de las unidades en uso,
asi como los costos asociados (ver por ejemplo, Kalbfleisch et al. 1991; Rao, 1995;

Kim y Rao, 2000). En este tipo de trabajos no se cuestiona la forma en la que se-

ha seleccionado €l periodo de garantia, mas bien se estudian las consecuencias de esa
eleccién. También se ha propuesto el uso de estos datos junto con la informacién de las
unidades que no han fallado para estimar la distribucién del tiempo de vida, ver por
ejemplo Suzuki (19852, b) y Lawless(1998).

En Inman y Gonsalvez (1998) se sustenta desde el punto de vista econémico la
necesidad de desarrollar un programa de pruebas después de que un nuevo modelo de
carro ha sido lanzado, apoydndose en el desempetio de éstas unidades en ciertos clientes
mayoristas claves como empresas de mensajerfa, por ejemplo. Todo esto como una es-
trategia para mejorar la calidad y confiabilidad de esos disefios, y asi reducir los altos
costos de garantfa. Este articulo, y otros como Allen (2001) reflejan que para ciertos
productos ya hay politicas y reglas de mercado que obligan a los productores a fijar
ciertos perfodos de garantia, lo que ocasiona en el futuro, sin preverlos con precisién,
altos costos para cumplirlos. Lo ideal serfa decidir en forma éptima la garantfa, con-
siderando todos los factores, y prever de antemano los costos asociados a esa decisién,
para de esa manera enfocar programas de mejora de la calidad y confiabilidad de los
productos para reducir esos costos.

En este sentido el estudio del tiempo garantia ha sido abordado desde muchas
perspectivas. Por ejemplo en Blischke y Myrthy-Eds (1996), se analiza la garantia de
un producto desde diferentes perspectivas: legales, costos, mercadotecnia, sociales, ad-
ministracién, y de disefio e ingenierfa. Por ejemplo Menezes y Currim (1992) proponen
determinar el tiempo de garantia y costo de un producto, optimizando una funcién de
demanda (loglineal) que depende de doce variables: precio del producto, el tiempo de
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garantfa, la publicidad, los puntos de venta, la confiabilidad del producto, y caracteris-
ticas distintivas del producto; y éstas mismas variables pero medidas en el producto
de la competencia. Sin embargo este modelo requiere tanta informacién previa, que
en la practica dificilmente son aplicables para tomar una decisién oportuna. De hecho
el ejemplo que se presenta en el trabajo citado antes, ademés de dar por conocidos
aspectos como la distribucién del tiempo de vida del producto, termina decidiendo el
tiempo de garantfa y precio con base en un modelo que tiene un coeficiente de deter-
minaciér de 0.57. Por lo tanto la calidad de la estimacién deja mucho que desear. Asi,
no obstante que hay diferentes enfoques para diseniar el esquema de garantfa para un
producto, no existe una teorfa completa, unificada y préctica al respecto (Marcellus y
Pirojboot, 1996). Entonces los estudios que sobre el tema existen abordan los esquemas
de garantfa desde diferentes perspectivas, aportando la informacién de ese enfoque para
evaluar o tomar una decision.

En este contexto, nuestro objetivo es abordar la eleccién del tiempo de garantia

del productd desde la perspectiva de la estadistica Bayesiaria, con la idea de decidir el

tiempo de garantia a partir de una buena estimacion del tiempo de vida del producto y
a partir de una funcién de utilidad que incorpore diferentes consideraciones de costos,
mercadotecnia y calidad (satisfaccién del cliente). Como lo veremos mds adelante,
los trabajos de Singpurwalla y Wilson (1993, 1998) estdn orientados en un sentido
relativamente similar al que proponemos, pero utilizan una funcién de utilidad que
considera pocos aspectos relacionados con la decisién, y el modelo de tiempo de vida que
usan est4 indexado por dos escalas (uso y tiempo). Por ello, nuestra idea serfa proponer
una funcién de utilidad que incluya consideraciones adicionales para una buena decisién
y considerar los modelos de tiempo de vida més usuales en confiabilidad.

En suma, el objetivo del presente capitulo es abordar el problema de decidir el
perfodo de garantia para un producto y proponer un esquema de decisién 6ptima basado

en métodos Bayesianos para los modelos normal, lognormal, valor extremo, Weibull y
exponencial. Para ello en la seccién 8.2 establecemos la funcién de utilidad, en la 8.3
el calculo de la utilidad esperada para los diferentes modelos, y en la seccién 8.4 se
presenta un ejemplo.

8.2 Funcién de Utilidad

Decidir el tiempo o esquema de garantfa, tg, de un producto es una decisién, que
deseamos soportar en un esquema coherente de toma de decisiones de tipo cuantitativo.
Por ello de acuerdo a lo expuesto al final del capitulo 2, esta decisién se fundamenta
en una funcién de utilidad u : A x © — R. La decisién es un tiempo de garantia,
a=t, € A= Rt yla realidad desconocida la representa el tiempo de vida del
producto, w = t € @ = R*. Ademss las creencias actuales acerca de los posibles
estados de la realidad es 16gico que lo represente la densidad posterior predictiva, por
lo tanto, p(w) = f(¢|X). De esta manera, de acuerdo a la ecuacién (2.7), la eleccién

6ptima del tiempo de garantia ¢, es el que maximiza la utilidad esperada:

w(t,) = Eult,t,)] = /0 " wlt, ) (1K) dt. (8.1)
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De aquf que para poder tomar esta decisién, necesitamos obtener f(t|X) para
los diferentes modelos considerados en este estudio, aspecto que abordaremos en la
siguiente seccién. Ademds es necesario definir una funcién de utilidad u(tg,t) que
refleje las diferentes consecuencias de tomar la decisién, t,. Esto es lo que haremos en
esta seccién.

' De acuerdo a lo dicho en la primera seccién de este capitulo, proponemos que la
funcién de utilidad tome en cuenta tres aspectos fundamentales:

i) Los beneficios econémicos de un cierto tiempo de garantia, b(t;). En este rubro
consideraremos los beneficios en mercadotecnia, imagen, probabilidad de venta,
etcétera.

ii) El costo directo en la que incurre el fabricante, r(¢,%,), cuando el producto falla
(al tiempo t) dentro del petfodo de garantia; por lo tanto aqui se debe incluir el
costo direqto por cumplir con tal garantia.

iii) El costo de insatisfaccién del cliente debido a que el producto falla (al tiempo t)
dentro del perfodo de garantfa, I(¢,t,). Este es un costo indirecto que debe reflejar
el efecto de un cliente insatisfecho sobre la imagen o prestigio de la empresa.

De acuerdo a estos tres puntos, que estén en las mismas unidades, la funcién de utilidad
estard dada por '

u(ty, t) = b(ty) — r(t,ty) — I(t,1g) (8.2) _

A continuacién propondremos cémo definir cada uno de estos componentes de
la funcién de utilidad

Beneficio, b(t,). Decfamos en la primera seccién de este capitulo que entre mayor sea
el periodo de garantia mds es el beneficio, sin embargo es poco realista suponer una
funcién de beneficio creciente y no acotada como se propone en Singpurwalla y Wilson
(1998), quienes proponen una funcién logaritmo. Ya que dar un perfodo de garantia
mucho mayor al de los competidores es probable que ya no traiga un beneficio real
e incluso puede causar duda o suspicacia de parte del cliente. Ademéds a mayor sea
el perfodo de garantia mayores serdn los costos asociados a su cumplimiento. Por
lo anterior resulta més adecuada una funcién de beneficio por este concepto que sea
creciente, pero que esté acotada. Una funcién que cumple con las caracteristicas senalas
antes es la siguiente:

b(t,) = Ag[l — e~1%] (8.3)

que es una funcién creciente, cuya rapidez de crecimiento es proporcional a la constante
A;; ademss est4 acotada asintéticamente por la linea recta h(t,) = A,. Las constantes
A; y Ay deben ser especificadas por el productor en funcién de los beneficios que
se esperan por tener ciertos perfodos de garantia. Para hacer ello, se puede pensar
en las ganancias por vender cierta cantidad de productos, resultado de considerar el
precio de ventas menos el costo del mismo (Singpurwalla y Wilson, 1993), o también a
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partir de hacer consideraciones para un sélo producto pensando en su precio de venta
(Singpurwalla y Wilson, 1998). Nosotros vamos a trabajar por ésta tltima estrategia.

De esta manera para especificar A; y A, proponemos considerar los siguientes
aspectos: el precio de venta del producto, p, y un tiempo de garantia estdndar ¢, en el
que a priori se esperaria continuar con el nivel de utilidad actual (p,); este tiempo puede
obtenerse a partir de tiempos de garantia para productos similares ya sea del mismo
productor o de los competidores. Ademés especificar un tiempo de garantia mayor al
estdndar, t., con el cual se esperarfa generard un ventaja competitiva, y con ello un
cierto incremento proporcional en las ventas, I,,, y con ello en la utilidad. Entonces la
eleccién de A, debe ser igual al beneficio esperado con este incremento en ventas, en
otras palabras:

Ay =p,(1+1,) (8.4)
La eleccién de A; debe ser tal que h(te) = p, cuando Az = p,(1 + 1), . esto es

po(1+ 1)1 — e'Alte] = Dy

despejando de aqufi A;, obtenemos

1+ 1,
Ay =tlog <——3> (8.5)
L
Otra funcién que tiene caracteristicas similares a las que tiene la funcién de
beneficio propuesta, es la tangente hiperbdlica, y bajo ciertas condiciones puede dar
una mayor flexibilidad en la especificacién de la funcién beneficio.

Costo por cumplir garantia 7(¢,%,). En este rubro se debe incluir el costo directo en
el que incurre el fabricante cuando el producto falla dentro del periodo de garantia.
Para ello es necesario considerar los tres planes tipicos de garantia (Menezes y Currim,
1992): ' ‘

e Reemplazo. Bajo este esquema, sin costo para el consumidor, el fabricante reem-
plaza el producto que falla dentro del perfodo de garantia, por uno nuevo. El
nuevo producto es garantizado sélo por el perfodo original de la garantia. Este
esquema de garantia es muy usual para productos pequenos, que son durables,
pero que no son demasiado costosos; y generalmente se aplica a partes o compo-
nentes de productos. Por ejemplo partes de carros. Este tipo de garantia también
se le conoce como “libre de fallas”, “garantia estdndar”, “garantfa completa”,
en Blischke (1996) se hace un anélisis més extenso de esta forma de garantia.

e Reparacion. En este esquema el producto que falla dentro del periodo de garantia
es reparado, sin costo para el consumidor. Esta forma de garantia es usual en
productos complejos y durables, como carros, refrigeradores, etc.

e Inversamente proporcional al uso. Bajo este esquema, si un producto falla dentro
del periodo de garantia, la empresa le da al consumidor un reembolso o un crédito
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para una nueva compra, que es proporcional al valor de la porcién no usada de
la garantfa. En otras palabras, la garantfa (reembolso, crédito para una nueva
compra) es inversamente proporcional al tiempo de uso. Esta forma de garantia
es utilizada para productos que fallan por su desgaste de uso y que no es factible
repararlos, por lo que deben ser reemplazados por un producto nuevo. Por ejemplo
baterfas y llantas para automdviles.

De acuerdo a lo anterior, si el producto falla dentro de la garantia, proponemos
que el costo en el que incurre la empresa esté dado por la siguiente funcién
r(t,t,) = Ag(1— %) (8.6)
9
donde Ast/t, es el factor de cargo al cliente por uso, y que ayudard a definir un esquems,
de garantfa del tipo inversamente proporcional al uso. De esa manera si se tiene un
esquema de garantia de reemplazo o reparacién, entonces A; = 0. Adem4s la constante
A, debe ser igual al costo directo en el que incurre el fabricante por reparar o reemplazar
el producto. Esta forma de definir este componente de la funcién de utilidad es més
general que el propuesto en Menzefricke (1992) y en Singpurwalla y Wilson (1998), ya
que ellos sélo consideran el esquema de garantfa inversamente proporcional al uso.

Costo de insatisfaccién I(¢,¢,). En este otro componente de la funcién de utilidad no
considerado en Menzefricke (1992) y Singpurwalla y Wilson (1998), incluiremos el costo
para el productor (costo indirecto) debido a que el producto falla (al tiempo ¢) dentro
del perfodo de garantia. O sea este es el costo de insatisfaccién del cliente debido a que
el producto falla dentro del perfodo de garantfa (Patankar y Mitra, 1996). El cliente
no espera que el producto funcione para siempre, pero sf tiene ciertas expectativas que
son reforzadas o incrementadas por un tiempo de garantfa largo, por lo que si el pro-
ducto falla relativamente répido después de la compra, la insatisfaccién del consumidor
podria ser significativa (Kelley, 1996). Aunque la garantia minimize o atente tal insat-
isfaccién, cualquier reclamo de una garantia genera costo para el consumidor que no
~ son cubiertos por la garantia (tiempo, desplazamientos, la interrupcién en el uso del
producto, frustracién por no cumplimento de expectativa, etcétera). Por ello es nece-
sario tomar en cuenta esta insatisfaccién en la funcién de utilidad. De tal manera que
esta funcién penalice garantias largas si es que no estédn respaldadas por la confiabili-
dad del producto. Porque es ampliamente reconocido ahora que un cliente insatisfecho
afecta la imagen o prestigio de la empresa y eso repercute negativamente en las ventas
futuras. Por ejemplo Deming (1989, pag. 94) cita un trabajo realizado en la industria
automotriz, en el que se afirma que un propietario satisfecho de un carro vale més que
10 folletos publicitarios, ya que éste regresa sin publicidad, es probable que comunique
Su satisfaccién a ocho personas en promedio, e incluso puede que traiga a un amigo.

n fembargo si estd insatisfecho e irritado le contard sus problemas a un promedio de
dieciséis personas. Obviamente la insatisfaccién del cliente serd mayor en cuanto més
bronto falle ] producto, ya que aunque la falla sea cubierta por la garantia, la falla
causa molestias. Por ello proponemos que este costo indirecto se cuantifique mediante
W2 funcién como Ia siguiente:
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I(t,t,) = As(1 — ti). BN Y

La especificacién de As se puede hacer a partir de considerar el costo del méximo
nivel de insatisfaccién, que se darfa si el producto falla en forma muy temprana (¢
cercano a cero). Como es diffcil cuantificar esto, proponemos que se asigne como una
proporcién, g;, de la utilidad de la venta del producto, por lo tanto

As = qi X po. (8.8)

Con base en las consideraciones anteriores, sustituyendo las expresiones (8.3),

(8.6) y (8.7) en la funcién de utilidad (8.2), entonces la funcién de utilidad que pro-
ponemos estd definida de la siguiente manera: :

Ag[l — 6_A1t9] — A4(1 — Ati_t) — A5(1 — %) sit< lg
u(t, ty) = (8.9)
Ao[l — e~ Mts] sit >t -

Hemos sumado los diferentes componentes de la funcién de utilidad debido a que
todos sus componentes estsn definidos en costos monetarios. Como es evidente si se
revisa la forma en que hemos recomendado especificar las constantes A; (j =1,---,5).

 Sustituyendo (8.9) en (8.1), la utilidad esperada estd dada por »

wH(t) = Blultty)) = /0 ’ [Ag(l—e_Altg)—A4(1—i47£—t —As(l—ti) F(£]X) dt

9
+ / Apl — e~ £(|X) di
tg ' .
Como
tg - o)
[ - et sy ane [l - e IR de = Aall - e
0 ’ tg
entonces la utilidad esperada toma la forma siguiente
. Aot K Ast ¢
w(t) = Blufe 1) = Aft -] = [ aul1= 5E) 4 a1 o) s ix)a

0 Yy g
' (8.10)

por lo tanto, la decisién éptima para el tiempo de garantia, ty, estd dada por el £, que
maximice la utilidad esperada, es decir,

K Ast t
5= TP 41— e ete] / A1 =28+ 4500- ) ) f(E1X) e
tg 0 ‘ tg tg
(8.11)
Como en los mis de los casos las expresiones anteriores no tienen solucién analitica, en-

tonces sers necesario calcularla por métodos numéricos o bien por simulacién. Nosotros
optaremos por ésta iltima alternativa.
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8.3 Cdlculo de Utilidad Esperada

En la seccién anterior establecimos, que el tiempo éptimo de garantia resultaba de
maximizar la utilidad esperada (8.10, 8.11). Para ello es necesario conocer la densidad
posterior predictiva. En esta seccién veremos la forma de calcular la utilidad esperada
para diferentes modelos, y con base en eso obtener el tiempo 6ptimo de garantia. Lo
haremos para los diferentes modelos estadisticos que se consideraron en el capitulo 4,
junto con los-dos tipos de distribuciones a priori (normal-gama y uniforme) que se
discutieron en el capitulo 5. Para el tnico modelo que existen expresiones analiticas
para la pérdida esperada es para el exponencial, y para el resto recurriremos a un
método por simulacién.

Modelo Exponencial (a priori gama). En la seccidn 4.1 establecimos generalidades del -
modelo exponencial: su densidad (4.14), la verosimilitud para muestreo aleatorio (4.15)

y muestreo bajo censura (4.16). También obtuvimos la densidad posterior predictiva al ‘
utilizar a priori gama (4.25). Con estos elementos estamos en posibilidades de formular y
el siguiente resultado.

Teorema 8.1 La utilidad esperada (8.10) para el modelo exponencial estd dada por:

a) Con a priori gama y muestreo sin censura:

WHt) = As(l— e ite) — (A + As) (1 _ (vs(fﬁ ;; ?:;:;) + (8.12)

(A4A3 + AS) ,Y,Us—as—n _ tg ('US — _‘_tg)—as—n . v5—n—a5+1 . (,05 — < tg)—'n,—‘ozs-l—l
tg as+n (—14+n+as)(n+ as)

Y72
con vs = y .1 T; + 5 — ny.
b) Con @ priori gama y muestreo censurado:

wlty) = Ap(l—e %) = (As+ 45) (1 - (Ps( 5 z)f;;+> + (813)

(A4A3 + AS) 7p5_ga5_n - 2‘:g (Ps -7+ tg)_as_n ps-T—C!s-H —_ (ps —y+ tg)—?"—as-{-l‘
tg as+ T (—1+7+05) (r+as)

conps = ., & + (n—71)Te+ PG5 —n7.

Para encontrar en (8.12) o (8.13), el valor de t; que maximiza la utilidad, se
aplica algin método numérico convencional, por ejemplo el método de interpolacién
polinomial de Brent (ver Brent, 1973), y que es en el que se basa el procedimiento : “
optimize del sistema computacional S-Plus 2000. También puede usarse el método ‘
cuasi-Newton (ver Dennis y Mei 1979) que viene implementado en la funcién nlmin de
S-Plus 2000.

Dada la utilidad esperada (8.1), y de acuerdo a (Robert y Casella,1999, pag.
75), el célculo de ésta por simulacién Monte Carlo estard dada por >

78




- -, 1 &
w(to) = 37 > ult], t) (8.14)

j=1
donde {t}; j=1,---,M*} es una muestra de la densidad posterior predictiva f(¢ 1X).
De esta manera para decidir el tiempo éptimo de garantfa se evaluard (8.14) para un
rango amplio de posibles valores del tiempo de garantfa t,, y se seleccionard el que
maximice la utilidad. De acuerdo a lo anterior lo que se requiere es ver la forma de
generar una muestra aleatoria de ¢} de la densidad f(¢|X). A continuacién vamos a
explicar cémo hacer esto para los modelos normal y lognormal, suponiendo muestreo

completo y a priori normal-gama.

Modelo Normal y Lognormal (muestreo sin censura y a priort normal-gama). En el teo- -

rema 4.3 vimos que bajo muestreo sin censura y a priort normal-gama(as, B, m1, k1),
la densidad posterior predictiva para el modelo normal fi(t{X), (4.23), es una den-
sidad ¢-Student(m, I, 21 + n), con los siguientes pardmetros: localizacion (media)

_ . = 32 -1 -+ :
my = BTatEs ”;_‘_"I;?””, precisién [; = [%nkl% + 6, + %&} gﬂac—?%z%gﬁl‘z Y 204 +n gra-

dos de libertad. Adem4s sabemos, (ver Bernardo y Smith, 1994, pag. 123), que si y se
distribuye t—Student(u, A, @), entonces z = A\/2(y— p) se distribuye ¢-Student estdndar
(0,1, ). Es precisamente la distribucién ¢-Student estdndar la que viene incluida en la
mayorfa de los programas estadisticos computacionales. Por lo anterior para obtener
una muestra de ¢ de f1(¢|X), se aplican los siguientes pasos:

1. Obtener z de una ¢-Student estdndar con 2c; + n grados de libertad

2. Calculart® =1, 1 2 y+my; entonces de acuerdo a lo que hemos dicho ¢ se distribuye
de acuerdo a la densidad posterior predictiva f;(t|X) del modelo normal.

3. Se répite los pasos anterior M* veces, y con los ¢} obtenidos se evaluara (8.14) para
un rango amplio de posibles valores del tiempo de garantia tg, y se seleccionard
el que maximice la utilidad.

Respecto al modelo lognormal, en el inciso (b) del teorema 4.3, vimos que bajo
muestreo completo y a priori normal-gama(as, 8y, M, ky), la densidad posterior predic-
tiva para el modelo lognormal f»(t |X), (4.24), es una densidad logt-Student(my, I, 2+

n), con los siguientes pardmetros: localizacién (media) my; = koma#nBa, precision
— \2 -1

— | & —Zn . 1 <

| = [;nkz (mzzf; + B, + ’—‘ﬂ ———J———(”&ng _:1“;’“2) y 20z + n grados de libertad. Ademds

sabemos que si w se distribuye logt-Student(u;, Ar, o), entonces la variable log(w) se
distribuye t-Student(y;, A, o¢). De esta manera, y recurriendo a la ¢—Student estdn-
dar,para obtener una muestra de ¢ de fa(t |X), se aplican los siguientes pasos:

1. Obtener z de una #-Student estdndar con 2cy + n grados de libertad

2. Calcular t* = exp ll_l/ %22+ my); entonces de acuerdo a lo que hemos dicho ¢*

se distribuye de acuerdo a la densidad posterior predictiva fa(2 |X) del modelo

lognormal.
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3. Serepite los pasos anterior M* veces, y con los tF obtenidos se evaluard (8.14) para
un rango amplio de posibles valores del tiempo de garantia ty, y se seleccionard
el que maximice la utilidad.

Sampling-importance-resampling (obtencién por simulacién de la predictiva). De los
modelos que establecimos en el capitulo 4, en las subsecciones anteriores hemos visto
c6mo obtener la utilidad esperada para el modelo exponencial con a priort gama y
bajo ambos tipos de muestreo (completo y censurado), y para los modelos normal
y lognormal con muestreo completo y a prioré normal-gama. Para todos los casos
restantes no existe una forma analitica para la densidad posterior predictiva f(t[X),
y en consecuencia tampoco para la utilidad esperada. Por ello para decidir el tiempo
de garantia serd necesario obtener por simulacién una muestra de la densidad posterior
predictiva, esto lo vamos a hacer con la técnica de simulacién conocida como Sampling- -
importance-resampling (ver Bernardo y Smith, 1994, pag. 350). Esta técnica se basa en
el siguiente resultado, conocido como método de Aceptacion-Rechazo( Accept-Reject).

Teorema 8.2 Sean g(z) y h(y) densidades, a la primera la llamaremos densidad
instrumental y la sequnda densidad objetivo. Si existe una constante M tal que h(z) <
Mg(z) en todo el soporte de h; entonces se puede generar h a partir de g con el siguiente
algoritmo:

1. Generar X ~g v U ~u(0,1);

— ; h(X) .
2. AceptarY =X siU < oK)

3. Regrese a 1 en otro caso.

Entonces la distribucién de Y es h. La demostracién de este teorema es muy sencilla,
parte de ver que Pr(Y < y) =Pr (X <y ‘U < %%%) , v se puede consultar en (Robert
y Casella, 1999, pag. 49). ’
Si en el anterior teorema, hacemos la densidad objetivo h igual a la densidad
posterior: h(8 |X) = L(X |0) 7(0), a la densidad instrumental g igual a la distribucién

a priort w(8), y a M = L (X [5) , donde 6 maximiza la funcién de verosimilitud.

Entonces se sigue de manera directa que

h(61X) = L(X|0) 7(6) <L (X ]5) (8) =M~ (6) (8.15)

Con esto tenemos una forma de generar la distribucién posterior con base a la a priori.
En particular de (8.15), se aprecia que la forma de aceptar en el paso 2 del algoritmo
que es parte del teorema anterior, es con

AOIX) _ LXIO)TO) _ pxig) .10 0

VS T (x/8) =(6)

donde R(X|0) es la funcién de verosimilitud relativa, que en general bajo el modelo i
M;-estd definida de la siguiente manera
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donde 8 maximiza la funcién de verosimilitud.

Con estos elementos, estamos en posibilidades de describir un método muy usu-
al para generar muestras aleatorias de la densidad posterior, 7(6|X), o de la densi-
dad posterior predictiva f(y|X). Este método de muestreo se conoce como Sampling-
importance-resampling. Que aunque es mds general, adaptdndolo a nuestras necesi-
dades, consiste en los siguientes pasos (ver Bernardo y Smith, 1994, pag. 350):

a) Generar una muestra aleatoria 6,, ¢ = 1,..., M, de la priori (@) (ver algoritmo B1

y B2 del apéndice de cémputo).

b) Retener el i-ésimo valor de la muestra, 8,, con probabilidad R(X | 8,). Esto se
hace generando una realizacién aleatoria, U,, de una distribucién uniforme(0, 1),
y retener 8, si U, < R(X | 9,).

c) De acuerdo al teorema 8.2, los valores retenidos de la muestra, 67, ...,0%.. (M* <
M), es una muestra aleatoria de la densidad posterior 7(6]X).

d) Para cada 6] se genera una t; directamente del modelo f(¢ | 67), entonces 3,

"~ con j=1,..., M*, es en realidad una muestra de la densidad posterior predictiva

f(t|X) (ver Smith y Robert, 1993). Nétese que dados valores de los pardametros

6} es muy sencillo generar t} de los modelos que hemos considerado f(¢ | 63)
(normal, lognormal, valor extremo, Weibull y exponencial).

Con los t; obtenidos se evalia la utilidad esperada (8.14) para un rango amplio de
posibles valores del tiempo de garantia t4, y se seleccionard el que maximice la utilidad
esperada. Obviamente este proceso de optimizacién de (8.14), con los ¢} obtenidos,

puede hacerse directamente con un método numérico de optimizacién como los que se -

citaron al final del teorema 8.1.

8.4 Ejemplo

En esta seccién presentaremos un ejemplo completo de especificacién del tiempo de
garantfa, suponiendo una funcién de pérdida como la de (8.9).

Planteamiento del Problema e Informacién Inicial. A partir de datos parciales propor-
cionados por un fabricante de un componente automotriz (balatas) se ha completado los
datos de este ejemplo. También se van a especificar los valores necesarios para definir
los pardmetros de la funcién de pérdida (ver seccién 8.2)

El producto consiste en un juego de balatas (un par), y tiene un precio de venta
de 900 pesos (p, = 900). Usualmente se ha venido dando una garantfa de diez mil

kilémetros bajo condiciones de uso normal (¢, = 10). Aunque esto es una garantia

estandar en el mercado, el fabricante tiene interés en aumentar el tiempo de garantia,
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y ha evaluado que si ésta se eleva a 13 mil kilémetros (£, = 13), podria aumentar sus
ventas un 10% (I, = 0.1). Con estos elementos, estamos en posibilidades de especificar - -
las constantes A; y Ay de la funcién de utilidad. De acuerdo a (8.5):

A = t7llog (——1 _; I”)

v

B | 1 1401
= 1
= 0.23979 : !

Considerando (8.4): ‘

AZ = pv(]- + Ic)
900(1 + 0.1)
990.0

Por otro lado, la forma de garantia que se suele utilizar es el de esquema de
reemplazo, es decir, el fabricante reemplaza el producto que falla dentro del perfodo
de garantia, por uno nuevo. De aqui que el costo de reemplazo es igual al costo de
produccién de 750. Por lo tanto, A3 =0 y A4 = 750.

Respecto al costo de imagen méximo por una falla dentro del perfodo de garantia
se decide establecer igual al 12% del precio de venta (g; = 0.12), por ello, de acuerdo a
(8.8):

As = ¢ XDy
0.12 x 900
108

Con informacién parcial se simularon los datos de la tabla 8.1. La informacién
estd en miles de kilémetros, los nimeros con asterisco significa que fueron censurados i
a ese tiempo. Los datos se simularon de un modelo Weibull, con censura aleatoria , i
independiente de los pardmetros Weibull. gt

9.2, 10.4, 11.2* 12.1, 12.1* 12.7% 12.7* 13.1% 13.2, 13.2* M{
14.4, 14.5*%, 14.7*%, 14.9* 15.1, 15.3, 15.5% 15.6, 16.1*, 16.4, . [
16.4*%,16.5%, 17.0* 17.1, 17.4* 17.5, 17.6* 18.0, 18.1*%, 18.2,
18.5%, 18.7*, 19.9%, 19.9, 20.1, 20.3, 20.7*, 23.2, 25.1%, 26.1* ‘
Tabla 8.1. Datos en miles de kilémetros para duracién de balatas. ;ijz 1

]

Partiendo de que el fabricante espera un tiempo medio de vida del producto entre
[18,24], y la desviacién estdndar entre [2.5, 6.5]. Con base en esto, y aplicando los resul- |
tados de la tabla 5.2 se obtienen los valores de los hiperparametros de las distribuciones |
a priore uniforme para los pardmetros de los diferentes modelos. Dando una proba-
bilidad a priori similar para los cinco modelos y obteniendo por simulacién Monte fi
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Carlo la verosimilitud integrada, obtenemos las siguientes probabilidades posteriores

para cada modelo: Pr(M; |X) = 0.3658, Pr(M; [X) = 0.2103, Pr(M; |X) = 0.04991, -

Pr(M4|X) = 0.3739 y Pr(Ms|X) = 0. Por lo tanto los dos modelos con mayores méri-

tos son el Weibull, seguido del normal y lognormal. Si se utiliza como a priori una

distribucién normal-gama, las probabilidades posteriores son: Pr(M;|X) = 0.5129,

Pr(M2|X) = 0.0804, Pr(M;|X) = 0.0507, Pr(M, |X) = 0.3560 y Pr(Ms|X) = 0. Por

lo tanto con esta opcién los dos modelos con mayores probab1hdades posteriores son el ' 333

normal y el Weibull. .
Con base a lo anterior, haremos la eleccién del tiempo de garantia para las i

balatas considerando dos modelos: Weibull y normal. Esto ayudard a tomar una mejor

decisién.

Seleccién 6ptima del tiempo de garantia (modelo Weibull). Utilizando un modelo
Weibull para el tiempo de vida y a partir de la informacién de la subseccién ante-
rior, estamos en posibilidades de aplicar el método Sampling-importance-resampling,
para con base en él obtener una muestra de la distribucién posterior predictiva, y a asi
poder calcular la utilidad esperada (8.14).

Percentil Prediccién

0 2.344
1 8.303
5 12.150
10 14.525
15 15.801
20 16.889
25 17.751
30 18.448

Tabla 8.2. Percentiles de la predictiva para modelo Weibull (a priori normal-gama).

A priori normal-gama. Utilizando una a priori normal-gama para los pardmet-
ros del modelo Weibull, y aplicando el algoritmo Sampling-importance-resampling con |
M = 6500 replicas, se obtuvo una muestra de tamano 1657 de la distribucién posterior ‘
predictiva que se muestra en el histograma de la figura 8.1. De donde se puede apreciar
claramente el tiempo de vida (en miles de kilémetros) del producto. Algunos percentiles ' i
claves de esta densidad se muestra en la tabla 8.2, que fueron obtenidos a partir de la 131‘
muestra y utilizando la funcién quantile del sistema S-Plus. i
En la figura 8.2 se aprecia la utilidad esperada, el tiempo de garantfa que max-

imiza, ésta funcién es t; = 12.627 miles de kilémetros, que précticamente corresponde |
al percentil 5.5 de la distribucién posterior predictiva. La funcién de utilidad evaluada 1
en este punto es igual a 899.13, que seria la utilidad esperada méxima Ademds en la
figura 8.2, se puede apreciar que sélo en un rango pequefio alrededor de t, = 12.627, se
esperaria utilidades similares, por lo tanto de acuerdo a esto el tiempo de garantia por - ’
el que finalmente se opte debe ser muy cercano a este valor. :
A priori uniforme. Utilizando una distribucién uniforme para los pardmetros del ‘
modelo Weibull, y aplicando el algoritmo Sampling-importance-resampling con M =
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Figura 8.1: Predictiva para balatas, modelo Weibull (a priori normal-gama).
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Figura 8.2: Utilidad esperada para balatas, modelo Weibull (a priori normal-gama).
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Figura 8.3: Predictiva para balatas, modelo Weibull (a priori uniforme).

15000 replicas, con lo que se obtuvo una muestra de tamafio 1769 de la distribucién
posterior predictiva que se muestra en el histograma de la figura 8.3. De donde se
puede apreciar que claramente el tiempo de vida (en miles de kilémetros) del producto.
Algunos percentiles claves de esta densidad se muestra en la tabla 8.3. '

Percentil Prediccién

0 4.058

1 10.297

5 13.740
10 15.682
15 16.760
20 17.662
25 18.374
30 19.223

Tabla 8.3. Percentiles de la predictiva para modelo Weibull (a prior uniforme).

En la figura 8.4 se aprecia la funcién de utilidad esperada, el tiempo de garantia
que maximiza ésta funcién es t; = 12.82, que corresponde al percentil 3 de la-dis-
tribucién posterior predictiva. La funcién de utilidad evaluada en este punto es igual
a 922.02, que serfa la utilidad esperada mdxima Ademss en la figura 8.4, se puede
apreciar que en un rango de 12 a 14 la funcién de utilidad es bastante similar, por
lo tanto como tiempo de garantia se podria incluso dar un tiempo mayor a 13.00 mil o
kilémetros. | |
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Figura 8.4: Utilidad esperada para balatas, modelo Weibull (a priori uniforme).

Seleccién Gptima del tiempo de garantia (modelo normal). Utilizando un modelo normal
para el tiempo de vida y a partir de la informacién de la subseccién anterior, estamos
en posibilidades de aplicar el método Sampling-importance-resampling, para con base
en &l obtener una muestra de la distribucién posterior predictiva, y asi poder calcular
la utilidad esperada (8.14). '
A priori normal-gama. Utilizando una a priort normal-gama para los pardmetros
del modelo normal, y aplicando el algoritmo Sampling-importance-resampling con M =
6500 réplicas, una muestra de tamafo 1845 de la distribucién posterior predictiva, esta
muestra se aprecia en el histograma de la figura 8.5. De donde se puede apreciar
claramente el tiempo de vida (en miles de kilémetros) del producto. Algunos percentiles
claves de esta densidad se muestra en la tabla 8.4.

Percentil Prediccién
0 3.926
1 10.124
5 13.121
10 14.902
15 15.900
20 16.945
25 17.762
30 18.540
Tabla 8.4. Percentiles de la predictiva para modelo normal (a priors normal-gama).
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Figura 8.5: Predictiva para balatas, modelo normal (a priori normal-gama).




Figura 8.6: Utilidad esperada para balatas, modelo normal (a priori normal-gama).

En la figura 8.6 se aprecia la utilidad esperada, el tiempo de garantia que max-
imiza ésta funcién es t; = 12.489 miles de kilémetros, que corresponde al percentil 3.5
de la distribucién posterior predictiva. La funcién de utilidad evaluada en este punto
es igual a 915.88, que serfa la utilidad esperada méxima Ademds en la figura 8.6, se
puede apreciar que s6lo en un rango pequefio al rededor de t; = 12.439, se esperaria
utilidades similares, por lo tanto de acuerdo a esto el tiempo de garantia por el que
finalmente se opte debe ser muy cercano a este valor.

A priori uniforme. Utilizando una distribucién uniforme para los pardmetros
del modelo normal, y aplicando el algoritmo Sampling-importance-resampling con M =
15000 replicas, se obtuvo una muestra de tamaiio 1383 de la distribucién posterior
predictiva, que se aprecia en el histograma de la figura 8.7. De donde se puede apreciar
claramente el tiempo de vida (en miles de kilémetros) del producto. Algunos percentiles
claves de esta densidad se muestra en la tabla 8.5.
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Figura 8.7: Predictiva para balatas con modelo normal (a priori uniforme).

Percentil Prediccién

0 9.090
1 11.917
S 14.496
10 16.084
15 17.011
20 17.664
25 18.279
30 18.908

Tabla 8.5. Percentiles de la predictiva para modelo normal (a priori uniforme).

En la figura 8.8 se aprecia la funcién de utilidad esperada, el tiempo de garan-
tia que maximiza ésta funcién es ¢; = 13.19 miles de kilémetros, que practicamente
corresponde al percentil 3 de la distribucién posterior predictiva. La funcién de util-
idad evaluada en este punto es igual a 932.65, que serfa la utilidad esperada méxima
Ademis en la figura 8.8, se puede apreciar que sélo en un rango pequefio al rededor de
ty = 13.19, se esperaria utilidades similares, por lo tanto de acuerdo a esto el tiempo
de garantia por el que finalmente se opte debe ser muy cercano a este valor.

Discusién. En las dos subsecciones previas hemos decidido el tiempo 6ptimo de garantfa
para las balatas considerando dos modelos y dos tipos de distribuciones a priori. Los
aspectos mas relevantes de esto se sintetizan en la tabla 8.6. De esta tabla se aprecia que

89




900
1

800;
1

u*(tg)

700
]

600
1

10 12 14 16 18 20
tg

Figura 8.8: Utilidad esperada para balatas modelo normal (a priori uniforme).

el tiempo 6ptimo de garantfa que se logra en todos los casos es relativamente similar,
una pequefia excepcién se logra con el modelo normal y a prioré uniforme, donde el
6ptimo es un poco mayor que el resto. Esta excepcién se minimiza més si se observan
las gréficas para la funcién de utilidad esperada (figuras 8.2, 8.4, 8.6 y 8.8), donde se
aprecia que en torno a sus 6ptimos estas funciones tienen una caida lenta. Por lo tanto
a partir de los cuatro casos se puede concluir un tiempo 6ptimo de garantia similar
entre 12.0 y 14.5. Adicionalmente en todos los casos, los tiempos éptimos de garantia
corresponde a percentiles pequefios de la distribucién posterior predictiva (entre 3 y

5.5).

Modelo
Weibull Normal
a priori | Normal-gama | Uniforme | Normal-gama | Uniforme
Tiempo 6ptimo de garantia 12.627 12.82 12.489 13.19
Percentil 5.5 3 3.5 3
Utilidad esperada méxima 899.13 922 915.88 932.65

Tabla 8.6. Resumen de resultados para la eleccién del tiempo éptimo de garantia

Otro aspecto a notar para ambos modelos es que cuando se utiliza una a prior
uniforme el tiempo de garantia tiende a ser ligeramente mds alto; algo similar ocurre
respecto a la utilidad esperada, que con esta a priori tiende a ser ligeramente mayor.
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Ambos aspectos se deben a la influencia de la priori uniforme sobre la forma de la
distribucién posterior predictiva. .

El mismo tipo de percentiles que se obtuvieron (bajos como es de suponerse) y
la similitud de los resultados para ambas a priori y los dos modelos utilizados, habla
en favor de la metodologia que se ha propuesto. Por lo tanto, dados los elementos que
la funcién de utilidad tomé en cuenta y los datos sobre la duracién del producto, se
tienen elementos objetivos para decidir el tiempo de garantfa. Los estudios realizados
apoyan la idea de aumentar la garantfa del producto de 10.00 como es actualmente a
un valor cercano a 13.00 mil kilémetros.

Por lo que muestra el ejemplo y por los argumentos que respaldan la propuesta
que hemos hecho, consideramos que se tiene una metodologia consistente y cuantita-
tiva para decidir el tiempo éptimo de garantfa. Esto evitaria la recomendacién vaga:
seleccionar el tiempo de garantfa de acuerdo a un percentil bajo.
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CAPITULO 9
CONCLUSIONES GENERALES Y ESTUDIOS FUTUROS
A continuacién destacamos lo aspectos mds relevantes del trabajo asf como algunos
aspectos que consideramos de interés para estudios futuros.
9.1 Especificacién de Modelos y distribuciones a priori

Con base en lo hecho para especificacién de modelos y de las distribuciones a priori en
los capitulos anteriores, podemos destacar las siguientes conclusiones:

e Apoyarse en el procedimiento Bayesiano que hemos propuesto para especificar el
modelo para datos de confiabilidad permite utilizar informacién previa que posee
el usuario y toda la informacién generada durante el experimento de confiabilidad. .
Hemos visto a través' de los ejemplos analizados y el estudio de simulacién, que
la metodologfa que proponemos tiene un buen poder discriminatorio, por lo que
complementa adecuadamente la subjetividad de la gréfica de probabilidad.

e Instrumentar la metodologia que proponemos considerando dos tipos de distribu-
ciones a priori: normal-gama y uniforme, la primera mds informativa que la
segunda, proporciona doble validacién, lo cual ayuda a mejorar la especificacién
del modelo en confiabilidad. De hecho en los ejemplo que se han presentado,
independientemente de cuél distribucién a priori se utilizé, el modelo con mayor

© probabilidad posterior fue el mismo. Adicionalmente se vio a través de las apli-
caciones de la metodologia vistas en el capitulo 6, que la metodologfa tiene una
buena robutez a la eleccién particular de los intervalos iniciales, para los tamafios
de muestra considerados. Siendo un poco menos robusta en el caso de a priori
normal-gama. '

e Dada sélo la informacién a priori para el tiempo de vida en términos de intervalos
para los cuantiles del tiempo de vida, y estos convertidos de acuerdo con nuestra
propuesta en intervalos para la media y la desviacién estdndar, generamos una
metodologia consistente de incorporar esta informacién para definir dos tipos de a
priori (normal-gama y uniforme) para los pardmetros de cinco modelos (normal,
lognormal, valor extremo, Weibull y exponencial). Consideramos que esta forma
de incorporar la informacién inicial tiene ventajas sobre las propuestas Bayesianas
similares en el contentexto de seleccién de modelos; ya que no se utiliza la parte ;
de la informacién proporcionada por los datos en muestras de ensayo para definir TWL
las a priori (Berger y Pericchi, 1996; Pérez y Berger, 2002), no recurrimos a i
muestras imaginarias (Spiegelhater y Smith, 1982) sino a informacién dada por el -
usuario, y tampoco es necesario tener datos histéricos similares (Ibrahim, 2001, b
cap. 6). Ademds esta metodologia puede utilizarse para cualquier otro propdsito
de inferencia Bayesiana para estos modelos de confiabilidad. A

o Loa intervalos para los cuantiles es la informacién a priori en que se basa la
metodologia que hemos propuesto en el capitulo 5. Esto coincide con la tenden-
cia Bayesiana de que la especificacién de la a priori debe partir de informacién

~ disponible sobre las observables, es decir, sobre el tiempo de vida X, més que
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de los no observables -los pardmetros de los modelos de tiempo de vida. Adi-
cionalmente, el supuesto de que el usuario puede aportar informacién a priort
sobre intervalos para ciertos cuantiles del tiempo de vida, es razonable y menos
exigente respecto a las metodologfas para definir distribuciones a priori que re-
quieren tener datos histéricos (Ver Ibrahim, 2001, cap. 6) o las que proponen
utilizar parte de la informacién para utilizarla como muestras de ensayo (Berger
y Pericchi, 1996; Pérez y Berger, 2002). También creemos que al generar la infor-
macién en intervalos se protege contra sub o sobreestimacion, cosa que no ocurre
cuando se parte de un sélo valor para los cuantiles, como lo hacen para el modelo
exponencial Wolfson (1995) y Percy (2002).

La metodologia que hemos propuesta para especificar los pardmetros de las dis-

tribuciones a priori para los pardmetros de los diferentes modelos considerados, -

trabaja directamente con los modelos y fue factible aplicarla para los modelos
més usuales en confiabilidad. Este enfoque de partir directamente del modelo,
aunque no muy ortodoxo, demostramos que funciona adecuadamente para casos
esténdar. Esto contrasta con el enfoque, considerado més ortodoxo, de partir de
la distribucién a priori predictiva, que hasta donde se conoce s6lo tiene solucién
para el caso mds simple del modelo exponencial, y no asf para el resto de los
modelos (Percy,2002).

Con muestras completas y a priori normal-gama obtuvimos formas analiticas para
la verosimilitud integrada de tres de los modelos (normal, lognormal y exponen-
cial). Para el modelo exponencial esto también aplica para muestras con censura.
Lo cual elimina las complicaciones tradicionales para el calculo de la verosimili-
tud integrada. En el resto de los casos, generamos dos algoritmos para obtener
la verosimilitud integrada: por simulacién Monte Carlo y por la aproximacién de
Laplace.

La metodologfa que hemos desarrollado para especificacién de modelos es general:
funciona para cualquier tamafio de muestra y tipo de censura, esto contrasta con
las metodologias tipo bondad de ajuste, como se senalé en la seccién 3.1, que
depende de aproximaciones asintéticas, de cada modelo y del tipo de censura;
cada variacién de lugar a un caso diferente. En este sentido, aunque en el trabajo
s6lo se han considerado los modelos y las censuras mas usuales (I, Il y aleatoria),
la metodologfa puede generalizarse facilmente a otros modelos y tipos de censura,
como por ejemplo censura por la izquierda y por intervalo. Esto es una ventaja
respecto al enfoque de bondad de ajuste.

Independientemente de que entre los thodelos considerados se tenga el verdadero
o no, la metodologia propuesta jerarquiza cuél de ellos estd mas cerca del modelo
correcto, por lo que se tiene la altérnativa de quedarse con él, o bien proponer
otros que sean més similares a éste. Esto contrasta con la especie de indefinicién

que puede ocurrir en el enfoque cldsico de bondad de ajuste, cuando todos los

modelos son rechazados o cuando mds de uno no es rechazado.
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o A través de la probabilidad a priort para cada modelo —Pr(M;)—, se puede
establecer una preferencia previa por ciertos tipos de modelos, ya sea con base
en conocimiento inicial o considerando facilidad o ventajas de uso. Esto podria
utilizarse formalmente en el cdlculo de la probabilidad posterior y asf ayudar en
la especificacion.

e Como se mencioné al final del capitulo 7, la metodologfa de especificacién de
modelos que hemos propuesto podria utilizarse para implementar, en el contexto
de confiabilidad, el procedimiento que se conoce COmo ponderacién de modelos
(Hoeting et al. 1999), en donde se promedia las distribuciones posteriores de cada
uno de los modelos considerados, ponderados por las probabilidades posteriores
del modelo:

Pr(g|X) = Y Prlg| My, X) Pr(M:|X)

=1

donde ¢ es la cantidad de interés sobre lo que se quiere hacer inferencias. Se

sabe este procedimiento proporciona una mejor prediccién que cualquiera de los

modelos individuales (Medigan y Raftery, 1994). Aunque tiene la desventaja de
" una mayor complicacién en célculos.

Algunas investigaciones futuras que consideramos de interés en el contexto de especifi-
cacién de modelos son:

e FExtender las metodologias de especificacién de modelos y la de definicién de dis-
tribucién a priori a otro modelos de uso en confiabilidad (ver Meeker y Escobar,
1998, cap. 5). Esto implicaria establecer sus distribuciones a priori y valorar
la posibilidad de extender la metodologia descrita en el capitulo 5 para éstas.
Ademaés resolver el correspondiente problema del calculo de la verosimilitud in-
tegrada.

o Ampliar el trabajo realizado, considerando censuras por la izquierda y por inter- -
valo.

e Evaluar otros métodos para calcular la verosimilitud integrada. Lo hecho para
la Aproximacién de Laplace servirfa de base para aplicar otro tipo de aproxi-
maciones, cuando se esté lejos de los supuestos del método de Laplace, ver por
ejemplo (Genz y Kass, 1997).

e Abordar desde la perspectiva Bayesiana el problema de especificacion de modelos
en confiabilidad en el contexto de pruebas de vida acelerada. Ahf se tendria que -
generar propuestas para identificar tanto el modelo probabilistico como el modelo
fisico de falla.
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Tiempo de Garantia

La eleccién del tiempo de garantfa de un producto es una decisién importante que
tiene varias repercusiones, y que por lo tanto la estadistica no puede limitarse a
sefialar: “seleccionar el tiempo de garantifa de acuerdo a un percentil bajo de la
distribucién del tiempo de vida del producto”. -

Generamos una propuesta consistente y cuantitativa para la eleccién del tiempo
de garantfa, que toma en cuenta la confiabilidad del producto, la competitividad
del esquema de garantfa a los ojos del consumidor (mercadotecnia), imagen de
la empresa en caso de que el producto falle dentro del periodo de garantfa y los
costos en los que incurre la empresa para cumplir con la garantia prometida.

Esta propuesta la respaldamos con un ejemplo, en el cual se utilizaron dos modelos
y los dos tipos de a priori. La similitud en los resultados obtenidos hablan en
favor de la metodologfa.

La metodologfa propuesta supone que el usuario es capaz de proponer intervalos
iniciales donde espera que ocurran cuantiles de la distribucién del tiempo de vida,
para a partir de ahf estimar intervalos para la media y la desviacién estdndar.
Esto intervalos permiten especificar dos tipos de distribuciones a priori: uniforme
y normal-gama. Por lo tanto la decisién podrd tomarse con base en ambas dis-

* tribuciones a priori, o eligiendo aquella que refleje mejor el nivel de conocimiento

inicial que el usuario tiene sobre el tiempo de vida del producto.

La metodologia que se propuso para elegir el tiempo de garantia, contempla cinco
de los modelos més usuales en confiabilidad: normal, lognormal, valor extremo,
Weibull y exponencial; y contempla datos completos y con cesura tipo I, I y
aleatoria. Pero ademds es ficilmente generalizable a otro tipo de censura (inter-
valo, por ejemplo).

Para el modelo exponencial derivamos la forma analitica de la funcién de utilidad
esperada, por lo que en este caso encontrar el tiempo de garantia que maximiza
la utilidad esperada se logra con rutinas sencillas de optimizacién de una funcién
univariada. Mientras que para el modelo normal y lognormal, bajo muestreo
sin censura y a priori normal-gama, proponemos obtener la utilidad esperada
por simulacién directa de la distribucién posterior predictiva (t-Student y logt-
Student). Para el resto de los casos generamos un algoritmo basado en el método
sampling-importance-resampling.

Algunas investigaciones futuras que consideramos de interés en el contexto de decidir

el esquema 6ptimo de garantia de un producto son:

e Ampliar la metodologia, donde se incluyan otros modelos usuales en confiabilidad

y otros tipos de censura (por la izquierda y por intervalo).

e Suponer otro tipo de informacién inicial y otras formas de definir los pardmetros

" de las distribuciones a priort.
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o Abordar el problema de disefio asociado a la decisién de la garantia: lo que hemos
hecho es abordar el problema de decisién respecto a la inferencia sobre el tiempo
de garantfa. Sin embargo, para llegar a ello primero es necesario disehar y realizar
un experimento para obtener la informacién para tomar la decisién; por lo tanto
es necesario disefiar el experimento que minimice los costos totales, y esto incluye
tamafio de muestra y tipo y nivel de censura. Estos costos totales se desprenden
de la funcién de utilidad para decidir el tiempo de garantfa y de los costos de la
experimentacién (ver Berger, 1985, cap. 7)

o Abordar desde la perspectiva Bayesiana el problema de elegir el tiempo de garan-
tfa con base en datos de pruebas de vida acelerada.
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APENDICE
DEMOSTRACIONES

En este apéndice se dan demostraciones y detalles matemdticos complementarios de
algunos de los resultados obtenidos a lo largo del trabajo.

1.1 Obtencién Analftica de la Verosimilitud Integrada

En esta seccién se obtiene la VI para los casos que ésta tiene forma analitica.
DEMOSTRACION del teorema 4.1. Sabemos que la verosimilitud integrada
(VI) estd dada por

f(XIM‘L; ai:ﬁiami,ki) = / / L(XI/J’>T7M1')7T(#‘>T I a’i:ﬁbmi? kl)d/'LdT
. 0 —c0

a) Caso normal: sustituyendo las expresiones para la verosimilitud normal (4.2) y la
densidad a priori normal gama (4.4), y combinando términos obtenemos que la VI estd

dada por

k 1/2 n—l-{-al k T - ron
/ / (;71' oz P {_%(“ —my)? = on(p = %)’ - By - T} apdr

De aquf, desarrollando los términos que involucran a y, combinando y completando un
binomio cuadrado obtenemos que la VI es

ﬂal )2 e 1 o (kymy +nT,) 17
/ / (27) (2m)+D)/2 &P (r+m) 4 ki+n
(m1 — En)2 (
exp {——7‘1‘,1 ko

Ahora, de la forma de las densidades normal y gama, completando en el caso normal y
separando expresiones obtenemos que la VI es

18041 1/2 a2 g 1 ( _En)z 5,
(a4 ]‘/ =
(kl—i—n)l/ZI‘ a1 Y2r n/2/ / T M exp = | gl b TR )T

(5 s 255 o

) dudr

2

Los dos tltimos términos de esta expresién corresponden a una densidad normal para
i, que al estar siendo integrada sobre todo el espacio paramétrico, esa integral es

igual a uno. Por ello, integrando, completando una densidad gama y haciendo h; =

Ekln@,ﬁ} + 81 + %, obtenemos que la VI es

alF n k 1/2 oo %"'al .
131 (2 ha al) ( 1) Zig / }11;1 rztea-l exp ["'hl’f] dr
(k1 + n)¥2D(a)(2m)/2R2 7 Jo (5 +oa)
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La expresién dentro del integrando corresponde a una densidad gama para 7, que al
estar siendo integrada sobre todo el espacio paramétrico es igual a uno. Por ello,
finalmente obtenemos que la verosimilitud integrada para el modelo M; esta dada por

PTG +as) (k)
(ky + )20 (o) (2m)/2R2 T

que es 1o que querfamos demostrar.

b) Para el modelo lognormal. Sustituyendo las expresiones para la verosimilitud
lognormal (4.7) y la densidad a priori normal gama (4.4), y combinando términos
obtenemos que la VI para f(X|Mz, as, By, me, ka) estd dada por

B2 /00 - (k2)1/2725_1+a2 kot 2 T — N2
. lw( exp | 227 (4~ m)? = Tl ~ o)

T(a2) I 27)(+1)/2
| exp <—,6’27 - T%) dudt

De aqui, desarrollando los términos que involucran a i, combinando y completando un
binomio cuadrado obtenemos que la VI es

o) 1/2 o) e} ﬂ_"1_+a A . — 2
9 (kg) T 2 2 1 (kgmg - nwn)
L N2/ - — N e
P(a2) H'?:l Z; A /;m (271-)(12.4-1)/2 exp < 2T( o+ TL) /J‘ k2 Tn

| 1 (mz—z_u;f ( _ Tun) _
exp{—2 kom i exp | =857 5 dudr

Ahora, reescribiendo el integrando en la forma de las densidades normal y gama, com-
pletando en el caso normal y separando expresiones obtenemos que la VI es

(k2 +n)71/2552 (k) °<>/oo 252 10y 1, (ma—Wa)" Up | !
2 oxp | — | Shon e Un
e e B DR e A U |

(22" oy (L - o)) o

2m k2+n

Los dos tltimos términos de esta expresién corresponden a una densidad normal para i
u, que al estar siendo integrada sobre todo el espacio paramétrico, esa integral es |
igual a uno. Por ello, integrando, completando una densidad gama y haciendo hy =

1 n (m2=®) Un
shan 2= + B+ 5 obtenemos que la VI es

n
5 ta2

ﬁg2r(% + 042) (k2)1/2 /oo h2 7_%-{—0:2-—1 exp [_'hzT] dr
(ko m)Y20(a)2m)m2RE T Ty mi Jo TG+ 00) | !
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Esta expresién dentro del integrando corresponde a una densidad gama para 7, que
al estar siendo integrada sobre todo el espacio paramétrico es igual a uno. Por ello,
finalmente obtenemos que la verosimilitud integrada para el modelo M, esta dada por

5°T(3 + ) (ko)™
(ks + n)1/20(cn) (27)/2R5 T T2,
que es lo que querfamos demostrar. =
DEMOSTRACION del teorema 4.2.
a) A priori gama. Dada la expresién (4.15) para la verosimilitud de un modelo

exponencial y utilizando una distribucién gama(cs, 85) como distribucién inicial para
g, entonces la verosimilitud integrada estd dada por

f(X|Ms,~) = / o exp [ (Z T — ny)J Ps* )gao 1 exp(—36)df !
: 0 v h
1 .

Rearreglando términos y completando una densidad gama, incluyendo sus términos
constantes, obtenemos que la VI es _ ;

s F(’I‘L + as) /oo bn+a5 .
S 1 €n+aa 1 _ 59 d9
Tlos) o0 Jo Tnrag  o2(7%d)

donde s5 = Z?=1 z; + Bs — ny. Como el integrando de esta expresién corresponde a
una densidad gama y la integracién se estd haciendo sobre todo el espacio paramétrico,
entonces la integral es igual a uno. De aquf que al integrar se obtenga que la VI es

25 T'(n+as)

f(XlMS: 7) = F(CSXs) sT.H'a“

que es lo que queriamos demostrar. :

b) A priori uniforme. Dada la expresién (4.15) para la verosimilitud de un modelo
exponencial y utilizando una distribucién uniforme(as, b5) como distribucién inicial para
9, entonces la VI estd dada por

bs n Hil‘
/ us0"™ exp {—9 <Z z; — ny)} de i
as i=1 I

Rearreglando términos y completando una densidad gama, incluyendo sus términos - I
constantes, obtenemos que la VI es i

usD(n + 1) /bs ot
Bl S s A —vé| df
,Un+1 o 1‘\(n+ 1)9 exp[ v ]

conv =y ., z;—n7y. Como el integrando de esta expresién corresponde a una densidad
gama, entonces integrando se obtiene que la VI estd dada por

usI'(n + 1)
pntl

[G(bg,;’l’b + 1,’U) - G(G'S; n+ 1”0)] ‘\:‘

donde G(-;n+1,v) es la distribucién gama acumulada con pardmetros (n+1, v). Esta g
expresion es la que queriamos demostrar. m ‘
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1.2 Densidad Posterior Predictiva

4 En esta seccién se obtiene, cuando existe, la forma analitica para los modelos
considerados en este trabajo.
DEMOSTRACION del teorema 4.3. De la definicién de densidad posterior

predictiva (2.5), sabemos que ésta se obtiene con

FlyX) = / £(416)7(81X)d8

por lo tanto para demostrar los dos incisos del teorema serd necesario considerar la
densidad posterior para 8, en cada caso. La cual, en general, es proporcional a i

7(0]X) x L(X|0)7(6)

a) Para el' modelo normal. Sustituyendo la verosimilitud para un modelo normal
(4.2), la densidad a priori para sus pardmetros (4.4), la expresién para el modelo normal
(4.1) y combinando términos, obtenemos que

le

fiye [7 [ ot e [-Z - - B~ Snlu -]

TSn

exp (—,817' — T> dud'r‘

De aqui, desarrollando los términos que involucran a u, combinando y completando un
binomio cuadrado obtenemos

n 1 |- (klﬂll NTy y) 2
o “+ay - A n n
/o ./_oo T &P ( ZT(kl 1 I_ Eh+n+1

1 n(y=%n)" +nks (1 — 7o) +Fa (y —ma)® "
exp[_;”(y Fn)’ + ks (ma = %0)° + Fa (y mn}exp(_ﬁﬁ_%)dﬂd,,

k1+n+1

Ahora pensandb en la forma de las densidades normal y gama, completando en el caso
normal y separando expresiones obtenemos

0 oo =2 5 2 k B 5
O(/ / exp [_ (%n(y Tn)” + nky (M1 —Tp)” + 1y —mq) +ﬂ1+3_2n> T}
0 —o0

k1+n+1

1/2 A - 2
nlig (T(Ri+7n+1) 1 k _ (ki + nZn + y)
n < 2 exp | =5k +ntl) 4 ki +n+1

dudt

Los dos tltimos términos tenemos de esta expresion corresponden a una densidad nor- g
mal para p, que al estar siendo integrada sobre todo el espacio paramétrico, esa integral ‘
es igual a uno. De aquf que
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n+l

FyIX) o P27 apiont ey [ohe] dr
y _-x—_+o‘1 (2 + o) p

- \2 2
donde h = l” Y—2x) +nk11(cT4l-;ff) thily=mi)” L 3 4. La expresién dentro del integrando

corresponde a una densidad gama para 7, que al estar siendo integrada sobre todo el
espacio paramétrico es igual a uno. Por ello

_(n+314209)
2

FylX) o

Ahora lo que sigue es encontrar la forma de esta distribucién. Para ello, juntando los
términos de h;que involucran a y, y completando el binomio cuadrado, obtenemos que

| - = \2
h= %(kEZJrnki)l) - leZI++kT$n)2 + 57k (mkll_ =l eh 3
y a su vez toma la sigui.ent_e forma
h=—lt——(y-—mz)2+1
(201 +n)
donde m; = bﬂﬂ%’”& y Iy = [%nklm—g;i"—) + B+ ”] - %@’ por lo tanto
] B
F 1) o [ gt —melt +1

esta densidad es del tipo t-Student (ver Bernardo y Smith, 1994, pag. 122), con los
siguientes pardmetros: localizacién (media) m;, precisién l;, y 2a1+n grados de libertad.
De aqui que la densidad posterior predictiva para el modelo normal utilizando una
distribucién a priori normal-gama(cy, B4, M1, k1), esté dada por

fily1X) = T?ﬁé) <2a1lt+ n>1/2 [(zall:- 3 (y —me)* + 1]

que era lo que querfamos demostrar.
b) Para el modelo lognormal. Sustituyendo la verosimilitud para un modelo normal

(4.7), la densidad a priori para sus pardmetros similar a (4.4), la expresién para el
modelo lognormal (4.6) y combinando términos, obtenemos que

_ (n+2o::| +1)
2

0 oo St k
fyX) « /O /_ . P [—% llog(y) — wf* — = (= ma)* — (s —T,)’

TUn

exp(— 7 — ) dudr
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De aqui, desarrollando los términos que involucran a g, combinando y completando un
binomio cuadrado obtenemos que f2(y |X) es proporcional a

©  poo Zta . _ 2
/ / - exp {——%T(l@ +n+1) [ﬂ _ (kama + nn + log(y))} }
0 —00

y ks +n-+1

T

1 n(log(y) — Wn)? + nks (Mo — Wn)* + ky (log(y) — mo)® U, Ll
€xp |i 5 g . o+t 1 €xp (‘:627' - —2-> dpdt !

Ahora considerando la forma de las densidades normal y gama, completando en el caso
normal y separando expresiones obtenemos que f>(y |X) es proporcional a i

/ ) / " e {_ (ln (log(y) = n)® + nka (my = Tn)* + by (log(y) — ma)* By + %) T}
0 —0

2 ko+n—+1 2

i er <T(k2 +n+1

dj 27

(kgmg + nw, + log(y)) 21
per—— dudr

) 1/2 1
> exp —'57(k2+n+1) L=

Los dos ltimos términos tenemos de esta expresién corresponden a una densidad nor-
mal para u, que al estar siendo integrada sobre todo el espacio paramétrico, esa integral
es igual a uno. De aquf que

X L R R
f2(y' )ocytg—;_l__*_oQ 0 F(n_;-]___{_az)/ exp[—- T] T

— — 2
donde t = -é—n(l°g(y)_’”“)2+”k2](€’2’:§;ff)2+k2(l°g(y)_m2) + B, + %. La expresién dentro del

integrando corresponde a una densidad gama para 7, que al estar siendo integrada
sobre todo el espacio paramétrico es igual a uno. Por ello

(n+1+2a1)

RyX)cy ™t 2 I

Ahora lo que sigue es encontrar la forma de esta distribucién. Para ello, juntando los iz
términos de t que involucran a log(y), y completando el binomio cuadrado, obtenemos ' il

que

=1 (n + kz) log(y) — komg -+ N, 2+ lnk (mg—wn)Z
que a su vez toma la siguiente forma “

[
(202 +n)

t= log(y) — mu)* +1 3

. _ — \2 -1
donde m; = % yl= [%nkz%z— + By + 1—‘21‘} (az?z:fnff;b , por lo tanto
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- ~_ (n+2a9+1)

PR o | s logy) ~m +1]

esta densidad es del tipo Logt-Student (Percy, 2002), con los siguientes pardmetros:
localizacién (media) my, precisién I, y 2ap + n grados de libertad. De aquf que la
densidad posterior predictiva para el modelo lognormal utilizando una distribucién a
priort normal-gama(as, By, mo, ko), esté dada por

r (2a2+n+1) l 1/2 I ) —-(l'*'z—;‘]'*'—l)
X) = 2 o log(y) — 1
fQ(y l ) yP (2a2+n) T (%) <2052 T TL) [(2(12 T n) [ Og(y) ml] + ]

que era lo que queriamos demostrar. m

DEMOSTRACION del teorema 4.4. )
a) Utilizando una a priori gama(as, 85). Suponiendo conocido el pardmetro -, |
sustltuyendo la verosimilitud para un modelo exponencial (4.15), y la densidad a priors |

para ¢, obtenemos que la distribucién posterior para 8 estd dada por i

| 7(6]X) o L(X|6)m(6las, Bs) }Jﬂ@‘
o gras—l exp {—9 (Z z; + Bs — nfy)} "i“?;

Esta expresion tiene la forma de una densidad gama(n + a5, > z; + 5 — ny). Por lo N
tanto la densidad posterior para 6 estd dada por . » I

7
n+as : ) !“\

_ Y grtes—lg 1 i
T+ oo) g exp [—vsb) (1.21) I

donde vs = ) z; 4+ 85 — nvy. De aqui, y dado el modelo exponencial (4.14), la densidad
posterior predictiva estd dada por: i

7(0X) =

AR = [ o)X !

g % ntas+i-l V i
= T(n+o5) /O 0 exp [—(vs +y — 7)0] d6

completando una densidad gama, obtenemos

(TL -+ Qs + 1) /oo (U5 + y— 7)n+a5+1 9n+a5+1—1
(s +y—7y)rrestl fo D(n+as+1)

fs(y|X) = exp [—(vs +y —v)0] df

la integral es igual a uno, por ser una densidad gama integrada sobre todo el espacio ty

paramétrico, por lo que

7 Tn+as+1) -
I(n+ o5) (vs +y — y)nrestl | ¥
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esta expresién tiene la forma de una densidad gama-gama(n + a5, vs, 1) (Ver Bernardo
y Smith, 1994, pag. 120). Que es lo que querfamos demostrar. -
) Utilizando una a prior: uniforme(as, bs). Dada la distribucién inicial para 8,y
dada la expresién (4.15) para la verosimilitud de un modelo exponencial, entonces la
densidad posterior para 6 estd dada por

7(0|X) = us8™ exp {——9 (Z z; — TW)}

de aqui que la densidad posterior predictiva estd dada por
i) = [ faipmexse

bs
=u5/ 6™ exp {— <sz n+17—|—y> 9} do
as i=1

Rearreglando términos y completando una densidad gama, incluyendo sus términos
constantes, obtenemos

T'(n+2) /bs (ts +y)"ti+t gt

(ts + y) i+ T(n+2) exp [—(ts + y)0] dd

fs(y1X) = us

conts =Y ., Z; — (n+1)y. De aquf que

us'(n + 2)

s+ 9 [Gbs;n+2,t5 +y) — Glas;n + 2,85 + y)]

fsy]X) =

donde G(;n + 2,t5 + y) es la distribucién gama acumulada con pardmetros (n + 2,
t5 + v). Esto es lo que querfamos demostrar.

13 Resultados para la Aproximacién de Laplace

En esta seccién se documenta, la obtencién del hessiano para los diferentes mod-
elos, y que es necesario para calcular la aproximacién de Laplace para la verosimilitud

integrada.
DEMOSTRACION del teorema 4.5. En todos los casos obtendremos el hes-

siano de (3.6), es decir de L(8, | o, B;, ms, ki) = log[L(X|6,, M;)m (6, | e, B;, i, ki)
a) Modelo normal. Sustituyendo la verosimilitud bajo censura para el modelo normal
(4.3) y la a priori (4.4), entonces Iy (i, 7 | a1, B, ™M1, k1) estd dada por

1/2 T — | 17
CB7* (k1) } + < 1 + a1) log(7) — %(# —-my)® (1.32)

[ay) @m) e 72 2

1
rT TSr o0 1\2 w?
——(p-%) - / (——) exp {——} dw)
2 2 7.1/2(‘1(1_)_“) 2T 2

=1
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Derivando esta expresién respecto a p obtenemos

L) = e ) = rrlu =) +
n—r 1 ) \/%
§;@®<f57“‘”“)>v%u+eﬁc¢au—qm»

donde la funcién erf(z) = \/_ Iy e e~ dt se defini6 en (4.30). Si esta tltima expresién se

deriva nuevamente respecto a u, se obtiene (4.28); y si se deriva respecto a T, se obtiene
(4.32). Si se deriva (1 32) respecto a 7 se obtiene

d k ' T _ s 1lr—1+2c
8‘;11<#77) = _'51'(/“" - m1)2 - 5(/11 - -'L'r)2 “'ﬁl - 5 + 5-——7_———1 +
L 1 2 (b —ae)
exp | —=7 (it — g _
> = (- ) T (e

j=1

que al volverse a derivar respecto a 7, se obtiene (4.31). Con esto finalizamos la de-

mostracién del inciso a) del teorema.
b) Modelo lognormal. En este caso, lo(i, 7 | a2, By, ma, ko) estd dada por

' a2} 1/2 -
tog {r(igz(zgf;zﬂ)m} log (H%) (—-1- + az) log() — k; (1 —ms)”

1
rT TU, o 1\?2 y?
rapar T S ([ (&) s L]
2 2 T \Unrgeeg)-m \27 2

Si derivamos esta expresién respecto a u, obtenemos

(1.33)

d —
Ly () =~y —mg) = rr(u = T) +

du
n—7 1 ) \/5;:
;eXP <‘§T (=) ) VT (L+erf (/3w —qp)))

donde erf(z) estd definida en (4.30). Al derivar esta expresién nuevamente respecto
a 1 se obtiene (4.33), y si se deriva respecto a 7 se llega a 4.35. Si derivamos (1.33)
respecto a 7, entonces se obtiene

d

Uy 17‘—14—204
el ____?_+
dr

k r .
12(#’7)=__2(/J’_m2)2_—2—(/"’—wr)2_:32_3+§ T
p — log(gq)]

(=) g p—
S (—-2-7[ — log(q()] ) (1 +exf (/3 [ —log(a)]))
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y al derivar ésta respecto a 7 nuevamente se obtiene (4.34). Con esto finalizamos este

inciso de la demostracién.
c) Modelo valor extremo. En este caso, l3(u, T | a3, 83, ms, k3) estd dado por

i=1

log(ce) + (r + a3z — 0.5)log (1) + 7 <—r/.c + Z x(i)> BsT — Z exp T() — )]

T . lug’l'
= (1 — mg)? Zexp ;) — u:().34)
donde ce es una constante que no depende de py 7. Derlvando esta expresion respecto
a [, Sse obtiene:

n—r

dls (1, T
32/; T) — —TT-E-TZGXP(T (z@ — p)) — kst (b — ms) + TZeXp (r [Q(j) -
i i=1 =1

que al derivarla respecto a u se obtiene (4.36), y al derivarla respecto a 7 se obtiene
(4.38). Si (1 34) se deriva respecto a 7 se obtiene '

r

d +a3—05 .
g r) = ko ) _ re+ > 3w —Bs— ) (26— 1) e7(==#)

T

i=1 i=1
—0.5k3 (,LL — m3)2 - Z (Q(J) — Iu,) eT[q(J')_I-‘]
=1

que al volverla a derivar respecto a 7 se obtiene (4.37). F inalizamos asf este inciso de

la demostracién.
d) Modelo Weibull. En este caso (7, 0] My, ay, By, ma, ks) estd dada por

log(cw) + (ag + 7 — 0.5)log(8) — r6log(n) + (6 — 1) log (H a:(i))

r (4 n—r 8
T q( k46
-y () -% (ﬁ) —80- " —myr  (135)
=1 N =1 \ 1 2
donde cw es una constante que no depende de 7 y 8. Derivando esta expresién respecto
a 7 obtenemos
6 6
r Z(:) 93

ol o Y (%) +(n-n (22)

L =—rl49 i 71 kb

on n U
Al derivar esta expresién respecto a n obtenemos (4.39), y si se deriva respecto a 6 se
obtiene (4.41) . Si (1.35) se deriva respecto a ¢ se obtiene

Oly as+r—05 a [z ? 0}
50 7 —rlnn+log (Hx(z)) (Z( . " — B,

U—m4)

i=1 =1

= <q<’)> In 29 _ 0.5k, (7 — me)?
~\n n
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que al derivarla respecto a 6 se obtiene (4.40). De esta manera finalizamos la de-
mostracién del dltimo inciso del teorema 4.5.

DEMOSTRACION del teorema 4.6. En donde se encuentra la VI para el
modelo exponencial.
a) A priori gama. Dada la expresién (4.16) para la verosimilitud de un modelo
exponencial y utilizando una distribucién gama(as,85) como distribucién inicial para
g, entonces la VI estd dada por

s

/0 CO exp [—9 (Z ze) + ZQ(J‘) - n7>} %590:5—1 exp(—G56)do
i=1 j=1

Reordenado términos, completando una densidad gama e incluyendo sus términos con-
stantes, obtenemos que la VI estd dada por
Oﬁ?s F(’f' + ox
P(Oé5) hrtas

) /Oo RTEes a1
s exp [—hO] dO
o D(r+as) p [—ho]

con h = Yy T(s) + 211 9() + B5 —ny. El integrando de esta expresion corresponde a
una densidad gama y la integracién se estd haciendo sobre todo el espacio paramétrico,
entonces la integral es igual a uno. De aquf que al integrar se obtenga que la VI sea
igual a

CBg3 T'(r + as)

F(Oés) hrtes
que es lo que querfamos demostrar. _
b) A priori uniforme. Dada la expresién (4.16) para la verosimilitud de un modelo

exponencial y utilizando una distribucién uniforme(as, bs) como distribucién inicial para-

6, entonces la VI estd dada por
b5 T n—r
/ usCO" exp | —6 Z Z@) + Z qi) — nY do
as i=1 i=1

Completando términos para obtener una densidad gama, obtenemos que VIes

usCT(r+1) [ (A .
5 B /a P(r-}-l)e exp [—hb] dd

5

donde b = Y_I_, z¢) + 2521 9() — ny- Como la integral es sobre una densidad gama,
entonces integrando obtenemos que la VI estd dada por

U5CF(T' + ].)
(h)r+1

con G(-;7+1,h) es la distribucién gama acumulada con pardmetros (r + 1, h). Que es
lo que querfamos demostrar en este inciso. ®

DEMOSTRACION del teorema 4.7. Esta demostracién es similar a la del
teorema 4.4, s6lo cambiando la verosimilitud bajo muestreo aleatorio (4.15), por la
verosimilitud bajo censura (4.16). De esta forma se llega a que:

[G(bs;r +1,h) — G(as; T+ 1, h))]
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a) Utilizando una a priori Gama(as, 85) para 6 (4.17), la densidad posterior predictiva

es:

(ps)**T(r+as+1)
r 4 045)(?5 +y— ,Y)r+as+1

donde ps = Si_, 2+ (n—7r)T.+Bs—ny. Esta es una densidad gama-gama(r+as, ps, 1)
(Ver Bernardo y Smith, 1994, pag. 120).

b) Utilizando una a priori uniforme(as, bs), ¥ siguiendo la demostracién del inciso (b)
del teorema, 4.4, obtenemos que

T(r+2 bs t5+yr+l+1n
o) =t [Tt e (s + el

con 85 = Y i, () + (n— )T — (n + 1) De aqui que ‘ “

us'(r + 2)

(85 +y)~+2 [G(os;m+ 2,85 +y) — Glas;m+ 2,85 + )]

fsy1X) =

donde G(;7 + 2,t5 + y) es la distribucién gama acumulada con pardmetros (r+2, jf

ss +y). Esto es lo que querfamos demostrar. |

DEMOSTRACION del teorema 4.8. En todos los casos obtendremos el Qi‘

hessiano de (3.6), es decir de (6, | a;, b, di, ;) = log[L(X|[6., M;)m (6, | a;, b, d;, e;)).
Utilizando como a priori una uniforme.

a) Modelo normal. En este caso l1(g, 7 | a1,b1,d1,€1) estd dado por il‘

19

log(Cuy) + g log(r) — log(2m)] — = [r(n —T,)? + 5] + | l

n—r %} % ,w2
Zlog exp | ——| dw (1.36)
j=1 M2 (gg—m) \ET 2

derivando esta expresién respecto a p, se obtiene

SR

dly oy 1 2 v |
i =—r7(p—Z%,) + JZ:;GXP <_§T (N - ‘Z(J')) > Nz (1 + erf (\/—g(ﬂ — Q(j)))) ‘

si esta expresién se vuelve a derivar respecto a y, entonces se obtiene (4.46), y si se ‘
deriva respecto a T, entonces se obtiene (4.48). Si (1.36) se deriva respecto a 7 se 1

obtiene

d N _\g 8¢
—hwr) =5~ sh=T) — 5+

n

(k=)

- 1 <_17( _ .)2> '
2 omr P\ 2T ) T ed (VR (- a0)

J

que al volverse a derivar respecto a 7, se obtiene (4.47). De esta forma finalizamos la
demostracién de este inciso.
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b) Modelo lognormal. En este caso lo(u, 7 | ag, bz, da, €2, M) esté dado por A

- v |

' . T\T T _ TUp :
log(cuy) — log (H a:(i)) +log (%) 5~ —2—(u —T,)% — 5 \‘

=1

n z_:log (1 — &(r/*(log(g()) — 1)) (137) |

Al derivar esta expresién respecto a u se obtiene

dly = 1 2 VT |
o —r7{p — W) + ;exp (—57 (b — Q(J')) > V7 (L+erf (\/§(u - q(j)))) !

|
si esta expresién se vuelve a derivar respecto a u se obtiene (4.49), y si se deriva respecto ' ‘ {
a 7 se obtiene (4.51). Si (1.37) se deriva respecto a 7 se obtiene Ul

d T U lr ‘
—l = — —_7. 2-———1 —_—— : “

1 (1 12 (1 —log(g(s)) |
2 o 2 (=57 (o080 ) (T (20— s u@

que al derivarla respecto a 7 se obtiene (4.50). i
c)Modelo valor extremo. En este caso l3(k, 7 | as, bs,ds, e3) estd dada por \i

log(cug) +rlog (1) +7 (—-r/.b + Z m(i)> — Z exp(7 (z) — 1)) = z—: exp (7 [ag) — 1)) | “

=1

(1.38) I
Derivando esta expresién respecto a u, se obtiene: _
dl T n—r .
___32‘: 7) =—Tr+T ;eXP(T (z) - w) + Tj; e7lae=¢]

al derivar esta expresién respecto a y se obtiene (4.52), y si se deriva respecto a 7 se
obtiene (4.54). Si (1.38) se deriva respecto a 7 se obtiene

dly v 2 - .
7173 = ;‘”H'Z T(o)- Z (2 — 1) exp [7 (2@ — 1)) ‘Z [a) — #] exp (7 [a) — #])
i=1 i=1 j=t '

que al volverla a derivar respecto a 7 se obtiene (4.53).
d) Modelo Weibull. En este caso 14(n, 8 | as,bads, es), estd dada por

log(cuy) + rlog(8) — 6 log(n) + (6 — 1)log (H .7:(,-)>
r [ n—r 6
T\ 9G) |
> (7) 2 ( n ) (1.39)

i=1 j=1
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Si esta expresién se deriva respecto a n se obtiene

a6 Tm(R)emm(e)

=-—r—+4

on n n

que al derivar respecto a 7 esta expresion se obtiene (4.55), y si se deriva respecto a
se obtiene (4.57). Si (1 39) se deriva respecto a § se obtiene

Oly ’ - <$<z’))9 () (%))9 q4)
Ze T e+ (lnp) — ZOY 10,20 (o (12) 10
o T ran+ () <§: 0) 1020}~ o-r) (L2)

=1

y al volverla a derivar respecto a ¢ se obtiene (4.56). Con esto finalizamos la de- -

mostracién del dltimo inciso del teorema 4.7. ®

1.4 Utilidad Esperada para el Modelo Exponencial

DEMOSTRACION del teorema 8.1. La expresién general para la utilidad

esperada estd dada por (8.10):
K Ast ¢
Blu(tyty)) = As(1 — %) = | [Adl = Z5) A1 - )| £ 1K) at
0 g g

por ello para la demostracién del teorema, sustituiremos la expresién correspondiente
a la densidad posterior predictiva f(t|X), y haremos la integracion.
a) A priori gama y muestreo aleatorio. Como en este caso f(t|X) estd dada por
(4.25), entonces sustituyendo, la utilidad esperada estd dada por

- E(u(t,t,)) = As(1 — e~41ts) —
[ aa-22 AN AL S

As(l — —
tg )+ 5( tg) P(n+a5)(’05+t—’)’)n+a5+l

Simplificando, E(u(t,t,)) es igual a

(AgAs + As)
tg

Ag(1—e~t0) — (Ag + 45) / 9 fs(t1X) dt + /9 tfs(¢1X) dt
0 Y

Como de acuerdo a (4.26)

| erya=Fiey)

_(1_ (vs —y)"Tes )
(vs +tg — y)mFes

Ademds, integrando por partes,
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)—as—n

b n Ve 2T —ty (vs — Y+t
[ aremya = TSl
v as+n

+,Us—n—oz5+l _ (US — + tg)—n—o:5+1
(-1+n+oas) (n+as)

De esta maneé., E(u(t,t,)) es igual a

Aalt =) - (A 40) (1- 2

(’05 + 1t — ’}’)n+a5

AsAsz + As ’}’Ug,_as_n — tg (’U5 —v+1 )—as—n ponmastl vs—y+t —n—as+1
g g + 5 g

g s+ 1 (-14+n+as)(n+as)

que es lo que queriamos demostrar.

b) Bajos muestreo censurado y a priort gama. Dada la similitud entre f5(¢ IX)
bajo muestreo aleatorio (4.25) y bajo censura (4.44), la demostracién es similar a la
realizada para el inciso a). Por ello la utilidad esperada en este caso estd dada por

( 5 — ,.),)T-I-C!s )
+
(p5 + tg - 7)7‘4—045

S <7p5_9°‘5_" —tg (s =7 +t) " P — (g — v+ tg)_r_as+l>

Eu(t,ty)] = A(1 — e~Ate) — (Ay + As) <1 -

+
tg as+r (—1+7r+as)(r+as)

conps =y ze+(n—rl.+Fs—ny u
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APENDICE
ALGORITMOS COMPUTACIONALES

En este apéndice presentamos algunos aspectos de algoritmos computacionales y otros

elementos relacionados.
9.1 Generacién de una distribucién normal-gama en S-Plus

Utilizando las librerfas del Sistema S-Plus versién 2000, se genera una muestra
aleatoria (n, g) de una distribucién normal-gama(my, ks, os, B;), expresién (4.4), apli-
cando los siguientes pasos:

1. Generar un muestra de una densidad gama (a, B,): g<-rgamma(1, o, B;)
9. Generar un nimero aleatorio de una normal con media m; y desviacién estdndar
(k; % g)"0.5, esto se hace de forma directa con: n<-rnorm(1, m;, (k; * g)~0.5)

La pareja simulada (7, g) sigue la distribucién normal-gama(m;, k;, s, ;) dada
por (4.4). |

2.2 Generacién de una distribucién uniforme en S-Plus

Para generar un pareja (m, t) de la distribucién uniforme (a;, b;, d;, €;), expresién
(4.5), se aplican los siguientes pasos:
1 Generar una muestra de una densidad uniforme(a;, b;): m<-runif(1, a;,b;)
9. Generar un nimero uniforme (d;, €;): t<-runif(l,di, e1)
' La pareja simulada (m, 1) sigue la distribucién uniforme (a;, b;,d;, e;) dada por

(4.5).

2.3 Generacién de una muestra aleatoria con censura

Recordemos que si Uh, ..., U, es una muestra aleatoria de una distribucién u(0, 1), si
ademds t, = F*(p | 6) es la funcién cuantil para la distribucién de la variable aleatoria
T . Entonces Tt = Fr(Uy | ), ..., Tn = F ' (Un | 6) es una muestra aleatoria de Fr | 6.

En el caso de datos censurados, sea Ug; la i-ésima estadistica de orden de una
muestra aleatoria de tamafio n de una distribucién Uni f (0, 1), aplicando las propiedades
de las estadisticas de orden se obtiene que la distribucién de Uy, dada Ug;-1) esté dada

por (Meeker y Escobar, 1998):

1—u

} (n—i+1)

P ) < i) = UG- = 1— |7/ > U(i—
I[U()—UIU( 1) = UG- |:]-—u(i—1) U 2 U(i-1)

De esta forma obteniendo la funcién cuantil de esta distribucion, se obtiene que
una observacion aleatoria de Uy estd dado por

U(’L) =1- [l - U(’i—l):| X (1 - Uﬁ)l/(n_i+1)7 i=1,..,n (2’31)

Muestras Censuradas (tipo II) Aplicando (2.31) el algoritmo para generar muestras
aleatorias censuradas por nimero de fallas, con n unidades y r fallas, es el siguiente:

1. Generar Ui, ..., U, observaciones aleatorias de una distribucién Unif(0,1)
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9. Caleular la muestra aleatoria de estadisticas de orden aplicando (2 31): |

Uy = 1- [1 — U(o)] x (1 - Ul)l/n con Uy =0
U(Q) = 1- [1 - U(l):i X (1 — Ug)l/(n_l) t

U(r) = 1 — [1 —_ U(T‘—l)j| X (1 _ Ur)l/(n—’r—i—l) . | l
3. La muestra aleatoria de F(t | ) es
Ty =FUp |6, i=1..r (2.32) -

Muestras Censuradas (tipo I) De igual manera aplicando (2.31), el algoritmo para
generar muestras aleatorias censuras por tiempo, con 7 unidades y tiempo de censura
t., es el siguiente: ' '

1. Generar una nueva observacion U, de una distribucién Unif (0, 1). Calcular Uy = i
1—[1=Upy] x (1= GOy Ty = F7{Ug | 6.

2. SiTy) > tc, parar. La muestra estard formada. por los tiempos de falla T(yy, ..., T(5-1)
y (n — i+ 1) observaciones censuradas. ‘ ;‘

3. SiTy) < t., incrementar ¢ y regresar al primer paso. |

2 4 Descripcién de los programas para calcular la probabilidad posterior de un modelo
v algunas experiencias

Los programas péra calcular la probabilidad posterior de un modelo fueron realizados
en S-plus, y tiene la estructura general que se describe con los siguientes puntos.

1. Al inicio del programa se dan los intervalos donde se espera que ocurra el tiempo
medio de vida y la desviacion estdndar. Con estd informacién y de acuerdo a las
expresiones de las tablas 5.1 y 5.2, se calcula los hiperpardmetros de los dos tipos
de distribuciones a priori (normal-gama y uniforme) para los pardmetros de los
cinco modelos que hemos considerado en este trabajo.

9. Se introduce el vector que contiene los tiempos de vida, y cuando es el caso se
introduce el vector que contiene los cédigos de censura.

3. Después se procede a calcular la verosimilitud integrada: para ello se tienen pro-
gramas (o rutinas) para todas las opciones que reflejan los teoremas del capitulo
4. Es decir, calculo exacto, cuando esto es posible; aproximacién de Laplace y
simulacién Monte Carlo. Por ejemplo en el caso de la aproximacién de Laplace -
se programo el algoritmo correspondiente que se describe en el capitulo 3.
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4. Con la VI se calcula la probabilidad posterior para cada uno de los modelos, al
ser comparado con los restantes.

Algunas de las experiencias que se lograron en el proceso de calcular la probabilidad

1.

posterior, y que consideramos importante comentar, son las siguientes:

Al principio desarrollamos programas para calcular la verosimilitud integrada
mediante curvatura gaussiana. Sin embargo, el algoritmo y por lo tanto los pro-
gramas, son muy vulnerables a que los lfmites de integracién sean los adecuados:
que no sean muy amplios y que contengan la curva a ser integrada. Por ello, a
pesar de varios intentos en esta direccién, los programas nunca lograron una esta-
bilidad aceptable en cuanto a su funcionamiento. Por ello se decidié no incluirlo
como una estrategia de cémputo de la VI en este trabajo. Ya en el apartado de -
investigaciones futuras del capitulo 9, se comentd que entre las opciones que habrs
que explorar en el futuro es explorar formas alternativas de computo de la VI, en
este sentido quizés la curvatura gaussiana pueda seguir siendo una alternativa.

Los valores de la VI son en general muy pequenos, y puede ir desde centésimas
hasta valores del orden 10~7°. A medida que los valores de los datos (variable) son
mayores, la VI se vuelve més pequenia. Por ello, de ser posible, es mejor expresar
los datos en escalas més generales; por ejemplo kilémetros en lugar de metros;
dias o anos, en lugar horas;etcétera. '

Por algunas estudios exploratorios, que no hemos reportado formalmente, la cal-
idad de la aproximacién de Laplace cuando se utiliza a prior: uniforme es mala,
comparada con la que se logra cuando se utiliza a priori normal-gama.

2.5 Descripcién del programa para decidir el tiempo de garantia

1.

El programa computacional se desarrollo en S-plus 2000, y algunas de sus caracteristicas
son:

Primero se especifica los pardmetros de la funcién de utilidad y los intervalos para
la media y la desviacién estédndar.

Se introducen los datos del tiempo de vida

Enseguida se calculan los pardmetros de dos tipos de distribuciones a priori (ver
tabla 5.1 y 5.2).

Se genera una muestra aleatoria de la distribucién a priori.
Luego se definen las funciones de verosimilitud y verosimilitud relativa.

Se genera una muestra aleatoria de la distribucién posterior predictiva mediante
el algoritmo Sampling-importance-resampling.

Para un nimero amplio de posibles tiempos de garantia, se evalia la funcién de
utilidad considerando la muestra generada previamente.
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8. Se obtiene el tiempo de garantia 6ptimo, la utilidad esperada en ese punto, una
gréfica de la funcién de utilidad esperada.

9. A la muestra aleatoria de la distribucién posterior predictiva, se le obtienen al-
gunos percentiles claves y se hace un histograma.
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