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Introduccion

En este trabajo hacemos uso de una de las Teorfas de Geometria Algebraica que ha resuel-
to problemas de clasificacién importantes en el rea, la Teorfa de Invariantes Geométricos
(GIT), desarrollada por David Mumford en los afios sesentas y merecedora de una ”Medalla

Fields”. Usamos esta importante herramienta para obtener resultados relacionados con el

comportamiento de soluciones y puntos singulares de ecuaciones diferenciales definidas en el
plano proyectivo complejo.

La Teoria de Invariantes Geométrices divide una variedad proyectiva, en la que actda un
grupo reductivo, en dos subconjuntos ajenos: el conjunto de los puntos semiestables y el de
los inestables. Estos dltimos, cuyo conjunto es llamado Cono Nulo, tienen caracteristicas
indeseables para objetivos tales como obtener el espacio cociente de la accién. Mumford
desarrollé un método numérico para obtener los puntos inestables haciendo uso de subgru-
pos uniparamétricos del grupo reductivo. Para cada punto inestable existe un conjunto de

subgrupos uniparamétricos que exhiben esta inestabilidad; Kempf estudié una funcién real

(que existe para cada punto de la variedad) cuyo dominio son los subgrupos uniparamétricos
y que alcanza un valor méximo positivo si, y sélo si, el punto es inestable, este subgrupo
donde la funcién alcanza el maximo es especial, porque, en algin sentido, es el que exhibe
mejor la inestabilidad del punto. Se dird que este subgrupo es el “PEOR” para el punto
inestable.

Nosotros estudiamos la accién del grupo de biholomorfismos de CP? en su espacio de
foliaciones de grado d. G. Kempf conjeturé que las hojas de una foliacién inestable eran
tranversas a las hojas de la foliacién definida por su PEOR subgrupo uniparamétrico. En
este caso diremos que la foliacidn es de Riccati respecto a su PEOR subgrupo uniparamétrico.

En general no es verdadera la conjetura (ver ejemplo en péagina 22), pero el presente
andlisis muestra que en algunos casos especificos si se cumple.

. . . . . *\
Los resultados originales presentados en este trabajo son los siguientes:

Proposiciones 5.7, 5.8: Sea X una foliacién inestablede grado 1, entonces si A es el su PEOR
subgrupo uniparamétrico para X, entonces X es A — Riccati y tiene monodromia afin.

Teorema 5.2: El Buen Cociente de las Foliaciones Semiestables de grado 1 respecto a la
accién del grupo de biholomorfismos de CP? es CP*.

111




- INTRODUCCION

Teorema 5.9: Sea X una foliacién de CP? de grado 2, entonces X es inestable para la accién
de PGL(3,C) si, y sélo si, existe g € SL(3,C) tal que

9gX € CN; =< 332% T2—, 2

. 0 0 5,0
9gX € CNy =< xz%zyz%,z E
ng :1czi zﬂ zzﬁ >
ay? 8yiy ay? ay

Teorema 5.11: Si X es foliacién Mumford-Inestable de grado 2, entonces X tiene una singu-
laridad de multiplicidad mayor o igual que 4.

Teorema 5.14: Si A es el PEOR subgrupo uniparamétrico para la foliacién genérica en C' Ny,
entonces X € C'V; si, y sélo si, X es Riccati respecto a Ay la mul_tiplicidad dep;=(0:1:0)
es mayor que 1. '

Proposicién 6.3: Si X es una foliacién invariante por la accién del subgrupo uniparamétrico
A, entonces X es A — Riccati.

kkk

Ahora daremos una breve explicacién de cémo esté estructurado el escrito.

En los preliminares se encontrard un resumen con los resultados més importantes de la
Teoria de Invariantes Geométricos, se describe de manera sencilla el método de subgrupos a
1-pardmetro y se dan los ingredientes necesarios para entender la funcién de Kempf.

En segundo capftulo se describe el espacio de foliaciones de CP? de grado d y la accién
natural del grupo de biholomorfismos de CP? definida en él.

En el capitulo 3 se da un algoritmo para encontrar, dada una foliacién, sus subgrupos
uniparamétrico que muestran inestabilidad, esto se hace asignando a cada foliacién un con-
vexo en R? en el que cada punto define uno de tales subgrupos. En el segundo apéndice se
presenta un programa de computadora escrito en lenguaje “C ++" que acepta como entrada
una foliacién y devuelve su “PEOR” subgrupo uniparamétrico si éste existe. '
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En el capitulo siguiente, dedicado a las singularidades, se dan algunos resultados gene-
rales sobre el conjunto singular de una foliacién y se demuestra que si una foliacién X es
inestable respecto a un subgrupo a 1-pardmetro, entonces X y la foliacién definida por el
subgrupo tienen una singularidad comun.

Mis adelante se estudia con detalle el espacio de las foliaciones de grado 0, 1 y 2. En
estos casos se dan explicitamente, el conjunto de foliaciones inestables, su PEOR subgrupo
uniparamétrico y se demuestra la condicién de transversalidad para las de grado 1, y para un
subespacio de las de grado 2. Se demuestra que las foliaciones inestables de grado 2 tienen
un punto singular de multiplicidad al menos 4. '

Después se demuestra la condicién de transversalidad para foliaciones invariantes por la

. acci6r de un subgrupo a l-pardmetro y se da una hoja algebraica comin entre la foliacién y

la definida por el subgrupo.

Finalmente se dan algunas condiciones, bajo las cuales, se satisface la condicién de trans-
versalidad para un subgrupo uniparamétrico cuya foliacién asociada tiene una curva de
singularidades. A continuacién se presenta un ejemplo de una familia de foliaciones con
puntos singulares de mutiplicidad muy alta que satisfacen dicha condicién.

En el primer apéndice se define la representacién de monodromia resultante de la condi-
cién de transversalidad de las hojas de una foliacién respecto a una fibracién racional.

En el segundo apéndice explicamos un Teorema de Seidenberg de resolucién de singulari-
dades, para obtener, a partir de una foliacién definida por un subgrupo a l-parametro, una
fibracién racional sobre CP*

skesksk sk

Quisiera terminar esta introduccién con una pregunta importante que surgié mientras se
desarrollaba el trabajo. ' ‘

En todos los casos estudiados aqui las foliaciones inestables tienen hojas algebraicas
comunes con las foliaciones definidas por sus subgrupos unipardmetricos asociados. Con
estos resultados y conociendo el Teorema sobre densidad de foliaciones de CP? sin hojas
algebraicas (ver pag. 158 de [6]) surge la pregunta sobre la existencia de alguna relacién entre
las foliaciones de CP? Mumford-Inestables y aquellas que tienen alguna solucién algebraica.

*
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| Capitulo 1

¢

Preliminares

1.1 Teoria de Invariantes Geométricos

Sea G un grupo reductivo y X una variedad algebraica definida sobre C. Supongamos que
existe una accién

GxX—=X
<g7x)ng7

de G sobre X.

Definicién 1.1. La accidén anterior se dice lineal o que G actua linealmente sobre X
s1 existe un homomorfismo de grupos

- p:G—=GL(n+1,C

tal que la accidn de G en X es la accion inducida por

G % (Cn+1 — (Cn+1
(g, (o, -+, &) = p(9) (20, s Tn),

donde p(g)(zo, ...; T,) es simplemente aplicar la transformacion lineal p(g) en el punto (Zgy ey Tn)-

Sea U C X abierto. Denotaremos por A(U ) el anillo de funciones regulares definidas en
Uy ‘ *

AU)® ={f e A(U) : f(g9z) = f(z) VYgeGC}.

En el caso en que X es una variedad afin tenemos el siguiente Teorema que demuestra
la existencia de la variedad afin cociente de una accién lineal.

Teorema 1.2. (vér pag. 61 de [8]) Sea G un grupo reductivo actuando linealmente sobre
una variedad afin X, entonces existe una variedad afin Y y un morfismo ¢ : X — Y tal que

1




2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1. ¢ es G — invariante.
2. ¢ es sobre.
3. $iU CY es abierto entonces
" A(U) — A(¢7H (1))
es un isomorﬁswio sobre A(¢~(U))C.
4. Si W es un subconjunto invariante cerrado de X, entonces ¢(W) es cerrado.

5. S1 Wi y Wy son subconjuntos invariantes, cerrados, disjuntos entonces

(W) N (Ws)
es vacio.

El caso proyectivo se tiene que tratar de manera diferente. Sea X una variedad proyectiva
en CP". ' '

En general el cociente de una accién lineal de G sobre X no tiene estructura de variedad
proyectiva. Mumford demostrd que, después de eliminar ciertos puntos de la variedad, existe
un “buen cociente”. Esta idea la precisaremos con las siguientes definiciones y el siguiente
Teorema. '

Una accién lineal de G sobre X define una accién de G sobre el anillo de polinomios en
n -+ 1 variables complejas: :

G x C[il?o, ,.’En] — C[{L'o, ,xn]
(g: f) = fg
fg((a:O? ~-7xn)) = f(g<x07 7377’7,))

decimos que el polinomio f es invariante por la accién si f = f, para todo g € G.

Definicién 1.3. Denotamos por O(z) la drbita de x € X por la accién de G. Decimos que
z e X es:

1. semiestable si existe f, polinomio invariante, homogéneo, de grado mayor o igual quei
uno tal que f(z) # 0. .

2. estable si
' dim O(z)=dim G,

existe f, polinomio invariante, homogéneo, de grado mayor o igual que uno tal que
f(z) # 0 y las drbitas de la accidn de G restringida a Xy = {x € X : f(z) # 0} son
cerradas en Xy. '

L} \,'
Yy

It

R il il Wi g W AT N nl
BN U5 Vil vl Al a4y 0 b il
b & & d Ay | . - ] A

d

i n 1
) Al l," ‘Ni L"A
Gat (ad

b

I

q

PN « B+ RS + N+ MR
U0 r_Q
{ {

N

o
-

=

=3
o«

1.1. TEORIA DE INVARIANTES GEOMETRICOS ', 3

3. Los puntos que no son semiestable se denominan puntos inestables y su conjunto se
llama cono nulo de la accion.

‘Denotaremos por X% y X? el conjunto de puntos semiestables y estables respectivamente.

" Definicién 1.4. Un buen cociente de X por G es una pareja (Y,¢) donde Y es una

variedad y ¢ : X =Y es un morfismo afin que satisface las siguientes condiciones:

- 1. ¢ es G-invariante.
2. ¢ es sobre.
3. SiU es un abierto de Y, entonces
" AU) — A(67H(V))
es un isomorfismo de A(U) sobre A(¢™*(U))¢
4. S1 W es un subconjunto invariante y cerrado de X, entonces d(W) es cerrado. .

5. Si Wy, Wy son subconjuntos de X, cerrados, invariantes y disjuntos, entonces

¢(W1) N o(W2) = 0.

Definicién 1.5. Un cociente categdrico de X por G es un par (Y, ¢), donde Y es una
variedad y ¢ : X —'Y es un morfismo tal que:

1. ¢ es constante en las 6rbitas de la accion.
2. para cada variedad Y1 y morfismo ¢1 : X — Y1 constante en drbitas, existe un unico
morfismo x : Y — Y] tal que x o ¢ = ¢1.

Si, ademds, ¢~ (y) consiste de sélo una drbita para todoy € Y entonces (Y, @) se llama
espacio de drbitas.

El principal Teorema de la Teoria Geométrica de Invariantes, escrito en el contexto de
variedades proyectivas, es el siguiente:

. . 'S
Teorema 1.6. (ver pag. 38 de [5]) Sea G un grupo reductivo actuando linealmente sobre
una variedad proyectiva X, entonces

1. Emiste un buen cociente (Y, d) de X*° por G donde Y es proyectiva.

2. Existe Y* C'Y abierto tal que ¢~ (Y*) = X°® y (Y, ) es un buen cociente y un espacio
de drbitas de X° por G.
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3. Sixzy € X% yxy € X°° entonces

d(z1) = ¢(z3) < O(z1) NO(z2) N X £ 0.

4. Para z € X tenemos lo siguiente:

zeX & dimO(x)=dimG y O(z) es cerrado en X*°.

Definicion 1.7. La variedad pmyectz’fua Y del Teorema anterior es llamada el cociente
de Mumford para la accion de G en X.

1.2 Método de subgrupos a l-pardmetro

En general es muy dificil encontrar los polinomios invariantes.por la accién inducida por
la accién lineal de un grupo reductivo en una variedad proyectiva y, por tanto, encontrar los
puntos semiestables y estables.

'La siguiente proposicién caracteriza los puntos semiestables y estables, con esta carac-
terizacién describiremos el método numérico de subgrupos a un pardmetro para encontrar
dichos puntos.

Proposicién 1.8. (ver Proposicion 2.2 de [5]) Seax € X y T € C*™ un punto en la clase
de x en el espacio proyectivo, entonces:

1. z es semiestable si y sélo si 0 ¢ O(Z).
2.  es estable si es semiestable, la orbita de x es cerrada en X°° y
dim O(z) = dim G.
Definicion 1.9. Un subgrupo a un pardmetro de G es un homomorfismo no trivial
AC =G

de grupos algebraicos. Sea m € Z, definimos el m-mailtiplo, m\, de A como

mA(t) = A(f™)

y decimos que X es indivisible si no es m-mailtiplo de ningin subgrupo para m > 1.

=
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1.2. METODO DE SUBGRUPOS A 1-PARAMETRO | 5

Si A es un subgrupo a 1—parémetro de G y G actua linealmente en una variedad X,
entonces A define una representacién de C* en C**1: ‘

C* - GL(n+1,C)
te A(t) : O — v
v A,

donde, para simplificar la notacién, consideramos A(t) como elemento de GL(n + 1,C) (ver
Definicién 1.1).

Proposicién 1.10. La representacion anterior es diagonalizable, es decir, existe {vg, ..., Un}
base de C* tal que: .

)\(t)’UZ = tri?)i
donde r; € Z..

Demostracion. Dado que C* es un grupo conmutativo, entonces {A(¢)}icc- es una familia
conmutativa de endomorfismos.

Sea to € C* una raiz m — ésima de la unidad, entonces A(¢y)™ es la matriz identidad, por
lo tanto A(tg) es diagonalizable.

Sea C" = ker(A(to) — a1 ]) @D ... @ ker(A(to) — ans1]) la descomposicién en subespacios
propios lineales invariantes que define la diagonalizacién de A(ty). :

Sea E € {A(t)}sec, ¢ entero positivo menor o igual que n+1y v € ker(A(to) — a;I),
entonces

(Alto) — a:l)Ev = EA(to)v — a; v = E(agw) — a;Bv = 0,

- por lo tanto el subgrupo unidimensional ker(A(¢g) — a;]) es invariante por E, entonces E es

diagonalizable con la misma base que A(Zo).

Sea {vg, ..., Un } la base que diagonaliza estos endomorfismos, puesto que C* es un grupo
multiplicativo, entonces

At v =My, *
donde r; € Z.
’ O
Puesto que la accién de G es lineal, entonces SLZ =Y o, ANE)T =30 o triaw;.
Usando esta notacién haremos la siguiente definicién importante.
————— ——————— —
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Definicidén 1.11. Sea z € X y X\ un subgrupo a un pardmetro de G, definimos la siguiente
funcion:

u(z, A) = min{r; : a; # 0}. (1.1)

Ahora mencionamos el siguiente Lema, cuya demostracién es consecuencia inmediata de
la definicién de la funcién u.

Lema 1.12. (ver pag. 104 y 108 de [8]) Sea z € X, T € C*™ un punto en la clase de x
en el espacio proyectivo, g € G y A un subgrupo a 1-pardmetro de G, entonces:

1. p(z, A) < 0 < limy0 A(£)Z no existe

2. pw(z,A) >0 < limy o A(¢)Z = 0.

3. ulgz, A) = pu(z, 97 Ag)

Es claro que si existe un subgrupo a 1l-pardmetro A tal que:

UmA®)Z =0,

t—0

entonces = es un punto inestable, esto debido a que este limite pertenece a O(Z) ;

El siguiente Teorema (cuya demostracién no es inmediata) es el reciproco de la afirmacién
anterior. :

Teorema 1.13. (ver Teorema 2.1 de [5]) Si 0 € O(T) entonces eziste un subgrupo a un
pardmetro: '

A C -G
tal que lim;_,o A(¢)Z = 0.

Con estos resultados previos podemos enunciar el siguiente Teorema, el cual nos dice lo
poderoso que es el método de subgrupos a 1-pardmetro para encontrar los puntos semiestables
y estables de una accién lineal.

Teorema 1.14. (ver Teorema 4.9 de [8]) .
Sea G un grupo reductivo actuando linealmente en una variedad proyectiva X, entonces
z € X es:

1. semiestable si, y sélo si, u(z, A) < 0 para todo A, subgrupo a un pardmetro de G.

2. estable si, y solo si, pu(x, \) < 0 para todo A, subgrupo a un pardmetro de G.

3. inestable si, y solo si, existe un subgrupo a I-pardmetro A de G tal que p(z, A) > 0.

l

1.3. UN TEOREMA DE KEMPF ' 7
1.3 Un Teorema de Kempf

Los ingredientes necesarios para poder enunciar el Teorema de Kempf son:

1. El conjuhto de subgrupos a un pardmetro de G, que denotaremos por I'(G)

2. Una nocién de longitud en este conjunto. Esta serd una funcién real no-negativa

I1:0(@) + &
tal que:
a) Para todo A € T(G) y g € G, lighg™ | = ||All-

b) Si T es un toro maximal de G, existe una forma bilineal, entero-valuada, definida
positiva (,) en T'(T) tal que (A, A) = ||A||* para todo A € T'(T).

3. El concepto de subgrupo parabélico P(\) de G asociado a A € T'(G):

| PA)={geG: %1_{% /\(tl)g)\“l(t) existe en G}.

- Ahora podemos enunciar el siguiente Teorema debibo a G. Kempf.

Teorema 1.15. (ver Teorema 3.4 de [7]) Sea G un grupo reductivo actuando linealmente
sobre una variedad proyectiva X, fijemos x € X y una funcidn longitud en (@), entonces
la aplicacion

fz : T(G) =R
definida por
,_ /.t(ﬂ?, )‘) ' '

tiene las siguientes propiedades:

(i) Alcanza un valor mdzimo B, que se encuentra en el conjungo | X, z| = {A € T(G) :
im0 A(t)z}, si este conjunto es no vacio. -

(ii) B, existe y es positivo si y sdlo si 0 € O(Z).

Si la condicion (ii) se verifica, el conjunto A, de subgrupos a 1-pardmetro indivisibles A,
tales que f,(\) = B, satisface las siguientes propiedades:
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(1) A, es no vacto.
(2) Existe un'subgrupo parabélico P, tal que P(\) = P, para todo A € A,.
(8) Todo toro algebraico mazimal de P, contiene un unico miembro de A,.

(4) Ay es un espacio homogéneo principal bajo conjugacion por el radical unipotente de
P,.

Definicién 1.16. Liamaremos d fz la funcion de Kempf asociada a x.

Observacién. Si f, alcanza su valor méximo en A; y As entonces existe g € P, tal que

ghgh =X
Pues, por la parte (4) del Teorema anterior, si R es el radical unipotente de P, entonces la
accién :
Rx A, = A,
(9. 2) = grg™

es transitiva.
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Capfitulo 2

El Espacio de Foliaciones de CP2 y la

Accién de PGL(3,C)

Una foliacién por curvas de CP? de grado d es un morfismo no cero de haces

X : Op2(1 — d) = TCP?,
donde JCP? es el haz tangente de CP?. Consideramos d > 0 pues si d < 0 entonces X es
el morfismo cero. Dos morfismos X7, X, definen la misma foliacién si X; = kX, para algin

keC. ‘

Entonces el espacio de foliaciones de CP? de grado d es’

Fq = ProjH®(CP? I CP*(d—1))
donde TCPX(d — 1) = O (d — 1) ® TCP.

Consideremos la sucesién exacta de Euler (ver [4] pag. 182):

0= Op2(d—1) = Op2(d)* = TCP*(d—1) = 0,

ésta induce la siguiente sucesién larga de cohomologfa:
'Y

0 — H°(CP?, Op2(d — 1)) — HO(CP?, B2 (d)®) — H°(CP?, FCP*(d—-1)) =0 (21)
pﬁes HY(CP? Op>(d —1)) =0 para i > 1.

El espacio vectorial H°(CP?, Op2(d)) es el espacio de polinonﬁos homogéneos de grado
d en tres variables y tiene dimensién ’
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Definicién 2.4. Un puntop = (ag: a1 : as) € CP? es un punto singular para la foliacidn

(d+2)(d+1)

2 ' ' P(ZO,Z]_,ZQ)

A partir de la sucesién (2.1) y de la observacién anterior concluimos que X=| Qz,2,2)

| , R(zy, 21, 22)

g 3 170 (P2 207 1\ _
dim%; = dimH°(CP?, 7CP2(d — 1)) — 1 i eviste b € C tal que
= dimH°(CP?, Op2(d)?) — dimH°(CP?, 6% (d — 1)) — 1
d+2)(d+1 d+1)d '

:3( )2( ‘ ) _ ( 5 ) -1 P(a07a170’2> Qo
= d* +4d +2 X(p)=| Qlag,a1,02) | =k| a
R(ag, a1, a2) az

v obtenemos la siguiente . e o .
El conjunto de puntos singulares de la foliacién X lo denotaremos por Sing(X).

Proposicién 2.1. Eziste una correspondencia uno a uno entre el conjunto g ) . » o
En la variedad proyectiva &, existe una accién natural por el grupo de biholomorfismos

Proj{X : 6(1 — d) - I CP?} de CP?, definida del siguiente modo:

con d > 0, y los campos vectoriales polinomiales homogéneos

1200000002000

PGL(3, (C) X yd —> yd

ﬁ

9 9 9 P(20, 21, 22) | | .
X = P(zo,zl,zz)a—zo + Q(20, 21, 22)—-—82 + R(zo,zl,zz)———azz = | Q(z,2,2) o> (g, X) = gX =DgXo(g™): (2.2)
‘ 1 R(Z07 Z17Z2) : ,‘ ' . ‘
| mmi Los grupos SL(3,C) y PGL(3,C) son iségenos (existe un morfismo sobre y con kernel

en CP? de grado d, médulo la suma de h - R, donde b es un polinomio homogéneo de grado
d-1yR=31, zia% es el campo radial en CP.

finito entre ellos), as{ que, para nuestros fines, se puede trabajar con cualquiera de ellos.

H

Ahora describimos sus subgrupos a 1-pardmetro de SL(3,C) para encontrar los puntos

Daremos ahora tres definiciones relacionadas con foliaciones que se estaran mencionando ) : .
: inestables de esta accién particular.

a lo largo del trabajo.

081

Definicién 2.2. Un conjunto analitico £L C CP? es una hoja para la foliacién

2.1 Los subgrupos a 1-parametro de SL(3,C)

X:0p:(1—d CP?,
e )= T Proposicién 2.5. Sea

si el morfismo X restringido a L tiene imagen en L.

A:C = SL(3,C)

Definicién 2.3. Sea F(zp, 21, 22) un polinomio homogéneo, entonces la curva C en CP? 3
definida por F es una solucién algebraica para ‘ L un subgrupo a un pardmetro de SL(3,C), entonces existen g € SL(3,C) y enteros n; tales
o« que ng+ny+mny =0y
P(207z17Z2) M *
X =1 Q2,2,2) s Mmoo 0 0
R(zy, 21, 2 -
( 05 #1, 2) m )\(t) =g 0 £ 0 g—l. » (23)
81y sélo si existe un polinomio H tal que ' (\ 0 0 t™
OF oF oF == Demostracién. Un sub imetro de SL(3,C) def i .
P(zq, 21, 29) =— + Q(20, 21, 22) =— + R(20, 21, 20) =— = HF. L emostracion. Un subgrupo a un pardmetro de SL(3, C) define una representacién de C* en
' 0z 0z Ozo C*, asf que la prueba de esta proposicién es anéloga a la prueba de la proposicién (1.10). [

i
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Con este resultado y usando (1.14) y (1.12) tenemos la siguiente:

Proposicién 2.6. Un punto X € &, es inestable para la accidn descrita en (2.2) si, y sdlo
st, ‘

u(gX,A) >0
para algin g € SL(3,C) y algun subgrupo a 1-pardmetro A diagonal.

Ahora necesitamos fijar una funcién longitud en I'(SL(3,C) para aplicar el Teorema
(1.15). |

En la siguiente proposicién definimos dicha funcién longitud y demostramos que, efecti-
vamente, satisface las propiedades requeridas en la seccién 1.3.

o 0 0 _
AMt)=g| 0 tm 0 g7t
0 0 t™

es un subgrupo a I-pardmetro de SL(3,C), entonces definimos la funcidn real no-negativa

Proposicién 2.7. §i

| | : T(SL(3,C)) = R

e 0 0
g 0 ™ 0 gt
0 0 ¢

por

@I =

=4/n +n?+ni.

La funcidn | || satisface lo siguiente:
a) para todo A € T'(G) y g € G, [lgAg™* || = ||All,

b) si T es un toro mazimal de G, ezxiste una forma bilineal, entero-valuada, definida positiva
(,) en I'(T) tal que (A, A) = ||\||? para todo X € T'(T).

Demostracién. La parte a) de la proposicién es evidente. Es consecuencia de la definicién
de || I

Ahora demostramos la parte b) de la proposicién.

2.1. LOS SUBGRUPOS A 1-PARAMETRO DE SL(3,C) 13

© Sea T un toro maximal de SL(3,C). Todo toro maximal de SL(3,C) es isomorfo al
subgrupo formado por las matrices diagonales, entonces existe b € SL(3,C) tal que

, te 0 0
NT) = {A(t):h 0 tm 0 |ht:im €Z>n0+n1+n2:0},
0 0 t™ ,

podemos considerar a I'(T) como un Z — médulo con el producto de matrices y la aplicacién

Definimos la siguiente forma

(,): T xT(T)—Z

t" 0 0 ™0 0 ‘
(]'L 0 ™ 0 h_l, h 0 tm 0 h_1> — NgMo + N1M1 + NaMa,

0 0 ™ 0 0 ¢m™

es claro que esta forma es bilineal, entero-valuada, definida positiva y

| (@), A®) = 1A% |
Por lo tanto || || define una funcién de longitud en I'(SL(3, C)). : O

Para terminar este capitulo mostraremos una base del cono afin del espacio de foliaciones
(i.e HY(CP?, ICP?(d — 1))) que satisface la proposicién 1.10.

Sea

o 0 0
AMt)=g[ 0 tm 0 |g7!
0 0

~ un subgrupo a 1-pardmetro de SL(3,C).

Los campos monomiales

J kK

i
202129 _321
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donde 0 <14,7,k S‘d y 0 <1< 2 generan el espacio HY(CP?, I CP?(d — 1)) y satisfacen:

tm 0 0

R PR
0 tm 0 |zizdb— =gmnomiT™ zéz{zz——a :
0 0 oz &

Entonces el campo

satisface

o 0 0 g
gl 0t 0 |oe(adng )=
0 0 “

L .0
ni—noi—nij—nek i J k —
g™ A% g )=
2

0
s

n;—ngi—ni1j—nok 3.7k
3 g9(zp21 23

Por lo tanto el conjunto de generadores

{g(zéz{zgé_—)}OSi,j,kgd 0<I<2;
2]
médulo el campo radial forman la base deseada.
Definicién 2.8. El entero n; — ngi — n1j — n2k es el peso de
k=),
9(z521%2 3 zz)

respecto a la accion de A. Una foliacién X es inestable respecto a A o “\-inestable”
si los pesos de X respecto a la accion de \ son mayores que CETO.

I O A R O

tet

eSS EERET,
Y R R R R T I YTY.

Capitulo 3
Convexo asociado a una foliacion

Lema 3.1. Sea
A:C — SL(3,C)

t 0 0
1A 0 tm 0
0 0 1

un subgrupo a 1-pardmetro de SL(3,C), entonces el subgrupo pardbolico P(\) (ver seccion
1.8) es:

1. el subgrupo de matrices tridngulares superiores de SL(3,C) sing > ny > na.

‘ gu g1z 913
gor G2 923 | € SL(3,C) 1 gz =932=0
g31- gs2 - G33 ,

st ng = ny > Na.

2. el éubgrupo

Demostraciéon. Recordemos que

P(\) ={g€SL(3,C): lim A(t)gh7i(t) existe en SL(3,C) }.

g11 G912 913
g=.1 g21 G222 923
gs1 G932 Gs3

un elemento de SL(3,C), entonces

Sea *

15
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e 0 0 gu G12 Gis im0 0
)\(t)g)\_l(t)= 0 ™ 0 go1 G220 923 0 tT™ 0 =
0 0 ™ 931 932 g33 0 0 ™
911 troTM gy 10T gy
M0 gy 922 T2 gog
1" T0gs 2T M gs 933

Si ng > nq > N, entonces Ny —ny < 0, ne —ng <0y ng —ny <0.
'Sing =mny > no, entonces no —ng < 0y ng —ng <O0.
Por lo tanto el limite

lim A(£)gA =L (£)

t—0

existe si, y sélo si, ga1 = gs1 = g3z = 0 0 si, y s6lo si, gs1 = gs2 = 0, respectivamente. g

Proposicién 3.2. Si X es un punto inestable para la accidn (2.2) entonces existe g €

SL(3,C) tal que la funcién de Kempf fox alcanza su mdzimo en un subgrupo diagonal inico. '

Demostracién. Sea X un punto inestable péra la accién (2.2). Entonces existen un subgrupo
a 1-parametro diagonal :

e 0 0
A= 0o ¢ 0 |,
0 0

donde ng >n; 2 ny y g € SL(3,C) tal que fx alcanza su valor maximo en ghg~t.

Como la norma de un subgrupo a l-pardmetro es invariante por conjugacién y por la
parte (3) del Lema (1.12) tenemos: '

p(X g g™h) _ plgX, )

Y= (R

fx(grg™) =

Sea a € T'(SL(3,C)), entonces

fox (@) = fx(gag™) < fx(gAg™) = fox (N),

por lo tanto fyx alcanza el méximo en A.

“ﬂnﬂnhnnnnﬂNﬂnnﬁﬂﬂﬁﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂw‘
SO S i
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Sea T el toro maximal de Pyx = P(\) que consta de matrices diagonales, entonces para
todo t € C* ' '

| o 0 0
A)=[ 0 ™ 0 |eT
0 0

Por lo tanto, por la parte (3) del Teorema (1.15), este subgrupo diagonal donde f,x
alcanza el méximo, es dnico. - O

El objetivo de esta seccién es asociarle a cada foliacidén X una regién en el plano cuyos
puntos corresponden a los subgrupos a l-pardmetro diagonales respecto a los cuales X es

inestable y encontrar entre ellos el que maximiza la funcién de Kempf.

Sea X una foliacién de CP? de grado d y
L((C)?)

el conjunto de subgrupos a 1-pardmetro diagonales de SL(3,C). Este conjunto tiene estruc-
tura de Z — médulo con la multiplicacién de matrices y la aplicacién

Zx T((C)) = T((C)?)

(m, A(®)) = mA(E) = A(E™).

Tenemos, entonces, el siguiente isomorfismo de Z — médulos

D((C)%) — 22
e 0 0
0 ™ 0
0 0 ¢em

— (ng, n1)-

Consideraremos I'((C*)%) como el espacio vectorial real V = Z? ®z R = R? dotado con
la norma

(2, 22)ll = /2 + 23 + 2122, | (3.1)

%
esta norma es la definida en (2.7) para los subgrupos a l-pardmetro de SL(3,C).

- A cada uno de los elementos de #; podemos asociarle un convexo de R? de la siguiente

manera.

Recordemos que una foliacién X se escribe como una combinacién lineal finita de campos
monomiales de grado d. Los campos monomiales podemos escribirlos de la siguiente forma
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, . 0
Zz+lzj Zk_
0 Ay
o 9
+1_k
22 2 8—,21
o 9
zéz{zé”“—a—g,
donde i+ j+k =d— 1. Entonces
t*r 0 0 P 9
0 t= 0 2t = gle=ert(k—g)za irl 7k~
t*r 0 0 P .
0 ¢ 0 22T gk = ¢zt E ok —
O 0 $—T1—22 ‘ 821 8z1
Yt 0 0 5 5
0 t= 0 Zizl A — = gle=tert(b—g)ze i o7 k1~

Por lo tanto, para cada uno de los campos monomiales distintos de cero de X, tenemos
definida-la aplicacién lineal

Qg - V -R
(z1,22) — (k —)z1 + (k — j)zs,

cuya imagen es el peso correspondiente del campo monomial por la accién del subgrupo
diagonal correspondiente a (z1,z2). Esta aplicacién lineal sélo depende de los enteros 1, j, k.

Cada una de estas funciones define el semiplano

Cijr = {(z1,72) € R @ a1, 72) > 1},
entonces

Cijx NZ*

es el conjunto formado por los subgrupos a un pardmetro diagonales de SL(3, C) regbecto a
los cuales el campo monomial definido por los enteros i, 7, k tiene peso positivo. -

.y

v

)iﬁ
Ty

"

‘Aif‘ ‘AIA
[ E—) LYY
b 1 L
Ll

i

i
iy
1

. viv

i
(P}
|

«re
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Finalmente, el convexo Cx asociado a X es es la interseccién de los semiplanos definidos
por los campos monomiales distintos de cero de X, es decir,

CXHZ?‘

es el conjunto formado por los subgrupos a un pardmetro diagonales de SL(3, C) respecto a
los cuales todos los campos monomiales distintos de cero de X tienen peso positivo.

Mencionamos las siguientes cuatro propiedades de Cx, las tres primeras son consecuencia
directa de la definicién de Cx y la tercera es una nueva caracterizacién de foliacién inestable.

1. Si Cx # (0 entonces Cx N Z2 # .

Do

Para todo X € &, (0,0) no pertenece a Cx.

Si a € C* entonces Cx = Cyx.

= W

La foliacién X es inestable respecto a SL(3,C) si, y sélo si, existe g € SL(3,C) tal que
CgX # @

Demostracién. Sabemos que X es inestable si, y s6lo si, existen g € SL(3, Cy

me 0 0

Agy=| 0 tm 0 |,
070

donde ng > ny > ng, tal que

u(X, g Ag) > 0.

Por la parte (3) del Lema 1.12 tenemos que u(X,g7'Ag) = u(gX;A). Y u(gX, ) > 0 se
satisface si, y sélo si, A € C,x. ' O

Sea min{a;;x(z1,22)} el minimo valor tomado en (z1,z2) por las funciones lineales de-
finidas por los campos monomiales distintos de cero de X, entonces la funcién de Kempf

asociada a X (ver Teorema 1.15), restringida a los subgrupos a un pardmetro diagonales de
SL(3,C), es ’

fx T(C)) =R
. min{ou, (21, T2) }
( L 2) > [(z1, z2)]|
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Teorema 3.3. El mdzimo de la funcion

fx:Cx—R

min{ouzr(T1, T2) }
(#0,22) = == )l

se alcanza en el punto de Cx mds cercano a (0,0) € R? respecto a la norma definida en

(3.1).

Demostracién. Cx es un conjunto convexo en R? que no contiene a 0. Por lo tanto el punto ’

més cercano a 0, con la norma definida en (3.1), en esta regién es Unico y se encuentra en la
frontera de C'x. Llamemos a este punto vg.

Sea v € V' y min{ay(v)} = m > 0, entonces min{oyj(m™v)} = 1 asf que m™'v € Cx.
Como fx es invariante en los rayos, tenemos:

1 1‘
ol = Tool

Fx(v) = fx(m ) = = fx(vo).

Por 1o tanto el méximo se alcanza en vp.
O

Lema 3.4. Sea X una foliacidn de CP? y Cx su convezo asociado.

El punto mds cercano en Cx a (0,0) con la norma de R? definida en (3.1) satisface una
de las siguientes condiciones: f

1. es un vértice del convezo

2. es el punto mds cercano a (0,0) sobre una de las rectas que forman la frontera del
convezxo. '

Demostracién. Sabemos que el punto més cercano a (0,0) en Cx se encuentra en la frontera
de este convexo, asi que nos restringiremos a dicha frontera para encontrar el punto que
minimiza la funcién || ||.

La funcién || || restringida a una recta tiene un dnico valor minimo que corresponde al
punto sobre la recta mas cercano a (0,0).

Si el segmento de recta que forma parte de la frontera de Cx no contiene el punto de esta.
recta mas cercano a (0, 0), entonces la funcién norma restringida a este segmento es creciente
o decreciente, en este caso el minimo de la funcién restringida se alcanza en un vértice del
CONVEXO.

La conclusién es que los candidatos para alcanzar la minima norma son los vértices de
Cx o los puntos en las rectas mds cercanos a 0 que se encuentren en la regién. U

31. FOLIACIONES ) — RICCATI 91

El punto de norma minima sobre la recta (k —é)z1 + (k — Jlze =1es

~3i+d—1 —3j+d—1 )
<(i—j)2+(j»—k>2+(k—i)z’(i—j>2+(j—k)2+(k—z'>2 '

El vértice de C'x definido por la interseccién de las rectas

(R — i)z + (ks — fo)r2 =1
(k‘g - iz)il?l =+ (k2 - jz)l'z =1

es

< ko — ki + 71— J2 Z'z—i1+k1—.k2 )
(Br — i1) (k2 — o) — (k1 — 1) (k2 — 12) (k1 — i2) (k2 — J2) — (kx — 1) (k2 — i)

Y)‘
Por lo tanto existe r € R tal que rvp € Cx N 72. Entonces rvy maximiza la funcién de
Kempf asociada X restringida a los subgrupos a 1-pardmetro diagonales de SL(3,C).

Definicién 3.5. El éubgrupo a un pardmetro diagonal, indivisible que mazimiza la funcion
fx se dice el peor subgrupo a 1-pardmetro diagonal de X.

En el apéndice podemos encontrar un programa de computadora escrito en lenguaje C
que proporciona, dada una foliacién, su peor subgrupo a 1-pardmetro diagonal.

3.1 Foliaciones A — Riccati

Sea

A:C — SL(3,0)

t 0 0
t—g 0 ™ 0 g“1
0 0 ™

un subgrupo a un pardmetro y (ao : a; : a2) € CP?2. Entonces

ap

{/\(t) @ :tecc*} | \

a2

es una solucién algebraica que pasa por el punto (ao : ay : ay) de la foliacién de grado uno
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Xa=g[ 0 mu 0 |gt =
. 0 0 Ny /° 29

A la foliacién X la llamaremos la foliacién asociada al subgrupo a un pardmetro .

Dada una foliacién de este tipo, por el Teorema de Resolucién de Seidenberg (ver apéndice
A), existe una fibracién racional en CP2 (= CP? con un ntmero finito de puntos explotados)
cuyas fibras son las hojas de X, separadas mediante las explosiones.

Definicién 3.6. Sea X una foliacién de grado d y A un subgrupo a I1-pardmetro de SL(3,C).
Sea ‘

‘ F:(EPE—)CPI

la fibracion racional definida por el Teorema de Resolucién de Seidenberg para X,. Denote-
mos por X la foliacion X levantada o CP2.

Diremos que X es \-Riccati si las fibras de F, excepto un ndmero finito, son trans-
versales a las hojas de la foliacién X v, ademds, las fibras no transversales son hojas de

X.

Como mencionamos en la introduccién, G. Kempf conjeturé que si A es el PEOR, subgru-
" po a l-pardmetro de una foliacién inestable X , entonces X es A — Riccati. Aqui mostramos
un ejemplo donde esto no se satisface.

Sea

2,2
Z57222,
X = z2+23

Z()Zé1 + ZfZg

esta foliacién es inestable de grado 5 y su PEOR subgrupo uniparamétrico es

2 0 0
A= 0 t1 0 |,
0 0 1

el punto py = (1: 0 : 0) es dicrito para X, y singular para X. Después de hacer una explosion
en po en la carta afin Uy bajo el cambio

f1 =W

22 = WiWs

n ¥
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tenemos que
—w2d -1 ~ 3\
= wy(w
X, = w16w2+ 1{wy )4> XA°:<O>
wr(ws — ws) + we — w3
asi que los puntos de tangencia entre estos campos son aquellos que satisfacen 1@ ecuaciéon
wy(w§ — ws) +ws —ws =0

en estos puntos las hojas no son transversales, por lo tanto X no es A — Riccati.
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| Capitulo 4

Singularidades

Definicién 4.1. Sea p € CP? una singularidad aislada de X (ver definicion 2.4). Una
separatriz de X por p es una curva holomorfa irreducible C' (posiblemente singular) que
pasa por p y es invariante por X. Una singularidad es dicritica si pasgn por ella una
infinidad de separatrices. _ '
Definicién 4.2. Sea X una foliacion y p € Sing(X). Sea

3

< F(z1, z) )
G(Zl, 22)
un generador local de X alrededor de p = (0,0). Definimos la multiplicidad de p como

ﬁp
< FG>’

donde 0, es el dlgebra local de X enp y < F,G > es el 1deal generado por F 'y G como
elementos de O,. '

m(p) = dimg

Proposicién 4.3. (ver [1] pag. 28) Sea X una foliacién de CP? de grado d con singulari-
dades aisladas, entonces '

Z m(p) =d* +d+ 1.
peSing(X)

Mencionamos ahora un Teorema demostrado por G. Kempf y X. Gémez-Mont que rela-
ciona las foliaciones con singularidades de multiplicidad uno y foliaciones estables.

'Y
Teorema 4.4. (ver [2]) Sea X una foliacion de CP? de grado d con singularidades aisladas.
Si m(p) = 1 para todo p € Sing(X), entonces X es estable para la accion

PGL(3, (C) X 54‘03 — yd
(9,X) = gX =DgXo(g7). | (41)

25
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Definicién 4.5. Sea X una foliacion de CP? con singularidades aisladas y seap € Sing(X).
Sea : :

un generador local de X alrededor de p = (0,0). Definimos la multiplicidad algebraica
de p como el orden de anulamiento de (0,0) en el generador local, es decir, el minimo grado
de los términos distintos de cero de F y G.

El siguiente Lema establece la relacién entre los puntos singulares de una foliacién ines-
table y la definida por un subgrupo a 1-pardmetro respecto al cual es inestable.

Sean
Do = (1 :0:0
pr=0:1:0
Do = (0 : 0 1)
Lema 4.6. Sea
t 0 0
At) = 0 ¢ 0
0 0 ¢
un subgrupo a I1-pardmetro y
(ZOa 21, Z2)
X - (ZOJ 21, 22)
R(Zo, 21, %2)

una foliacion A — inestable de grado d, mayor o igual que 1.
- Sin; > ny para § # 1 entonces el punto p; es dicritico para la foliacion asociada a A y
este punto es singular para X.

Demostracion. Demostraremos el caso en que ng > n; > no, los demas casos en que los
exponentes son distintos se demuestran de manera andloga. El caso en que dos son iguales
lo trataremos después.

Una ecuacién para la primera integral de la foliacién asociada a A,

0N 0 0 20 )
X A= 0 ny 0 zZ1 R
0 0 Mo Z9
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Por hipétesis ng —n1 < 0, ng —ng > 0y 11 —np < 0, entonces las soluciones algebraicas
de X, son de la forma

]{J Zno na k an ne ;lo ny __O
con k; € C.

Asi que las soluciones pasan-por el punto py = (1 : 0 : 0), por lo tanto p, es dicritico para
X5

Supongamos que py no es punto singular de X. Entonces el coeficiente de

s 0
0 821
o el coeficiente de

w2
0 822

en la expresién de X es distinto de cero.

La accién de A en estos campos monomiales es

0 0

0
)\(t) = O tnl O 2058_ — tnl—nodzoé__
0 0 tm 21 Z1

e 0 0 |
)\(t) = 0 ke 0 ZOi — tnz—nodzo-——a——

0 0 ¢ 822 822 )

- Como ng > ny > ng ¥ ng + n1 +ny = 0, entonces ng > 0y, por lo tanto,
£

nod > ng > Ny.

Entonces n; — nod < 0. Este es el peso correspondiente a zoz2 respecto a A.

Anélogamente

nod > ng > Na.
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Esta ultima desigualdad implica que ny — nod < 0 y este es el peso correspondiente a
205‘2-2— respecto a A. :

En cualquiera de los dos casos se contradice el hecho de que X es A — inestable. Por lo
tanto pg es singular para X.

Con esto hemos probado el Lema para el caso en que los exponentes del subgrupo a un
pardmetro son distintos.

Ahora veremos el caso en que tenemos dos exponentes iguales.

Supongamos 1, = na, entonces

20 0
At)=| 0 tm 0
0 0 ™

Trabajaremos con su subgrupo indivisible equivalente

2 0 0
AMt)=| 0 t* 0
0 0 ¢!

Las soluciones irreducibles de X son
kiz1 — kazo =0,
donde k; € C. Entonces todas las soluciones pasan por p.

La demostracién de que es punto singular de X se hace de manera anédloga al caso en

que los exponentes de A son distintos.
O
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Capitulo 5

Andlisis de inestabilidad de foliacionesv

5.1 Foliaciones de grado O

La dimensién de %, es 2. Estas foliaciones son aquellas que tienen un punto singular y sus
. . . - 2
hojas son las rectas que pasan por este punto, entonces este espacio se identifica con CP°.
La accién de un subgrupo a l-pardmetro

Mo 0 0
gl 0 ¢ 0 |g?
0 0 )

en una foliacién de grado 0 es simplemente aplicar la transformacién que define en el punto
que corresponde a la foliacidn. :

Teorema 5.1. Toda foliacidn X de grado O es inestable respecto a la accion ( 2.2). Si A es
el PEOR subgrupo a 1-pardmetro para una foliacion X, entonces todas las hojas de X y X,
coinciden. ‘ '

Demostracién. Para todo punto (a: b :c) € CP? existe g € SL(3,C) tal que:

a 0
gl b | =11
¢ 0

Todas las foliaciones de este tipo son inestable; basta tomar un subgrupo a 1-pardmetro con
el segundo exponente positivo para exhibir inestabilidad. Por lo tanto todas las foliaciones
de grado 0 son inestables. ' *

El PEOR subgrupo a 1-pardmetro de

0
Y=11
0

29
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es
71 0 0
Aty=1 0 £ 0
0. 0 tt

la foliacién X tiene una singularidad dicritica en p; y una curva de singularidades en y = 0;
y sus hojas son las curvas kyz — ksz = 0 con k; € C, es decir, todas las rectas que pasan por

b1
Entonces todas las hojas de X y X, coinciden. ‘ 0

5.2 Foliaciones de. grado 1

Un elemento de % es de la siguiente forma:

9 o o)
X = (112 + a12y + a132) =— + (a2 + Gy + a23z)5§ + (317 + a32y + a332) —

oz 0z
o 0 0 0
xZ
=(A+kD| vy
z

donde A es la matriz determinada por las entradas (a;;) y k € C. Identificaremos la foliacién
X con la matriz cuadrada A. ‘

En este caso la accién ( 2.2) del grupo SL(3,C) sobre % es la accién sobre las matrices
cuadradas de tamano 3 médulo la suma de un miltiplo de la matriz identidad.

SL(3,C) x #F, — H#
(g, A+ kD) g(A+kD)g™" = gAg™ + kI

Hemos visto ya que una foliacién de grado uno, vista como una matriz, es tinica médulo
un multiplo distinto de cero y mdédulo la suma de un maultiplo de la matriz identidad, y
como la accién de grupo en este caso es conjugacién entonces nuestro estudio se reducira a
estudiar los distintos bloques de Jordan de una matriz de tamafo 3.

Observacién: La dimensién del grupo SL(3,C) visto como variedad algebraica es 8 y
dim%#, = 7, entonces podemos concluir que, en este caso, no habrd puntos estables, pues
ninguna 6rbita puede tener la misma dimensién que el grupo.
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Teorema 5.2. Sea

SL(?),(C) X F1 — F1
(9, X) — gXg™

la accion de SL(3,C) en las foliaciones de CP? de grado 1, entonces el cono nulo de es-
ta accién consta de aquellas foliaciones cuyas matrices correspondiente tienen tres valores
propios iguales, es decir ‘

X=A| y
2

es inestable si, y sdlo si, existe g € SL(3,C) y k € C tal que gA + kI corresponde a alguna
de las siguientes matrices. ' :

010
0 1
0 0

1. A]_:

o O

o
—

0
0
0

2. AQZ

o O
o O

El cociente de Mumford (ver definicidn 1.7) para esta accidn es CP.

Demostracion. Primero mostraremos los puntos inestables haciendo uso del método descrito
de los subgrupos a 1-pardmetro.
Si consideramos el subgrupo a 1-pardmetro

o 00
)\(t) == 0 tnl O ]
0 0 t™

entonces

(A, A1) = min{ng — n1,n1 — na}
p(A, Ag) =ng —my

Basta tomar enteros n; tales que ng > n; > ny para que las funciones anteriores sean
P
mayores que cero, por lo tanto, 4; y A, son puntos inestables.
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- Supongamos que la matriz A = (a;;) es inestable, entonces existen

M 0 0
A= 0 t 0
0 0 t™

subgrupo a 1-pardmetro diagonal tal que ng > n1 >nzy g € SL(3,C) tal que:

. N R
lim gA(t)g— AgA~(t)g~ =0.
La accién de A sobre cualquiér matriz A € &y = CP” es:

A(t)(aig) = (" ay)

entonces, para que se satisfaga el limite anterior, A debe ser conjugada a una matriz trian-
gular superior con ceros en la diagonal.

Por lo tanto A tiene valores propios cero. Entonces el cono nulo de la accién lo forman.

las foliaciones cuyas matrices correspondientes tienen tres valores propios iguales.

" Con los siguientes Lemas se concluye que el cociente de Mumford para la accién en las
foliaciones de grado 1 es CP'. o

Lema 5.3. Sea

SL(3,C) x ProjMss(C) — ProjMs;(C)
(9,A) = gAg™"

la accidn por conjugacion de SL(3,C) sobre el espacio proyectivo de las matrices cuadradas
de tamano 3 con coeficientes complejos.
Entonces el cociente de Mumford de esta accidn es el espacio proyectivo ponderado

P(1,2,3).

Demostracién. Empezaremos recordando la definicién del espacio proyectivo ponderado

CP(kg, ..., kn),

donde k; es un natural. Este espacio es el cociente de la siguiente accidn:

C x O — {0} — ¢ — {0}

(0, (20, .y 2)) > (IF02g, .., [Pz, Pz,

Para el caso donde la accién del grupo SL(3,C) en el espacio proyectivo de las matrices
ProjM;3(C) es la conjugacién los puntos inestables corresponden a las matrices con tres

naaNnANnNRARRARRREARAARARARRRANG

ﬁﬁ&BB83388866333W““UUUUUH&UU&!UB@
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valores propios iguales a cero. La prueba es andloga a la que se hizo para demostrar la
primera parte del Teorema 5.2.

Si
det(t] — A) = t* + agt® + a1t + az,

entonces la aplicacién del buen cociente estd dada por:

Pol : ProjMs(C)* — CP(1,2,3)
A~ (ao, ai, az).

La aparicién del proyectivo ponderado es consecuencia del siguiente hecho

Pol(A) = (ag, ay, az) —> Pol(lA) = (lag, I*a1, *az).
O
Lema 5.4. El espvacz'o F1 de foliaciones de CP? de grado 1 es isomorfo a la hipersuperficie
de ProjMss(C) definida por
P’I"Ongyg((C)o = {A S PTOJM3,3(C) : trazaA = 0}

Demostracion. Sea

P’I’Ong’g(C)o — :9/’\1
A [4],

la aplicacién que manda A a su clase [A], donde esta clase de equivalencia es la definida por
la suma de un multiplo de la matriz identidad. '

Lo tnico que debemos notar para tener claro el isomorfismo es que en [A] existe uno y
s6lo un elemento con traza igual a 0, a saber Ao = A — 3"—%@—4] . O

Lema 5.5. El cociente de Mumford para la accidn
SL(3, (C) X 321 — 521
(9,4) = gAg™

es CP(2,3).
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Demostracién. El conjunto ProjMs3(C)g C ProjM;s(C) es invariante por la accién de
conjugacién de SL(3,C) y si restringimos esta accién a esta hipersuperficie entonces

(cb; = 1) = (c62,63) = (¢, 1)

ProjMs; 3(C)§* = ProjMs;3(C)e N ProjM; 3(C)*, parad=0,1,2, por lo tanto el conjunto ¢35 (2) tiene uno y sélo un elemento, a saber (z%, 1).
Esto demuestra que ¢y es un isomorfismo, el cual se extenderd a infinito para el punto

asi que tenemos lo siguiente
(z : 0) y con esto tendremos el isomorfismo de CP(2, 3) a CP".

, O
ProjMs 5(C)8* — ProjM;3(C)**

Pol | + Pol

{(Zo : Z]_ : Zz) c CIED(].,2,3) A O} — . CP(I,Z, 3),

La conclusién final es que el cociente de Mumford para la accién en las foliaciones de
grado 1 es CP*.
~recordemos que Pol es la aplicacién que manda una matriz a los coeficientes de su polinomio O
caracteristico y el primero de estos es precisamente la traza de la matriz, asi que la aplica-

cién Pol de la izquierda del diagrama anterior estd bien definida y hace conmutar el digrama. Ahora deseamos analizar la relacién entre una foliacién inestable y la definida por. el

subgrupo que maximiza la funcién del Teorema de Kempf.

Por lo tanto {(zg : 21 : z3) € CP(1,2,3) : 20 = 0} es el cociente de Mumford para la

5\ . - N e - z :
accién por conjugacion de SL(3,C) en ProjMss(C)o. Recordemos que un punto X € £ es inestable bajo la accién de SL(3,C) si y sélo si

La aplicacién = i u(gX, ) > 0 para algin g € SL(3,C) y para algtin A (1-PS) de la forma:
{(z0: 21 : 2) € CP(1,2,3) : 20 = 0} — CP(2,3) : - me g g
‘ (O A az) — (al : 0,2) * 0 ™ 0
| | 7 0 0 ™

h .
AiA

es un isomorfismo. Asi que CP(2,3) es el cociente de Mumford para la accién de SL(3,C)
en 551. ‘ O

La matriz correspondiente a un punto inestable de #; tiene todos sus valores propios 0,
por lo tanto es conjugada a alguna de las siguientes

S—
i

Lema 5.6. El espacio proyectivo ponderado CP(2,3) es isdmorfo o CP*.

= ‘_‘v!v_,

Demostracién. Definiremos el isomorfismo en la carta coordenada Uy = {(z,y) :'y # 0} C
CP(2, 3) luego lo extenderemos:

i

Vi\l

d
O OO
O O =
O = O
O O O
OO =
O O O

i _ui‘JN‘ Y,

Proposicién 5.7. El subgrupo a 1-pardmetro que mazimiza la funcion fy,, donde

==
¢0 : Uo — Al v }
‘ 73 [
(z:y) = — N 010 z
Y v Yi=[ 001 Y
esta aplicacién estd bien definida pues . . 000 ‘
‘ es *
g
k6$3 B} '
do(k’z - kPy) = B =¥ | ‘ £ 0 0
. —1 At)=101 0
Sea z € C, entonces 2% = cd;, donde J; es una raiz ctbica de la unidad. En el espacio -1 ' 0 0 ¢t
proyectivo ponderado tenemos: ' : W o i _ :
’ La foliacion Yy es A — Riccati y la representacidn de monodromia correspodiente es afin.
L -
=
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Demostracion. En este caso tenemos las funciones iineales
a1(zy, 22) =21~ 2 as(T1,Z2) = 1 + 225
El punto de norma minima de. la recta ay(z1,22) — 1 es (1/2,-1/2).
El punto més cercano a (0, 0) sobre la recta as(z1,z2) — 1 es (0,1/2).
Veamos si estos puntos se encuentran en el convexé Cly, asociado a Y7 (ver pag. 19)
a1(0,1/2) = 1= -3/2
as(1/2,-1/2) — 1 = —3/2

los punto més cercanos sobre las rectas no se encuentran en la regién, por lo tanto el punto
més cercano en la regién es el punto (1,0), este punto es la interseccién de las rectas.

Como conclusién tenemos que

t 0 0
A@)=101 0
0 0 t!

es el “peor subgrupo a 1-parametro” para la foliacién inestable Y.

La foliacién inestable

010 z Y
" Yi=1001 y | =1 =
0 00 z 0

tiene un unico punto singular de multiplicidad 3 en pg = (1:0:0).

Consideramos el subgrupo a 1-pardmetro

como el flujo de la foliacién

nm\nmnnnnnnnmmwmmmmmmm

R R I yyryerrrrr'r”
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y sus puntos singulares son

po=1(1:0:0
pr=(0:1:0)
pz_(OIO 1)

Esta ecuacién tiene como primera integral

F: CP? — CP?
(x:y:z)H%.
Y

Asi que las soluciones algebraicas irreducibles de esta ecuacién son de la forma kjzz —
kyy? = 0 con k; € C. :

Estas soluciones pasan todas por el punto singular py que es €l punto singular de ;.

Haremos una explosién en este punto para ver la tranversalidad de las soluciones de X
con las de Y7. '

Trabajaremos en la carta afin Uy de CP?. En esta carta tenemos

= (1)
_’z
Yw=<z_y§>

Sean W), y Wi las formas correspondientes de las foliaciones en coordenadas afines de-
finidas anteriormente. .

Ahora seguimos el proceso de explosiones necesarias para separar las hojas-de X, e
inmediatamente después el mismo proceso para levantar la foliacidén Yi:

Q\

Wy, = 22dy — ydz
Jy=w z=wws
wadw; — widws
Jw=u wy=uv

W, = —u2dv

e i _ mpasimacty
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Wio = yzdy + (z — y*)dz
ly=w z=ww
widw, + (wywy — wi)dw,
Jwi=u wy=wv
Wio = (202 — v)dv + (uv — u)dv

Asi que

> 1 ~ U — Uv
XA°:<0> Ylo:(ZW—v)
Por lo tanto en esta carta afin las hojas son transversales.

Puesto que u = 0 es hoja para la foliacién Y] ¢, entonces su monodromia correspondiente
tiene un punto fijo en esta hoja, asf que es afin (ver apéndice B).

En el infinito, es decir, en x = 0 pasa lo siguiente:

{z =0} — {p1,p2} C CP® eshojade X,
y .
{z =0} C CP?> noeshojade Y;

y no contiene puntos singulares de esta foliacién

Por lo tanto Y7 es A — Riccati.

Proposicién 5.8. El subgrupo a I-pardmetro que mazimiza la funcion fy,, donde

010 T
Yo=1 000 Yy
0 0O z
es
t 0 O
x® =10 ¢t 0
0 0 1

La foliacidn Yy es x — Riccati y tiene monodromia afin.

i O O O O B
sebecddbeds
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Demostracién. Para definir el convexo asociado a Yz tenemos una sola funcién lineal que
corresponde al Ginico campo monomial distinto de cero, a saber

a:R* =R
a(zy, z2) — 1 — T2

Ast que el méximo de la funcién de Kempf se alcanza en el punto més cercano a (0, 1O) ein
la recta o1 — %2 —1 con lanorma g(z1, z2) = ||(z1, z2)||2 = 22+ 23+2122. Este punto es (3,5

Entonces el subgrupo donde se alcanza el méaximo de la funcién de Kempf fy, es

t 0 O
xt)=1 0t 0
0 0 1
Consideremos la foliacién
010 T
Yo= 0 0 0. Y
0 00 z

Esta foliacién se obtiene al incorporarle el conjunto singular y = 0 a aquella con un unico
punto singular en (1 :0:0) y que consta de todas las rectas que pasan por él.
Hemos probado que el peor subgrupo a 1-pardmetro para esta foliacién inestable es

t 0 O
xt)=1 0t 0
0 0 1
y la foliacién correspondiente es
z
Xy=1 —¥Y
0

Las soluciones de ésta estdn dadas por las curvas kyzy — k22° = 0 donde k; € C, asi que
esta foliacién tiene a (1:0:0) y (0:1:0) como singularidades dicriticas (una infinidad de
soluciones pasan por estos puntos).

Trabajaremos en la carta afin Uy de CP2. En esta carta tenemos:

e ()
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ahora consideraremos la foliacién Y3 sin el conjunto singular y = 0:

- ()

Sean W,, y Wag las formas correspondientes de las foliaciones en coordenadas afines defini-
das anteriormente.

Ahora seguimos el proceso de explosiones necesarias para separar las hojas de X, e
inmediatamente después el mismo proceso para levantar la foliacién Ya:

W, = zdy — 2ydz
ly=ww, z=uws
wodwy — widws
Juwp=uw we=v

—

Wy, = du

Wyo = zdy — ydz
Jy=wws z=1ws
dwy
4wy = Uy Weg =

Wzo = udv +vdu

m-(1) me(2)

Por lo tanto en esta carta afin las hojas son transversales.

Asi que

Puesto que v = 0 es hoja para la foliacién Yso, entonces su monodromia correspondien-
te tiene un punto fijo en esta hoja, asf que es afin (ver apéndice B).

En el infinito, es decir, en z = 0 pasa lo siguiente:

{z =0} — {p1,ps} C CP* eshojade X,
y
{r =0} CCP? noeshojade Y,
sélo contiene el punto singular p, de Y5
la curva {y = 0}, que pasa por los puntos py y p2 es hoja comun para las foliaciones"

Por lo tanto Y7 es x — Riccati ' O

=1
(=
==
(=1

nenn
"Ry

. s i s O O O I O O O O
o8B bBoddiibiuee

prann
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5.3 Foliaciones de grado 2

Teoremr;l 5.9. Una foliacion X de grado 2 es inestable para la -accién definida en (2.2) st
y sdlo si existe g € SL(3,C) tal que gX pertenece a alguno de los siguientes espacios:

e 20 8 208 ,20 8 .0 .. 08 208 .28 ,,0
1. ONy =< 2255, T25;, 2 55 8 55> WY 3y T2 35, Y25y Z 00 © 5 TZ5; >

- 9,8 28 .28 ,,0 ,,08 ,20
2. CNy =< X255, Y255, 2 55T 55, T255: Y209 % By >.

Demostracion. Sea X € CNy. Al hacer actuar el subgrupo a un pardmetro

t1 0 0
Mty=( 0 & 0
0 0 t*
en X, obtenemos:
t71 0 0 aox? + 0212 + asz?
/\(t)X =4 0 20 bol’z + by + byxz + byyz + b522
0 .0 ¢t cox? + coxz

, taox? + tasxz +tasz® -
— |ty + thizy + t4hyzz + thayz + t4bs2?
: teor? + teszz

vemos que los pesos de X son positivos respecto a X. Por lo tanto X es inestable.
Sea X € O'N,. Al hacer actuar el subgrupo a un parametro

t 0 0
Mty=] 0 t* 0
0 0 t°
en X, obtenemos:
t 0 0 sz + auyz + asz®
M) X =10t 0 box® + bz + bayz + bs2”
0 0 t3 0

tPaszz +'t2a4yz +tagz?
= | 2byz? + t3boxz + tOhgyz + 140527
0

vemos que los pesos de X son positivos respecto a A. Por lo tanto X es inestable.

P N e~
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Supongamos que X es una foliacién inestable de grado 2. Sea A un subgrupo a un pardme-
tro con respecto al cual todos los pesos de X son positivos. Podemos elegir cqordenadas de
CP? tal que la accién de A en X es diagonal. Es decir:

th 0 0
Alt) = 0 t 0
0 0 "
Si my # 0 entonces consideramos el subgrupo
0 0 £ 0 0
A(t) = 0 - t:q;ng 0 =10 ¢ " 0 )
0o 0 ¢t 0 0

Sea A C R. Denotaremos por CNy4 el conjunto de campos monomiales de grado 2 con.

peso positivo respecto a la accién de

5 0 J 50 o 0 0 _;9_ 20 0
CN(OO,——Q) {ZU 5;73325)1: oy’ ya_y'7xzay7yzay7z ayax 5z zaz}
0 40 20 0 0 0
C’N{O}—{xzé——,z 3% 3 ,zzay,y 5 , 2 37
0 0 0
2
CNi_19 =CNyy U{z b;,xy@,xz—a—}

s, J 50 o, 0 5,0
C’N[% 3 = {ngx—,yz%,z %,a:zay,yzay,z 37
5,
2
CNp = ClNgg Va7, )

Esto considera todos los casos para r, salvo conjugacién, pues:
10 tm 0 0 01 0

00 0 ¢t 0 100

01 0 0 ¢t 0 01

tt=—" 0 0
= 0o ¢ 0 .
0 0 tt

O = O

e EEEEEEEE

l@ﬁﬂﬁ“ﬂﬂﬂ“ﬁﬁ“ﬂ“““ﬂ

5.3. FOLIACIONES DE GRADO 2 3

ademaés:
2 1
re(—oo,g]él—re[g,oo)
12 12
Te[g,g]@l—’rE[g,g].

Si my = 0, entonces. consideramos el subgrupo:

™t 0 0
a(t) = 0 ¢t 0
0 1

0

el conjunto de campos monomiiales que tienen pesos positivos bajo la accién de « es:

0 0 0 0 0 0
2 2 2
T, y—, 22—, 2" —, 22—} C CN;_, _1y.
Ty ey oy 5 %5 =2.-3)
Asf que los conjuntos CN[_Zy_%).y ON(O’ 1y generan los espacios de foliaciones inestables,
salvo conjugacién, pues contienen a los demds. Estos son los espacios CN; y C'N, respecti-

vamente.

Por lo tanto, si X es inestable existe g € SL(3,C) tal que gX € CN, 0 gX € CN,. O

Corolario 5.10. Si X es una foliacidn inestable de grado 2 entonces X tiene una solucion
algebraica. '

Demostracion. Si X una foliacién inestable de grado 2, entonces existe g € SL(3,C) tal que
gX € CNy 0 gX € CNs. '

Por lo tanto es suficente probar la afirmacién para una foliacién en CN; o en C N, ya que
si F' define una solucién algebraica para X entonces F o g~! define una solucién algebraica
para gX. '

Sea X € C Ny, entonces
2 2 *)
agT? + aszz + a5z

X = | box?® + bioy + byzz + byyz + bs2® |,
cox? + cyxz

si k es raiz de

o + (ca — ap)w — axw?® — asw®,




44 CAPITULO 5. ANALISIS DE INESTABILIDAD DE FOLIACIONES 5.3. FOLIACIONES DE GRADO 2 : 45

El punto p; = (0 : 1 : 0) es singular para esta foliacién y en la carta afin U; la foliacién

entonces F'(z,z) = z — kz = 0 define una solucién algebraica de X.
X es:

Sea X € CNs, entonces |
‘ X = < asz + (ap — by)xz + asz® — box® — boz?z — bs12> )
1 —_— .

: —byz? — bozrlz — borz?® — bs2®
a9T7 + Agyz + as2® 4 0 2

X = | boa® +byzz+bayz+bs2° |, Observacién 2: la multiplicidad algebraica de p; es mayor o igual que 2 si, y sélo
0 si, ag = 0.
por lo tanto la curva z = 0 define una solucién algebraica para X. O Sean

F(z,2) = asz + (a2 — ba)zz + 057 — boz® — bpx’z — bszZ”

Glz,z) = —byz? — boz?z — boz2? — bs2°.

Teorema 5.11. Si X es una foliacion de grado 2 inestable, entonces X tiene una singula-

ridad de multiplicidad mayor o igual que cuatro. Como la parte lineal de F es distinta de cero, por el Teorema de la funcién inversa existe

o0
=Y
' i=1

rooean
“ “ “ p @ ©

Demostracién. Sea X una foliacién inestable. Dado que la multiplicidad de una singularidad
o es invariante ante cambio de coordenadas es suficiente considerar
XEON10X€CN2.

Sea X € CN; tal que

e

'EXRERRER N

x
F(z, Z,@zaf‘) =0
aoz? + 22 + as2’ =1
X = | box? + bizy + byzz + bayz + b5z’
Cox2 + T2

y esto implica que:

G4,51$ = 0

donde a;, b;,¢; € C. ) i
(agfBe + (a2 — bg) Br + 1 as)z” =0

El punto p; = (0 : 1: 0) es singular para esta foliacién y en la carta afin U la foliacién
X es '

asi que By = B2 = 0.
: Sustituyendo en G obtenemos:
X, = (ao — 61)502 + (CLQ - 64)152 + CL522 - boﬂ?g — bz$2z — 651722 ‘
1= coz? + (cp — br)z2 — baz® — boz?z — bowz® — bs2®

G’(x, Zﬁzlﬂ) = —boﬁgl’s - b4,6§$6 — bzﬁ%i{,‘? —_
=3

TANNNNN

Observacién 1: la multiplicidad algebraica de p; es mayor o igual que 2 pues es

) , o Por lo tanto m(py) > 5.
la menor potencia que podria aparecer en las variables.

-

La parte inversa del Teorema anterior no se cumple necesariamente, ahora mostramos un

Puesto que no existe parte lineal en los polinomios que definen la foliacién en la carta
ejemplo de una foliacién semiestable con una singularidad de multiplicidad 5.

afin, entonces la multiplicidad m(p;) del punto singular es mayor o igual que 4.

[y
. e

s X ON Proposicién 5.12. La foliacién «
= § —» |
| ~ ‘ %+ yz
asT2 + a4yZ + 052> = = X = 2
X = | boz? + bozz + byyz + bs2? =® 2% 4+ 2y
0 =
) i es semiestable para la accién de SL(3,C) y tiene una singularidad en p1 = (0:1:0) de

donde a;,b; € Cy ag #0. multiplicidad 5.

[
R R




46 CAPITULO 5. ANALISIS DE INESTABILIDAD DE FOLIACIONES — N 5.3. FOLIACIONES DE GRADO 2
‘ | .
Demostracién. Primero demostramos que el punto p; es singular de ‘multiplicidad 5. En la -: b donde my2 = g21933 — 931923 ¥ M32 = g11923 — J21913-
carta afin U; tenemos: . =
Supongamos que gX € C Ny, entonces
: -y
X z+22+z2>\ _ [ F(z,2) | |
T 2+ 42 ) T\ G(z,2) D g3 0 —gi3 (guz + g132)% + (y + 921% + 9232) (9317 + g332)
| gX=1| —mw 1 —ms —(g31% + g332)°
la parte lineal de F' es distinta de cero, entonces, por el Teorema de funcién inversa, existe: —g51 0 gu (g112 + g1 2)2 + (y + go1Z + go3 2)(gs1% + g32)
g3 0 —gis 931ZY + g33yz + ...
e . = —Mi2 1 —MmM39
z=> Bz’ g 0 gu ) \ gnzy+ gayz+..
7=1 -~

R
Aio
vy

LS ¥ R

gs1(g33 — 913)2Y + 933(gss — G13)YZ + ...

tal que F(z,> o) Biz") = 0.
Sustituyendo en F' esta expresién concluimos

]

g31(g11 — g31)2Y + g33(g11 — g33)Yz + ...

¥
vy

== Jas foliaciones en CN; no pueden tener los campos monomiales
,81.’17 =0 i )
(/32 + 1)332 = O - A . z a
(6s + B2z =0 d i yaax
(B +2B1B2)z* =0 == yeg-
(85 +65)2° =0 9 5
_ : i - TY—
asi que By = B3 =P+ =07y B2 = 5 = —1, entonces: - %z
= Yoz
Gz, —2® —2°+..) = —2° + (=2’ - R P por lo tanto
Por lo tanto m(p;) = 5. —
) ~ 5
Supongamos que X es una foliacién inestable, entonces existe g € SL(3,C) tal que - 9s1(dss = 0na) — 0
gX € CN; 0 gX € CN,. Puesto que el punto singular p; tiene multiplicidad 5 en X y toda B 953(93s — g13) =
foliacién en CNy y CN, tiene un punto singular en p; de multiplicidad mayor o igual que = gs1(g11 — g31) =0
‘cuatro, entonces podemos suponer que g deja invariante este punto, es decir: T 933(g11 — g33) =0
D esto implica una de las siguientes posibilidades:
gin 0 gi3 B
g=1 gan 1 g2 o -
g1 0 gss u,_, ) g3 =931 =0 *
con g11gss — gi3gs1 = 1 y matriz inversa: ni: D
gz 0 —gi3 : > 9as : 9z
g = —m2 1 —ms [+ g11 = gs1
—gs1 0 gn | g 70
1

'\E “;‘: " { {
NTTNNDNI
§ vy : "'y

8

4v‘\ ‘
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g33 = g13
11 = g31
g3z # 0

cualquiera de estas condiciones contradice el hecho de que g sea invertible.

Supongamos que gX € C Ny, entonces

gs3
gX = —Mi12

2z

—g31

gs3
=1 —Muw

—gs1

0 —gis (g11% + 132)% + (¥ + 917 + 9232) (9317 + g332)
1 —ma2 — (9317 + g332)”

0 gu (g112 + g132)% + (¥ + 921 + G232) (951% + g332)
0 —gi13 9317y + g33Y2 + (95 - 921951)° + ...

1 —mg —g5z% + ..

0 gu 917y + g33yz + (g5 + g21931)%° + ...

g1(g33 — g13)2Y + (9%1 + g21931) (gss — 913)532 + ...

ga1(g11 — g31)Ty + gss(g11 — g33)y2 + (g3 + 921951) (g1 — gs1)z>...

las foliaciones en C'Ny no pueden tener los campos monomiales

por lo tanto

esto implica una de las siguientes posibilidades:

10000000

\!’J
N i1
B8

i
g0

(=

53 FOLIACIONES DE GRADO 2 49
933 = gi3
gi1 = g31
g33 75 g13
951 =911 =10
q11 # ga1

gs1 =011 =933=0

cualquiera de estas condiciones contradice el hecho de que g sea invertible.
Por lo tanto la foliacién X es semiestable. : d

Proposicién 5.13. Con la notacién del Teorema 5.9, tenemos lo siguiente.
Si X es el PEOR subgrupo a 1-pardmetro para la foliacién genérica X en CNy, entonces X
es A — Riccati y tiene monodromia afin. :

Demostracion. Sea X € C' Ny, entonces

aoz? + a3z + a5z’
X = | box? + bizy + bowz + byyz + b5z’
cox? + Cox2

donde a;, b;,¢; € C. :
El PEOR subgrupo a l-pardmetro de esta foliacién general es:

t7t 0 0
AMt)=| 0 ¢ 0
0 0 ¢!

1a foliacién X, correspodientes es *

—T
X)x = 2y )

—z

el punto p; = (0 : 1 : 0) es dicritico para esta foliacién. La foliacién en la carta afin U; es
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haciendo una explosién en (0, 0) bajo el cambio de coordenadas

T = 1wy

Z = Wi W

obtenemos

‘La foliacién X en la carta afin U; es

X = (a0 = b1)2® + (a2 — by)z2 + asz® — boz® — byz?z — bsz2®
1= co? + (cy — by)xz — by2® — byz?2 — byz2? — bs2®

hacernos la explosién‘én (0,0) bajo el mismo cambio de coordenadas y obtenemos

)"(:1 _ w%(—bo — bz’wz — bslU%) + U)l((ao - bl) + (az — b4)’LUQ -+ CZ5'LU§> \
co + (c2 — ag)ws — aswi — aswi

entonces las hojas de X Ay de }?1 son tangentes sélo en las hojas comunes ws — & = 0, donde
k es una raiz del polinomio

2 3
o + (co — ag)ws — apws — asws.

Por lo tanto X es A—Riccati: Puesto que w; = 0 es hoja para 5(:1, entonces la monodromia

correspondiente es afin.
O

Teorema 5.14. Sea X una foliacién de CP? de grado 2 con singularidades aisladas. Con-
sideremos el subgrupo o I-pardmetro

‘ 1 0 0
A(t) = 0 t 0 |.
0 0 tt B

Entonces X € CNy si, y sdlo si, X es A — Riceati y 1 < m(py).
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Demostracion. Si X € CNy, entonces, por la proposicién anterior es A — Riccati y por el
Teorema 5.11, m(p;) > 4.

Sea,
aoL? + a1y + aoxz + azy® + agyz + asz?

X = box®+bizy + byzz + byy? + byyz + bs2?
CoZ + c1y + Cozz + cay® + cayz + 52

una foliacién de grado 2 con singularidades aisladas, A — Riccati y tal que m(p;) > 1.
La primera condicién sobre los coeficientes de X es que asz = ¢z = 0, esto debido a que p; es
punto singular para la foliacién.

Para separar las hojas de X, es necesario hacer una explosién en p;, asi que, levantaremos
la foliacién X 'con esta explosién y veremos la condicién sobre los coeficientes de X para tener
transversalidad con la fibracién definida por X,. -

En la carta afin U, la foliacién X tiene la siguiente representacion:

X = —box® — byx?z — bsw2? + (ag — b1 )x? + (an — ba)z2z + as2® + (a1 — b3)z + a4z
! —box22 — byzz? — bs2® + oz + (c3 — b1)zz + (5 — ba)2® + 14 + (c4 — b3)2
: (5.1)

Sea W; la correspodiente 1-forma de X;. Hagamos el proceso de levantamiento de Wy con

la explosién en (0, 0).

Wi = (—box?z — byx2? — bs2® + coz® + (o — b1)z2 + (65 — by)2® + 1z + (cq — b3)z)dx
— (=boz® — byz?®z — bsz2® + (ag — b1)2® + (A — ba)zz + a52” + (a1 — bs)T + auz)dz
lr=w z=wws '
Wy = (bowiws + bywdw? + bswiwd — cow? — (¢c; — by )wiws —
(cs — bg)wiws — cywy — (ca — bs)wiws)dwy
+ (=bow? — bawdws — bswiwl + (ag — by)w? + (a2 — ba)wiws +
' aswiw; + (a1 — bs)wy + agwiws) (wadwy + widw,)

y = ((ao — c2)wiws + (ag — c5)wiw? + aswyws + (a1 — co)ws + agwi — cowy — ¢1)dws

+ (’w%(—bo — b2w2 — b5w§) -+ 'LU%((CLO — bl> -+ (az — b4)w2 —+ a5w§) Ei- wl((al - b3) + a4w2))dw2,

)

entonces el campo levantado correspondiente, en coordenadas afines, es

Xl _ w%(bo + bz’wz + b5w§) + w%((bl = CLo) -+ <b4 — az)’wz - ang) + wl((bg - CL]_) — CL4'LU2)
wi ({(@o — ca)wa + (a2 — cs)w? + aswi — o) + (—e1 + (a1 — ca)we + asw3)
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. Supongamos que bs # a;, entonces (ver 5.1) las partes lineales de los polinomios que

entonces, para tener transversalidad con la fibracién definida por X, los coeficientes deben
definen la foliacién en la carta afin U; son:

satisfacer alguna de las siguientes condiciones:

(CL1 — bg)il?
(ca —b3)z = (a1 — b3)z

by + baws + b5w§ =0
(0,0 — Cz)'wZ —+ (GQ - C5)'U)g + a5w§ - Co) =0

puesto que las rectan anteriores no son tangentes entonces m(pl) =1.

0
Entonces la foliacién X debe ser de la siguiente forma:
—c1 + (a1 — ca)ws + agw; =0,
aox? + a17y + a7z + as2>
es decir, X = 'b0x2 + bizy + byzz + ayy? + byyz + bs2?
cox? + Caxz + a1yz + c522
2 2
aox? + (ay — ¢c5)x2 + asz
b = b = = = =
0 s=bs=as=co =0 = | box® + byzy + bazz + (by — c5)yz + bs2?
ag = C3 cox? + coz2
az =Cs
Por lo tanto X € CN;.
o a
ClL = Q4 = 0 '
| a1 = C4.-
La primera condicién implica
aTY + aayz
X = | bizy +bsy? + bayz — agry — a2yz |,
C1TY + CaYz

1a cual tiene una curva de singularidades en {y = 0}, y esto contradice la hipétesis sobre las
singularidades de X. Por lo tanto se debe satisfacer la segunda condicién de los coeficientes

de X, entonces

aoz? + a1zy + ax7z + asz’
X = | bya? + b2y + boxz + bsy® + bayz + bs2?
cox? + Caxz + aryz + c52?

Veamos que la condicién m(p;) > 1 para X implica que b3 = as.

'mumwmmna
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L X
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] Capitulo 6
-
-:::-:f- D . . d
1 Foliaciones Invariantes
ﬂi-.i ) Definicién 6.1. Sea
j
\; te 0 0
= am At) = 0 t™ 0
! 0 0 ¢
- S un subgrupo a 1-pardmetro. La foliacidn X es A-invariante si existe un entero r tal que
1, |
z ’) M0 0\
v A)X =11 0 ™ 0 |X=t'X.
i DY 0 0 tm
Recordemos que si 4, §, k son enteros entre —1 y d — 1, entonces (3, j, k) representa alguno
&l de los siguientes campos monomiales
L
- i
- i+1,7 k_ Y
1 z5 217 570
oy y b,
ZOZ{+1§§ 8_21
1 y ]
- zoz{z’;*'l%.

Proposicién 6.2. Sea X una foliacién de CP? de grado d y sea
EY

o 0 0
At)={ 0 tm 0
0 0 )

un subgrupo a un pardmetro de SL(3,C).

55
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Entonces X es A—invariante con pesor st, y s6lo si, para todo par de campos monomiales
(11, j1, k1) y (32, 2, ko) de X los enteros ng, n1, ny satisfacen la siguiente igualdad

ng _ n1 _ Ny (61)
ky—ki+ji—J2 da—dr+ki—ks Jo—J1+ix—iy '

Fl subgrupo X es el Peor para X si, y sélo si, para todo campo monomial (3,5, k) distinto
de cero de X, se satisface

< —3i+d—1 —3j+d—1
=37+ G—RP+ (=7 =3 + G~ k) + (k0

Do

FEs decir, eziste (i1, j1,k1) campo monomial de X tal que

(ky — i) (=38 +d = 1) + (kb — 1) (=35 +d = 1) < (i= 5+ (G — B + (k — )"

Demostracién. Una foliacidén X es A — invariante si todas las rectas que definen el convexo
Cx se cortan en un mismo punto.

~ Sean (i1, 71,k1) v (i2,Jo, k2) dos campos monomiales de X, entonces el vértice de Cx
definido por la interseccién de las rectas

.(7‘31 —d1)z1 + (ke — jzj =1
(ky —dg)x1 + (ko — J2)x2 =1

es

< ky —ki+ 31— 72 iy — iy + Ky — ko >
(k= i1)(ka = j2) — (k1 — j1) (k2 — 12) " (ky — 1) (k2 — J2) — (k1 — Ja) (ke — 42)/

Por lo tanto

T . nq _ o
ky—ki+j1—Jo to—t1+ki—ky Jp—J1+i2—u

Hemos mencionado que las rectas que forman el convexo Cx asociado a X se intersectan
en un punto, el que corresponde al subgrupo que hace invariante la foliacién, asi que C'x sélo
tiene este vértice. Los restantes subgrupos candidatos a alcanzar el méximo corresponden a
puntos de una recta mas cercanos a 0 en R2.

" Sea (2,7, k) un campo monomial de X. Su subgrupo correspondiente al punto de norma
minima sobre la recta que define el campo monomial es

= by — i) (ko — ) — (b — ) (ks — ).

o7

o = (=3t+d—-1)
m

my = Z¥HAD
m

(=3k+d—1)

.My = )
m

donde m = (1 —5)>+ (j — k)2 + (k — 1)%. Si (mg,m1) ¢ Cx, entonces el punto de norma
minima en la frontera de Cx es el Unico vértice que definen los campos monomiales distintos

de cero.
O

Resulta claro que toda foliacién A — invariante con peso distinto de cero es inestable.

Ahora demostraremos que toda foliacidén X que es A — invariante satisface la condicién
de tranversalidad respecto a la foliacién definida por Xy en CP?, X, y X tienen una solucién
comin, esto ultimo dice, en particular, que X tiene una solucién algebralca.

Proposicién 6.3. Sea

0 0

Aty=1{ 0 ™ 0
0 0 ™

un subgrupo a un pardmetro de SL(3,C). Si X es una foliacion A — invariante, entonces
X es A — Riccati.

Demostracion. Sea

P(z0221722) '
X =| Q(zo0,2,2) 4 (6.2)
R(z07zlaz2)

una foliacién A — invariante. Si X es una foliacién A — invariante con pero 7, entonces

tnOP(t_nOZO, t_”lzl, t—77«222) = tTP(Zo, 21, 22)
tQ(ET02, T 21, t T 2g) = T Q (20, 21, 22)
tan(t_nOZO, t“nlzl, t‘”zzg) = trR(Zo, 21, Zg),

y esto implica,

tno_nodP(ZO,tno_nlzl,tno—mzé) = t"P(20, 21, 22)
tnl—non(zo’ T M 21, 70T 29) = 7 Q(20, 21, 22)

tnz_"OdR(zo, T 21, 10T ™ 2,) = t" R(20, 21, 22),
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asi que
P(1,t7%07 M2, 1™ 2 ) = t’+n°(d_1)P(1, Zl}, 22)
gm0 Q(1, 10 M gy, o n25)) = t?’-i-no(d—l)Q(l, 21, 22) (6.3)

2O R(1, 10T M 2, £ 2) = tr+n°(d_1)R(1a 21, 22).

Recordemos que la foliacién asociada a A es

ngzp 0O 0
X A= 0 n121 0
0 0 NoZy

En coordenadas afines (digamos en Uj) las foliaciones X y X son, respectivamente

X = Q(17217z2) leP(l,Zlyzz)
0 R(l,Zl,ZQ) “ZgP(l,Zl,ZQ) :

(ny — o) 22

Xy — ( (n —Ono)zl‘ 0 >

Entonces el subgrupo a un pardmetro correspondiente a Xyxo es

$(n1—m0) 0
)‘O(t) = ( 0 t(nz—no) >

Sea ro =7+ ng(d — 1). Tenemos que

Do(£)Xo = #(n1—no) 0 Q(1,21,22) — 21 P(1,21,22) '\ _
0 0~ 0 t(nz—no) R(l, 21, 22) - Z2P(1, Z1, %2 o
tm—ﬂoQ(L tno—mzl’tno—mZz) —_ le(]_’ 21, Zz) K

( e R -y o) — mP(Laz) ) PO

< Q1 21, 2) — 2t o@D P(L, 21, 2)

= 7o .
Frmo D R(L, 2, 29) — 25"+ D P(L, 21, 22) ) e

Por lo tanto Xy es Ag — tnvariante con peso Tq.
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Vamos a hacer una explosién en (0,0) para demostrar que la foliacién levantada X, es
A — tnvariante. '

Sean m = n; — Ny, M = Ny — ng y sean Wy y W, las 1-formas correspodientes a las

- foliaciones Xy y Xa. El proceso de explosién en estas 1-formas es:

Wo = (R(1, 21, 2) — 22P(1, 21, 22))d2r — (Q(1, 21, 22) — 21 P (1, 21, 22) ) d22

bz =wwy 2z = W

WO = (w1 R(1, wyws, ws) — Q(1, wyws, we))dws — (w2 R(1, wywa, wa) — waP (1, wywe, we))dwy

Wy, = mzodzy — nzidza
Lz =wiwy 23 =ws

WAO = (m - n)wldwg + muwsdws;.
Por (6.3) tenemos
R(l, t’"wlwg, wz) = tro_mR(l, w1Wa, wg)

QL "z, T 2) = 10T Q(1, wiws, wy)
TP (1t wwe, £ M wy) = 70" ws P(1, wiwa, wa),

entonces

3 v 0 ’LUlR(]., w1Ws, ’l,Ug) - Q(la W1W2, wZ) _‘ ro—m v
AOXO o < 0 ™ > < ng(l,wlwg,wz) - ’LU%P(]., 'l.Ul’wg,’LUQ) =1 XO'

Por lo tanto Xg es X, ¢ — tnvariante con peso ro — m.

Después de hacer las explosiones necesarias para reducir la singuiaridad dicritica de la
foliacién X, llegamos a una del siguiente tipo:

(5) ﬂ

entonces la accién en la foliacién levantada, la cual tiene peso invariante, digamos s, es

(5)(Fime )= (R ) - (i3 )

De las ecuaciones

o e ge—
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Q' (" wr, wa) = £*Q (w1, w2)
R (t™"wy, we) = t* R (wy, wa)

resulta que
Q' (wy, w2) = wi ™ Qa(w2)
Rl (w]_, ’LU2> = w’le (’UJQ),

donde k es un entero positivo. Entonces la foliacién levantada tiene la forma

lel(wz) )
Rl (U)Q)
Por lo tanto es A — Riccati y su monodromia tiene dos puntos fijos, correspodientes a las

hojas wy =0y wy = 0.
d

Proposicién 6.4. 51 X esuna foliacién A—invariante entonces X y X tienen una solucion

algebraica comun.

Demostracién. BEn la carta afin Ug tenemos:

= (50)

x, = [ (m—no)z
o 7\ (ng —mg)22
Las tangencias entre estos dos cainpos afines estan dadas por el determinante de la
siguiente matriz: '

< g(zl,zz) (ny — mo)21 >7

(21, 22) (nz - n0)22

entonces

F(Zl, 22) = (TLZ — nd)ZQA(Z]_, 22) - (’I’Ll — ’l’LQ)Z],B(Z'_]_'7 22) =0

define estas tangencias.
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Como X es invariante, entonces, para todo campo monomial (%,7,k) de X, 7 = —ing —
gny —kna y de esto resulta

'—(nl - no)j - (’nz - no)k =7r+ no(d — 1) = ro.

Todo campo monomial en A es de la forma

j+1zk 6
1 2 625]_7
entonces
. g
BT 2k 827 2%

(’n,]_ — TLQ)Zl 821 -+ (’I’Lz - 7’&0)22 822 =

((’fll - 7’&0) (j + 1) + (’I’Lz - no)k)z{—lz;C = |

(—7"0 +ny — n0>21 Zy.

Por 1Q tanto

0A(z, 2 0A(z1, 2
(- no)zl——g—zlli) + (ng — no)zz__%;_z—?2 = (=ro -+ 11— no)A.
Anélogamente ée demuestra que
0B(z, 2 0B(z1, 2
(ny — no)zl——g—zll—z) + (ng — 77,0)22__(521—2—22 = (—ro+n2— no)B.

Sumando (ng —no)A(21, z2) 2 la primera ecuacién y (ny —no)B(z1, z2) 2 la segunda ecuacion,
obtenemos:

0A - 0A(z,
(n1 - no)Zl——(—z—lz—Z2—) =+ (’nz — ’l’bo)(Zg——(i@ + A(Zl, ZQ)) = (—7"0 +ny+ng— 2710)14(2517 22)
821 822
. (6.4)
0B 0B(z1,
(n1 — ’I’Lo)(zl———(aizl’—@ -+ B(Zl, Zz)) -+ (n2 — no)zz___(az;l—zz)— = (——T‘O +ns + Ny — 2’)’Lo>B<Zl, Zg).
1 . 2

(6.5)

Y de la siguiente cadena de igualdades
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(—To -+ ne + N1 — 27?/0)((712 - ’I’Lo)ZQA - (’n]_ - ’I’Lo)ZlB) =
(ng — mp)z2(—To + Ny + 1y — 2ng) A — (g — ng)z1 (=10 + ng + Ny — 2n0) B =
0A 0A

(ng — mp)za](n1 — no)zl—a?l + (n2 - no)(zza—z2 + A)]
—(ny — no)z1[(n1 — no)(zla—i + B) + (n2 — no)zzg—i] =
,(nl - no)zl[(nz — 7’1,0)'22—68-2% — (’I’Ll — 7’L0>(Zl'gTZB; -+ B)] +

(77,2 — no)z2[(n2 — ’I'Lo)(,?fz—é + A) ot (’I’Ll - 7’Lo>Z1§;B2*] =

822

(nl _ no)zla((nz - no)ZZA - (nl - no)Z1B) + (n2 . no)z2a((n2 - no)zzA - (nl - no)le) _
azl 0232
OF OF ‘
(nl - ’I'LO) 821 + (nz - no)a—zz' = X}\O(F)

concluimos que

X,\O(F> = (—’f‘o + ng + ﬂl - 277,0)F(Zl, 22)
Asf que la homogenizacién de F(z, 25) en CP? es solucién de X.

Ahora demostraremos que F es solucién de X. Como consecuencia de las ecuaciones 6.4
y 6.5 tenemos

Agﬁ;— + Bgf—z =
A((ma - Wzg—i = (m = m)(z% +B)) + B((n: - no><z2§§2 LA) — (- n0>zlg_f;) _
(ng — no)zzA% —(ny — n0>le?9?2 +
A<(To —ny —ny + 2no)BM+ (na — no)22g—i> + B((—ro +ng +ny — 2n0)A — (ny — no)zlg_fl_) -
(ng — no)ZQAEZ — (ny — no)leg—:é + (ng — n@zﬂlg —(ny — no)leZ_i :
g—iF(zl,zZ) + g—ZB;F(zl,zQ) - “
(g—i 3—2>F(z1,z2),

asi que

nont
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0A OB
Xo(F) = (g-z: 55>F<21,22).
Por lo tanto la homogenizacién de F' en CP? es solucién de X. O

Definicién 6.5. ‘Sea X una foliacién de CP? y A(t) un subgrupo a I-pardmetro, deﬁnimos
Xonin €COMO -

Xomin = lim A() X.

t—0
Esta foliacién es A —invariante pues consta de los- campos monomiales con peso minimo
bajo la accidn de A. -

Observacién: La foliacién X, pertenece a la cerradura de la érbita de X en ;.

La siguiente proposicién nos dice que la obtencién del PEOR subgrupo a l-parémetro
de una foliacién inestable es equivalente a la obtencién del PEOR subgrupo para foliaciones
invariantes.

Proposicién 6.6. Sea X una foliacién A — inestable. El subgrupo a I-pardmetro A es el
PEOR para X siy sélo si A es el PEOR para Xomin -

Demostracién. Supongamos que X es el PEOR subgrupo a 1l-parametro para Xmin-

Como X, consta de los monomios de menor peso respecto a A entonces

minimo peso de A

Sea « un subgrupo a l-pardmetro. Por hipétesis:

mein (Oé) S mein (A)

Como

{p : pes peso de Xpn respecto a a} C {p: pes peso de X respecto a}

entonces

fX (Oé) < mein (Oé)

por lo tanto
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Fx(a) < fx(N).

Supongamos que A es el peor subgrupo a l—parémétro de X y que « es el peor para Xmm,
por la parte anterior tenemos que « es peor para X, asi que o es un miltiplo de .
O

Capitulo 7

Subgrupo a 1-parametro con una
curva de singularidades

Consideremos el subgrupo a un pardmetro

# 0 0
A= 0 ¢t 0 .
0 0 t*

El subgrupo parabdlico de A es:

SN EEEE R LN
CeEUUeddisevie

P(\) ={g=(g) € SL(3,C) : gz = g1 = 0}.

La foliacién que define el subgrupo A en CP?, a la que denotaremos por X, tiene las siguien-
tes carateristicas:

i) Tiene una primera integral racional

F . CP? — CP*
(201211 22) ¥ y
z2

Sus curvas solucién son, entonces, kyz; — k222 = 0 con k; € C.
ii) Tiene una singularidad dicritica en (1,0,0).
ili) Su conjunto singular contiene la linea z; = 0.

Veremos cuél es la condicién necesaria y suficiente para que la foliacién

0 0 0
X = P(zq, 21, 22)8—20 + Q(#0, 21, z2)8—z1 + R(?o; 21, 22)8—22

65
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sea A — inestable. | —» singular dicritico (1,0,0).

Después de la explosién en (0, 0) en el abierto Uy y con las nuevas coordenadas wy y ws,

| donde

t2+dP(t_3ZO, 21, 22)

_ | 143 : :
AX = | t7H79Q(t 320, 21, 22) |- (7.1) —» Z = w
AR (3 20, 21, 22) ' |
—»® _ 25 = WiWs
Sean j1 y jo los exponentes de zg en P y @), respectivamente. Como 0 < 71,72 < d, . L '
entonces, para mostrar inestabilidad con A, deben satisfacerse las siguientes condiciones —» la foliacién X levantada es
. = (1
24+d—-35:>0 | | 9 XA_(O) (7.2)
=== Teorema 7.2. Sea X una foliacidn de grado 2,3 o 4 e inestable respecto a A, entonces para
—1+4+d—3j>0. 9 todo g € P()\), gXg~* es A\ — Riccati. Las foliaciones X y X, tienen una hoja algebraica
comun.
Y esto sucede si y sélo si 9
Demostracién. Si X es inestable para A entonces es de la siguiente forma
0ty 9
L Ag(21, 22) + 20A4-1(21, 22) ‘
3 9 X = By(z1, z2) , (7.3)
> Calz, 22)
d—1 : . ) .
— > js 9 donde Aj? B;,C; son pohnomps homogéneos de grado j en z; y 22.
Asf que hemos probado la siguiente g:& Ahora veremos que la forma de las foliaciones A — inestable es invariantes ante la accién
del sub béli A =(g;;) € P
Proposicién 7.1. Sea —» ¢l SUDETHPO Parabonco de Sea g = (g) € PO
| o o b, % gu g2 913 20 91120 + g1221 + J13%2
X = P(z0, 21, 22)52_0 + Q(#0, 21, 22>52—1 + R(z0, 21, 22)52—2 e | 0 g2 g 7z | = g2271 + G2322
: 0 gs2 g3 ) \ 2 3221 T g3322
una foliacidn de CP?, entonces X es A — inestable si y sélo si se satisfacen las siguientes ;:.' .
condiciones para cada uno de los términos de los polinomios P, Q y R: —® entonces:
-1 _
i) deg., P < 42 [ -1 —1g )—{19 .
] 911 9121 9131
ii) deg,,@ < &> =9 0 92 923
| 0 g3 G .
| d—1 g:
i) deg, R < 3 Ag(gozz1 + o322, 93221 + g3322) + (91120 + G121 + G1322) Ad—1(g2221 + Gasze, gs221 + g3322)
—® Bi(ga221 + gosza, gs221 + g3322)
_ Ca(gazz1 + 92322, 22)
gm / !
| Aylz1, 22) + 20441 (21, 22)
Para observar el comportamiento de una foliacién X, A — inestable, respecto a las érbitas g: B/(z1, z2)
del campo que define el subgrupo A es necesario hacer una explosién de CP? en el punto Cl(z,22)
=»
(==
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La foliacién X en la carta afin Uj se ve de la siguiente manera

Calzr, 22) — z2(Aa(21, 22) + Ag_1(21, 22))

Haciendo una explosién en (0,0) mediante las nuevas variables

X, = ( By(21, ) — 21(Aa(21, 22) + Aa-a (21, 22)) )

Z1 =Wy
Z9 = W1W»

obtenemos

X, = ( —wiAg(1,ws) + w1 (Ba(l, we) — Ag—1(1,ws))
wQBd(]-?wZ)._ Cd(lwa) ’

la soluciones de X, son rectas ws = k y como la segunda componente del campo Xy no
depende de w; entonces las soluciones son transversales, excepto en un nimero de hOJaS que
corresponden a las raices de wyBy(1, wa) — Cy(1, wa).

~ En el infinito, es decir, en z; = 0 pasa lo siguiente

{(0: 21 : 25)} C CP? s singular para X
y ' -
{(0:2;:2)} CCP® noeshojade X siAg(z,z)#£0
- esta curva sélo contiene un ndmero finito de singularidades

Por lo tanto X es A — Riccati.

La curva algebraica en CP? definida por el polinomio

Z2Bd(217 22) - zlcd<217 22) =0

es una hoja comin para X y X,.

Corolario 7.3. Sea X una foliacién de grado d con la siguiente forma

Agz1, z2) + 20Ag—1(21, 25)
X = Bd(Z]_, 22)
Cd(Z]_, 22)

entonces X es A — inestable y para todo g € P(\), gXg~' es A — Riccats.

7.1. UNA SINGULARIDAD DE MULTIPLICIDAD MAXIMA | 69

Demostracién. Esto es consecuencia inmediate del Teorema anterior. O
Las foliacién que tienen la forma (7.3) forman un subespacio vectorial de

H(CP?, 77CP*(d - 1)),

este subespacio consta de foliaciones inestables, entonces su proyectivizacién es una subva-
riedad del cono nulo formado por foliaciones de grado d que son A — Riccati.

Observacién: En el caso de foliaciones de grado 2 esta subvariedad corresponde a C'NV;
(ver Teorema 5.9).
7.1 Una singularidad de multiplicidad maxima
Consideremos la siguiente foliacién

N

0 0 0
X = —P(zbzz).a—zO +q(z, )5~ + o +g(21, Z%)az
donde p y ¢ son polinomios homogéneos de grado d en las variables z, y Zs.

El puﬁto po = (1 : 0 : 0) es singular. Veamos X en la carta afin U, para calcular la
multiplicidad de este punto ’

o _ [ )+ (e ) >
0= )

(21, 22) + 22p(21, 22)
Entonces la multiplicidad m de pg es:

(C[Z1 ) Z2](0,0)
< g(z1, 22) + z21p(21, 22), q(z1,22) + zop(21, 22) >’

m = dimg
tenemos que

< q(z1, 22) + 21p(21, 22), 4 (21, 22) + 22p(21, 22) >=< (71 — 22),q +22p >

por lo tanto *

Clz1, 22](0,0)
< 21— Z9,Q + 2D >

Clz1, z2](0,0)
< pg+zp >

C[Zl ) Zz](o,o) _
<plz1— 22),q +22p >

d’im(c

m = dim(c

El primer sumando se calcula facilmente aplicando el Teorema de Bezout
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Clz1, 22](0,0)
<p,qg>

Clz1, 22)(0,0)

_d2
C = =a’.
<p,q+2z2p >

dim

S6lo resta calcular el segundo sumando, para ello necesitamos considerar dos casos:

1) Supongamos que z; — z; no divide a ¢

(C[Z]_]o _
C<Z(az +b) >

Clz1, 22)10,0) _ dgim Clz1lo

C = dim
< 21~ 29,0+ 20D > < azdt b2 >

dim@
pues az; + b es invertible en la localizacién si b # 0.

En este caso la multiplicidad de pg es d* + d.

2) Supongamos que z, — z; divide a ¢

Cla, Clalo
gime— o200 _ g Gl g,
< 21— 29,4+ 2D > <azy ">

En este caso la multiplicidad es d? + d + 1, entonces la multiplicidad de py es méxima.

Fn la seccién anterior vimos que las foliaciones inestables para

? 0 0

Ap)=1] 0 ¢t 0
0 0 ¢t

con grado mayor o igual a cinco no eran, necesariamente, A — Riccati, sin embargo, para esta
familia de foliaciones con un punto singular de multiplicidad mayor o igual a d? + d tenemos

la siguiente

Proposicién 7.4. Sea

0 3] 0
X = —p(z, 22)5% + g(z1, ZZ)G_ZI + Q(Zb Zz)gz‘

una foliacion de grado d. Esta foliacion tiene una singularidad de multiplicidad n}byor 0
igual a d®+d enpo = (1:0:0) y es \— Riccati. Las foliaciones X y X, tienen d soluciones
comunes. :

R RRREE SRR
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Demostracién. La primera parte de la afirmacién ha sido probada anteriormente. Conside-
remos la foliacién X en la carta afin Uy

X = ( q(z1, 25) + 21p(21, 22)
0 - .
q(’zl) Z2) + Zzp(21, Zz)

La 1-forma correspondiente se transforma mediante el cambio 23 = wy y 25 = wyws en:

(g(z1, 20) + Zzp(?la 2))dz1 — (¢(z1, 23) + 21p(21, 22) ) d 22
' Lz =wy 22 = wiwe '
(q(1, ws) — q(1, wa)ws)dwy + (wig(l, ws) + w2p(1, ws))dws, \

entonces

w2q(1, w2) — q(1, wa)

Xy = ( wip(1, ws) + wig(1, we) >

Ea foliacién X sélo tiene tangencias con X, en las hojas comunes wy; = k, donde £ es raiz
. _

waq(1, wa) — q(1, wn).

En el infinito, es decir, en z; = 0 pasa lo siguiente

{(0:2: 25)} C CP? es curva de singularidades de X
| y R
{(0:2:2)} CCP? noeshojade X
no tiene singularidades de esta foliacién.

Por lo tanto X es A — Riccati.

Sea

d
B iy
q(z1,20) = E a;zy " 2% -
=0

entonces

d
» Q(zla kzl) = Z azklz]‘_’
=0
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el polinomio Y%, a;k! = 0 en k tiene d soluciones. Entonces F(z1,2;) = kz1 — 22 = 0 es
hoja comin de X, y X; para X, lo hemos probado ya, para X tenemos

. oF oF oF ‘
—p(z1, 32)8—20 + {1, Z2>8_z1 + q{z1, 22)8—22 = q(z1, 2)(k — 1),
entonces, como F' divide al polinomio g, la curva que F define es hoja de X. O
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Apéndice A

Resolucién de singularidades de
foliaciones de superficies

A.1 Singularidades reducidas

Sea S una superficie compleja y & una foliacién de Sy

v:C = TC

0 0
(z,w) — Fi(z, w)—(% + FZ(Vz, w)a—d

el campo vectorial holomorfo en C? que la define a través de sus curvas integrales locales..

Definicién A.1. Sea p € S una singularidad aislada de &. Una separatriz de &F por p
es una curva holomorfa irreducible C (posiblemente singular) que pasa por p y es invariante
por & .

Definicién A.2. Una singularidad es dicritica si pasan por ella una infinidad de separa-
trices.

Definicién A.3. La singularidad p se llama reducida si al menos uno de los valores pro-
pios A1 0 A2 de Du(p) es distinto de cero y el cociente A = :\\—; ¢ Q.
Una singularidad reducida se llama no-degenerada si Ay y Az son distintos de cero y en

caso contrario se llama nodo-silla. N

Haremos una breve descripcién de las singularidades reducidas de acuerdo a su nidmero
caracteristico A: ‘

1. A¢ R- U {0} (dominio de Poincaré):
Z es linealizable alrededor de p (Teorema de linealizacién de Poincaré), es decir, en
coordenadas adecuadas (z, w) centradas en p, & es generada por el campo vectorial

73
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9 + )\w—a—
ZBZ ow

Esta ecuacidn es integrable, y tiene como soluciones

k12>\ — kg’w = 0,

donde k; € C. Sin embargo las tnicas soluciones holomorfas son {z=0} y {w=0}, ya
que A es un complejo puro o un real no racional.

Entonces la singularidad p sélo tiene dos separatrices.

2. A € R™ (dominio de Siegel):
En esta caso la linealizacién no es siempre posible, sin embargo, como en el caso
anterior, existen s6lo dos separatrices {w = 0} y {z = 0}.

3. A =0 (nodo silla):
En este caso existe un cambio de coordenadas holomorfo tal que & se puede escribir
como ‘

’ 50 0
k k41
[2(1+ aw®) + wF(z, w)]az o

donde k es un natural, a € C y F es una funcién holomorfa que se anula en (0, 0) hasta
orden k. La curva {w = 0} es una separatriz llamada “separatriz fuerte”.

Algunas veces, por ejemplo si F'(z,w) = 0, existe una segunda separatriz {z = 0},
llamada “separatriz débil”.

A.2 Blowing-up

Dada una superficie algebraica S y un punto p en ella, el “blowing-up” en p da como resul-
tado una nueva superficie S que es, intuitivamente, la misma superficie S en la que el punto
p ha sido sustituido por todas las direcciones tangentes posibles en él, es decir, por un CP*.

Entonces el “blowing-up” (explosién) es un morfismo birracional € de variedades algebrai-
cas: '

c: 85— 3

tal que € restringido a S — e7(p) es un isomorfismo de variedades algebraicas y e~'(p)-es
isomorfo a CP?, esta curva e ~*(p) se llama el “divisor excepcional” de la explosi6n.
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Sea (0,0) € U donde U es un abierto de C? , entonces, localmente, la explosién en (0,0)
estd definida por

U={(z,w,Z,W)eUx CP": zW — wZ = 0}.

A.3 Levantamiento de foliaciones

Sea % una foliacién de S generada por una 1-forma w con ceros aislados.

Sea

€e:S— S

una explosién en un punto p € S, singular para #. Sea E el divisor excepcional de la
explosién.

La 1-forma e*(w) es holomorfa con un conjunto no discreto de ceros, ya que contiene a
E con algin orden. Este orden es un nimero natural que llamaremos {(p).

Cuando este conjunto no discreto de ceros es eliminado de €*(w) obtenemos la 1-forma
w con ceros aislados.

En dos vecindades con interseccién no vacia las 1-formas son holomorfas y nuevamente
difieren por una funcién holomorfa nunca nula, entonces globalmente definen una foliacién

FenS.

El ntimero [(p) puede calcularse facilmente. Sea a(p) la multiplicidad algebraica de p en
w, es decir, la minima potencia en w con que se anula p, entonces

—~—

si F es invariante para &, {(p) = a(p).

—

si E es no-invariante para &, l(p) = a(p) + 1.

Observacidn: si la explosién en la superficie se hace en un punto p no-singular de la foliacién
y ésta se levanta, entonces [(p) = 0 y por tanto el divisor excepcional és invariante, pues si

- no fuera asf I(p) =a(p) +1 > 0.

A.4 Teorema de resolucion

Teorema A.4. (ver [9]) Sea p € S un punto singular de &F. Existe una sucesion de
ezplosiones € : S — S sobre p tal que F tiene sélo singularidades reducidas en e~ (p)
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Demostracion. Sean py,...,p, las singularidades en E. Se debe usar la férmula:

Zmpg —1(p)* +1(p) +1

Esto garantiza que la multiplicidad de las singularidades disminuye y por tanto en algiin
‘momento tendran parte lineal distinta de cero.
Después se dividen los casos en parte lineal (no cero) nilpotente o no nilpotente. O

Proposicién A.5. La singularidad p de & es dicritica si y sdlo si existe una sucesidén de
explosiones € : S — § sobre p y una componente irreducible Ey de E = 1 (p) que no es
invariante por Fe*(F). :

Demostracion. Si existe tal ¢ y tal Ey no invariante de % entonces un punto generico de Ej
es regular, la hoja de este punto no est4 contenida en Ey y su imagen bajo € es una separatriz
para p. Por lo tanto la singularidad en S es dicritica.

Supongamos que p es dicritica. Sea ¢ : S — S una sucesién de explosiones sobre p y C
una separatriz de este punto entonces la transformada estrlcta C de C es una separatriz de
Z en peEER.

Si E es invariante entonces p es singular pues tiene al menos dos separatrices. Podemos
considerar estas singularidades reducidas (por el teorema de resolucién) entonces p tiene en

S un ndmero finito de separatrices.

Esto contradice el hecho de que p es dicritica. Entonces E tiene una componente no-

invariante. . : O

A.5 Ejemplo

Consideremos la foliacién

—z
X = 0
z
Los puntos singulares de esta foliacién son
po=(1:0:0)
pr=(0:1:0)
D2 = (0 :0 1),

y tiene como primera integral

A5 EJEMPLO m

F: CP? — CP*
(:z::y:z)»—>£§—.
Y

Asf que las soluciones algebraicas irreducibles de esta foliacién estdn dadas por los poli-
nomios
kizz — k2y2 =0
donde k; € C. Estas soluciones pasan todas por los puntos singulares Po ¥ Pa-

La foliacién X en la carta afin Uy de CP? tiene la siguiente forma

%= ()

En este caso A € QT por lo tanto es necesario explotar en (0,0).

Sea W, la forma correspondiente a la foliacién en coordenadas afines definida anterior-
mente. ‘El proceso de explosiones hasta tener una singulandad reducida en pg es:

Wy = 2zdy — ydz
ly=w z=wws
wydw; — widws
Jwuy=u wy=wv
Wi = —u2dv,

asi que

&=<é).

El divisor excepcional no es invariante y ya no hay puntos singulares en él.
*

Trabajaremos ahora en la carta afin U; de CP?. En esta carta tenemos la foliacién X es

&:<j)

En este caso A ¢ QF as{ que (0, 0) es singularidad reducida.
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Finalmente en la carta U, tenemos

-y
Entonces A € QF asf que es necesari :
andlogo al de U, q esario explotar en (0,0). Este caso es completamente

{
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Apéndice B
Monodromia

Sea X una foliacién en una superficie S'y

F:8—CP!

una fibracién racional tal que las fibras, excepto un ndmero finito, son transversales a las
hojas de X. Y tal que las fibras no transversales {F~*(p1), ..., F~*(p,)} son hojas de la

foliacién.

Definicién B.1. Si se satisface lo anterior diremos que X es una foliacion de Riccati res-

pecto a F.

Estas condiciones definen una representacién de monodromia

p: 7(CP* — {p1, ..pn}, p) = Bihol(F~*(p)),

donde 7(CP* —{p;, ...pn},p) es el grupo fundamental con base en el punto p y Bihol(F~(p))
el grupo de biholomorfismos de la fibra F~*(p).

Esta aplicacion estd definida del siguiente modo.

Sea o € w(CP* — {p1,..0n},0) ¥ 8 € F~1(p). Veremos cudl es la imagen de s bajo el

biholomorfismo p(a) := pa. '
*

Si L, es la hoja de X por s, entonces

Fr,: Ls— CP* — {p1, -, Pn}

es una aplicacién cubriente y, por tanto, el lazo o en CP* — {p1, ..., b} puede levantarse a un
tnico lazo & en L, tal que &(0) = s. Tenemos, entonces, el siguiente diagrama conmutativo

79
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Ls

0,1] 5= CP* — {p1, ., pa}-

Entonces p,(s) estd dado por

p:m(CP' — {p1, ...}, p) = Bihol(F~}(p))
ar po: F7Hp) = F7H(p)
s a(1).

Apéndice C

Programa escrito en C++

La representacién de monodromia de una foliacién X describe aspectos importantes del

El siguiente programa computacional escrito en lenguaje C + + célcula el subgrupo unipa-
ramétrico diagonal que maximiza la funcién de Kempf para foliaciones de CP? Mumford-

inestables.

comportamiento de X. Por ejemplo:

1. Hojas densas de X corresponden a érbitas densas de 0

2. La hoja [is de X es algebraica si, y sélo si, s es un punto periédicb de pc; para todo
@ &n(CP' ~ {py,..pa}, 7). |

#include <vcl.h>
#pragma hdrstop

#include "principall.h"

#pragma hdrstop
#include <condefs.h>
#include <iostream.h>
#include <fstream.h>
#include <iomanip.h>
#include <stdlib.h>
#include <string>
#include <vector>
#include <sstream>

using namespace std;

vector<float> restra, restrb, restrc;
vector<float> vertx, verty, cercax, cercay;
vector<float> denver, dencerca;

string ecuacion(float a, float b, float ¢) {
ostringstream out;
int width = 16;
int precision = 6;
out << setiosflags(ios::fixed|ios::showpoint);
out << "\t";
if(a==1) out << setw(width) << " x ";

81
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else if(a==-1) out << setw(width) << " ~-x "; for(i=0; i<lim; i++) {
else if(a==0) out << setw(width) << " n; a = restralil;
else out << setw(width-2) << setprecision(precision) << a << "x "; - ¢ = restrcl[il;
if(b==1) out << "+" << setw(width) << " y "; x = 1/a;
else if(b==-1) out << "-" << setw(width) << " y "; y = 0; »
else if(b==0) out << " " << setw(width) << " if (cumpleRestrs(x,y)) {
else if (b<0) out << "-" << setw(width-2) cercax.push_back(x);

<< setprecision(precision) << (-b) << "y "; cercay.push_back(y) ;

else out << "+" << setw(width-2) << setprecision(precision) << b << 'y "; cout << "M\t(" << x << M, \t" <<y << ")"<< endl;
out << " >= " << ¢ << endl; " ' } '
return (out.str()); }
¥ +
: else { ‘
bool cumpleRestrs(float x, float y) { cout << "\tPuntos mas cercanos sobre las rectas: " << endl;

for(i=0; i<lim; i++) {
a = restralil;
b = restrbli];
¢ = restrcli];

int lim = restra.size();
for(int i=0; i<lim; i++) _

- if( restralil*x + restrbl[il*y < restrc[i]l ) return false;
return true;

} dent = 2xbx*(b*b + a*a - axb);
t = cx(b - 2*a)/dent;
void calculaVertices(). { X = —t*b;
int i, j, lim = restra.size(); y = (c + a*bxt)/b;

}

void calculaCercanos() {

if (cumpleRestrs(x,y)) {

cercax.push_back(x);

cercay.push_back(y) ;

dencerca.push_back(dent*b); _
cout << "\t(" << x << M, \t" << y << ")"<< endl;

float determ, x, y;
cout << "\tVertices: " << endl;
for (i=0; i<lim; i++)
for(j=i+1; j<lim; j++) {
determ = restralil*restrb[j] - restra[jl*restrb[i];
if (determ==0) continue; .
X = (restrcl[i]*restrb[j] - restrcl[jl*restrbl[il)/determ;
y = (restralil*restrc[jl - restral[jl+*restrc[i])/determ;
if (cumpleRestrs (x,y)) {
vertx.push_back(x);
verty.push_back(y);
denver.push_back(determ) ;
cout << "\t(" << x << ", \t" << y << ")"<< endl;

}

void calculaMinimo(float &x, float &y, float &min, float &den) {
int i, indv=-1, indc=-1, liml=vertx.size(), lim2=cercax.size();
float norma, minv, minc;
if (1im1>0) {
minv = vertx[0]*vertx[0] + verty[0] *verty[0] + vertx[0]+*verty[0];
indv = 0;
for(i=1; i<limi; i++) {
norma = vertx[il*vertx[i] + verty[ilsverty[i] + vertx[il*verty[il;
if (norma<minv) {
.minv = norma;
indv = i;

int i, lim = restra.size();

float dent, t, x, y, a, b, c;

if (b==0){ '

cout << "\tPuntos mas cercanos sobre las rectas: " << endl;
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}

+

if (1im2==0) {

 x = vertx[indv];

y = verty[indv];
den = denver[indv];
min = minv;
return;

1

+ .
minc = cercax[0]*cercax[0] + cercay[0]*cercay[0] + cercax[0]*cercay[0];
indc = O;

for(i=1; i<1lim2; i++) { v

norma = cercax[il*cercax[i] + cercay[il*cercay[i] + cercax[il*cercayl[i];

if (norma<minc) {
' minc = norma;
indc = i;
+
}
if(1im1==0) minv = minc+1;
if (minv<minc) {
x = vertx[indv];
'y = verty[indv];
den = denver[indv];
min = minv;

+
else {
x = cercax[indc];
y = cercaylindc];
den = dencercalindc];
min = minc; :
}
+
e

#pragma argsused
int main() {
string sufijo;
cout << "\n\tSufijo de archivo: ";
cin >> sufijo;
'string snfile("coef" + sufijo + ".txt");
ifstream infile(snfile.c_str(), ios::in);
if (tinfile) {
cerr << "\n\tNo fue posible leer el archivo " << snfile << "\n";

rhonphe
844l

U

exit(1);
}
float i, j, k, entrada;
float a, b, c=1, d;
cout << "\n\tDatos del archivo:" << endl;
while(infile >> i >> j >> k >> entrada) {
d=1i+ 3 +k;
if (entrada==1) {
a=d+1-2%xi - j;
b=d- i~ 2%j;
+
else if (entrada==2) {
a=4d- 2%i - j;

b=d+1-1i=- 2%j;
}
else { :
a=d-1-2%i - j;
b=d-1-1i-2xj;
b

restra.push_back(a);
restrb.push_back(b);
restrc.push_back(c);
cout << ecuacion(a,b,c);
+
calculaVertices();
calculaCercanos();
float x, y, den, min;
cout << "\n\tPunto con norma minima: ";
calculaMinimo(x, y, min, den);
cout << M"(" << x <", "<y << M) _
| norma=" << min << ", den=" << den << endl;
cout << "\t

(" << (den*x) << ", " << (denxy) << ") " << endl;

return O;
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