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Introduccion ‘ B

Sea M, la variedad de mdéduli de curvas algebraicas lisas proyectivas e ir-
reducibles de género g, g > 3, sobre un campo & algebraicamente cerrado.
Se sabe que el lugar singular SingM, de esta variedad parametriza a las
curvas que tienen simetrias i.e. curvas X tales que Aut(X) # {Id} (ver por

" ejemplo [16],[13]); un problema importante es describir dicho lugar singular,
obsérvese que cada componente de dicho-lugar tiene a su vez singularidades,
éstas corresponden a curvas con accién de un grupo més grande y asi suce-
sivamente. Un problema abierto es describir dichas singularidades. Otros
‘problemas intimamente relacionados con éste son:

A) Dada Y una curva, G un grupo finito y g un entero positivo, cuando
existe 77 : X — Y un cubriente Galois, con grupo de Galois G y género(X) =
g. - |

B) Qué datos de construccién del cubriente nos dan informacion de M,.

El problema A) para el caso de gripos ciclicos es bastante sencillo, ya que
sim: X — Y un cubriente Galois de curvas sobre un campo algebraicamente
cerrado k, con grupo de Galois G = Z/pZ, con char(k ) /p entonces es bien
sabido que

W*Ox=Oy@fM€B @‘FX

donde F,, es una gavﬂla invertible y el grupo G actia fibra por ﬁbra por la
representa.mon Xi ademas existen morfismos 1nyect1vos

FX‘L ® FX] — FYz@YJ

los cuales determman la estructura de Oy-éalgebra de m, C’) X4 ‘
Inversamente; si se tiene una gavilla £ = Oy @ Fyy ® ... ® Fy, , con-las
propiedades anteriores se tiene un cubriente de Y con accién de Z / pZ. Sin
embargo el caso general, donde G es un grupo finito arbitrario el problema
dé ‘determinar la construccién de un cubriente Galois es mucho més dificil.




El problema B) para el caso de grupos cicilicos ha sido estudiado en [3],
7],[10],[11] y para grupos arbitrarios en caracteristica cero en [17].

El objetivo de este trabajo es obtener teoremas de estructura para la im-
agen directa de la gavilla estructural andlogos al caso ciclico, En un trabajo
posterior se demuestra que estas relaciones son suficientes para obtener cubri-
entes con accién de grupo. Cabe mencionar que la teoria aqui desarrollada
es valida en cualquier caracteristica con la condicién de que char(k) [|G|.

Para ésto, en el capitulo 1 se generaliza la teoria de representaciones de
grupos finitos sobre un campo a representaciones en una gavilla coherente
sobre un esquema integro. Obteniendose teoremas de clasificacién de gav-
illas con accién de un grupo finito. Vale la pena observar que esta teorfa
se puede generalizar atin més; en lugar de considerar dlgebras de grupo’se
pueden considerar A-algebras semisimples, donde A es un lgebra de’ Artin,
sin embargo en esta exposicién nos limitaremos al estudio del primer caso.

En. este primer capitulo se define la categoria de Ox(G)-médulos, siendo
~ ésta el lugar natural de las representaciones de G, y se prueba que ‘

Teorema 1.2.3. Sea X un esquema integro sobre un campo k, K su campo
de funciones meromorfas y € el punto genérico de X. Sea & un Ox{G)-
médulo localmente libre, si E.~ (V@ ... @ V") @ K es la representacion
de G en el punto genérico de X, entonces la descomposicion natural '

E=el ..l

satisface que

i) rango(e;£) = n; x dim(V;)

i) La inclusion natural (e;€) — &€ induce un isomorfismo de representa-
ciones (e;€)e — V™ @ K.

Mostrandose con esto que la teoria de representaciones sobre gavillas co-
herentes no es muy diferente de la teoria sobre espacios vectoriales. Ademds
se obtiene una clasificacién de Ox(G)-mddulos, descrita en el

Corolario 1.3.4.(Teorema de clasificacién) Sea X un esquema integro
sobre un campo algebraicamente cerrado k y sea G un grupo finito con char (k) |
/|G|. Si F es una gavilla coherente y p : G — Aut(F) es una representacion
de G, entonces se tiene una descomposicion G-invariante

F=0Vy)@Fo..00V,)QF

i

12822020000002001

: doﬁde

donde Vq, ..., Vi~ son las representaciones irreducibles de G sobre k y O(V;) =
Oy @ Vi. ' ‘

En el segundo capitulo se estudia el caso de cubrientes Galois de curvas,

.y se prueba que la descomposicién isotipica de la imagen directa de la gavilla

estructural corresponde a la representacién regular del grupo, en forma més
precisa se demuestra el siguiente

Teorema 2.1.1. Sea X una variedad sobre un campo k algebraicamente ce-
rrado con accién de un grupo finito G (char(k) | | G |) y sea Y el cociente,
entonces | ' :

1.0x =0y & (OV))®&w) @ ... 6 (O(V;) ® &)

donde V; son las representaciones irreducibles G sobre k y rango &y, =
dimV;. ‘ o :

Ademds, se tiene teoremas de estructura

Teorema 2.2.13. Sea X — Y un cubriente de Galois con grupo de Galois
G, entonces en la descomposicion

m.0x = Oy ® [O(V1) &y & .. € [O(V;) ® &v]

se tienen morfismos inyectivos naturales -

Ey @&y, — PEY
‘ =0

ev=@W.

=0

~ Teorema 2.2.20. Sea X ZsY un cubriente de Galois no ramificado, con
grupo de Galois G, entonces en la descomposicion ’

m.0x =0y ©0(h) @& 6. 8 O(V) 8 &,

i

. e o e
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Se tiene que cada Ey, es estable y se cumplen las siguientes identidades ..

T
ad 7
& ® &, ~ (DE

=0

donde

VeV =
1=0-

ademds (EVI)V ~ Eyy y si ViV entonces Ev; ¢ Ev;.
generalizando los conocidos para el caso ciclico.

En el dltimo capitulo se calculan ciertas representaciones del grupo G
en grupos de cohomologia obteniendo informacién relevante de la curva: con
accién de grupo, en particular se prueba el :

Teorema 3.1.1. Sea z € X un punto cerrado con grupo de isotropia
< g >C G, entonces la representacion en (T.8dx/y)r@) = k(G) —U ng>“
donde k(G) es la representacion regular.-de G y U T§g> la representacion
inducida por la trivial de < g >. |

apartir del cual se obtiene la representacién de G en el tangente a la jacobiana
de X en términos de los puntos fijos de G en X y sus grupos de isotropia.
Como una aplicacién se tiene la descomposicién de la jacobiana de una curva
con accién de As, y por dltimo se calcula la dimensién de H'(X, Tx)< en el

Teorema 3.3.3. Seanw: X — Y un cubriente Galois de curvas, con grupo
de Galois G, entonces dimH*(X,Tx)% = 3gy — 3+ ¢ard(5upp T 8xv).

Donde dicha dimensién estd relacionada con las deformaciones infinitesimales
de primer orden de X que tienen accién de G.

Ademsés se incluyen dos apéndices el primero de ellos es una breve in-
troduccién de teorfa de representaciones de anillos semisimiples probdndose
algunos teoremas importantes utilizados en el capitulo primero y el Gltimo
estd dedicado a demostrar que la sucesién '

0 — m.0x —> (m@,\f)v — W*QX/Y — 0

es exacta.

v
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Cavpitulo' ‘1
Gavillas con Accién de Grupo.

El propésito de este capl'tulo, .es construir una teorfa de representaciones de
grupos finitos en gavillas coherentes sobre un esquema integro. A lo largo
de este trabajo k es un campo algebraicamente cerrado fijo y G un grupo

- finito tal que la caracteristica de k no divide al orden del grupo. Aqui se
. definen los Ox(G)-médulos y los morfismos G-invariantes mostradndose que
forman una categoria abeliana, se introduce el tipo de una representacién y

se dan teoremas de clasificacién de Ox(G)-médulos inescindibles, por dltimo

se definen funtores derivados de esta categorfa y se describen en términos de .

funtores derivados de la categoria de Ox-mddulos.

1.1 Teor-emas Genérales.

Sea A una k-dlgebra semisimple (no necesariamente conmutativa) de di--

mensién finita.sobre k£ entonces se cumple que A = 1A © ... e, 4 con
A simples y e; proyectores, sea n; = dimge; A.

Definicién 1. Sea (X, Ox) un espacio anillado, consideremos Ox(A) = .
Ox®i A, ésta es una gavilla de dlgebras no conmutativas sobre-X y como Ox- -

" médulo es libre de rango la dimensidn de A sobre k. Definimos un Ox(A)-
" mddulo como un- Ox-mddulo & junto con un morfismo de anillos p: A —
- End(€) y definimos un morfismo de Ox(A)-mddulos come una morfismo

¢ £ = F de Ox-mddulos tales que el siguiente diagrama conmuta para

oA, S opAry, A1 M QNS WSS uwme o m e o g o
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toda a € A
e % F
pla) 4 )
e %5 F

En este caso, también diremos que ¢ es A-invariante

p(a)

Observacién Apartir de esta definicidn, es inmediéto que el kernel de
un Ox(A)-morfismo es nuevamente un Ox(A)-médulo ademds se tiene que
‘para z € X, £, tiene estructura natural de Ox ,(A)-médulo.

El siguiente paso es demostrar que la imagen de un Ox (A)-morfismo es
un Ox(A)-médulo, para esto probemos el siguiente

Lema 1.1.1 Sea F una Ox-pregavilla de Ox(A)-mddulos, entonces la ga-
villa asociada F* tiene una estructura natural de Ox (A)-mddulos con la cual
el morfismo de ‘inclusion es de Ox(A)-mddulos, ademds si € es un Ox(A)-

“mddulo y f : F — € un morfismo de Ox(A)-médulos, éntonces el morfismo

natural f : F+ — & es también de Ox(A)-mddulos.

Demostracién: Recordemos la construccién de la gavﬂia asociada FT (ver [8]
2.1). Sea U un conjunto abierto de X y definamos F*(U) como el conjunto

de funciones s de U en la unién Uyep Fp de los gérmenes de F en cada punto

de U, tales que: , _ _
1) Para cada punto p € U, s(p) € 75y ‘ ' T
2) Para cada p € U, existe una vecindad V' de p, contenida en U, v u
elemento ¢t € F(V), tal que para todo g € V, el germen ¢, de ¢ en g es igual

as(q).

Ahora definamos la accién de°A en F*(U) mediante la accién natural

‘de A en cada germen, i.e (as)(p) = a(s(p)), es claro que esta accidn es una

estructura de Ox(A4)-mdédulo en la gavilla Fty que ademés la inclusién es

. un morfismo de Ox(A)-médulos, con lo cual se termina la demostracién.

VDespués de esto, tenemos que si F — G es un morfismo de Ox(A)-

médulos entonces se tiene que la pregavilla imagen es de Ox(A)-médulos.

por lo tanto la gavilla asociada también es un Ox (A)-médulo y la existencia
de cokérneles es inmediata de la propiedad universal de la gavilla asociada a
la irnagen al restringirnos a considerar sélo morfismos de Ox(A)-mddulos.

Prm B 7 o b Al P v iy =it IR it dr -2 . T i U ar - s




CAPITULO 1. GAVILLAS CON ACCION DE GRUPO. 3

También se tiene que. la suma directa, producto directo, limite i 1nversQ y
lfmite directo de Ox (A)-médulos es nuevamente un Ox (A)-médulo.

Sean £ y F dos Ox(A)-médulos, definimos por Hom (£, F) al grupo for-
‘mado por los morfismos de Ox (A)-médulos, obséivese que éste no tiene por

que ser un A-médulo. Sea U C X un-conjunto abiérto de X y £ un Ox (A)-
mdédulo entonces &y es en forma natural un Oxy- modulo y definamos por
Hom4(E, F) la gavilla

U = HomA(£|U, ~7:|U)

la cual es una gavilla de Ox-médulos, pero no necesariamente de Ox(A)-

- médulos.

El siguiente paso es mostrar que nuestra categoria no es trivial, es decir
que ex1sten Ox-médulos con una estructura no trivial de Ox(A)- médulos.

Proposicién 1.1. 2 SeaV un A-mdédulo y M un OX mdédulo, entonces M®k.

V es un OX(A) médulo. &

Recordando que por ser A un dlgebra semisimple se tiene sélo un nimero
finito de mdédulos simples, sean Vi, ...V, estos médulos, por la proposicién
A.0.8 [Apen 1] se tiene que todo A-médulo M finitamente generado se des-
compone en suma directa M; & ... ® M, donde cada M; es isomorfo a V™ y

‘que existen {ey,...e,} C A tales que e;e; = €;0;5, €1+ .. 4o =1yeM = M
*Con esto se tiene un teorema de clasificacién de A-mddulos, el resto de este

pérrafo serd demostrar un teorema similar en la categoria de Ox (A)-médulos.
Empezaremos con el siguiente teorema de descomposicién. ‘

Teorema 1.1.3 Si M es un Ox(A)- mddulo, no necesariamente finitamente
generado, entonces M = My ®..... d M, donde M = e, M, ademds si M
es un localmente libre entonces cada M; lo es. : -

Demostracidn: Sea e; un proyector de A, entonces tenemos definida la apli-

cacién ¢; : M — e, M C M la cual escinde por la inclusién, de aqui que
e;M sea un sumando directo de M, ademds como e;e; = e;0;; se tiene que

eeMNeM=0sii#jydela propledad e1+..+e =1se tlene que la. -

inclusién M; @ .... & M, — M es un isomorfismo.<$

escerosm;éjyesgbsm—j &

1.2 Ox(G)-Médulos.

CAPITULO 1. GAVILLAS CON ACCION DE GRUPO. 4
Definicién 2 Sea & un Ox(A)-mddulo, definamos la descomposicidn isotipica
de €, como la descomposicidén ‘

&= 51 EB B¢,
obtenida en el teorema amﬁemor
Proposicién 1.1.4 Sean & y F dos Ox(A)-mddulos-y ¢ : € = F un
Ox(A)-morfismo, si e1€®...0 e ye1 FD...&e,F son las descomposiciones
isotipicas de £ y F respectivamente, entonces ¢ se descompone en morfismos

¢7; : eZ-E — 61'.7:
Demostracion: Como ¢ es un Ox(A)-morfismo, entonces
e;p(eir) = pleesz) = d(eidi z)

es decir
¢|ez£ 625 —-F = 63.7:

Corolarlo 1.1.5 Toda
—> &-1 — & — 5i+'1‘—%
sucesidn eracta de Ox(A)-mddulos se deséompone en las sucesiones ezactas
| = ejSi__l — ejé'i — ejSi_H — ..

conj€{l,..,r} <

Como nuestro interés se centrard en gavillas con accién de grupo a par-
tir de este momento supondremos que A es el dlgebra de grupo k(G), donde
char(k)/|G| y X un k-esquema integro. Denotaremos por Ox(G) := Ox (k(G))
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y por Vy, ..., V; las representaciones irreducibles de G sobre k, lo cual es equiv-
alente a los k(G)-médulos simples, y por O(V) al Ox(G)-médulo definido
por Ox ®; V, donde V' es una representacién de G sobre k. Por convenéién,
Vo denotaréd la representacion trivial de G.

Observacién: Si k = C entonces los proyectores ‘e;, son bien conocidos

y estan definidos por

- dwm(V;
o = ZiV) > xu(9)g
R (€ e

donde xv;(g) es la traza de la aplicacién definida por g en V;.

Con las hip6tesis anteriores tenemos que si & y F son Ox(G)-médulos
entonces los Ox-médulos £Q F y Hom(E, F) tienen una estructura natural
de Ox(G)-médulos. :

Lema 1.2.1 Si £ y F son Ox(G)-mddulos, entonces existe una Unica es- .

tructura en € Qp,, F de Ox(G)-mddulo tal que
gz ®y) = (92) @ (9y), (Vg€ G,z €€,y € F)

Demostracion: Ya que la aplicacién (z,y) — gz ® gy es bilineal, se tiene una

" transformacion lineal

LG): EQF-EQF

tal que
Lig)(z®y) = gr® gy

Lo anterior define una funcién

L:G— End(EQF)

dada por g — L(g) que es evidentemente un morfismo de G en el grupo de
unidades de End(€ ® F), pero L se extiende de manera tnica a un morfismo
de K(G)-algebras (ver [2] pags.75-78 ) ‘

L:K(G) = End(€ ® F).

Esto determina una estructura de Oy (G)~1ﬁ6du10\en EQRF,enlacual g(z®

y) = (92).® (gy). Por tdltimo, si se tiene otra estructura de Ox (G)-médulo
en E®F R
S L(G) EQF = EQF

,‘ \,‘
i [ g 0
] . &

4

L u '5_“
dd

1

4

4
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tal que :
- Lglzey)=gregy
entorices L'y L coinciden en G y por la unicidad L' = L O

Observacién: Cabe mencionar que la férmula

u(z®y)=uwr®uy  (ue K(G))
no es la estructura de Ox(G)-médulo arriba definida.

Ahora procedamos a definir la estructura de Ox (G)-médulo en Hom (€, F)
mediante la aplicacién | .
(99)(e) = g(o)(g7"e)

y extendiendo ésta por linealidad.

Estas ultimas definiciones nos proporcionan nueva riqueza en nuestra
categoria, y como veremos a continuacién podemos demostrar propiedades
anélogas a las propiedades de Ox-mddulos. :

Nota: Por convencién, un Ox(G)-médulo € es localmente libre si lo es
como Ox-médulo. _

Lema 1.2.2 Sea € un Ox (G)-mddulo localmente libre, démosle a £ la es-

- tructura natural de Ox(G)-mddulo entonces se tienen los siguientes 1SOmMor-

fismos naturales de Ox(G)-mddulos:

ey e -
b)Para cualquier Ox (G)-mddulo F, se tiene que Hom(E, F) 2 EY @ F
¢)Para cualguier Ox(G)-mdédulos F,G, se tiene Home, (£ ® F,G) &

Home, (F, Hom(£, G)).

Demostracion: a) Coﬁsidérése el isomorfismo & — (£V)" dado por
S a€ 5(U) — 4, = 54(0 &y — Oxpy) = ofa)

entonces -
' 5ga(a : 5|U‘ - OXlU) :‘O—(ga') ' *

pero ‘ .
(95a)(0' : glU — OX|U) = g(5a([g_la] )

= 8a(lg7o]) = [g70](a) = g7 [o(ga)] = o(ga)

-

B MA PN g et Sl & Y B N B il




CAPITULO 1. GAVILLAS CON ACCION DE GRUPO. | 7

de aqui que sea G-invariante.
b) Sea el isomorfismo £¥ ® F — Hom(E, ]—') dado por

c®be (EYQF)(U) ¢ :=(ar o(a)b)

entonces
g(c®0b) = go® gb— (a> (go)(a)gb
= g(o(g7"a)gb = g(a(g ™ a)b) = g(¢(97"a)) = (9¢)(a)

por lo tanto el isomorfismo es G-invariante. . o
¢) Sea el isomorfismo Homoy (F, Hom(E,G)) — Homo, (E®F,G) dado

por ,
| ’ [0:F — Hom(E,G)]— ¢ =(a Q@b [a(a)](b))
entonces
g9(o) = (a @b [(go)(a)](b))
pero ‘

[(9)(a)](8)) = [g(o(g™"a))](b) = g[(a(g‘la))]g(’g‘lb) = g[(o(g7"a)](g™"D)
= g(¢((97 ) ® (97'1))) = g(dg  (a @ b) = (9¢)(a ® D)

por lo tanto el isomorfismo es G-invariante.<$

Ahora procederemos a demostrar el teorema principal de esta seccién, el
cual consiste en describir la descomposicién de un Ox (G)-médulo mediante la
accién del grupo en el punto genérico. Asi que estudiemos la estructura local
de estos Ox(G)-médulos. Para esto supondremos X un esquema integro
sobre un campo k, y sea £ un Ox(G)-médulo coherente libre de:torsién,

sea .U = Spec(R), un abierto afin de X donde & sea trivial, i.e 5Iu &~ Rn o

consideremos la descomposicién 1sot1p1ca

entonces &, = e;&|y, por otro lado, como X es un esquema integro, tenemos

que A es dominio entero, por tanto K(X) = K(R), entonces localizando en
el punto genérico €, tenemos que & = R* @ K (X) = K(X)", y el-siguiente
diagrama conmutativo -

CAPITULO 1. GAVILLAS CON ACCION DE GRUPO. 8

G — Aut(K(X)®")

!

Aut(R®™)

~ nos dice que la-descomposicién (1) estd detefminada en el punto genérico por
la representacién de G en K (X)®", de aqui que la descomposicién de & queda

determinada por la descomposicién en el punto genérico como representacién

- del grupo G. Y més atn, que la accién de G en R" viene dada por la

restriccién de la accién de G en K (X)". Ademds por le teorema A.0.17 [Apen
1] se tiene que la representacién de G en K(X)" es de la forma V @ K (X)),
donde V es una representacién de G sobre k.

Con lo cual hemos probado el siguiente

Teorema 1.2.3 Sea X un esquema integro sobre un campo k, K su campo

"de funciones meromorfas y € el punto genérico de X. Sea & un Ox(G)-

médulo coherente libre de torsion, si £, ~ (Vi* & ... @ V") @, K es la

" representacion de G en el punto genérico de X, entonces Za descomposicion

natural
= 605 D ... @ e &

' satisface que {

i) rango(e:£) = n; x dim(V;)

i) La inclusion natural (e,€) < & induce un isomorfismo de representa-

ciones (e;€)e — Vi @, K

‘Définicién 3 Sea £ un Ox(G)-mddulo localmente libre sobre un esquema

integro sobre un campo k , K su campo de funciones meromorfas y sea £ =~
V@K la representacion de G en el punto genérico, entonces definiremos a
la rep%esentacio’n V como el tz’po del OX(G)—mo’dulo £

- Corolario 1.2.4 Sean X y 5 como en el teorema anterior, y sea V el tipo

de la representacion en &, entonces la representaczon de G en la fibra a un
punto de X es genéricamente V. ' *

A partir del teorema 1.2.3 podemos conocer el comportamiento de la

estructura de Ox(G)-médulo bajo las operaciones basicas entre (9 x-mddulos,
algunas de las cuales se describen a continuacién.
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CAPITULO 1. GAVILLAS CON ACCION DE GRUPO. 9

Teorema 1.2.5 Sea X un esquema integro sobre un campo k, si £ y F son
Ox(G)-mddulos de tipo V y W respectivamente, entonces '

i) £ Qoy F es de tipo VR W. :

1) ATE es de tipo AV, y

ii1) SE es de tipo S™V

Demostracién: Simplemente debemos observar que si € es punto genérico de
X entonces (£ ®oy F)e = E®r(x) Fe, (AN E)e =A(E) ¥ (S7E)e = S™(E), 1a
conclusién se sigue de la teorfa general de representaciones sobre un campo.<$

Corolario 1.2.6 Sean &;,&; dos Ox(G)-mddulos localmente libres de tipo
V;, Vi, respectivamente y ambas representaciones de G irreducibles distintas.
Entonces Homeg(&;,&;) =0 :

Demostracién: Obsérvese que el rango de Homg(&;, ;) estd determinado
por la dimensién sobre K (X) de la parte de tipo 0 del localizado en el punto
genérico de la gavilla' & ®o, &;, pero estd es cero por teorfa general de
representaciones, y como Homg(&;, E;) es una gavilla localmente libre, se
concluye lo deseado. & : ” ‘

Lema 1.2.7 Sean k = C y'.é”j, &y dos Ox(G)-mddulos local?neﬂie libres ‘del
tipo V;, entonces - ' ' a

rangoHomg(E1, &) = rango & X rango Ey/dimV?

Demostracidn: Como k = C tenemos una teoria de caracteres y la igualdad
es un resultado directo de ésta. '

1.3 Ox(G)-Médulos Inescindibles.

Sea F una gavilla coherente libre de torsién sobre un esquema integro, una
pregunta natural es cuando F admite una estructura de Ox(G)-médulo,
como veremos posteriormente, esto serd sélo si la’ descomposicién en ine-
scindibles de F tiene cierta estructura.

CAPITULO 1. GAVILLAS CON ACCION DE GRUPO. 10

Lema 1.3.1 SeaV una representacién irreducible sobre k de G, supongamos
que dimgV > 2, entonces existe un subgrupo H < G tal que V 1% tiene al
menos dos componentes isotipicas

Demostracién: Supongamos que es falso, entonces paratodo g € G, V l<p>

tiene sélo una componente isotipica, es decir, el elemento g actda en V por
multiplicacién de una constante, en este casoe cualquier subespacio de V' de di-
-mensién 1 es G invariante, contradiciendo la hipétesis de que V' es irreducible

de dimensién mayor o igual a dos.<

Lema 1.3.2 Sea F un Ox-médulo coherente libre de torsidn e inescindible,

si F. es un Ox(G)-médulo para. algin grupo G, entonces el tipo de la repre-
sentacion es V. = W™ para algin W irreducible de dimensidn 1, mds ain, se
tiene, que todo elemento g € G actia por multiplicacién de una constante.

- Demostracién: Por ser F irreducible el tipo de la representacién es V =W"

para algin W irreducible, ademds debe tener ésta misma estructura al res-
tringirla a cualquier subgrupo de G, pero por el lema anterior se tiene que W

" debe tener dimensién 1, en particular, si g € G, éste actlia por multiplicacién

de una constante en cada fibra, de aqui que actia por multiplicacién de una

‘constante globalmente. ¢

- Ahora estamos en posicién de clasificar a los Ox (G)-médulos inescindibles

Teorema 1.3.3 Sea X un esquema proyectivo integro y sea & un‘ Ox(G)-
" ~médulo coherente libre de torsidn e inescindible de tipo W, entonces & ~

O(V) ® F con F inescindible como Ox-mddulo y W o~ VrangoF con V una
representacion irreducible. ‘ o

Demostracidn: Sea £ = F{* @ ... ® F" la descomposicion de £ en Ox-
médulos inescindibles con F; # F;,¢ # j. Esta descomposicién es unica

" salvo permutaciones de los sumandos, de aqui que si g € G entonces g€ =
L g @ ... ® gF por lo tanto gF; = F; para algin j, entonces F; >~ F;

asi que i = 7, por 16 tanto cada sumando F;* es G-invariante, y como &
es .inescindible, entonces 7 = 1, es decir £ = F™ con .F un Ox-mddulo
inescindible. Por lo tanto el tipo de la representacién es V* con V irreducible.

El siguiente .paso serd demostrar que s = rangoF y dimV = n. Sea ¢
el punto genérico de X, entonces & = V* ® K(X). Ahora, sea g € G, y

- consideremos la representacién de < g > obtenida por restriccién, entonces

R woEs s
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CAPITULO 1. GAVILLAS CON ACCION DE GRUPO. 11

£ tiene una descomposicién isotipica de la forma & = F7F & ... @ F* con
x; correspondiendo a representaciones irreducibles de < g >, y por el lema
anterior tenemos que en cada sumando los elementos de < g > actiian como
un multiplo escalar de la identidad, entonces £ = [O(V,, )" @...00(V,,)™]®
F y en el punto génerico se tiene que & = [V"1 .0 V7] ® F, por otro
lado, en el punto genérico se tiene que & = (V J,<g>) ® K(X) y por la
unicidad de la descomposicién en representaciones irreducibles sobre espacios

vectoriales y del hecho de que sobre un campo algebraicamente cerrado los

caracteres forman una base de K(G) (ver [5] pags. 207-217)se tiene que
(Viss)@F =V . @V |®F ypor tanto s = rangoF y dimV = n.

Ahora, conslderese la parte de tipo Vp de O(VV) ® &, donde VY es la
representamon dual de V, entonces ésta es un sumando dlrecto de O(VV) ®
& ~ F™ de rango el rango de F, por lo tanto es F. Con51derese la inclusién

natural .
oOV)®@ F — O(V) OVY)®E

y como O(VVY) es naturalmente G-isomorfo a O(V)" se tiene el morfismo
oV)® O(Vv) ® £ —s £

dado por- .

v®0®e— §(a)e

- entonces se tiene un morfismo natural
oV)®F —¢&

y por teoria general de representaciones sobre un campo, se tiene que este

morfismo es isomorfismo en el punto genérico, por lo tanto es genéricamente

inyectivo, pero por ser gavillas libres de torsién sobre un esquema integro se

tiene que es inyectivo, nuevamente por ser un esquema proyectivo se tiene

que debe ser'sobreyectivo y por tanto un isomorfismo, con lo cual se concluye

el teorema. & | B
De este tltimo se obtiene como corolario el siguiente

Teorema 1.3.4 (de clasificacion) Sea & un Ox(G)-mddulo coherente li-
bre de trosion de tipo Vi & ... & V“T, entonces la descomposicidn isotipica
de £ estd dada por

ExOV)QF®..00V,)®F

donde F; es un Ox-mddulo de rango n;
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Proposicién 1.3.5 Sea

E=0V)®@Fp;® .0 O0(V,)®@F,,;, i=1,2

entonces . -, .
»%Om(; (51, 52) ;> @ /HO’I’)’L@X (fj,l, Fj)g)

Jj=0

Demostracion: Por el coroiario 1.2.6,
Homg £1,62) = @ Home(O(V;) ® Fj1, O(V) @ Fjz)

asi que supongamos & = O(V) ® F; con V una representacion irreducible.
Definamos la aplicacidén natural

o F—=F=Ideo: OV)9F — OV)Q F

y definamos la aplicacién inversa de la siguiente manera, sea V'V la repre-

sentacién dual de V, entonces V@VY ~ U@ W donde U es la representacion
trivial de G, de aqui que O(V) Q@ O(VY) ~ Ox @ O(W), asi, si p: O(V) ®

F1 — O(V)®F; es un morfismo G-invariante, tenemos un morfismo natural

Id@p: oV ®OV) & F — O(VV) QO(V)® F

definamos o como la restriccién a la parte corresponchente ala representacmn

trivial, claramente estos morfismo son' inversos.{

Propos101on 1.3.6 Séan &, Foy - T gawllas coherentes sobre X, W Vo @
. B V rppresentaczon de G sobre k y supongamos

$: OW )®5 ,—+ (O(V) ®7:o) o..e0V:)eF)
un ‘.morﬁsmo G-invariante, entonces eziste un morfismo natyral
P E—F .. F

y ademds cumple que ¢. es inyectiva si y s6lo si b lo es.

o
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Demostracién: Por la proposicién anterior se tiene qﬁe Homg(O(W) ®
£,(0O(Vo)®Fo)@...(0(V;)®F,)) es naturalmente isomorfa a i Hom(E,F),

sea ¢ la imagen de ¢ bajo dicho isomorfismo.
Ahora, ¢ es inyectiva si y sélo si

¢ O(Vi) ®@E — O(Vi) ® F;
lo es parat=0,...,7, si‘y s6lo si | o
Id®¢;: OV,) @ OV) ® € — O(V,) ® O(Vi) @
loes parai=0,...,7, siy sélosi |
¢ & — F;

lo es para i = 0,...,7 &

Para finalizar .esta seccidén se demostrard ‘le‘x existencia de resoluciones
localmente libres, G-invariantes, para Ox(G)-mddulos

Sea X un esquema proyectivo sobre una anillo noetheriano B, démoéle a

la gavilla estructural torcida Ox (1) la estructura de Ox (G)-médulo mediante
la accién trivial, entonces tenemos el siguiente lema.

Lema 1.3.7 Sea X un esquema proyectivo sobre un anillo noetheriano B y
sea F un Ox(G)-mddulo, entonces F(n) es un Ox(G)-mddulo.

Recordemos ahora un teorema de Serre.

Teorema 1.3.8 (Serre) Sea X un esquema proyectivo sobre un anillo noethe-
riano B, sea Ox (1) una gavilla invertible muy amplia en X, sea F un Ox-
mddulo coherente. Entonces existe un entero ng tal que para todo n > ng la
gavilla F(n) estd generada por un nimero finito de secciones globales.

Demostracidn:Ver [8] pagina 121 ¢

De aqui se sigue el siguiente

Corolario 1.3.9 Sea X un esquema proyectivo sobre un anillo noetheriano
B. Entonces cualquier Ox(G)-mddulo F que sea Ox-coherente en X puede
ser escrita como un cociente de un Ox(G)-mddulo €, donde € es una suma
finita de gavilla estructurales torcidas Ox(n) para -algun entero n.
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Demostracidn: Sea F = O(V5) ® Fo @ ... ® O(V;) ® F; la descomposicién
isotipica de F, entonces tomado resoluciones localmente libres para los suman-
dos F; se obtiene lo deseado.

1.4 Funtores Derivados..

En esta seccién estudiremos la teorfa basica de los funtores derivados de la
categorfa de Ox (G)-médulos. Obsérvese que los funtores I'(X, .), Hom(.,.) v
Hom(.,.) de la teorfa clésica, tiene una nueva estructura, los dos primeros va-
loran en la categoria de k(G)-médulos y el dltimo en la categorfa de Ox(G)-
médulos y es con esta estructura que estudiaremos sus funtores derivados, por
abuso de notacién y esperando no causar confusién emplearemos la misma

notacién para los funtores arriba mencionados. Por otro lado en ésta cate-

goria aparecen en forma natural dos nuevos funtores, Homg(.,.) y Home(.,.)
los cuales serén estudiados también. El presente parrafo pretende mostrar
relaciones entre estos funtores y los funtores tradicionales de la teorfa de

Ox-médulos, v en algunos casos especificos calcularlos en términos de estos

. Ultimos.

Por teorfa general de médulos sabemos que para un anillo arbitrario A
la categoria de A-mddulos tiene suficientes inyectivos. Asi que repitiendo las
mismas demostraciones que para Ox-médulos se tiene que la categorfa de
Ox (G)-médulos tiene suficientes inyectivos, por lo tanto los funtores (X, .),
Hom(.,.), Hom(.,.) y Homg(.,.), Home(.,.), tienen funtores derivados.

Teorema 1.4.1 Los funtores derivados de I'(X,.) son naturalmente isomor-
 fos como k-espacio vectorial con los funtores derivados cldsicos

" Demostracidn: Sea € un Ox(G)-médulo, obsérvese.que la hacificacién de

la resolucién de Céch es de Ox(G)-médulos por lo que la cohomologfa de

"~ Céch estd bien definida en la categoria de K(G)—médulos,pér 16 tanto el
funtor de cohomologia cldsico estd en la categorfa de K (G)-mddulos y es un
~funtor universal de aqui que la identidad induce un morfismo natural de los

funtores derivados de I'(X, .) en la categoria de Ox(G)-médulos con el funtor

" de cohomologfa clasico, este morfismo es de k-espacios vectoriales; pero como
todo funtor derivado es universal también se tiene que’la identidad define un
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morfismo natural entre el funtor definido por la cohomologia de Céch y los
funtores derivados de I'(X, .) , este tltimo es de K (G)-médulos, de aqui que
sean funtores isomorfos.<$ ‘ '

Corolario 1.4.2 Sea
0O=+&—=+F—=G—0

una sucesion ezacta de O,\;(G)—modulos, entonces-lg sucesion ezacta larga de

cohomologia es de A-mddulos.$

Corolario 1.4.3 Sea & un Ox(G)-médulo y sea eg€ & ... & e.€ su descom-
posicion isotipica, entonces se tienen isomorfismos naturales

HY (X, &) ~ H(X,el) @ ... & H'(X, e,€)
de k(G)—mb’dulos.Q | |

Observacién: En los resultados anteriores se puede reemplazar K(G)
por una k-dlgebra de Artin semisimple.

Estudiemos ahora los funtores derivados de Hom(.,.), Homg(.,.), Hom(.,.

y Homeg(.,.).

Teorema 1.4.4 Sea X un esquema proyectivo sobre un anillo noetheriano
B, entonces los funtores derivados de Hom(E,.) y Hom(E,.) con & coherente,
coinciden con los funtores derivados cldsicos. : :

- Demostracidn: Obsérvese que por el corolario 1.3.9 se tiene que todo médulo ‘

coherente tiene una resolucién por médulos localmente libres de aqui que

el funtor Ext*(F,G) de la teoria clésica se puede obtener mediante una re- -

solucién por médulos localmente libres, pero el mismo corolario 1.3.9 nos dice

que dicha resolucién es de Ox (G)-mddulos por lo que dicho funtor valora en

la categoria de Ox(G)-mddulos, y nuevamente por propiedades de funtores
universales se tiene el isomorfismo deseado. Como los funtores derivados

son universales (Ver [8] seccién 3.1) y como se tiene que los elementos de-

K (G) definen una familia de morfismos en Hom(.,.) entonces los funtores
derivados Fzti(.,.) tiene una estructura natural de G moédulos de aqui.se
sigue lo deseado.d - :

’ . kB . 10 i
1 g 1 i
4 A= 4

)
’!

h B B @
- 4 4 4
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Corolario 1.4.5 Sea & un Ox(G)-médulo, entonces se tienen isomorfismos

_naturales Exth(.,.) 2 ey But'(,,.) y Eati(, ) Zerfat’(,, ).

Demostracién: Es inmediato de los teoremas de funtores universales (ver [8]
seccién 3.1). &

Proposicién 1.4.6 Para cualquier Ox(G)-mdédulo G se tiene Ox(G)-isomorfis-
mos naturales

a) ExtO(OX,Q) =g

b) Ext(Ox,G) =0 para i> 0
y G-isomorfismos naturales

¢) Exti(Ox,G) = H{(X,G).

Demostracidn: El funtor Hom(Ox, .) es el funtor identidad el cual es un
Ox (G)-morfismo de aqui que sus funtores derivados sean 0 para ¢ > 0, esto
prueba a) y b). Nuevamente el funtor Hom(Ox,.) y I'(X, .) son iguales, asf
que sus funtores derivados son los mismos.$ :

"Lema 1.4.7 Si L es un Ox(G)-mddulo localmente libre de rango finito , e

T es un Ox(G)-mddulo inyectivo, entonces L &L es inyectivo.

Demostracién: Para esto debemos probar que el funtor H omG(.,L’ ®I)es
exacto, pero éste es el mismo que Homg(. ® LY, Z) el cual es exacto por ser
.® LY un funtor exacto e T inyectivo. $ i

Proposicién 1.4.8 Sea £ un Ox(G)-médulo localmente libre de rango finito,

y sea LV = Hom(L,Ox) su dual. Entonces para cualquier F,G, C’)X(G) -
médulos se tiene un 1somorfismo natural de k(G)-mddulos :
Ext(F®L,G) 2 Ext(F, LV ® Q) : ,

y para la gavilla Ext se tiene un isomorfismo natuml de (DX(G)‘-mo’dulos

 Eati(F® L) Eati(F L @ 0) = Eat'(F,0) & L.

- Démostracidn: Bl caso 1 = 0 se sigue del lema 1.2.2 Para el caso general

nétese que todos los funtores son §-funtores en la varlable G, como tensorizar
por £V es un funtor exacto, parai >0y G inyectivo todos sen cero,.y de la
teorfa general de §-funtores 56 sigue lo deseado (ver [8] seccién 3 1): ¢
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- Capitulo 2

Cubrientes Galois.

En este capitulo aplicaremos la teorfa desarrollada en el capitulo anterior

al estudio de cubrientes Galois de curvas. Para nosotros curva significa un
esquema completo no singular de dimensién 1 sobre un campo algebraica-
mente cerrado, por cubriente de curvas entenderemos un morfismo finito y
_ separable. '

2.1 "Teoremas de Descomposicion.

Sea X una variedad algebraica proyectiva, y sea G un grupo finito actuando
en X efectivamente por automorfismos, entonces el cociente ¥ = X/G es
variedad algebraica, ademds en Y tenemos un Oy (G) médulo muy especial,
a saber 1,0x, la imagen directa de la gavilla estructural de X. Estudiemos
- la descomposicién de esta gavilla. '

Teorema 2.1.1 Sea X una variedad sobre un campo k algebraicamente ce- -

rrado con accion de un grupo finito G (char(k) | | G |)y sea Y el cociente,
- entonces - »

B 70y = Oy & (OV)®E)® ... D (O(Wj ® Ey,)

donde V; son las representaciones irreducibles G sobre k y rango Ey, = dimV;

Demost%acio’n: Como el cubriente 7 : X = X/G =Y es de Galois,htenel'nos
que Ta extensién de campos K(X) : K(Y) es de Galois con grupo de Galois

G, por el teorema de la base normal existe un elemento ¢ € K (X) tal que.

17
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{9¢}yec es una base de K (X) como espacio vectorial sobre K (Y'), de aqui que
K(X) sea la representacién regular de G sobre K (Y), por otro lado ésta es