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Notacion basica

La siguiente notacién es usada:

Rn

I

mt(K)
- bd(K)

espacio euclidiano n-dimensional

norma euclidiana

el interior de K

la frontera de K; i.e. clK\intK
volumen de K

area de superficie de K

densidad de empacado de K -
densidad de empacado translativo deK
densidad de empacado reticula de K
densidad de cubierta translativa de K
densidad de cubierta reticula de K

el origen en R™

" cubo unitario en R™

cardinalidad del conjunto X
el rayo con origenen A .

el segmento de vértices Ay B
la envolvente convexa de K

el segmento de vértices Ay B
el conjunto de vértices de P
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Introduccion

El empacado de esferas es uno de los mas fascinantes y retadores temas en matematicas.
Alrededor de cuatro siglos atras, Kepler estudi6 las densidades de empacado de esferas y enun-
ci6 en 1611 su famosa conjetura:

No existe un empacado de bolas iguales en el espacio mdlmenszonal (R3) que pueda tener
denszdad que exceda la del empacado cubico centrado en las caras. ' :

La den51dad de este empacado es —— \/— ~ 0.74048. Esta conjetura fué probada en Agosto de 1998

por Thomas C, Hales con la ayuda de su estudiante Samuel P. Ferguson. La versién en R?dela
conjetura de Kepler cuestiona acerca del empacado méas denso de discos unitarios en el plano.
Si se inscribe un disco en cada hexdgono, en el mosaico hexagonal regular (también conocido

como panal de abejas), la densidad de este empacado es —\/ﬁ ~ 0.9069. En su lectura durante

un Congreso en 1892 A. Thue probé que el empacado més denso de discos congruentes es del
tipo reticula y tiene esta densidad. El problema dual, para cubierta, fué establecido por Kershner

en 1939. El mostré que la densidad (mfnima) de cubierta del plano con discos congruentes es al -

menos —2% ~ 1.209, la cual se obtiene circunscribiendo un disco a cada hexdgono en el mosaico
hexagonal regular en el plano. '

. En cuanto a poligonos en el plano, Mount y Silverman [24] en 1991 consideraron la complejidad

computacional de los siguientes problemas: Para un poligono convexo centralmente simétrico

P con n vértices, construir la cubierta més delgada del plano con transladados de P; ¥, paraun

pohgono convexo P con n vértices, construir el empacado mas denso del plano con transladados

de P. Ellos mostraron.que cada uno de los problemas puede ser resuelto por un algoritmo
en tiempo lineal. El problema de cubierta es resuelto inscribiendo el hexdgono centralmente
simétrico de 4rea maxima en P, obtenido inscribiendo un tridngulo ' de 4rea maxima en Py
después reflejando T en el centro de simetria de P. Desde que existe un algoritmo, en tiempo
lineal para encontrar T, el problema de cubierta puede ser resuelto en tiempo lineal también.
Para el problema de empacado, Mount y Silverman usaron el truco del cuerpo diferencia de
Minkowski para reducir el problema a poligonos convexos centralmente simétricos. Después,
ellos usaron otra observacién de Minkowski: el problema de encontrar el empacado més denso
con transladados de un cuerpo convexo centralmente simétrico K es equivalente al problema de
encontrar el paralelogramo central de 4rea minima en X, donde un paralelogramo central en K
es definido como un paralelogramo en el cual uno de sus vértices es el centro de simetria de K
y los vértices restantes estin sobre la frontera de K. A partir de este paralelogramo central se
puede construir el hexagono centralmente simétrico de drea minima el cual contiene a K. lLa
parte principal de la solucién de Mount y Silverman al problema de empacado es un algoritmo
en tiempo lineal el cual produce el paralelogramo central de 4rea minima para P.

En el presente trabajo se resuelven los mismos problemas para poligonos convexos en el plano. |

Con los resultados obtenidos es posible establecer algoritmos por medio de los cuales se pueden
determinar tanto el empacado del tipo reticula mas denso, como la cubierta del tipo reticula
mas delgada. En este sentido, el trabajo aqui desarrollado no tiene desventaja alguna contra el
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trabajo hecho por Mount y Silverman. Ademas, si restringimos nuestra atencién.a poligonos
regulares, es posible encontrar resultados mas finos, es decir, la cantidad de trabajo necesaria
para encontrar el empacado y la cubierta éptimos (del tipo reticula) para un poligono regular
dado, se reduce considerablemente. Con esto, es posible mostrar una férmula que depende del
ntmero de lados del poligono y con la cual se obtienen los valores de las densidades correspon-
dientes (tanto de empacado como de cubierta). Ademas, también es posible mostrar los arreglos
con los cuales se obtienen estas densidades. :

En el capitulo 1 se introducen las definiciones y notacién bésicas necesarias y se mencionan 1 al-

gunos resultados clésicos, algunos de los cuales se utilizan en el desarrollo de temas posteriores .
y constituyen el punto de partida del presente trabajo. Cabe destacar principalmente el resulta- -

do de L. Fejes Téth, el cual nos proporciona una cota superior para la densidad de empacado y
una cota inferior para la densidad de cubierta del tipo reticula.

En el capitulo 2 se calcula la densidad de empacado de poligonos regulares en el plano. Para
esto, basandonos en el resultado de L. Fejes Té6th, al encontrar el hexdgono de drea minima (el
cual puede no ser tnico) el cual circunscribe a un cuerpo convexo K, encontramos una cota
superior para la densidad de empacado. Para poligonos centralmente simétricos, al encontrar
este hexdgono (el cual se puede obtener de manera que sea centralmente simétrico), sera posible
calcular el valor exacto de la densidad de empacado. También, se demuestra y se utiliza un

_teorema de Chakerian y Lange acerca de poligonos circunscritos de area minima y-se ve como

otro resultado de L. Fejes Téth se demuestra de manera sencﬂla utlhzando este teorema.

En el capitulo 3 se calcula la densidad de cubierta del plano con poligonos regulares. Nueva- -
mente nos basaremos en el resultado de L. Fejes Téth, es decir, encontraremos el hexagono de -

4rea maxima (el cual puede no ser unico) ¢l cual queda inscrito dentro de un poligono Ky con
esto habremos encontrado una cota inferior para la densidad de cubierta. Cuando K sea un'poli-

gono centralmente simétrico, al encontrar el hexagono de 4rea méxima inscrito en-K (el cual se -

puede obtener de manera que sea centralmente simétrico), encontraremos exactamente el val-
or de la densidad de cubierta translativa. Para los poligonos regulares con un niimero impar
de vértices encontraremos solamente cubiertas del tipo reticula cuyas densidades se aproximan
a la cota dada por el teorema de Fejes Téth. También, se daran algunos teoremas relativos a
 tridngulos inscritos de drea méaxima con los cuales podria ser posible reducir el trabajo de en-
contrar el hexagono centralmente simétrico de drea méxima inscrito en K, lo cual a su vez nos
proporcionaria el valor de la densidad de cubierta translativa para estos poligonos. '
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Capitulo 1. Conceptos basicos y algunos
resultados clasicos

1.1 Conceptos basicos

Debido a que trataremos con arreglos de figuras convexas en el plano introduciremos la siguien-
. te terminologia:

Primero tenemos que un empacado es una familia de figuras cuyos interiores son ajenos, y-
una cubierta es una familia de figuras cuya unién es el plano completo (en nuestro caso R?).: -
Restringiremos nuestra atencién al empacado y cubierta de figuras convexas, por esto uno de los:

conceptos primordiales serd la nocidn de cuerpo convexo.

Definicién 1.1.1 Un conjunto convexo K € R™ serd llamado un cuerpo convexo si es compacto -
y con interior no vacio en R”. Ademés, diremos que es estrictamente convexo si su frontera no-.

contiene segmentos de linea.’

Hemos definido un cuerpo convexo en Rn aunque s6lo trataremos con cuerpos convexos en el -
plano, ademas, de ahora en adelante nos referiremos a ellos solamente como cuerpos. Tamblen ‘

diremos que K es centralmente simétrico si existe p € R, tal que

'x€K<=>2p—x€K.

Es decir, un cuerpo es centralmente simétrico con centro de simetria p, si siempre que z esté en
el cuerpo también tendremos que 2p — x lo estd. La siguiente figura es centralmente simétrica:

Figura 1.
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Sean v € R"y S C R", entonces
v+S={v+z:2€S}
"y el conjunto v + S sera llamado el transladado de S por v. También, si A C R™ tenemos que

A+S=J(S+v).

vEA
‘ HAdem{a’ts, sir € R tenemos que
rS={rz:zecS}

. y escribiremos —S en 1ugar de (-1)S.

. Los transladados del conjunto $ pueden llevarse a cabo por medio de un conjunto finito 6 infinito -

de puntos en R”. Estaremos especialmente interesados en el caso de que A esté formado por los
puntos que pertenezcan a una reticula, tenemos entonces la siguiente definicion:

" Definicion 1.1.2 'Si vy, v2, , vy, son 1 vectores linealmente independientes en R”, entonces el .

“conjunto -
e n ' .
: A={Zaivi:a‘iEZ},”
R S
- es llamado una reticula y el conjunto {v1; vz, ..., Un} s una base para A. Ademas, al conjunto

Q={Xn:)\1UZOS)\zS1}

=1 .

se le llama paralelepipedo fundamental de A. Al valor absoluto del determinante |v;;| se le llama
determinante de la reticula, se denota por det(A) y es igual al volumen de @, v(Q)-

De manera particular, para todo par de vectores linealmente independientes v; y v2 en R?, la

reticula generada por v1 y v3 es el conjunto de vectores .

A= {alvl + agv2 1 a1,a2 € Z}

'y el paralelogramo geﬁerado por v1 y v es llamado un paralelogramo bésico de la reticula (ver - -

Figura 2).
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1.1 Conceptos basicos - - = 5

Figura 2. Reticula en R2,

Una familia K = {K3, K>, ...} de cuerpos K1, Kz, ..., en R® forman un empacado de R™ si no
existen dos de los cuerpos K3, Ks, ... que tengan un punto interior en comyn. -

‘Definicién 1.1.3 Sea X un conjunto discreto de p‘untos‘ en R™. Llamaremos a K +X un
empacado translativo de K si : i S

(int(K) + z1) N (int(K) + z2) = 0

- para todo z1 y %2 distintos en X. Si X es una reticula llamaremos a K + X un empacado-

reticula.

Una familia C = {Kj, K>, ...} de cuerpos en R™ forman una cubierta de R” (esto es, cubren
R™) si cada punto de R™ pertenece a algiin cuerpo que pertenezca a C. S

Definicién 1.1.4 Sea X un conjunto discreto de puntos en R”?. Llamaremos a K + X una

cubierta translativa de R™ con copias de K si

R" = U (K +x).
‘ zeX

ademas, si X es una reticula, la llamaremos una cubierta reticula de R™. .

El problema bisico en la teorfa de empacado y en la teoria de cubierta es la determinacion de el
empacado y cubierta més eficientes con copias de un conjunto dado K en R™. La medida usual
para la eficiencia de un arreglo es la densidad. Intuitivamente, las densidades de empacado y

cubierta pueden ser entendidas como la razén de la suma de los volimenes (areas, en el caso'de

que estemos en el plano) de los transladados de K al volumen del espacio entero. Esta densidad
es a lo mas 1 para un empacado y al menos 1 para una cubierta. Veamos ahora le definiciéon
formal para la densidad de empacado:

I T T R T
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Definicion 1.1.5 Sean ! € Ny m(K,!) el méximo nimero de transladados K + 'z que se

pueden empacar en el cubo [],,. Se define la densidad de K en R™ como

| . m(K, )v(K)

§7(K) = limsup ———+——*
T( ) l—+oop U(ZIn)

mientras que la densidad de un empacado translativo dado K + X se define como

o card(X N1, )v(K)
61(K,X) —hlrisilop oL

- Es posible demostrar que

é1(K) = sup 61(K, X),
X

donde el supremo se toma sobre todos los X tales qﬁe K + X es un empacado. Ademas, si

X es una reticula, diremos que K + X es un empacado retlcula y denotaremos su den51dad de:

"~ ‘empacado como 8L (K, X).

Bésicamente, en los empacados ret1cu1a Io que se hace es colocar una copia congruente de Ken
- cada punto de la reticula (ver Figura 3), - :

patazas
DD

SR AT

Figura 3. Empacado reticula de Discos Congruentes.

asi de este modo, la densidad de un _empacadb reticula o una cubierta reticula de un cuerpo K
~ (en el plano), generada por {a1, a2}, puede ser vista como la razén del 4rea de K al area del
paralelogramo generado por a; y az. De manera sencilla puede deducirse que

LK) = sipigi)),

donde el supremo se toma sobre todos los A tales que K + A es un empacado reticula. Ademas,

si permitimos que las copias de K sean rotadas, intuitivamente podria ser posible llegar a un

_ arreglo donde la densidad fuera mayor. Es decir, si denotamos al supremo de estas densidades
permitiendo rotaciones de K como §(K), podriamos tener arreglos de las figuras para los cuales

~

10000000000000000000002000

-

1.2 Algunos resultados clésicos en el plano . 7

§1(K) < 8(K). Es fécil ver que para todo cuerpo convexo K
SL(K) < 61(K) < 6(K) <1

De la definicién 1.1.5 surge de manera natural la siguiente pregunta: ;Obtendremos el mismo
valor para §7(K) si en lugar de usar el cubo unitario I, usamos cualquier otro cuerpo convexo
en R™?. El siguiente teorema nos da la respuesta.

Teorema 1.1.1 Sea A un cuerpo convexo tal que O € int(A), y sea m(K,lA) el mdximo
niimero de copias de transladados K + x que pueden ser empacados en lA. Entonces

lim m(K,lA)v(K)

10 U(IA) = O1(K).

Demostracién. Ver [4]. ]

Definicién 1.1.6 Sea ) la familia de conjuntos Y tales que K +Y es una cubierta de R™, ysea -

L la familia de reticulas A tales que K + A es una cubierta reticula de R™. Entonces definimos

v2(K) = liminf card {Y N1, } v(K)
l—o00 "
Yey
y
v (K) = lim in card {AN 1L, } v(K) _
l—o0 m
’ Ael

Usualmente, v1(K) y VL (K) son llamadas la densidad de la cubierta translativa mas delgada de
R™ y la densidad de la cubierta reticula mas delgada de R™, respectivamente. Nos referiremos

a ellas simplemente como densidad de cubierta translativa 'y densidad de cubierta reticula. -

Ademas, de igual manera que para la densidad de empacado reticula, se puede ver que

v(K)
Ae.c det(A)

) =

También aqui, si permitimos que las copias de K sean rotadas, podria ser posible llegar a un
arreglo donde la densidad de cubierta fuera menor. Denotamos el infimo de estas densidades de
cubierta perrnltlendo rotaciones de K como v(K). Es facil ver que para todo cuerpo convexo K

1< I/(K) < VT(K) < VL(K).

S
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8 Capitulo 1. Conceptos bésicos y algunos resultados clasicos

1.2 Algunos resultados clasicos en el plano

Uno de los teoremas en la teorfa de empacado, establece que la maxima densidad de cualqu1er
empacado en el plano con discos circulares congruentes es igual a

- ‘
- —== = 0.90689968...
V12

lograda inscribiendo cada circulo dentro de un hex4gono regular y después teselando el plano
‘con los hexdgonos. Este arreglo es conocido como panal de abejas (ver Figura 4)

Figura 4. Empacado mas denso con circulos congruentes.

La primera demostracién de éste resultado fué dada por Thue [28] en 1892. En cuanto a cubierta,
el resultado anédlogo al anterior fué dado por Kershner [18] en 1939. Este establece que la
densidad minima de cualquier cubierta del plano con discos circulares congruentes es igual a

27

~— = 1.20919957...
V27

logrado también con el arreglo de los discos en forma de panal de abejas, solo que ahora los

hexAgonos regulares quedan inscritos en los circulos.
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1.2 Algunos resultados clasicos en el plano 9

Flgura 5. Cubierta mas delgada con circulos congruentes.

Por otro lado, para un cuerpo convexo K dado, denotaremos con H(K') al hexdgono de 4rea
minima el cual circunscribe a K y con k(K ) denotaremos al hexagono de area méxima inscrito -
en K (aqui cabe mencionar que H(K) y h(K) no son necesariamente regulares). En 1950, L.
Fejes Téth [11] prob6 que ‘

A(K)
A(H(K))

AK)

§(K) < ARE)

y vi(K) 2>

para todo cuerpo convexo K. Fejes Téth conjeturd también qué

,/( K) > __A_(I{_)_
A(h(K ))

Ademas, por un teorema debido a Dowker [6], si K es un cuerpo centralmente simétrico, en-
tonces h(K) y H(K) pueden ser obtenidos inscribiendo y circunscribiendo a K, respectiva-
mente, un hexagono centralmente simétrico. Como es sabido que los transladados de cualquier
hexAgono centralmente simétrico teselan el plano, las copias transladadas de K generadas por:
la correspondiente reticula, producen un empacado reticula cuya densidad es igual a la cota
dada por la desigualdad anterior. Entonces, para cada cuerpo convexo centralmente s1metr1co
tenemos -

I/T(K) = I/L(K)ZZJ(%(TI(K)—)S. ‘ *

En 1951 Rogers [26] probé que é1(K) = 6L (K) para todo cuerpo convexo K. Por otro lado,
la conjetura de que vr(K) = v (K) se cumple en general para todo cuerpo convexo K (no
necesariamente centralmente 31metr1co) permanece aun abierta.
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Por un p-hexa’gono entenderemos un hexagono convexo con un par de lados opuestos paralelos
y de la misma longitud. Sabemos ademas, que es posible teselar el plano con coplas de estos
hexagonos [19] (ver Figura 6). :

Figura 6. Teselacion del plano con p-hexdgonos.

Otro resultado interesante, demostrado usando la técnica de los p-hexdgonos es el siguiente
oK) 53,
v(K) — 4

el cual fué obtenido por W. Kupefberg [22] en 1987. Este resultado ya habia sido demostrado
por L.Fejes Té6th [12] en 1972 para cuerpos convexos centralmente simétricos.
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Capltulo 2. Empacado de pollgonos en el
plano

En este capitulo, nuestro objetivo sera calcular la densidad de empacado de poligonos regulares; .
en el plano. Para esto, basandonos en el resultado de L. Fejes Téth, al encontrar el hexagono -

de area minima el cual circunscribe a un cuerpo convexo K, tendremos una cota.superior para
§(K). Cuando K sea un poligono centralmente simétrico, al encontrar H (K') habremos encon-
trado exactamente el valor de §(K). Para los poligonos que no son centralmente simétricos,

procederemos de acuerdo a un teorema de Minkowski y encontraremos el valor exacto para -

L (K).

Como podemos observar, el trabajo se ha reducido a encontrar H (K ) para un poligono regular

dado K. Utilizaremos un teorema de Chakerian y Lange para lograr esto y analizaremos un ... ..

lema, el cual juega un papel muy importante en la demostracién del teorema de Chakerian y
Lange. También veremos como otro resultado de L. Fejes Téth se demuestra de manera sencilla
utilizando este teorema. Lo

.21 Un lenia importante

Recordemos que nuestro trabajo se reduce a encontrar poligonos de 4rea minima los cuales

circunscriben a un cuerpo convexo K, especificamente, el trabajo se reduce a encontrar un -
hexégono de area minima el cual circunscriba.a K. Para esto demostraremos el teorema de . -

Chakerian y Lange y lo utilizaremos. En esta seccién demostraremos el lema con el cual se

: demuestra este teorema.

Lema2.1.1 Sea £XOY < 7 un 4ngulo dado. Entonces :
a) Para cada punto M € int({/XQY) existe unay sélo una cuerda AB que pasa por M, con 105‘

puntos A en OX y Ben (7}_} la cual es bisectada por M.

b) Consideremos todos los tridngulos AAOB, con Aen OX, BenOY yademés M € int(AB). -

Entonces .A(AOB) se minimiza cuando AM = M B.

Demostracion.

a) Sea AB una cuerda bisectada por M con A en OX y Ben OY. Supongamos que existe

otra cuerda CD de tal manera que C estd en OX, D estd en oy Meint(CD)yCM =MD.

Entonces, tenemos que AAMC ~ ABM D'y esto implica que AC es paralelo a DB, lo cual es

una contradiccion. Por lo tanto, Para cada punto M € int(£ X OY') existe una y s6lo una cuerda -

AB que pasa por M, con los puntos A en OX y Ben W la cual es bisectada por M. -
b) Nuevamente, consideremos que AB es la cuerda bisectada por M con A en OX y Ben OY.

Sea C'D una cuerda distinta de AB con M € int(CD), C en m? y D en OY. Aqui hay dos -

casos:.

11
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I) CM > MD (ver Figura 7). Sabemos que existe E € inf(C’M ) tal que AE es paraleloa DB,
entonces

A(AME) = A(DBM)

'y como

A(AOB) ='A(A0DM)+ A(DBM)

- A(COD) = A(AODM) + A(AME) + A(AEC),
ademés, A(AEC) > 0, tenemos que . '
B o A(COD) > A(AOB).

Figura 7

IH)CM < MD. Este caso se demuestra de manera analoga al caso anterior.

2.2 'Poligonos circunscritos de area minima

Empezaremos llamando n — dgomo a un poligono convexo con 7 Vértices, el cual puede o no
ser un poligono regular. Si ademds es regular, nos referiremos a él como n — dgono regular.
Sea K un cuerpo convexo y n > 3 un entero dado, entonces existe al menos un n — agono
- convexo de drea minima el cual contiene a K. Nétese que tal n — dgono debe estar circunscrito
alrededor de K, esto es, sus lados deben intersectar la frontera de K. El siguiente teorema se
debe a Chakerian y Lange [3] y juega un papel muy importante al buscar el poligono de area
minima el cual circunscribe a un cuerpo convexo dado. - ' '

20000000080080020080020022222028

\
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Teorema 2.2.1 Sea K un cuerpo convexoyn > 3 un entero dado. Sea P un n—dgono convexo
de drea minima el cual contiene a K. Entonces los puntos medios de los lados de P estdn sobre -
la frontera de K. : ,

Demostracién. Supongamos que P es un n — dgono de area minima circunscrito alrededor de
un cuerpo convexo K. Sea AB un lado del poligono, de tal manera que su punto medio M no -

pertenece a K. Tenemos tres posibles casos, en cada uno de ellos demostraremos que podemos
construir un n — dgono de menor area que P: ‘

a) Las prolongaciones de los lados adyacentes al lado AB se intersectan en un punto O de tal
manera que el AAOB no contiene a K. En este caso existe una linea soporte [ Ja'cual separa .
a M de K. Sea m una linea paralela a ! la cual pase por M. Debido al lema 1, tenemos que -
m corta un tridngulo de 4rea extrictamente mayor que el drea de AAOB y con mayor razén

tenemos que ! corta un tridngulo de drea mayor que la de AAOB. Asi, utilizando Pylalineal,
‘podemos construir un n — dgono de drea menor que la de P.

Figura 8.

b) Las prolongaciones de los lados adyacentes al lado AB se intersectan en un punto O de
tal manera que el AAOB contiene a K. En este caso podemos trazar el segmento CD el
cual separa a M de K y el cual tiene su punto medio sobre AB. Por el lema 2.2.1, tenemos
que A(COD) < A(AOB). Nuevamente, podemos trazar una linea soporte ! paralelaa CD. -
Utilizando | y P podemos construir un n — dgono de drea menor que la de P.
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Figura 9.

¢) Los dos lados adyacentes a AB son paralelos. Sea [ una linea soporte la cual separe a M de .- -

K. Sea m una linea paralela a [ la.cual pase por M. Utilizando m y P podemos construir un

P

Figura 10.

. n — Ggono de igual area que P, y:usando ! podemos obtener un n — dgono de menor area que
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2.3 Empacado de poligonos centralmente simétricos

En esta seccion se mostrara como encontrar H (K para poligonos regulares centralmente simétri-
cos, en los cuales se puede observar que siempre deben tener un nimero par de vértices, esto es,
card(vert(K)) =2nconn € N.

Empezaremos denotando con Py, al poligono regular de 2n lados y a H (P, ) lo llamaremos -

simplemente H. Tenemos que H debe de contener dos lados opuestos de Pa,, de no ser asi,
podemos obtener un hexdgono centralmente simétrico de area menor por medio de una rotaciéon
de P», y transladando algunos de los lados de H. Llamemos [ y m a dos lineas paralelas las
cuales contienen a dos lados opuestos de P, y denotaremos con Hi, Ho, Hsz, Hy, H5 yHga
los vértices de H (ver figura 11). !

\)

Y

Figura 11.

Como se vi6 en el teorema anterior, los puntos medios de los lados de H deben pertenecer ala
fontera de P»,,, adem4s, tenemos la siguiente proposicién:

Proposicion 2.3.1 Los puntos medios de H .deben ser puntos regulares de Pzn, es decir. no
pueden ser vértices de Py,

Demostracion. Sean H Hyy H5H4 dos lados de H los cuales contienen a dos lados opuestos
(y paralelos) de Ps,. Sea A el punto de interseccion de H4H3 con [ (ver Figura 12). Supon-
gamos que el punto medio de HoHj3 es un vértice de Pay,, digamos A;. Por A; trazamos una

linea soporte de P», distinta de H2H3 la cual intersecta aly a HyHs3 en los puntos C'y B, res- -

pectivamente. Debido al lema 2.1.1 tenemos que A(AH>Hs) < A(ACB). Con esto podemos
construir un hexagono centralmente simétrico de area menor que el area de H. Esto contradice
el hecho de que H es el hexagono centralmente simétrico de area minima el cual circunscribe a

et ama’ e re ae  Mm i me e e
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Pyy,. Concluimos entonces que los puntos medios de los lados de H no pueden ser vértices de
P2n. . ‘

\

Y

Figura 12

“Observacion 2.3.2. Si K es un cuerpo convexo en el plano, n» > 3 un niimero natural fijoy P es
un n — dgono convexo de drea minima el cual circunscribe a K, podemos ver que este resultado

sigue siéndo valido siempre y cuando para cualesquiera dos vértices adyacentes de P se cumpla

que la suma de los dngulos interiores en esos dos vértices sea mayor que 180°.

‘Ahora ya sabemos que todos los lados de H deben de contener a algin lado de P,,. Denotare-
mos con P* a un poligono céncavo contenido en H el cual tiene k -+ 2 lados, dos de los cuales
son prolongaciones de dos lados de P, y los restantes k& lados son lados de Psy,. Por ejem-
‘plo, el poligono H3A;A;11Ai12A:+3 es un poligono P§, (ver Figura 13), ya que est4 formado
por las prolongaciones de los lados A;1.4; y Air4A;r3, y por los lados A; 4,11, Aiv1Aivey
Ai2Aits.
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. donde R es el radio de la circunferencia circunscrita a Pay,.
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Figura 13.

Debido a esto, H estard compuesto por Ps, y 6 poligonos concavos (algunos de ellos quiza
degenerados, es decir, de la forma Pgn). Ademas, con un calculo sencillo se tiene que el area de
Pk se puede expresar como Co

.,

A <P2’“n) ='R?2.[2Sen2 (—];—ZLT—)Tan <%) + Sen (k—;) — kSen (%)} ,

Tenemos ahora la siguiente proposicidn:

-

Proposicién 2.3.3 Sea PE, un poligono céncavo contenido en H, entonces k < [%].
Donde con [z} denotamos la parte entera de un niimero real .

Demostracion.  Sean A;, A, ..., Aoy, los vértices de P, y Hy, Ha, ..., Hg los vértices de H,
como se muestra en la Figura 14:

e : - ]
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A el H 3

Figura 14. =

Consideremos los tres poligonos céncavos HiAs...A;, HoAir1...Aj y H3Ajy1...Anya, los
cuales son de la forma P2, pi—(+1) y prtl=(7+1) respectivamente. Sin pérdida de gen-
eralidad, supongamos que n — j > [%} Trazamos la recta que pasa por Ap—j+2 Y An—its,
la cual corta a las rectas [ y m en los puntos B’ y Hj, respectivamente. - Sea H) el punto de

interseccion entre A; A1y Ap—jr3An_jt2. Tenemos que

A(AsBHs A1) = A(AsB Hy A1)

Como
A(A2H1H2H3An+1) = ‘A(AzBHgAn+1) - A(BHlHQ)
A(AcH1H Hy A1) = A(AzBIHéAn+1) — A(B'HiH3), _
y ademas, |

: A(BH]_HQ) < .A(B,H;[Hé),
tenemos que . '
| | A(AQHlﬂéHéAn+1) < A(AzHlHQﬂéAn+1).

Asi de este modo, podemos construir un hexagono centralmente simétrico de drea menor que el
- area de H, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, k < [%} . B

)
4
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Ahora, dada n € Nconn > 3, definimos f, : [0, n/ 2] CR — Rtal que

fa(l) = 2Sen? (’;—D Tan (W) + Sen <%7T> — kSen (2},

entonces tenemos la siguiente proposicion:
Proposicion 2.3.4 f,, es una funcion estrictamente convexa.

Demostraciéon. Derivamos f,, entonces tenemos

: ﬁl(k) - Q%Seﬁ (%) Cos (;—Z) Tan (%—Qﬁ)

. k
-{—zSen2 kl Sec? M + zCos L Sen (ZT-> }
n 2n 2n n n A\n/

".‘f;(k) = ZSem <"%T> Tan < %73)

n 2n 2n
T T -
+E — Sen (E) .

Simplificando,

Observamos que f5(k) es estrictamente creciente para k € [0, %] , ademas,

1) = & _ T
F2(0) = — = Sen (n) >0,¥neN,

esto implica que f/,(k) > 0 para k € [0, 2], por lo tanto, concluimos que f;, es estrictamente
convexa en el intervalo [0, %] [ | o

Recordemos que H es centralmente simétrico y que cada unos de sus lados contiene a alguno

de los lados de P»,,, entonces, bastara con minimizar la suma de las 4reas de tres de los sz,'; con

la restriccién de que k; + ko + k3 = n — 3. Es decir, basta con minimizar Z;‘;l A (szn) para
poder encontrar H. Por otro lado, como sabemos que f,, es estrictamente convexa, podemos
aplicar la desigualdad de Jensen:

ki +ko+k
fn<l 92+ k3

: >g.;.(fn<kl>+fn<k2>+fn<%s>>,

ademas, tenemos que k1 + k2 + k3 = n — 3, obtenemos entonces que

3fn (” - 3) < o) + i) + fa (k)
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‘ 3
y dado que la igualdad se alcanza cuando k; = kg = k3, tenemos que el minimode > A <P2’“n>
) =1
se obtiene cuando k1 = ko = k3 = ﬁg—?—’ Por otro lado, tenemos que k1, k2 y k3 deben ser
ntimeros naturales y entonces la igualdad anterior se da solamente cuando n — 3 es un multiplo
de 3. En los casos cuando n = 3m-+16n = 3m+2 para algiin m € N, tenemos que ”—gﬁ no es
entero, asi que si definimos como Kmax = max{k1,k2,k3} Y Kmin = min{ks, kg, k3} tenemos

la siguiente proposicion:

3
Proposicién 2.3.4 Sean € N, tal que n no es miltiplo de 3. Entonces S A <P§n> se minimiza
i=1
cuando kmax— Kmin = 1.

Demostracién. Sabemos que fr, es estrictamente convexa. Supongamos que Kmeax — kmin > 1,
entonces tenemos que : : : A

fn(kmin + 1) - fn(kmin> < fn(kmax) - fn(kmax - 1)
esto implica que
‘ fn(kmm + 1) + fn(kj) + fn(kmax - '1) < fn(kmm) + fn(kj) + fn(kmax)y

donde {k;} = {k1, ko, k3 }\{Kmin, Fmax - Esto significa que ‘

A(Pl) + A (PR) + A (Pp=t) < A (Plom) + A (Fl) + A (Pir~) -

Aplicando éste procedimiento podemos seguir obteniendo valores menores para Zg’zl A (an)
siempre que Kmax — Kmin > 1. Entonces Z?_—.l A (P2kn> se minimizara cuando kmax — Kmin = 1.
n . ‘

Con todo lo que hemos probado tenemos ya la herramienta necesaria para poder calcular la den-

sidad de empacado de poligonos regulares con un nimero par de lados, ademas,.es posible dar
un arreglo con el cual se alcanza esta densidad. Recordemos que H contiene a 6 lados del poli-

gono al cual queremos empacar. Ademas, H = Pop (J Zf=1 P2'°,ib, con Z?___l k; =2n—6. Con -

esto, lo inico que tenemos que hacer es encontrar una particion de 2n — 6 en seis sumandos los
"~ cuales cumplan las condiciones anteriormente establecidas. Tenemos los siguientes casos:

a) Para 2n = 6m lados tenemos que 6m — 6 = 6(m — 1), enfonces

A(Pgm)
A(Pem) +6A (P

8(Pom) =

En la siguiente figura se muestra el empacado del poligono regular con 18 lados, el cual tiene
una densidad aproximada §(Pig) = 0.91622186799634.
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Figura 16. Gréfica de densidad contra el niimero de lados para el caso de 6m lados.
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¢) Para2n = 6m + 4 lados tenemos que 6m + 4 — 6 = 4m + 2(m — 1), entonces

6(P6 +4) — A(P6m+4) .
™ - A(Poma) +4A (P5y) +2A( i)

En la siguiente figura se muestra el empacado del poligono regular con 10 lados, el cual tiene
una densidad aproximada §(Pjo) = 0.91371998815778.

b) Para 2n — 6m + 2 lados tenemos que 6m + 2 — 6 = 2m + 4(m — 1), entonces
| A(P6m+2) )
A(Pomi2) + 2A ( o) T 4A( o2

En la siguiente figura se muestra el empacado del poligono regular con 20 lados, el cual tiene
una densidad aproximada §(Psg) = 0.90733866131280. :

5(P6m+2) =

000000000002000

B
g

20 40 60 8 100 120 140 160 180 200
n

n

Figura 18. Grafica de densidad contra nimero de lados para el caso 6m-+2. Figura 20. Gréfica de densidad contra ntmero de lados para el caso 6m+4.

‘ m Figura 19. Empacado de un poligono de 10 lados.
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Figuré 21. Gréfica de densidad contra ntimero de lados para los tres casos juntos.

En la figura anterior se representa la densidad de empacado con -, X y + para los casos de 6m,:

obm+2y 6m + 4 lados, respectivamente.

Observaclon 2.3.5. Aplicando las propiedades de las transformaciones afines, hemos encontra-
do al mismo tiempo la densidad de empacado de los poligonos afinmente regulares [15] con un
ntmero par de lados. Es decir, hemos encontrado la densidad de empacado de aquéllos poli-
gonos los cuales mediante una transformacion afin pueden ser llevados a algtn poligono regular,
en el sentido convencional.

Observacion 2.3.6. Utilizando el teorema 2.2.1 y la observacién 2.3.2 es posible encontrar
H(K) cuando K sea un poligono convexo no necesariamente regular. Recordemos que si
ademis K es centralmente simétrico, entonces podemos encontrar H (K) de manera que tam-
bién sea centralmente simétrico. Con esto, es posible calcular la densidad de empacado de todos
los poligonos centralmente simétricos, ademas, es posible exhibir arreglos por medio delos
cuales se alcance esta densidad. »

4
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Enseguida se muestra una tabla con los valores de la densidad de empacado (redondeada a 14

cifras) para algunos poligonos regulares con nimero par de lados:

[ Numero de vértices || Densidad de empacado 6 ||

| 6 | L |

I 3 [ 0.90616367864395 ||

[ 10 [ 0.91371998815778 |

[ 12 [ 0.92820323027551 |

[ 14 [ 0.90746551628130 |
[ 16 0.90901716417421
I 18 0.91622186799684

. 20 [ 0.90733866131280 ||

| 2 [ 0.90789620803734 ||

24 [ 091211525905883 ||

26 || 090721164107942 ||

28 [ 0.90747244694961 |

~ 96 || 0.90722356004571 |

L - 98 T 0.90693081449450 ||

N 100 || 0.90603606145665 |

o 996 [ 0.90690268972207 |

[ 998 ] 0.90690001173195 |

o 1000 || 0.90690001683501 ||

2.4 Un resultado de L. Fejes Toth

En 1.2 mencionamos un resultado obtenido por L. Fejes Téth [12] para cuerpos centralmente

simétricos, especificamente, mencionamos que W. Kuperberg [22] demostré en 1987 que

§(K)
v(K) ~ 4

A

para todo cuerpo convexo en el plano y que L. Féjes T6th habia demostrado esto en 1972 para el

caso en que K es centralmente simétrico. La idea, en esta seccidn, es dar una demostracion alter-

na del resultado de Fejes Té6th utilizando el Teorema 2.2.1, pero antes necesitaremos demostrar
el siguiente lema:

R e i ke i Ve i e e Ceovam . e
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Lema 2.4.1 Sea H un hexdgono convexo centralmente simétrico'y sea D el hexdagono que tiene
como vértices a los puntos medzos de los lados de H, entonces :

AWD) _3

AH) &

Demostracién.  Sean Dl,Dz,Dg,D4,D5,D6 los vértices de D'y Hl,HQ,Hg,H4,H5,H6

los vértices de H. Sea M € int(H) tal que los cuadrilateros Hi{HgMHo>, HzMH4H3 y
M HgHsHy son paralelogramos (ver Figura 22).

Flgura 22.
Observemos que A(H2H6H4) = 1.A(H ) tamblen

 A(FLDsDy) =;_'-A(H1H5H2)

A(HsDyDs) = ZA(H6H5H4%

A(HsDyDs) = iA(H3H2H4).
Con esto tenemos que

- -;—A(H) = Lam.

»Ml—‘

A(HyDgD1) + A(HsDyDs) + A(H3D2D3) =
De manera analoga se prueba que
A(H2D1Ds) + A(H6D5D6) + A(H4D3D4) (H),
y con esto tenemos que |

A(D) = A(H) — ~A(H) = %A(H).

A
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|| ,
Ahora si estamos en condiciones de probar el resultado de L. Fejes Téth.

Teorema 2.4.2 Si K es un cuerpo centralmente simétrico en el plano, tenemos que

5L (K
L(X) =

<
oo

Demostracion. Recordemos que-

para todo K centralmente simétrico, entonces

LK) _ AMK) _ AD)
vL(K)  AH(K)) ~ AH(K))’
donde D es cualqﬁier hexagono inscrito en X. Por el teorema 2.2.1 tenemos que los puntds '

medios de los lados de H(K) pertenecen a la frontera de K. Tomemos D como-el hexagono
que tiene como vértices a estos puntos medios. Por el lema 2.4.1 tenemos que :

Ap) = Sax)),

entonces

8(K), AD)
n(R) 2 AEE)

3
Z.

De acuerdo al resultado que acabamos de probar

5L(K ) 3
— >
VL(K ) — 4
para todo cuerpo convexo centralmente simétrico. Ademas, sabemos que 6(K) > 6u(K) y
v(K) < vL(K), entonces .
5(K) S 6L(K) >§
v(K) T v (K) — 4

para todo cuerpo convexo K centralmente simétrico.
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2.5 El cuerpo diferencia

Dados dos conjuntos K, L C R™, 11améfemos a"

_ o K+L={z+y:z€K,yeL}
la suma de Minkowski de K y. L. |

Teorema 2.5.1 Si T denota una translacion, entonces para cualesquiera conjuntos K, L C R™,
tenemos. que '

(K)-!—L—T(K—}—L) +T(L)

Demostracién. Como 7 esté dado por un vector de translacion , el resultado se sigue de
(t+K)+L=t+(K+L) =K+(t+1). B

El resultado anterior significa que la forma del conJunto obtenido como suma de Minkowski

de dos conjuntos-K y L, permanece invariante bajo el cambio de origen o translacién de los -
sumandos. Ademas, €s p051b1e probar que si K'y L son conjuntos convexos entonces tamblen -

K + L es un conjunto convexo.

. Teorema 2.5.2 Sean K1y Kg dos polzgonos convexos y sea C = K1—|— K. Entonces.
a) C es también un poligono convexo.

b) Si K1 y K3 no tienen lados paralelos y szmzlarmente dzrzgzdos entonces el niimero: de Iados s

de C es igual a la suma del niimero de lados de K1y Ko.
¢) C consiste de todos los segmentos que son iguales y paralelos a los lados de K1 y Kg
d) El perimetro de C es igual a la suma de los perzmetros de K1y Ka.

: Demostracién. La demostracién no es esencial para este trabajo pero si asi lo desea puede-

verlaen [30]. W

Denotaremos con D(A) al conjuntb diferencia de un conjunto convexo A. En otras palabras,
D(A)={z—y:z,y € A}.

Tenemmos que D(A) es centralmente simétrico, ya que si z,y € A entonces (z ~y), (y =) €

D(A). Como ejemplo de la suma de MInkowski veamos la siguiente figura (ver Figura 23), en

la cual Q es un decagono regular con vert(Q) = {Q; : ¢ = 1,2, ...,10} obtenido como suma
de Minkowski de los pentagonos regulares P con vert(P) = {F;:i=1,2,...,5} y —P con
vert(—P) = {P_; :i=1,2,...,5}. Con las lineas punteadas esta trazado el cuerpo diferencia
del pentégono P. ' o SRRREE

1 Dos lados son paralelos y similarmente dirigidos si las lineas soporte correspondlentes tienen la misma normal
exterior.

A
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Figura 23. Cuerpo diferencia de un pentagono regular.

El 51gu1ente teorema se debe a Minkowski [31] y tiene gran 1mportanc1a ya que debldo aéstees

posible demostrar que SL(K) = 61(K) para todo cuerpo convexo K.

Teorema 2.5.3 Sean x1, x3 € R™y sea A un conjunto convexo. Tenemos que
(A+z1)N(A+22) #0

siy sélo si ,
- GD(A) +m1> n (%D(A) +-x2> £0.

Demostracion.
Sea z € (A + z1) N (A + x2), entonces 3 a1, az € A tales que

a1 +z1=0a0+22=2,
ademas

1 1
(a1 - CLQ),—- as — a1) € -2-D(A), *

5

[NR

y como

1 1 1 “
§(a1 —ag)+ a1 = §(a2 —a1) +x2 = 5(:61 + z2)
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tenemos ‘
1 1

Ahora, supongamos que (3D(4) +z1) N (3D(A) + z3) # 0, entonces 3 by, by, ci,co € A

tales que : ' S
1 1
-2‘ (bl — bg) +x = 5 (cl_ — 62) -+ Zs.

De aqui, tenemos que 4
1
2

y pbr la convexidad de A tenemos que

(bl + 02)'-4- T = 5 (C1 -+ bz) -+ T2,

1 1 ‘ '
3 (by + c2) ) (e1+ b2) € A,
" 1o cual implica que = | o o

- (At N (A+am) £0. W

2.6 Empacado de poh’glonos no centralmente simétricos

Hasta ahora, hemos calculado la densidad de empacado de poligonos reglilares centralmente
simétricos. Queremos, sin embargo, calcular la densidad de poligonos regulares no centralmente
simétricos (con un nimero impar de lados). ‘ :

En esta seccion calcularemos la densidad translativa, la cual es igual a la densidad reticula

cuando trabajamos con cuerpos convexos, de poligonos regulares con un niimero impar de la-
dos. Para esto, haremos uso del Teorema 2.5.3 con el cual se puede observar que un arreglo
de transladados de un cuerpo convexo K sera un empacado si y sélo si los correspondientes

transladados de $(D(X)) forman un empacado. Esta observacién fué hecha por Minkowski y

de acuerdo a ellay a la definicién 1.1.5 se sigue que

6L(K) = & (%D(K))v—(;’%,
| ¢
yaque -
o L AE) Lo AK)
L) =stp Gy Y SGPED) =swp 3o

00000000000000000000002¢

Qa0d0¢
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y ambos supremos se alcanzan con la misma reticula. Con esto, es posible calcular 7 para un

poligono regular X con un niimero impar de vértices una vez que se ha calculado

v
v (3D(K))’
el cual en nuestro caso es igual a
A(K)
A(3D(K))

~ debidoa que estamos trabajando en el plano. De acuerdo al Teorema 2.5.2, es posible demostrar .+

que D(K) es un poligono regular con el doble de vértices que K. Es decir, D(X) es un poli-
gono centralmente simétrico cuya densidad de empacado ya conocemos. Tenemos el-siguient¢

~ teorema:

Teorema 2.6.1 Sea P un poligono regular con n vértices, donde n es un mimero natural impar
fijo. Entonces : : o

AP Cos()
Z(ID(P)) ~ Coit (2]

Demostracién.  Sean Ry R’ los radios de las circunferencias circunscritas a Py $D(P),
respectivamente. Con un sencillo argumento, es posible probar que

n

/ — i)
R = R.Cos ( o)
Tenemos que

A(P) = n%2$en <2%> y A(%D(P)) = nR?Cos? (%) Sen (E) ,

n
? A —é D(P) ?

A(P)
A(3D(P)) ‘
B n%—z—Sen (%)
"~ nR2Cos? (&) Sen (Z)
_ Cos (£) =
o ()

A
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De acuerdo al teorema anterior y a la observacién hecha al principio de esta seccion, tenemos

que para todo niimero natural impar n, con n > 3

Cos (Z)

SL(Py) = 01 (Pop) — =~
L( n) L( 2n)c032<-2’£n)

Enseguida se muestra una grafica con los valores de densidad de empacado translativo para
algunos poligonos regulares con nimero impar de lados (ver Figura 24).

0.906 . ‘ o..'n'.""_

0.904} ot .

8 & 3 B

densidad translativa
o o, o o :
8 8 B 8

§

1 I ! I ! ] ! L ] !
5 20 25 30 3B 40 46 D 55-'60
: n

Figura 24. Densidad de empacado translativa de algunos poligonos regulares con nimero impar de lados. -

En la siguiente tabla se muestran los valores de la densidad de empacado translativa'y el valor-

(redondeados ald cifras) para algunos poligonos regulares con niimero impar

_ Cos(z)
de A = oo (2)

de lados:

30000000008

00000000008

N s . o \ & b
kN N A -1 4 N | a8
e | 4 3 g B ..
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| Nimero de vértices || Valor de A | Densidad translativa 61 = & ||
I 5 [ 0.89442719099992 | 0.81725600236844 |
I 7 ] 0.94790491639831 ]| 0.86010102434497 |
I 9 [ 0.96890879587424 | 0.88773542687446 |
I 11 [0.97932780217590 | 0.88912799802103 ||
I 13 1 0.98525670199037 ]| 0.89383634949718 |
I 15 [ 0.98895309972922 | 0.90017416469343 |
I 17 [0.99141344866513 | 0.89947945347689 |
I 19 J0.99313382888908 | 0.00084362229005 |
[ 21 [ 0.99438405035381 ]| 0.90349222518216 |
[ 23 [ 0.99532118364415 | 0.90284569124874
[ 25 [ 0.99604174464436 | 0.90341677752896
I 27 [ 0.99660771014576 | 0.90484430275265 |
[ 95 0.99972655391814 ]| 0.90666134355788
N 97, 0.99973771574777 ]| 0.90667018494037
99 0.99974820780824 ]| 0.90674742433686 |
il 995 [0.99999750773445 | 0.90689750600139 | .
[ 997 [0.99999751772350 | 0.90689751391352 || -~
| | -

999

[ 0.99999752765261 ||

0.90689818733406

También es posible exhibir los arreglos con los cuales se obtienen esas densidades de empacado . -
reticula. Recordemos que la reticula por medio de la cual se obtiene el erfipacado éptimo para.
un poligono de 7 lados, con » un nimero impar, es la misma que la reticula usada para obtener
el empacado éptimo de un poligono con 2n lados. En las dos siguientes figuras (Figuras 25 y
26) se muestran los arreglos para un pentdgono y para un nondgono regulares los cuales tienen

- densidades de empacado reticula aproximados de 0.81725600236844 y 0.88773542687446, res- -

pectivamente.
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Figura 26. Empacado reticula de el poligono regular de 9 lados.
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Capitulo 3. Cubierta de poligonos en el
plano

El objetivo en este capitulo sera calcular la densidad de cubierta del plano con poligonos regu-
lares. Nuevamente nos basaremos en el resultado de L. Fejes T6th, es decir, encontraremos el
hexagono de drea méxima el cual queda inscrito dentro de un poligono K y con esto habremos
encontrado una cota inferior para v1(K). Cuando K sea un poligono centralmente simétrico, al
encontrar h(K) (el hexagono de drea maxima inscrito en K') habremos encontrado exactamente
el valor de v1(K). Para los poligonos que no son centralmente simétricos, encontraremos un
hexdgono centralmente simétrico de 4rea aproximada al hexdgono de 4rea méxima el cual que-
da inscrito en K y al cual denotaremos con h}(K). Con esto, habremos encontrado cubiertas
del tipo reticula para los poligonos regulares con un niimero impar de lados. -

3.1 Cubierta de poligonos centralmente simétricos N

En esta seccién calcularemos v1(K) para el caso cuando K es un poligono regular con un-
numero par de lados. Recordemos que

_AK)
VT(K) _‘VL(K) - A(h(K))a
donde h(K) es el hexdgono de 4rea minima el cual est4 inscrito en K. Recordemos que cuando
K es centralmente simétrico, se puede encontrar A(K) de tal manera que sea centralmente
simétrico. Todo el problema se reduce entonces a encontrar h;(K) (el hexdgono centralmente
simétrico de 4drea maxima inscrito en K) para un poligono K dado. Para ésto usaremos el
siguiente teorema:

Teorema 3.1.1 Sea K un poligono convexo, entonces podemos encontrar h(K ) de tal manera
que vert(h(K)) C vert(K). :

Demostracién.  Sean Hi, Hs, Hs, Hy, Hs y Hg los vértices de h(K). Supongamos que
Hy ¢ vert(K) y que Hs € int( K2 K3) (ver Figura 27). Probaremos que podemos encontrar un
tridngulo-de 4rea mayor que la de AHy HyHj3. Tenemos dos casos:

a) KoK3 es paralelo a H1Hs. En este caso tenemos que A(H,K5Hs) = A(H;K3H3) =
A(HyH,Hs). Esto significa que podemos escoger a K» 6 K3y con este podemos formar un
hexagono de 4rea igual que la de h(K) pero el cual tendra como vértice Hs a un vértice de K.

b) K2 K3 no es paralelo a H1 Hz. Aqui tenemos que se cumple alguna de las dos desigualdades:

A(H1K2H3) > A(H1H2Hs) 6 A(H1K3H3) > A(H1H2H3).

35
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Segln sea el caso, escogemos a K7 6 K3y podemos construir un hexagono de area mayor que
la de h(K), el cual tendra como vértice Hs a un vértice de XK. Esto contradice el hecho de que
el area de h(K) era maxima. :

Figura 27.

- De acuerdo a lo anterior, podemos encontrar h(K) de tal manera que sus.vértices sean vértices - . -

de K. B

Observacion 3.1.2. Si K es un poligono convexo con n vértices es posible extender el resultado
de este teorema para cualquier poligono convexo K’ 1nscr1to en K, siempre y cuando el numero -

de vértices de K’ sea menor o igual a n.

Observacién 3.1.3. Cuando K es centralmente simétrico, tenemos que A(hs(K)) = A(h(K ).

‘Denotaremos ahora con @7, a un poligono convexo el cual tendra como vértices a r + 1 vértices
consecutivos de un poligono K de n vértices. Por eJemplo en la siguiente figura (ver Flgura 28) el
‘tenemos que K1K2K3K4 es un pohcrono de la forma Q3. REE

K

Figura 28.

De acuerdo a ésto, encontrar hs(K) es equivalente a encontrar seis poligonos )5}, de tal manera .

: Yque Z A(Q3;,) se minimice. También, debido a que a que h (K) es centralmente s1metrlco

’L——l

tenemos que basta con minimizar Z A(Q%:), con 71 + 19 +173 = n, donde 2n es el nimero de
' i=1
vértices de K.
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Tenemos que _ :

_ | R? T T
A(QL,) = 5 [rSen <E) — Sen ( - ﬂ }
donde R es el radio de la circunferencia circunscrita a K.

Ahora, dadan € N definimos g, : [1,n] C R — R tal que
7 T
gn(r) = rSen <E) — Sen ( - ) .

Tenemos la siguiente proposicién:
Proposicion 3.1.4 g, es una funcion estrictamente convexa.

Demostracién. - Derivamos g,,, y obtenemos

=50 (2) - ()
ademds, observemos que g,,(r) es creciente para r € [1,n]. Como g/, (1) = 0 tenemos que
gn(r) > 0 parar € (1,n]. Debido a todo lo anterior concluimos que gn(r) es estrictamente

convexaparar € (1,n]. B

Nuevamente definimos Proax. = max{rl, 79,73} Y Tmin = mm{rl, r9,73}. Conun procedlmlen-

to analogo al que se h1zo al trabajar con la densidad de empacado Ilegamos a que: Z A(Q5 )
i=1

se minimiza cuando ‘

a) kmax— kmm =0, 51empre que 3 | n.

b) kmax— kmin = 1, 51empre que 3 fn. _

Denotaremos con & a un poligono regular con n lados. Con lo que hemos probado podemos

calcular la densidad de cubierta translativa de Qn cuando 7 sea un niimero par. Tenemos los

~ siguientes casos:

a) Para un poligono de 6m lados:

v1(Qem) = AQem)

A(Qem) — 6A(QF,)

b) Para un poligono de 6m + 2 lados:

A(Qem+2) .
A(Qom2) — 4A (QF10) — 2A(QTS)

¢) Para un poligono de 6m + 4 lados:

UT (Q6m+2) =

A(Qém+4) .
A(Qom+a) —4A (Qgtly) — 24 (QF,ry)

VT (Q6m+4_) =
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En las figuras siguientes (Figuras 29, 30 y 31) se muestran los arreglos con los cuales se obtienen
las cubiertas translativas mas delgadas del plano, utilizando poligonos de 12, 20 y 10 lados, res-
pectivamente. Las densidades respectivas son aproximadamente v1(Q12) = 1. 15470053837925,
v1(Q20) = 1.20282642346821 y v1(Q10) = 1. 18033988749895 C

Figura 30. Cubierta translativa del plano con un poligono de 20 lados.
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Figura 31. Cubierta translativa del plano con un poligono de 10 lados.

En la s10u1ente tabla se muestran los valores de densidad de cubierta translativa para algunos
pohgonos regulares centralmente simétricos:

.| Namero de vértices || Densidad de cubierta trans]ativa || ‘ g .

| 6 u I n
R | 1.17157287525381... |
[ 10 I 1.18033988749895... [
Il 12 I 1.15470053837925... I
[ 14 [ 1.19640632179026... |
I 16 | 1.19828892912843... [ y .
I 120 1.20864713700640... . T
122 1.20902256302516... - o
124 1.20902596614868... [
600 1.20917747568203... (
602 I 1.20919226794522... ]
[ 604 | 1.20919229682674... |

&

Una observacion muy importante es la siguiente: Utilizando el Teorema 3.1.1 y la Obser-
vacién 3.1.3 se puede encontrar h s(K) cuando K es un poligono que no es necesariamente
regular. El nimero de casos que deben analizarse es finito, lo cual nos permite calcular la den-
sidad de cubierta translativa para cualquier poligono centralmente simétrico, ademas, dé que
también serd posible exhibir un arreglo por medio del cual se alcance esta densidad.
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3.2 Tridngulos inscritos de 4rea maxima

El objetivo en esta seccion es dar algunas cubiertas del tipo reticula para los poligonos regulares
con un numero impar de lados. Las densidades de estas cubiertas no son las mas pequefias posi-
bles, sin embargo, son aproximadas a los valores 6ptimos conjeturados. Otra ventaja es que se
pueden obtener los arreglos a partir de los arreglos utilizados para los poligonos con un nimero
par de lados, es decir, dado un poligono regular P con un nimero impar de lados, se puede
obtener un arreglo para la cubierta utilizando un hexagono centralmente simétrico semejante al

utilizado para-obtener la cubierta del poligono con el doble de lados. También se dar4n algunos =

teoremas concernientes a tridngulos de area maxima inscritos en un pohoono regular no central—
mente simétrico. . ‘

Primero, sea O el centro del poligono regular Py sean Aj, As,..., Ay, sus vértices. Tenemos qué

bd(—P) intersecta a bd(P) en 2n puntos los cuales sirven de vértices de un poligono regular

@ de 2n lados y cuyo centro es O. Sean Q; y @; los puntos de interseccion de bd(—P) con el
lado A;Asy1 (Ant1 = A1) parad = 1,2,...,n. Ademas, consideremos que Q; € int(A;Q}).
En la siguiente figura (Figura 32) se muestran los puntos de interseccién de bd(—P) con bd(P)
. .cuando P es un pentagono regular ‘ ST

Figura 32.

Sean Q2 = U Q:Q.; ¥ =bd(P)\Qy & = vert(Q). También, sea 7/ (P) el héxégono cen- .

=1

tralmente simétrico de area maxima inscrito en @ (es decir, h,(P) = hs(Q)).  Sabemos, por el
. teorema 3.1.1, que podemos encontrar a };(P) de manera que vert(?,(P)) C vert(Q). Tenemos
el siguiente lema: : : .

[/
g

G000000000000000000000800000203

|
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Lema 3.2.1 Sea ABCDEF un hexdgono centralmente simétrico, entonces

A(ACE) = (ABC’DEF)

Demostracién. Sea M € mt(ABC’DEF) de tal manera que ABCM, CDEM 'y EFAM
sean paralelogramos (ver Figura.33). , ,

Figura 33.

Tenemos que
A(ACM) = %A(ABCM),,
ACEM) = %A(ODEM)
y A(EAM) = %A(EFAM).
Entonces

A(ACE) = _A(ACM) +A(CEM) + A(EAM) |
= —.A(ABCM) + —A(ODEM) + A(EFAM)
= —A(ABODEF) |
Denotaremos con 7(Q) al tridngulo de area mAxima inscrito en un cuerpo convexo @. Cabe
mencionar que T'(Q)) puede no ser tnico, sin embargo, no es posible encontrar un triangulo

inscrito en Q) el cual tenga un 4rea mayor que la de 7(Q). Tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.2.2 Sea K un cuerpo convexo centralmente simétrico, entonces, podemos encontrar
T(K) de tal manera que vert(T(K)) C vert(hs(K)).
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Demostracién.  Sean Hi, Hy, Hs, Hy, Hs y Hg los vértices de hs(K) y sea O su centro
de simetrfa. Supongamos que A(T(K)) > A(H1H3Hs) = $A(hs(K)) (por el lema 3.2.1)

.y denotemos los vértices de T(K) con A, By C. Sean A, B’ y C’ los puntos simétri- - -
cos a A, By C, respectivamente, respecto al punto O. Debido a que hs(K) es centralmente

simétrico y A, B,C' € bd(hs(K)), tenemos que A, B/, C' € bd(hs(K)). Es facil observar
que conv(ABC A’ B'C") es un hexdgono centralmente simétrico de area igual a 2A(ABC), en-
tonces, hemos encontrado un hexagono centralmente simétrico de area mayor que A(T'(K)) el
cual esta inscrito en K. Esto contradice el hecho de que T'(K) tenia 4rea méxima; por lo tan-

to no existe un triangulo inscrito en K el cual tenga un area mayor que A(h (K )) De aqui se

sigue la afirmacién del teorema. M

El teorema anterior, nos dice que para un cuerpo coynVc;xyo centralmente simétrico K, podemos .

encontrar un tridngulo inscrito de 4rea méxima una vez que hayamos encontrado el hexdgono
centralmente simétrico de 4rea maxima inscrito en él y viceversa. En cuanto a pohgonos regu-
lares con un nimero impar de lados tenemos el siguiente teorema: :

Teorema 3.2.3 Sea P un poligono regular con un niimero impar de lados (n lados) y sea Q

como se describio anteriormente. Entonces se cumple que

CAT(P) > AT(Q))-

Demostracion. | SeanyTl, Ty y T3 los vértices de T(Q) Supongamos que cada uno de los lados . -
de T(Q) es paralelo al lado de P donde esta contenido el vértice opuesto a ese lado. Digamos

por ejemplo que 1173 es paralelo a AgAri1y que 1173 es paralelo a AjA;. 1, para algunos

k,j€{1,2,...,n—1} con k # j (ver Figura 34). Sea T} un punto en el interior del segmento - :

A;A;1q con T1 # Ty (T1 esta en el interior de A; Az+1) Como A A es paralelo a T3T2,
tenemos que

A(T1T2T3) = AN T),

pero T;73 noes paralelo a A;A;j1, esto implica que se éumple alguna de las dos desigualdades

ATAT3) > AMTRTs) 6 A(T{AjinTs) > ADTTS).

Esto implica que A(T(P)) > A(T(Q)). Si alguno de los lados de T(Q) no es paralelo al lado
de P donde esta contenido el tercer vértice, entonces es posible también encontrar un tridngulo

inscrito en P el cual tenga area mayor que A(7(Q)). Por ejemplo, si 7175 no es paralelo a -

AjA;.1 entonces nuevamente se tiene que
A(T14;Ts) > AMT2Ts) 6 AT A0 T3) > AMTLTs).

Con esto queda completa la demostracion. Bl

aaaauaaaun'a-mmnmammw{
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Figura 34.

Este teorema nos dice que si un tridngulo inscrito en P tiene drea mayor que A(T'(Q)), entonces
al menos uno de sus vértices debe pertenecer a la regiéon . Ademés, de manera anéloga a la

~ ~ demostracién del teorema 3.1.1, se puede probar que podemos obtener 7'(P) de tal forma que.

vert(T'(P))- C vert(P). - Consideremos entonces que los vértices de T'(P) son A;; A; y Ak
También, consideremos los puntos A;, A: y A; de la siguiente manera: A} € Q; 1 A; U A;Q;, -
A’ € Q1A UAQ;y AL € Q1 A U ArQy. Sea AABC el tridngulo de 4rea minima, de -

entre todos los trlangulos tales que A € {Q)_,,Q;}, B € {Q}_'l, Qj} y C € {Q}_1,Qx}.

Sean oy = A(ABC) y an = A(T(P)), entonces, para todo niimero o € [, org] existe
un trlangulo A AL AL tal que A(AALAL) = a. Esto debido a que los triangulos cambian de
manera continua al moverse sus vértices sobre los conjuntos Q;_; 4; U 4;Q;, ;-_1Aj' UA;Q;

Y Q1 Ar U AxQr. Con esto, tenemos que si un tridngulo A inscrito en P tiene area mayor

que A(T(Q)), podemos encontrar un tridngulo A’ de 4rea igual a A(A) pero de tal manera que
vert(A') C T U ®.

Ahora, en cuanto a cubierta de los poligonos tehemos lo siguiente:'

De acuerdo a la notacidn usada en esta secci6n, daremos arreglos para cubiertas del tipo reticu-
la con un poligono P utilizando el hexagono centralmente simétrico de 4rea maxima inscrito en
Q, es decir, h, (Q) También se daré el valor de la densidad de cubierta respectiva, la cual de-
notaremos como vj . Para calcular v1 (P) basta con determinar el valor de A(hs(Q)) y después
calcular :

- _AP)
A(Rs(Q))

Para esto, tenemos el siguiente teorema:
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Teorema 3.2.4 Sean Ry R’ los radios de las circunferencias circunscritas a P y Q. respecti-
vamente. Entonces

2Cos (Z) Cos (2%)

S
E=FE 1+ Cos (%)

Demostracién.  Sea C uno de los puntos de interseccién del lado AB del poligono P con
un lado del poligono —P y sean O el centro de Py M el punto medio de AB (ver Figura 35).
De manera sencilla se puede ver que R’ = OC, ademas de que OC es la blsectrlz del angulo
£AOM. De un resultado de geometria elemental, sabemos que

20A - OMCosa

= = - t
ocC OA+OM donde o 24AOM, entonces

2R (RSent232%) Cos (%)
R+ RSen ({2322)
2RSen£n—"2ECos (£)
1+ Sen ((n2 2)”> .

- _ R2Cos(n)C05(2n) n
»1+Cos(%)‘

R =

A

Figura 35.
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3.2 Triangulos inscritos de drea maxima : ‘ 45

Sea n un nimero natural impar, denotaremos con P, al poligono regular con n lados y cuyo
radio de la circunferencia circunscrita es igual a R, ademaés, denotaremos con @)y, al poligono @
respectivo a B,. Recordemos que :

A(Pr)
A(hs(@r))
y que A} (P,) = hs(Qn), ademas, 1, (P,) = X - hy(Pay,), donde

N <2COS( 1) Cos (£ ))2

1+ Cos (%)

v (Fn) =

Tenemos entonces que

/ __ AB)
VL(PT'L) - )\A(hS(PQn)) )
y como

A(P,) _ AR AA(Pzn)
Ms(Prn)) AA(Pan)  M(hs(Pan))

_ AR
= W'VL(P%),

A(P,

. bastara entonces con encontrar la razén )\JA(?"L) y multiplicarla por v (Pay,) (la cual ya conoce-

- mos) para encontrar el valor de 11 (P,). Enseguida se muestra una tabla con los Valores devp
para algunos poligonos regulares con numero impar de lados:

Nimero de vértices || vL(Pop) i v (Pp) 1
5 i 5
5 | 1.18033988749895.., ] 1.31966011250105... |
7 | 1.19640632179026... [ 1.26215857845337...
9 || 1.18479253090410... 1.22281120364386.... |
1] [ 1.20351137846513... || 1.22891576833736... |
13 [ 1.20539440248707... || 1.22343182243976... |
I 147 [ 1.20910753079758... || 1.20924561775713... |
149 | 1.20916963082248... || 1.20930404184984...
151 [ 1.20917057511156... || 1.20930144862592...
I 601 [ 120919774179383... || 1.20920600204175... |
i 603 [ 1:20919410585459... || 1.20920231137374... |
B §05 [ 1.20919776354805... || 1.20920501492055... |
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46 Capitulo 3. - Cubierta de poligonos en el plano

La siguiente figura muestra el arreglo para la cubierta del plano utilizando un pohgono regular
~de 9 lados (ver Figura 36):

Figufa 36. Cubierta del plano utilizando un poligono regular de 9 lados.
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Conclusiones

Los resultados obtenidos en este trabajo dan una solucién alterna a los problemas de empacado y
cubierta de poligonos en el plano, problemas que previamente habian sido resueltos por Mount
y Silverman. Una diferencia notable, en cuanto al trabajo de Mount y Silverman, es el dar
las férmulas explicitas para las densidades de cubierta y empacado de los poligonos regulares
analizados, lo cual nos da al mismo tiempo las densidades de los poligonos afinmente regulares.
Asi mismo, se muestran algunos arreglos por medio de los cuales se alcanzan estas densidades.
También se obtiene evidencia numérica de que los poligonos regulares se dividen en algunos
grupos, en cada uno de los cuales se obtiene una sucesién monétona de las densidades, tanto
de cubierta como de empacado. Otro detalle, el cual puede observarse numéricamente, es la
rapidez con que las densidades de cubierta y empacado para estos poligonos convergen a las
densidades de cubierta y empacado con circulos congruentes.

En cuanto a los poligonos no centralmente simétricos, estd conjeturado que el empacado més -

denso se obtiene por medio de un empacado reticula doble [20], el cual consiste en un arreglo de
transladados de K y transladados de —K para un poligono convexo no centralmente simétrico
K. Con los resultados obtenidos, es posible dar los arreglos para algunos poligonos regulares
por medio de los cuales se obtienen cubiertas del tipo reticula doble que alcanzan la cota dada
por Fejes Téth para cubierta translativa. Para ello, basta con encontrar un p-hexdgono inscrito. .
en estos poligonos el cual tenga area igual a la del hexagono inscrito de 4rea maxima.

Es posible, utilizando los resultados de las secciones 2.1 y 2.2, encontrar para un cuerpo convexo -

K cualquier poligono circunscrito de area minima el cual lo circunscriba. Esto es, se extiende
el resultado no solamente para hexdgonos circunscritos de area minima, sino para poligonos
con cualquier cantidad de lados. También, utilizando la observacién 3.1.2, es posible encontrar
poligonos convexos de drea maxima inscritos en un pohgono convexo K los cuales tengan sus
vértices contenidos en el conjunto de vértices de K.

Quiza sea posible encontrar, en un futuro no muy lejano, las densidades de cubierta reticula de
los poligonos regulares con un nimero impar de lados. Para ello, bastaria con encontrar los
hexagonos centralmente simétricos de 4rea minima inscritos en ellos. Al parecer, los resultados
obtenidos en la seccién 3.2 podrian simplificarnos tal trabajo.
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