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1 Intro duccién

Este reporte est4 basado en el articulo [9] de J. H. Williamson, y tiene pbr objeto principal
presentar sus resultados de manera més detallada, tarea que se ha llevado a cabo de tres

. maneras. Primero, exponiendo algunos de los principios bésicos de la teoria de los espacios

vectoriales topolégicos, especificamente aquéllos que son necesarios para entender [9]. Se-

~gundo, con ayuda de los resultados generales que se incorporaron en la primera parte, se

hicieron més explicitas las demostraciones del articulo. Tercero, se probaron algunas afirma-
ciones hechas por Williamson, las cuales supuso que eran resultados conocidos y parte del
folklore del tema.

Para mayor claridad, los resultados de 1a teorfa que se incorporaron aparecen enunciados
como proposiciones, mientras que los resultados de Williamson aparecen como en el articulo
original, es decir como lemas, corolario y teoremas. Estos resultados estan concentrados

principalmente en la subseccién 4.2.
’ !

Por otro lado, el resultado principal de [9] es la extensién del teorema de “la alternativa
de Fredholm” a operadores lineales compactos en espacios vectoriales-topoldgicos, no nece-
sariamente localmente convexos (Teorema 1).

En su trabajo, Williamson hace un uso extenso del articulo [6], de J. Leray, por lo cual se
incluyeron varios resultados (con demostraciones) de tal documento.

BT R e O O

e 43




M momommEmEEENE N

1111

o

NNy

IH [

t
4

1EITI0001

S=

11

2 Topologia

2.1 Filtro

Los siguientes conceptos relacmnados con filtros pueden ser consultados en [5],pags. 11-13,

0 en [8], pags. 3-5.

Definicién 2.1 Una familia no vacia F' = {F, | & € I} de subconjuntos de un conjunto X
se llama un filtro sobre X, si:

(1) Todo subconjunto de X que contenga un Fa pertenece a F,

(2) La interseccién finita de F,, ’s pertenece a F,.

(3) El conjunto vacio no pertenece a F'. :

Definicién 2.2 Una familia no vacfa F’ de subconjuntos de X, se llama base filtrada sobre

X si satisface las condiciones:
(1)La interseccién de dos elementos de F’ contiene un elemento de F’,
(2)El conjunto vacio no pertenece a F’.

Toda base filtrada F’ genera un tnico filtro F' sobre X, tal que F consiste en todos aquellos

subconjuntos de X los cuales contienen un elemento de F'. La famllla F’ se llama una base
del filtro F.

En las siguientes dos definiciones ¥ denotard un espacio topolégico.
Definicién 2.3 Se dice que una base filtrada F = {F, | o € I} en Y converge ay € Y, si
para toda vecindad U de y, existe un F,, C U. El punto y es llamado limite de la base filtrada.
SiY es Hausdorff, existe a 1o més un limite.

Definicién 2.4 Sea F' = {F, | & € I'} una base filtrada sobre Y. Entonces y € ¥ es un
punto de adherencia de F si y estéd en la cerradura de F, para toda o € 1.

Esto equivale a que F, NV # (), para toda vecindad de y, y para toda o € I.

Definicién 2.5 Sean F, G bases filtradas sobre Y. Decimos que F es un refinamiento de

G,siGCF.

Proposicién 2.1 Sean F, G bases filtradas sobre Y. Si G C F y G converge a x, entonces
F también converge a x.

Demostracién: Sea V una vecindad de z en Y. Como G converge a x, existe a,lglih G, €
G tal que G, C V. Dado que F' es un refinamiento de G, entonces G, € F. En resumen,
hemos exhibido un elemento, G, de F' tal que G, C V.
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Proposicién 2.2 Si F es una base filtrada sobre X yT:X —Y, entonces T(F) es una
base filtrada sobre Y. :

Demostracién: Sea F' = {Fy}, entonces T(F) = {T(F,)} es una familia no vacfa, y como
0 ¢ F, también es cierto que 0 ¢ T(F). Asi que s6lo resta probar la propiedad (1) de la def.
2.2. ' :

Sean T(F,), T(Fp) € T(F). Sabemos que existe F,, € F tal que F, C Fo, N Fp. Aplicando
T obtenemos T(F,) C T(Fa N Fp) C T(Fa) NT(Fp)-

O .

Proposicién 2.3 Sea Y un eépacio_topolo’gz‘co yT :Y — Y una funcién continua. Sea F
una base filtrada sobre Y y = un punto de adherencia de F. Entonces T(z) es un punto de

adherencia de T (F).

" Demostracién: Sea F' = {F, | « € I}. Por hipétesis, € F,, para todo « € I.

Como T es continua o

T(Fy) C T(Fa)-
Por lo tanto, si a € I, T(z) € T(Fa). Esto indica que T'(z) es un punto de adherencia de
|

Definicién 2.6 Un espacio topolégico Y es regular, si para todo punto y € Y y todo sub-
conjunto A de Y, tal que A es cerrado v no contiene a y, se tiene que existen vecindades U
deyy V de A, tales que UNV = 0. ' ‘

Equivalentemente, para todo pfmto y € Y y para toda vecindad U de y existe una
vecindad V de y tal que V C U.

Definicién 2.7 Un subconjunto A de un espacio métrico Y es totalmente acotado si para

- todo € > 0, A esté contenido en una unién finita de bolas abiertas de radio €.

Proposicién 2.4 Si A es un subconjunto cerrado de un espacto métrico completo Y, en-
tonces las siguientes tres propiedades son equivalentes:

(a) A es compacto.
(b) Todo subcongunto infinito de A tiene un punto limite en A.

(¢) A es totalmente acotado.

Demostracién: (a) = (b). Si B C A es infinito y ningtin punto de A es punto limite de B,

. entonces existe una cubierta abierta {V,} de A tal que cada V,, contiene a lo mds un punto

de B. Por lo tanto {V,} no tiene una subcubierta finita, lo cual es una contradiccion.

(b) = (c). Fijemos ¢ > 0y sea d 1a métrica de Y. Elijamos z; € A. Supongamos-que se
han escogido 1, %2, ..., Tn € A tales que tal que para todo i # J, d(z;, z;) > €. Sies posible
escoja Tpe1 € A tal que para todo 1 < i < n, d(Tpr1,%:) > € Este proceso debe terminar
después de un niumero finito de pasos, pues estamos suponiendo que (b) es vélido. Entonces

las bolas de radio € con centro en i, T2, --; Tn cubren a A.
~(¢)'= (a). Sea I' una cubierta abierta de A, y supongamos (por contradiccién) que ninguna
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sub.cubierta finita contenida en I' cubre a A. Por (c) A es la unién de un nimero finito de
co,nJ'untos cerrados de diametro < 1. Alguno de estos, digamos A;, no se puede cubrir por un
numero finito de miembros de I'. Ahora hagamos lo mismo con A; en lugar de A y sigamos
con este proceso. El resultado es una sucesién de conjuntos cerrados {A4;} tal que:

(1) . C Ay C AL CA,

(ii) diam A, < 1/n, _
(iii) Ningtin A, s¢ puede cubrir con un ntmero finito de miembros de T.

Elija z, € An. Por (i) y (ii) {z,} es una sucesién de Cauchy. Como Y es completo y
cada A, ,es cerrado, {z,} converge a un punto x € (| A,. Como I' es cubierta de 4, z € V
para algin V' € I'. Por (ii), tenemos que A, C V siempre y cuando n sea suficientemente
grande. Pero esto contradice (iii). ' |
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3 Espacios vectoriales topoldgicos

3.1 Nota historica

Aunque la teorfa de espacios normados estuvo mucho tiempo a la vanguardia del desarrollo
del Analisis Funcional, pronto se observé que estos no agotaban la posibilidad de aplicar
conceptos topoldgicos a la disciplina. Las diferentes nociones que pertenecen a lo que ahora
llamamos la teorfa general de los espacios vectoriales topoldgicos, hicieron su aparicién de
manera aleatoria y el estudio sistematico sobre el tema se inici6é hasta 1950.

En la tesis de M. Fréchet ya se encontraban algunos ejemplos de tales espacios. En dicho
trabajo se pone énfasis no en las propiedades algebraicas sino en la posibilidad de definir
su topologia por una métrica y en el hecho de que los espacios métricos obtenidos de esa
manera son completos. Fl hecho de que la suma vectorial y la multiplicacién por un escalar
son funciones continuas en tales espacios fue enfatizada explicitamente por Fréchet en 1926;
la idea fue continuada por Banach quien considerd estos espacios de manera general bajo el

nombre de “espacios de tipo F” y demostré que el teorema de la grifica cerrada también

es véalido en estos espacios... Un poco después, el método que Fréchet usé para definir la
distancia de sus ejemplos de 1906 fue s1stematlzado por S. Mazur y W. Orlicz y lo llamarén
la teoria de “espacios de tipo By”. Estos son los que ahora conocemos como espacios de
Fréchet, donde la topologia se define por una sucesién de seminormas. Se puede probar que
en los ejemplos de Fréchet la topologia no se puede definir por una sola norma. Otros tipos

de espacios son incluso no metrizables, observacién hecha por von Neumann en 1929 para la

~ topologia débil sobre un espacio de Hilbert, de dimensién infinita.

" En 1932 surgié una nocién nueva, la de conjunto acotado. Banach observé que si se tenian
dos normas ||z||1; ||z]|z sobre el mismo espacio vectorial tal que las razones ||z{|i/||z|l2 ¥
||z||2/||z|]1 estén acotadas para todo z # O, entonces definen la misma topologfa y por lo
tanto, si uno define un conjunto acotado en un espacio normado E como aquél que estd
contenido en alguna bola, se tiene que esta nocién es independiente de la norma particular
elegida. Sin embargo en un espacio métrico arbitrario, dos métricas pueden dar lugar a la
misma topologia y dar conjuntos acotados completamente diferentes. Pero para espacios

. vectoriales topoldgicos es posible dar una definicién de conjuntos acotados que s6lo depende
de la topologia y coincide con la definicién previa para espacios normados. El primer resul-
tado general que se obtuvo haciendo uso de esta nocién fue la caracterizacion de los espacios
vectoriales topoldgicos para los cuales la topologia se puede definir por una norma. Esta
caracterizacién fue hallada por Kolmogoroff en 1935: son aquéllos para los cuales existe una
vecindad acotada del 0.

Todos los espacios vectoriales topolégicos mencionados antes pertenecen a lo que ahora
llamamos “espacios localmente convexos”. La definicién general de estos espacios fue dada
por von Neumann en 1935, en vista de un estudio de funciones casi periédicas. Este hecho
coincidié con el resurgimiento en el interés acerca de las propiedades de los conjuntos convexos
en espacios vectoriales topolégicos, los cuales habian sido olvidados después de Helly. En el
libro de Banach sélo son mencionados brevemente en una nota al final del libro.

Sin embargo, en 1933, S. Mazur dio la versién geométrica del teorema de Hahn-Banach, con
lo cual generaliza la teorfa de Minkowski, al probar que, si A es un conjunto convexo abierto
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en un espacio normado E, entonces existe un hiperplano soporte cerrado en cada punto

frontera de A. Un poco despues M. Krein y D. Millman introdujeron el concepto de punto
extremo para un conjunto convexo, es decir un punto de A tal que no existe un segmento
de linea abierto que contenga al punto y que esté contenido en A. Ellos probaron el hecho
sobresaliente de que siempre existen suficientes puntos extremos para un conjunto convexo
cerrado A. M4s precisamente, A es el conjunto convexo cerrado mas pequeflo que contiene a
todos sus puntos extremos. Este teorema tiene aplicaciones importantes en varias areas del
Anélisis Funcional. ' ‘

3.2 Definicién y ejemplos

Definicién 3.1 Sea (E, +, -) un espacio vectorial sobre el campo K, K = IR 6 K="r,
donde + : Ex E —» E es lasuma vectorial y - : JK x E — E es el producto por un escalar. '

Se dice que F es un espacio vectorial topoldgico, (e.v.t.), si E tiene una topologfa Hausdorff
tal que se _satisfacen los axiomas de compatibilidad: '

(a) la aplicacién + es continua,

(b) la aplicacién - es continua.

En la definicién anterior K tiene la topologia estandar y tanto E x E como K X E tienen
la topologia producto.
A cada x e Ele podemos asociar la traslac1on por x: T, : F — FE dada por

L(y)=y+z
Por otro lado, también a cada a € IK le podemos asociar la fuﬁcién L, : E — E dada por
- Lu(y) = ay.

Estas funciones resultan ser homeomorﬁsmos de F en E.
Finalmente a cada z € E también le podemos asociar una func1on R, JK — B dada por

R.(z) = 2z,

donde z € IK. Esta funcién es inyectiva y continua. De hecho es un homeomorfismo de JK
sobre su imagen.

Ejemplos de espacios vectoriales topoIégicos

1. Espacios Normados ‘
Son espacios vectoriales que tienen una norma || - |: £ — IR, la cual induce una
métrica:

d(z,y) = |lz —ll;

donde z, y € E y entonces una topologia en E. Con esta topologia E es un espacio
vectorial topolégico.
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2. Espacios de Banach »
Son espacios normados donde la métrica inducida por la norma es completa es decir
ctoda sucesién de Cauchy converge. .

3. Espacios pre-Hilbert
Son espacios vectoriales E sobre el campo K con una funcién (.,.) : Ex B — K
llamada producto interior tal que:

Cuando K = C,
(a) (v,2) = (z,9)-
Cuando K = IR,

(a") (v,2) = (z, 1)
b) (x +vy,2) = (z,2) + (y, 2).

(e) (z,z) =0 implica z = 0.

4. Espacios. de Hilbert

Son espacios pre-Hilbert donde la métrica inducida por el producto interior es completa. -

5. Espacios localmente convexos = .
Son espacios vectoriales topologlcos donde toda vecindad del 0 contiene una vecindad
de 0 que es convexa. :

6. Espacios localmente compactos »
Son espacios vectoriales topolégicos donde existe una vecindad del 0 con-cerradura
compacta. Esta condicién es muy fuerte ya que obliga a que estos espacios sean de
dimensién finita.

* 7. Espacios localmente acotados .
Son espacios vectoriales topolégicos donde existe una vecindad acotada del 0.

8. Espacios metrizables
Son espacios vectoriales topolégicos donde la topologia es compatible con alguna métrica
d. _ _ '

9. F-espacios
En estos espacios la topologia es inducida por una métrica completa d que es invariante
bajo traslaciones. Esto tltimo quiere decir que para todo z,y,z € E, se cumple
d(z + 2,y +z) = d(z,y). '

10. Espacios de Fréchet
Son F-espacios que ademads son localmente CONvexos.

A lo largo de este reporte £ va a denotar a un espacio vectorial topoldgico, a menos que
se diga lo contrario.

10
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3.3 Subconjuntos, subespacios, operaciones algebraicas y topolégicas

En un espacio vectorial topoldgico E hay una gran variedad de subconjuntos. Se pueden
clasificar de acuerdo a sus propiedades algebraicas, topoldgicas y combinaciones de ambas.

Comentario: A menos que se indique lo contrario, en adelante la palabra “vecindad” la em-

plearemos para referirnos a una vecindad abierta del 0 € E.
Notacién: Fijaremos la siguiente notacién estdndar para algunas operacmnes algebraicas (no
dependen de la topologia) entre subconjuntos de E. Sean A,B C E, z € E,) € K:

z+A={z+alac A}
z—A={z—a|ac€ A}
A+B={a+b|acA, beB),
M ={da|ac€ A}

Notacién: Fijaremos la; siguiente notacién para algunas operaciones topolégicas (no.de-
penden de la estructura algebraica) para un subconjunto de E. Si A C E, entonces por
A, Fr(A); int(A) vamos a denotar la cerradura, la frontera y el interior de A respectiva-
mente. '

Definicién 3.2 Un subconJunto A de un espacio vectorial topolégico E se llama acotado si
para toda vecindad V de 0 en E existe un ndmero real s > 0 tal que A C tV para todo
t.> 8.

Definicién 3.3 Un subconjunto B C E es balanceado, si para todo z € By o € IK con
ool <1 se tiene ax € B.

Comentario:Dos propiedades inmediatas de los conjuntos balanceados B C E son las sigu-
ientes: ‘ ' :
(1) si 0 < a < b, entonces aB C bB,

(2) si 0 < a, entonces aB es balanceado.

Nétese que un subconjunto balanceado es conexo y de hecho arco-conexo.

Proposicién 3.1 Toda vecindad en E contiene una vecindad balanceada.

Demostracién: Sea U una vecindad de 0 € E. Como la multiplicacién por un escalar,
: IK x E — E, es una aplicacién continua, existe un ¢ > 0 y existe una vecindad V del

0 € E tal que oV C U, para todo |a] <.0. Sea W = U4 <s@V. Entonces W es una vecindad

de 0. Ademds es balanceada ya que si 8 € IK, |8| < 1y x € W, entonces z € aV para

algin |a| < 6y Bz € BaV C W, ya que [ﬂoz| < 4.

(I

Proposicién 3.2 Si V es una vecindad en E, entonces eziste una vecindad W tal que

W+WcCV.

1
4/
U
j
4
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Demostracién: Como la suma vectorial, 4+, es continua, en particular es continua en 0. As{
que dada la vecindad V de 0 € E y como 0+ 0 = 0, existe una vecindad de (0,0) € Ex E de
la forma Vi x V5, tal que V3 + V5 C V. Tomando ahora W = V; N V,, se obtiene la vecindad
buscada.
a &

Definicién 3.4 Un subconjunto B C F es absorbentesi paracadaz € Eexister € IR, r > 0
tal que Az € B para todo A € IK con [A] <.

Proposicién 3.3 Toda vecindad es absorbente.

Demostracién: Sea x € E. Ya mencionamos que la funcién R, : K — E dada por
R.(z) = 2z, es continua. Sea V' cualquier vecindad. Como R,(0) = 0 existe una vecindad
A de 0 en K, de la forma {) € K | || < r}, tal que R,(A) C V. Luego, Az € V para todo
A< |

a

Proposicién 3.4 Sea U una vecindad. Entonces para todo x € E eziste m € IN, tal que si
k > m, se cumple que z € kU.

Demostracién: Es una consecuencia de la prop. 3.3, ya que por ésta existe r € IR, r > 0 tal

que Az € U para todo )\ € K con |A| < r. Por otro lado, existe m € IN tal que para todo

k> m, se satisface que y L < r. Esto implica que ircU,es decir z € kU.

s
Proposicién 3.5 Si E es un espacio vectorial topoldgico, entonces E es regular.'

Demostracién: Probemos primero el resultado para el origen.

Sea U una vecindad. Tenemos que encontrar V una vecindad tal que V C U Por las
‘proposiciones 3.1 y 3.2 existe V. vecindad balanceada tal que V +V C U. Veamos ahora
que V C U. Esto se cumple ya que si 2 € V, z + V es una vecindad de z y por 10 tanto
(z+V)NV # 0 de donde se deduce que existe y € (z+ V)NV, es decir que y =z + 2
donde y € V, z € V, luego, z =y — 2z y como V es balanceado, z € y+V CV +V CU.
Esto prueba que V c U.

Cuando tenemos una vecindad de un vector arbitrario de F, entonces se aplica una traslacién,
la cual es un homeomorfismo, para que la vecindad trasladada contenga al origen.

O

Lema 3.1 ([6], Lema 2.1). Sea V una vecindad y A un subconjunto compacto de E. Si
{Zn}nemw es una sucesidn de puntos de A tal que si s > T, ¢ z,+V, entonces la sucesion
es finita.

Demostracién: Veamos que hipétesis implica que la sucesién {z,} es un subconjunto cerrado
de A. Sea z € E\ {z,}, y V' una vecindad balanceada de z tal que V' C V. Sin =
min{r | z, € z+ 1V'}, entonces z,, € z+ 1V'. Por lo tanto, z € z, + 3V’ C 2, +V. Hemos
encontrado una vecindad, z, +V de z que s6lo contiene un nimero finito de elementos de

12

{z,}. Supongamos que {Zn,;..., %, } = (2o + V)N {2z, }. Paracadai=1,..,% elegimos una
vecindad W; de z tal que z,, ¢ W;. Si hacemos

W = (N, W) N (2, + V),

se sigue que W es una vecindad de z y W C E \ {z,}.

Dado que {z,} es un subconjunto cerrado de A, se sigue que {z,} es compacto. Ademés'
{zn} C U(wn +V). (1)

Si la sucesién fuera infinita, la cubierta anterior no tendria una subcubierta ﬁmta lo cual es

una contradiccién.
O

Lema 3.2 (6], Lema 2.2). Sean X, Y espacios topolo’Qicos, con Y compacto. Sea [ :

X XY — E, una funcidn continua y sea xg € X. Si FF C E es cerrado y disjunto de

f(z0,Y), entonces existe una vecindad abierta V de zo, tal que F' es disjunto de f(V,Y").

Demostracién: Sea y € Y, entonces, dado que F es cerrado, existe una vecindad W' de
f(z0,y) que no intersecta a F. Si W = f~1(W') C X x Y, se sigue que existen vecin-
dades V(y) de zo y W(y) de y tales que V(y) x W(y) € W. Esto implica que F N
F(V(y),W(y)) = 0. Como Y es compacto, podemos cubrirlo con un nimero finito de vecin-
dades W1(vy1), ..., Wi (ym), las cuales tienen sus correspondiéntes vecindades V1 (y1), .., Vin (ym)-
Haciendo V = N7, Vi(y;), obtenemos el resultado deseado. :

O

Lema 3.3 (/6], Lema 2.3). Si ACE es compacto y V una vecindad, entonces eriste una

vecindad abterta I del 0 € IK, tal que A C V.

Demostracmn: Sea f =K xA — E dada por f(A,a) == Aa. Sea Ay =0 € K, y
F =FE\V. Dado que 0 ¢ F, se deduce que f(Xo,A) N F = (. Aplicando el lema 3.2,
podemos deducir que existe una vecindad I de \g € KK, y ademés f(I,A)N(E\V) =

Lema 3.4 ([6], Lema 8.1). Si B C IK — {0} escerrado y F C E — {0} también es cerrado,
entonces BF' es cerrado.

Demostracién: Sea C = {b~* € IK | b € B} U {0}, este conjunto es compacto. Sea z ¢ BF,
se sigue que F N Cz = (. Por el lema 3.2 aplicado a la funcién producto por un escalar
1K xC — E y a z, existe una vecindad V tal que z € V.y FNCV = . Esto prueba
que BFNV ={. '

D .

Lema 3.5 ([6], Lema 4.1). Sea E un .ev.t. donde eziste una vecindad V de 0 con V
compacta. Sea Y un subespacio propio, cerrado de E. Entonces existe x € V tal que

3x¢Y¥V
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Demostracién: Sea z € E tal que z ¢ Y. Como Y es cerrado, existe una vecindad balanceada
W de O en E tal que (z+W)NY = 0y consecuentemente z ¢ Y +W. Como V es compacta,

por el lema 3.3, existe a € K, a # 0 tal que aV C W. Entonces z ¢ ¥ + aV esto es, -

a”lz¢Y +V. Asf que
E£Y V. 2)

Supongamos que no existe T € Vitalquez ¢ Y+ V, es decir que V C Y + V. Entones
Y+V=Y+V. Ademés Y + V es abierto y como V es compacto y ¥ cerrado, Y +V es
cerrado. Pero E es conexo, entonces F =Y + V, lo cual contradice (2).

- ‘ :

3.4 Operadorés lineales

Definicién 3.5 Sea T : F; — FE, un operador lineal. El kernel de T es el subespacio
vectorial de E; definido por Ker7 = T-1(0). El rango de T es el subespacio vectorial de F,
definido por R(T) = T(E). '

Deﬁn1c1on 3.6 Un operador lineal T : E, — E, es acotado si T transforma conJuntos
acotados de EF; en conjuntos acotados de Fj.

. Notacion:

B(Ey, Ey) = {T : By — E, | T es lineal y acotado}.

En general B(E;, Es) tiene estructura de espacio vectorial que depende de la correspondiente
~ estructura’de E. :

Definicién 3.7 A un operador lineal f : B — K, se le llama funcional Zmealo simplemente
funczonal

Al igual que los operadores lineales, las funcionales no son necesariamente continuas, pero

la s1gu1ente proposicién caracteriza a las continuas.

Proposicién 3.6 Sea f : E — K una funczonal f # 0. Entonces cada una de las
siguientes propiedades implica las otras tres

(a) f es continua.

(b) Kerf es cermdo

(c) Kerf no es denso en E.

(d) f es acotada en una vecindad V.

Demostracién: (a) = (b): Se sigue del hecho que Kerf = f~1(0) y {0} C K es cerrado.

" (b) = (c): Como Kerf és cerrado, Kerf = Kerf. Por hipétesis Kerf # E. Entonces Kerf

no es denso.

(c) = (d): De la hlpote51s se sigue que E \ Kerf tlene interior no vacfo. Sea z € E \ Kerf
-un punto interior. Entonces existe una vecindad balanceada V de 0 € E tal que (z+V) C
E\ Kerf, es decir '

(z+V)NnKerf =0. | | (3)
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Como f(V) es un subconjunto balanceado de IK, resulta que f(V) 6 es acotado en cuyo
caso (d) se cumple 6 f(V) = IK. En este dltimo caso, existe y € V tal que f(y) = —f(z) y
entonces z +y € Kerf, lo cual contradice (3). De esto se sigue (d).

(d) implica (a): Como f es acotada en la vecindad V, existe M < +oo tal que para todo

"z €V, se satisface |f(z)] < M. Sear >0y W = (r/M)V, entonces |f(z)| < r para todo

z € W. Esto prueba que f es continua en el origen. Entonces f es continua.
5 .

3.5 Espacios de dimensién finita

Los espacios vectoriales topolégicos més simples son los espacios de dimensién finita.

Proposicién 3.7 Sea n un numero entero positivo. Sea Y C E un subespacio vectorial de

un espacio ve\ctom’al topoldgico con n = dimY < oo. Entonces:
(1) Todo isomorfismo de IK™ sobre Y es un homeomorfismo,

(2) Y es cerrado.

Demostracién: (1): Supongamos que T : IK™ — Y es un isomorfismo, es decir T es inyectiva,
suprayectiva y lineal. Sea K = T(FrB(1)), donde B(1) es la bola unitaria abierta de K".
Entonces FrB(1) = {(z1,...,22) € K" | |z1]* + ... + |2,]?> = 1} es compacta. Como T es
continua K también es compacto. Ademéds 0 ¢ K ya que T(0) = 0 y T es inyectiva. Por lo
tanto existe una vecindad balanceada V' que es disjunta de K. Entonces

U=T'(V)=THVNY),

es disjunto de FrB(1). Como T es lineal y V balanceada, resulta que U es balanceada y por
lo tanto conexa. Como 0 € U, U C B(1). Entonces la aplicacién lineal 771 : YV — K™
manda VNY en B(1). Esto prueba que 7! es acotada en una vecindad del 0 € Y. Lo cual
implica que T~* es continua (lo cual se prueba igual que d) = a) en la prop. 3.6).

(2): Vamos a probar que Y C Y, con lo cual tendremos que Y es cerrado. Sea y € Y y sean
IT'y V como antes. Por la prop. 3.4, existe t > 0 tal que y € tV, por lo tanto y cYntvV.
Ademsis

Yn@iv) cC T(tB(l)) C T(tB(1)) )
‘Como T(tB(1)) es compacto, se sigue que es cerrado en E. Entonces y € T(tB(1)) C Y, es
decir Y C Y.
a

Proposicién 3.8 Sean Y, Z subespacios vectoriales de E con Y de dimensidn finita y Z

cermdo Entonces Y + Z es cerrado.

Demostracién: Sea 7 : E — E/Z la proyeccién de E sobre E/Z, donde damos a E/Z la
topologia cociente, con la cual E/Z tiene la estructura de espacio vectorial topoldgico. Como
7(Y) es un subespacio de dimensién finita de E/Z, se sigue de la prop. 3.7 que 7(Y) es
cerrado. Asi 771w (Y)) =Y + Z es cerrado, ya que 7 es continua.

O * ‘
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‘3.6 Estructura algebraica

En el siguiente lema la estructura topoldgica de E no es relevante.

Lema 3.6 (9], Lema 1). Sea T : E — E una aplicacion lineal inyectiva. Seay ¢ T(E), y
sea Y, el subespacio lineal de E generado por v, T(y), ...,T" (y). Entonces , para cualquier
entero n:

(a) Yy, es de dimension n,

(b) YaNT™(E) = {0}-

Demostracién: (a): Supongamos que dimY, < n. Sea m = min{j | dimY; < j}. En-
tonces dimY,,_; = m — 1, es decir y,7(y),...,7™ %(y) son linealmente independientes y
ademds los vectores y,T(y), ..., 7™ (y) son linealmente dependientes, por lo cual tenemos
‘una combinacién lineal de la forma '

a0y + le(y) + ...+ am-le_l(y) =0,

donde a,,—1 # 0. Ya que y no estd en la imagen -de T, se debe tener ap = 0, asi que la
combinacién se puede reescrlblr como

T(ay+ ...+ am1T™ 2 (y)) = 0.
Dado que T es inyectiva, entonces |
ary + ...+ am_le_IQ(y) = (.

Esto implica que la dimensién de Y,_; es menor que m — 1, pero esto contradice el hecho
que m es el minimo numero natural que tiene esa propiedad. Esto concluye la prueba de (a).
(b): Supongamos que existe z # 0 con z € ¥, NT™(E). Como z € T™(E), entonces existe
z € E tal que z =T"(2z) # 0, y dado que z € Y, entonces

z=byy + 6T (y)+ ... + bn_lT"‘l(y),

es decir _ '
T™(2) = boy + BT (y) + .. + byt T2 ().
Luego,
boy = =01 T(y) — .. = bp 1 T Hy) + T™(2) = T[=bry — .. — b T2 (y) + T 1(2)].
Como |

y ¢ T(E), entonces by = 0 y siendo T inyectivo,

0# T 2) = by + ... +bpi T 2(y) € Vo,

es decir Kz_lﬂT”;l(E) # {0}. Entonces podemos repetir este proceso hasta obtener
YINT(E) # {0}. Esto contradice el hecho que y ¢ T(E), lo cual concluye la demostracién

del lema.
O
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Lema 3.7 ([9], Lema 3). Sea z € E y sea V una vecindad en E. Sixz ¢ V entonces eziste
un ndmero real v, con 0 <r <1, tal querx € 2V, rx ¢ V.

Demostracién:

Siz € 2V, entonces tomamos 7 = 1.

Siz¢ 2V, deﬁmmos n=min{m € V.| z € 2™V}. Este minimo existe por la prop. 3.4, y
ademds n > 2.

Entonces por la definicién de n, z ¢ 2" W y z € 2"V, esto es equlvalente a que Qn_lx ¢V
Y gno —L-2 € 2V. Entonces r = 2" es el niimero real buscado.

O
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4 Operadores compactos

4.1 Un poco sobre espacios de Banach
Recordemos la definicién de un espacio de Banach.

Definicién 4.1 Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado que es completo en
la métrica definida por su norma. :

Definicién 4.2 Sean F;, Es espacios de Banach. Sea U la bola unitaria abierta en E;. Un
operador lineal T : E; — E, es compacto si la cerradura de T'(U) es compacta en Eb.

La definicién 4.5, estableceré este concepto de manera més general para espacios vecto-

riales topoldgicos.
La siguiente definicién es enunciada en toda su generalidad para e.v.t..

Definicién 4.3 El espacio dual de un espacio vectorial topolégico es el espacio vectorial £*

cuyos elementos son las funcionales lineales continuas sobre E.

Serd, conveniente designar los elementos del espacio dual E* de E por z* y escribir
<z,3" >=z(z). ()

 Comentario: Si T : E; — FE5 es un operador continuo entre espacios vectoriales topoldgicos,
~ entonces existe un Wnico operador T* : E5 — E} continuo, llamado el operador adjunto tal
que :
’ <T(z),y" >=<z,T"(y") >.

Este se define como T*(y*) := y* o T, donde y* € E;.

En la definicién 3.6 definimos los operadores acotados B(E1, Ez). En el caso que By =
E, = E, por simplicidad vamos a escribir B(E) en lugar de B(E, E). Cuando Ej; es el campo
K, B(Ey, E>) es el espacio dual B} ya que por la prop. 3.6 las funcionales acotadas y las

continuas son las mismas.
En esta subseccién Ei, B, seran espacios normados. En este caso B(E1, E») también es un

espacio normado en una manera natural.

Proposicién 4.1 Sean E; y E, espacios normados. A cada T € B(En, Ez) le asociamos el
nadmero o |
711 = sup (|7l | & € B, flel] < 1) NG

Esta definicidn hace a B(Ey, E,) un espacio normado. Si Ey es Banach, también B(E, E»)
lo es. ' :

Demostracién: Los subconjuntos de espacios normados son acotados si y s6lo si estan con-
tenidos en un multiplo de la bola unitaria. De esto deducimos que para todo T' € B(En, E»),
||T|| < oo. Si « es escalar, (oT)(z) = o1 (z), asi que :

leT'[| = [e{lIT1I- | (7)
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La desigualdad del tridngulo en Y muestra que para todo z € E; con =]l <1,

[T+ B)@)| = 1) + D@l < |B@)|) +1T@)]]
< (Tl + 112Dl < 1Tl + [1T2]]-

Si T # 0, entonces existe z € E; tal que T'(z) # 0. Entonces ||T|| > 0. Por lo tanto
B(E1, E5) es un espacio normado. ‘

‘Ahora supohgamos que Ej es completo y que {75} es una sucesién de Cauchy en B(E, E»).

Como

y por hipétesis ||T,, — T,|| — 0 cuando n y m tienden a infinito, entonces para todo z € Fj,
{T(z)} es una sucesién de Cauchy en E,. Luego

T(z) = Jim To(2) ©)

existe. Es claro que T : By — Ej es lineal. Si e > 0, el lado derecho de (8) no es mayor
que ¢||z||, siempre y cuando n,m sean suficientemente grandes. Entonces podemos deducir
que para todo m suficientemente grande

IT@) - Tn(@)|| < ella]] (10)

Entonces. [|T(z)|| < (||T]| + €)llz||, de aqui que T € B(E1, Es), y |IT — Tw|| < €. Por lo
tanto, T,, — T en la norma de B(E1, E»). Esto demuestra que B(E1, Es) es completo.
5 . . ) |

Proposicion 4.2 Supongamos que B es la bola unitaria cerrada de un espacio normado E.
Para todo z* € E*, definamos

llz*|| = sup{| < z,z" > | | = € B}. (11)

(a) Con esta norma E* es un espacio de Banach.
(b) Sea B* la bola unitaria cerrada de E*. Entonces para todo T € F,

| || = sup{| < z,2" > || z*€ B*}. (12)

Como consecuencia, z* —< x,z* > es una funcional acotada sobre E*, de norma ||z||.

Demostracién: Como B(E, IK) = E*, entonces (a) es un corolario de la prop. 4.1. ,
Sea x € E. En todo espacio normado por el teorema de Hahn-Banach existe una funcional
y* € B*, y": E — KK tal que y*(z) = ||z]/, es decir '

<z,y" >=|[z]]. | ' (13)

Por otro lado, para todo z* € B*,

| <z,2" > | < Jlelll]2"]] < [|2]]. | (14)

El inciso (b) de esta proposicién es consecuencia de las dos ecuaciones anteriores.

b
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Proposicién 4.3 Si E1 y E; son espacios normados y si T € B(E1, E), entonces’
171} = sup{< T(z),y* > | [l=]| <1, [ly*[[ < 1}- (15)

Demostracién: Apliquemos la parte (b) de la prop. 4.2 con Ej en lugar de E.- Con esto
obtenemos que para todo x € Ey,

IT()]] = sup{| < T(z),y" > | | ly"[[ < 1}- (16)
Para concluir la demostracién, recordemos que | A
Tl = sup{||T()]| | = € By, ||l < 1}. (17)
|

Definicién 4.4 Un subconjunto A C E, es totalmente acotado si para toda vecindad V de
0 en E existe un subconjunto finito F de E tal que A CV + F.

Cuando el espacio vectorial topolégico E es metrizable y su métrica es invariante, entonces
esta definicién coincide con la def. 2.7.

Proposicién 4.4 Si By y E, son espacios de Banach y K : By — Es un operador com-
pacto, entonces K* es compacto. : '

Demostracién: (El reciproco de esta proposicion también es cierta pero no lo probaremos.)

Por €l inciso (a) de la prop. 4.2 Ef es completo. En base a la prop. 2.4, es suficiente probar
que K *(Bg;) C Ej es totalmente acotado. Sea € > 0. Como K(Bg,) es totalmente acotado,
podemos escoger 1, %s,...,Zn € Bg, tal que las bolas de radio § y centro en los puntos
K(z1), K(23), ..., K (zn), forman una cubierta de K(Bg,). Para cada j = 1,...,7n, el conjunto

{< K(z;),y* > |y" € Bg;} - (18)

es acotado en K. Por esto podemos escoger y;*, ..y Yp, € Bpg con la propiedad de que si
y* € Bg; y j =1, ...,n entonces existe k= 1,...,m tal que

| < K(z5),y" > — < K(z5),95 > | <

N e

Ahora vamos a probar que las bolas de radio € y centro en los puntos {K*(y7), ... K*(y5) }
forman una cubierta de K*(Bg;).

Sea y* € Bgy. Escojamos yi como en (19). Dado = € Bp,, elegimos z; tal que se satisface
||K(z) — K(z;)|| < ¢- Entonces '

<o, K7 — K (u) > | < K(@),y" ~vi > |

IA

O
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4.2 Operadores compactos en e.v.t.

Observacién: En esta subseccién E denotard un e.v.t.

Definicién 4.5 Sea T : E — E un operador lineal. Diremos que T' es compacto si existe
una vecindad U tal que la cerradura de T'(U) es compacta. '

Notacién: Denotaremos por /C(E) al conjunto de los operadbres lineales compactos. Es decir
K(E)={T : E — E | T operador compacto}.

Comentario: La suma y composicién de operadores compactos es de nuevo un operador
compacto. Al multiplicar un operador compacto por un escalar, obtenemos otro operador
compacto. Asi que K(E) es un subespacio vectorial de B(E). ‘
Ademsés el operador identidad no es compacto, a menos que el espacio sea de dimensién
finita (pues E seria localmente compacto).

Proposicién 4.5 Si K € K(E), entonces K es continuo.

Demostracién: Como K es un operador compacto, existe U vecindad de 0 tal que la cerradura
de K(U) es un subconjuto compacto de E. Basta probar que K : E — E es continuo en
el 0. Sea V una vecindad de 0. Queremos probar que existe una vecindad V' de 0 tal que
K(V') ¢ V. Por la prop. 3.1 podemos suponer que V es balanceada. ' '

Sea z € K(U). Por la prop. 3.3 existe a > 0 tal que £ € aV. Por lo tanto K(U) = U aV-

Por la compacidad y dado que V es una vecindad balanceada, K (U) C bV para algin b > 0.
Entonces si hacemos V’ =¢U, tenemos que

K(V) = K(U) C %K(U) =4(0)

bK(U) cV,

lo cual queriamos probar.
O .
" Antes de llegar al teorema principal necesitamos algunos lemas.

Lema 4.1 ([9], Lema 2). Sea T : E — E un operador lineal continuo y con rango cerrado,
y supongamos que eziste un operador lineal continuo e inverso izquierdo de T. Siy ¢ T(E)
y Y es el subespacio de dimensidn uno generado pory, entonces para cualquier vecindad V
eziste una vecindad V' tal que T(E)N{Y +V'} CT(V).

Demostracién: Sea L : E — F un operador inverso izquierdo continuo de T, es decir
LoT = Ig. Entonces T es inyectiva y L es sobreyectiva. Ademés T es un homeomorfismo
sobre su imagen: puesto que T : E — T(E) es continua, con inversa continua L : T(E) —
E. Ademis si z € T(E), es decir, z = T(z) para algin-z € E, se sigue que T o L(2) =
ToL(T(z)) = T(z) = 2. |

Sea V una vecindad en E, entonces T'(V) es una vecindad de 0 en T'(E). Como L es continua,

‘existe una vecindad V; en E, tal que L(V; N T(E)) C V. Ahora aplicamos el operador T

en ambos lados de la contencién anterior y obtenemos V3 NT(E) € T(V). Como la suma

_vectorial es una funcién continua existe una vecindad V, en E tal que Vo + V2 C V4 y por la
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prop. 3.1 podemos suponer que V5 es balanceada. Por otro lado, haciendo uso de la prop.
3.3 existe un numero real 7 > 0 tal que Ay € V5 para todo [A] < r. Como T(E) es cerrado,
existe una vecindad balanceada V; tal que {ry+Vz}NT(E) = 0. Dado que V; es balanceada
y T(E) es un subespacio lineal, si |A| > r y Ay + v; = u para algin vs € V3 y u € T(E),
entonces ry + us = Tu. De esto se sigue que {A\y+V3} NT(E) = 0 para todo || > r. Para,
terminar la prueba veamos que V' = V5, N V; es la vecindad que cumple las condiciones del
lema. '

Vimos que para todo |A| < r, se satisface A\y € V3 y como V' C V5, entonces {\y + V'} C
Va+ V. Yaque Vo + V2 C Vi y ViNT(E) C T(V), entonces {Va +V2} NT(E) C T(V). Es
decir hemos probado que

Py +VEINT(E) C{Va+ 1R} NT(E) CT(V), (Al <r).

Por otra parte, como V' C V3, se s1gue de {Ay+WVs}NT(E) =
caso

{/\y+V’}mT( ) =0.

Entonces hemos probado que
{Y+VInT(E) CcT(V),

" como se deseaba.
O

Lema 4.2 ([9], Lema 4). Sea F una base filtrada sobre E, y sean Ty, Tp operadores lineales
de E en E. Six es un punto de adherencia de T (F), y To(F) converge a y, entonces T +y
es un punto de adherencia de (Ty + T3)(F).

Demostracién: Sea V una vecindad. Sea F' = {F,} y F, € F. Por la prop. 3.2 existe una

vecindad V' de 0 € E tal que V'+ V' C V. Como T5(F) converge a y, existe Fg € F tal que -

Ty(Fg) cy+V', (20)

pues y + V' es una vecindad de y. Ya que F es una base filtrada, existe F, € F de manera
que F., C F, N Fg. Puesto que x es un punto de adherencia de T} (F), entonces z € 11(F,),
es decnr

Entonces usando (20) y (21),
(M +T)(F)n(z+y+ V' + V) £0. (22)
Finalmente como V' + V' C V, tenemos que

T(M+L)F)Nz+y+V) DM+ L) FE)N(z+y+ V) #0. (23)

Es decir z+y € (Ty + T3)(Fa). Por lo tanto z+y es un punto de adherencia de (T +T3)(F).
| .

22

0 para |A| > r que en este .

Ty(E) N (z+ V') #0. o e

ST00I00000000]12

definimos el operador T como

1111001200000 0

De aqui en adelante, K : E — E va a denotar a un operador lineal compacto y Uy una

: vecmdad tal que ~

K(Uo)
es un conjunto compacto. Vamos a denotar por I : E —+ E al operador identidad, y
T=I-K (24)

Lema 4.3 ([9] Lema 5). Sea K : E — E un operador compacto. SiY C E es un
subespacio de dimensidn finita y la restriccién Ky es inyectiva, entonces Y NUy es compacto.

Demostracién: Denotemos K’ = Kjy : Y — K(Y) ala restriccién. Como Y es de dimensién
finita y K’ es continua e inyectiva, entonces' K’ es un homeomorﬁsmo Ahora vamos a usar

el hecho que K K(Up) es compacto Dado que

K(YﬂUo) CK( )ﬁK(U@) CK(Y)HK(UO)

y que K(Y) N K(U,) es compacto, entonces K (Y NnTp) es compacto ya que es un cerrado
contenido en un compacto. :

Ahora como K’ es un homeomorfismo entonces ¥ N T es compacto.

0 . .

Corolarlo 4. 1 (/9], C’omlamo} Sea K+ E — E un operador compacto y T = ] K.

= 81Y es un subespacio de dimensidén finita y eziste un entero m tal que Y NT™(E) = {0},

entonces Y NU, es compacto

Demostracién: Sea m un entero tal que Y NT™(E) = {0}. Veamos que K|y es inyectiva y
entonces podremos aplicar el lema 4.3. ‘ ‘ ‘

Sea y € Y tal que K(y) = 0, entonces T(y)—y =0, es decir T'(y) = y. Aplicando T a ambos ,
lados de la ecuacién, T2( ) =T (y) =y. Si continuamos con este proceso obtenemos

y=T() =T(y) = .= T™(y),

entonces y € Y N T™Y) = {0}. Luego, y = 0, por lo tanto Ky es inyectiva. Por el lema
anterior ¥ N Uy es compacto.
a

Lema 4.4 ([6], Lema 6.1). Si F C E es un subconjunto cerrado de Uy, entonces T(F) es

cerrado.

Demostracién: Sea y ¢ T'(F). Tenemos que construir una vecmdad de y disjunta de T'(F).

~ Sea V una vecindad cerrada de y tal que

VNT(EFN(y+K(W)) =0, (25)
donde debe observarse QUe y + K (Up) es compacto. Sea |

F=FnT (V).
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Veamos que es suficiente construir una vecindad V; de y, disjunta de T'(Fy): SiViNT (Fy) = 0,
MNTFNT V)=V nTE)NT(ITHV)) =0.

CAdemds ViNnT(F)NV CcViNT(F)NT(T-1(V)). La vecindad de y buscada es V; NV.
Asi que resta ver que existe tal vecindad ;.
Ahora bien F} es cerrado y por (25) se tiene que

PN (y+ K (T)) = 0. | (26)
‘Nétese que K(Fy) € K(Up). De esto se sigue que y ¢ Fy — K(Uo) yque T(Fy) € By —K(Uy).
Ademés Fy — K(Uy) es cerrado. Si hacemos V; := E \ (F1 — K(Uy)), se obtiene que
in T(Fy) = 0. |
O

Lema 4.5 (6], Lema 6.2). El rango de T es un subespacio cerrado de E.

Demostracién: Sea Fy = T~1(T(Tp)) = Uy +KerT, el cual es cerrado ya que T(Th) es cerrado

por el lema 4.4 y T' es continua.

Sea V =TT (Up)) = Uy + KerT C Fi, el cual es claramente abierto. Sea F2 F\V.

Entonces Fy es cerrado y Fr(Fy) C Fy. Sea z ¢ Fi, como el 0 es un punto interior de Fi,
" entonces el segmento de 0 a z es conexo y contiene al menos un punto de Fr(F1). Si B es

el conjunto de nimeros reales § > 1, entonces z € BFr(F1) C BF;. De esto vemos que

E = Fl U BFy y por consiguiente '

' T(E) = T(F) UT(BF,). | )

Para ver que T(E) es cerrado, veamos que cada conjunto de la descomposicién (27) es

cerrado. ‘
Como T(Fy) = T(Ts) por el lema 4.4, T(F}) es cerrado. Por otro lado T'(Fy) =T (To)\T(To),
asi pues T'(Fy) = T(F3), donde F3 = Uy — Uy NV, el cual es cerrado y por el lema 4.4, T'(F3)
es cerrado. Finalmente por el lema 3.4, dado que 0 ¢ T(F3) y B es cerrado, BT (F3) es
cerrado. Por lo tanto T'(E) es cerrado. |
D .

El resultado principal del articulo [9], de Williamson es el siguiente.

Teorema 4.1 ([9], Teorema 1). Sea K i E — E un operador compacto yT =1-K.

" Entonces 6 bien T' es bicontinua sobre E 6 no es inyectiva.

Demostracién: Las posibilidades para que 7' no sea un homeomorfismo de E sobre E son las
siguientes, las cuales son excluyentes.

(a) T no es inyectiva.

(b) T es inyectiva, y T : E — T'(E) no es bicontinua.

(¢) T : E — T(FE) es biyectiva, bicontinua y T'(E) # E.

Vamos a probar que (b) y (¢) no son posibles en nuestro caso.
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Supongamos que (b) se cumpie. Como la correspondencia T : E — T(E) es biyectiva pero

no bicontinua, entonces el operador inverso izquierdo L : T(E) — E, Lo T = Ig, no es
continuo. Entonces veamos que existe una vecindad U; de 0, tal que 0 € T'(U§):

Dado que L no es continuo, existe una vecindad U; en F tal que, L™1(U;) no es una vecindad
del 0 en T'(E). Se sigue que para toda vecindad W en E, WN(T(E)\L7Y(U)) # 0. Ademés

T(E)\L7Y(Uh) =T(E\Uy) = T(Us).

Esto implica que 0 esta en la cerradura de T(U?).

Sea U, una vecindad balanceada tal que U, C Uy N Uy, entonces también

0 TTE) - ()

ya que Uy C Us, :
Sea F' = {Va}aer una base de vecindades balanceadas de 0. Sea

= {T-4(V, )mU2ﬂ2U0} (29)

Afirmamos que esta familia es una base filtrada:

Para simplificar la notacién vamos a escribir W, = T-*(V,) N U§ N 2Uy, para cada o € I.
La propiedad (1) de la definicién 2.2 se satisface claramente ya que los V,’s son una base
de vecindades. La propiedad que debemos verificar es que W, # 0 para todo o € I.

‘Supongamos que existe 5 € I tal que Ws = 0, entonces dado que U C Uy

T=Y (V) N2Us € T-(Vs) N 2Us C Us. (30)

SeaxeT ( 3), x ¢ Us. Por el lema 3.7 existe 0 < r < 1ta1quem'€2U2ym'§é Us.
Ademds, T~1(Vjp) es balanceada ya que Vj lo es, de esto se sigue que rz € T~1(V}). Por lo

tanto _
re € TY(Va)N2Us y rz & Us.

Esto contradice (30). Para concluir que la familia definida en (29) es base filtrada hay que

werificar que existe z € T~} (V) \ U,. Si no existe tal z, se tiene que T~1(Vp) C Us, es deir, -
T~ (V) NU¢ = 0. De aqui deducimos que VaNT(U$). = T(T~(V3))NT(U§) = 0. Obsérvese

que lo anterior contradice el hecho que U satisface (28).

Dado que F; es base filtrada, el conjunto vacio no estd en Fj y por lo tanto tampoco est4,
en T(Fy) = {Vo NT(Us N 2Us)}, es decir toda vecindad de 0 intersecta a T'(Us N 2Uy).

Afirmamos ahora que la base filtrada K (Fl) ={KW,) |a€el } tiene un punto de

adherencia, digamos z:

Supongamos que no existe tal punto de adherencia. Como K(2U;) C K (2U0), para todo
a € I, K(W,) esté contenido en el compacto K (2Up). De la suposicién se i6n se sigue que para cada
z € K(2Uy), existe a(z) € I tal que z ¢ K (Way(s)), es decir 7 € E\ K (Wa(y)). Obtenemos asf
una cubierta abierta de K (2U;). Por compacidad se sigue que existen z1,...,z; € K(2U))
tal que -

K(QUp) € Uy (B \ K (Wa(sy)),
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es decir ) o
K(2Ug) (Moot K Wa(ey)) = 0. (31)

(Wate;)) C K(2Uy). Esto con-

Por otro lado, dado que K (Fy) es base filtrada 0 # Nf_, K
tradice (31). Entonces existe el zy € K (2U;) buscado.

También se tiene que T(Fy) converge a 0 (ver la def. 2.3), ya que para cualquier vecin-

dad V de 0 existe V, € F, con V, C V (F base de vecindades) y por lo tanto existe

V, N T(Uzc N ZU()) € T(Fl) tal que Vo T(U?? N 2U0) cv,cV.

Por el lema 4.2, zp = 7o + 0 es un punto de adherencia de Fy = (T'+ K)(F1) = I(F).
Como z¢ € Ug = U§, 7o # 0. Ademés por la prop. 2.3, T'(zo) es un punto de adherencia de
T(Fy), pero el tnico punto de adherencia de T'(F1) es el 0 (ya que converge a 0). Entonces
T(z) = 0 con g # 0, lo cual contradice el hecho que T es inyectiva. Asi que (b) no es posible.

Supongamos que (c) se cumple. Sea y ¢ T(E), y sea Y, el subespacio de E generado
por 3, T(y),...,T* 1(y). Por el lema 3.6, dimY, =n y ¥, NT"(E) = {0}. Entonces por el
corolario 4.1, ¥,,NU; es compacto para todon. Asi quesiU C Uy, Y,,NU también es compacto
para todo n. Como T : E — T(E) es biyectiva y bicontinua, existe L : T(E) — E
continuo tal que L o T = I, es decir L es inverso izquierdo de 7. Ademds por el lema 4.5,
T(E) es cerrado. Entonces por el lema 4.1, existe una vecindad U’ tal que

(Vi +U) NT(E) € T(Vy). . (32)

 Sea U una vecindad abierta balanceada tal que U C Uy N U’. Como para cada n, ¥, ; es
- un subespacio cerrado de Y, y Y, NU es una vecindad en Etalque Y,NnU =Y, N U_es
Compacto entonces por el lema 3.5 aplicado an =1,2,3, ..., existe un punto y,, € Y, NU y

Por otro lado siy, € Yy, podemos escribir de forma tnica y,, = T(z,— 1) -+ a,y, donde

Zn—1 € Yp_1. Ademés como /. € U podemos deducir que T(z,-1) € ¥; + U, para todo n.
Claramente T(zn_ ) € T(E), y como U C U’ entonces por (32), T'(zp-1) € T(Up) y al ser T
inyectiva, podemos concluir que z,_ 1 € Uy para todo n.

Ahoracomo T =1 — K,

K(zpm) — K(zn) Zm — T(zm) — 20 + T(2n)
Zm yvln+1 + @mt1y — Zn + y;‘b—l—l — On+1Y

= _y;n-i-l + (zm + Omy1y + %H — Zn — an-l—ly):

si m > n la expresién entre paréntesis es un elemento de Y,,. Como y,, ., ¢ Y + U, en-
tonces obtenemos que K (2,,) — K(2,) ¢ U 6 K(z) ¢ K(z,) + U para todo m > n. Pero
{K(z)} € K(Up) C K(Up), el cual es compacto. Entonces por el lema 3.1, la sucesién {z, }
es finita. Esto es una contradiccién, entonces (c) no es vélida.

O

Si F es un espacio de Banach por la prop. 4.4 se tiene que si K : E — E esun operador

compacto, entonces el operador adjunto K* también es compacto.
Esta afirmacién no es vélida en un espacio vectorial topolégico en general. Sin embargo,
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como veremos, es posible probar por otros métodos algunos resultados tales como el teorema
4.2. Dicho resultado habia sido probado para espacios de Banach utilizando la compacidad
del operador adjunto K*.

Lema 4.6 ([9/, Lema 6). Si E =Y @ Z, donde Y y Z son subespacios cerrados de E, y
dimY = p < 400, entonces el conjunto de las funcionales lineales continuas sobre E que se
anulan en Z es de dimension p. :

Demostracién: Supongamos que dimY =p > 1. Sea Wi = Z, y para cada 1 < r < p sea

- W, el subespacio de E generado por Z,y1,...Yr—1, Yr41, ---, Yp, donde 41,2, ..., Yp €s una base

de Y. Por la prop. 3.8, W, es cerrado. Definimos las funcionales f, tal que f.(y,) =1y

Kerf, = W,. Como el kernel de f, es cerrado entonces f, es continua. Ademds fi, fa, ..., fp .

son linealmente independientes. - ‘

De esto podemos concluir que para cualquier p finito, el conjunto de las funcionales continuas
que se anulan sdbre Z tiene dimensién al menos p.

Pero el conjunto de todas las funcionales f continuas o no con Z C Kerf tiene dimensién a
lo méas p. Esto se debe a que la restriccién de funcionales linealmente independientes tales
que Z C Kerf a Y son lin. indep. Entonces se sigue la afirmacién del lema.

B

Comentario: Recordemos que a menos que se diga lo contrario K e K(E) y T =1- K.

Lema 4.7 ([6], Lema 9.1). Sea E un e.v.t. Entonces el espacio KerT es un subespacio de
dimensidon finita y cerrado. Ademds KerT N Uy es una vecindad compacta de 0 en KerT.

Demostracién: Claramente Y = KerT es c_eix;ado va que T es continua. & z €Y, entonces
K(z) = z. Luego KerT'NU, = KerT'N K(Uy) C K(Uy). Asi que KerT' N Uj es una vecindad
compacta de 0 en Y. Es decir Y es localmente compacto, y entonces Y es de dimensién

finita.

|

Lema 4.8 ([6], Lema 9.2). Si k € IN, entonces el espacio KerT* es un subespacio de
dimensidn finita y cerrado. Ademds KerT* NTU, es una vecindad compacta de 0 en KerT”®.

Demostracién: Expresemos 7% = (I — K)* = I — K. Entonces, K’ es un polinomio en K sin
término constante. De aqui que K’ es un operador compacto. Sea T' := I — K’ = T*. Por
el lema 4.7 obtenemos que Ker7” = KerT* es de dimensién finita y cerrado.

También obtenemos KerT' N Ty = KerT* N U, es una vecindad compacta de 0 en KerT” =
KerT*. ’

O

Lema 4.9 ([6], Lema 9.8). Eziste un entero n tal que para todo m > n

KerT™ = ... = KerT™ > KerT™ ' > ... D KerT. (33)
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Demostracién: Sea s € IN, s > 1, entonces KerT*~! C KerT* pues T°'(z) = 0 implica,
T*(z) = 0. Supongamos que

KerT*~! s KerT". | (34)

Entonces por el lema 3.5 tomando como el espacio KerT?, y el lema 4.8, existe un punto
z, € Uy tal que :

z, € KerT° N, y 5 ¢ KerT* ™ + U _ (35)
Por (35), T%(z;) = 0, lo cual implica que | '
T(z,) € KerT* 1. (36)

Para r < s se sigue de 77 (z,) = 0 que
z, € KerT*™Y, T(z,) € KerT* ™. (37)
Usando (35), (36), (37), obtenemos que '

2o & T(zs) + 2. — T(z,) + Us, 6 K(@s) = s = T(zs) & 5 = T(ar) + Vo = K(z,) + Uy
es decir para 7 < s, K(z5) € K(z,) + Us. _ ‘
Por otra parte, por (35) z, € Up v como K (T;) C K(Up), entonces K(z;) € K (Up), que es
compacto.

Se sigue del lema 3.1, que la sucesién {z;} es finita. Sea n =maz{s | que satisfacen (34)}.

O :
Comentario: De aqui en adelante 7 serd como en el lema 4.9.

Lema 4.10 ([6], Lema 9.4). Si k>0 entonces KerT* NT™(E) = {0}

Demostracién: Sea = € KerT* N T"(E). Entonces existe y € E tal que z = T"(y). Ademés
T*(z) = 0 implica que T"**(y) = 0, es decir y € KerT™"* = KerT™ (por el lema 4.9). De
esto obtenemos z = T"(y) = 0 como queriamos probar. ‘

O .

La prueba de Leray para el siguiente lema estd basada en una proposicién de F. Riesz.

La prueba dada aquf es una variante de este resultado basada en el teorema principal (teo.

4.1) de Williamson.

Lema 4.11 ([6] Lema 9. 5). Sik € IN, entonces el subespacio T*(E) es cerrado y para
mz2n

T™E)=..=T"(E)CT"'(E)C..CT(E) CE. | (38).

Demostracién: Vamos a probar por induccién sobre & que T*(E) es cerrado. Para k=1 es
cierto por el lema 4.5. Supongamos que T*(E) es cerrado. La restriccién de K a T*(E) aplica
T*(E) en s{ mismo y es una aplicacién compacta. Nuevamente por el lema 4.5, (Irr ey —
Kri(g)) (T (E)) es cerrado y dado que K y T' conmutan Irx(z) (T*(E)) — Kromy(TF(E)) =
T*+1(E). Lo que termina la induccién. '

Por el lema 4.10 para k = 1, la aplicacién T restringida a T"(E) es inyectiva. Entonces
por el teorema 4.1, es una aplicacién biyectiva y bicontinua sobre T"(E). En particular
Ty E) =T"(E).

O
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También es cierto que

Lema 4.12 (6], Lema 9.6 ) El espacio E tiene la siguiente descomposicén en suma directa
E=KerT"®T™(E).

Demostracién: Sea x € E. Se sigue del lema 4.11 que existe y € E tal que T?*(y) = T"(x).
Lo cual implica que T"(T™(y) — z) = 0, es decir z € KerT™ + T™(E). El lema 4.10 aplicado
a k = n, nos dice que esta suma es directa.

D .

Resumiendo: ‘ ‘
Sea K € K(E), I : E — FE la identidad y T = I — K. Entonces por los lemas 48,411,y
4.12, se cumple:
1) Fxiste n € IN tal que T (E) = T*(E),
11) E=Y®Z donde Y = KerT" Z =T"(E),
iii) dimY < +o0, -
iv) Z es cerrado.

El segundo resultado més importante en el trabajo [9] de Williamson es el siguiente
teorema. -

Teorema 4.2 ([9], Teorema 2). La dimensidn de KerT™ es igual a la de KerT*" para cada

r=1,2,..,n

- Demostracién: Nétese que se tienen las siguientes contenciones

Z =T"Y(E)=T"(E) c T"Y(E) C .. C T(E) C E, (39)
Y = KerT™ 5 KerT™! 5 ... 5 KerT > {0}. (40)
Siy €Y, entonces T"(y) = 0. Luego 0 =T (y) = T™(T(y)). Por lo tanto T(y) € Y =

KerT™. Esto indica que T(Y) C Y.
- T(2)=T(T(E)) =T"(E) = 2. (41)
Por el lema 4.12, E = T"(E) @ KerT™. Sea o
| W = {u € E*| u es continua, Z =T"(F) C Ker(u)},
por el lema 4.6 dim(W) = dim(KerT™) = dimY < co. Nétese que

Ker (% = {u & WI T*T(U,) = 0} = {’u, € E*’ T*T(u) = O} NW =KerT™ NW.

Si u € KerT™", tenemos que 77" (u) = 0, es decir, u o T” = 0. Entonces 77 (E) C Ker(u) y

dado que Z C T"(E), obtenemos que Z C Ker(u).
Hemos probado que KerT™" C KerTyy,. Por lo tanto Ker = KerT™".

Siu € W, entonces Z C Ker(T*(u)) ya que T*(u) = uo T y Ker(T*(u)) = Ker(uoT) =
(woT)™H0) =T~ (u 1) (0) = T~ (Ker(u)) D T7*(Z), pero T~X(Z) D Z por (41).
Es decir hemos probado que T™(u) se anula en 7, asi que T*(u) € W. Por lo tanto T*(W) C
W. Esto implica que T*" (W) C W, o sea que tenemos una transformacién bien definida Ty -

W — W. Consideremos el isomorfismo siguiente entre espacios vectoriales de dimensién
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finita S : W — Y*, dado por S(u) := uyy. Dado que dimY™ = dimY = dlmW v
claramente S es inyectiva, existe S 1. Entonces se puede ver directamente que (Tjy)* oS =
S o Ty, es decir (Tiy)" =SoTi 08, yaque I7(Y) C Y.

Dado que (Tjy)*" : Y* — Y~ es un operador entre espacios de dimensién finita,

dim KerT}, = dim Ker(Tjy)™
Entonces
dim KerT” = dim KerT}y = dim Ker(Tjy)*”"
- .
~ Para concluir este reporte se dardn unas consecuencias del teorema. anterior.

Definicién 4.6 Sea E un espacio vectorial sobre el campo K. Un valor propio de un
operador S : E — E es un escalar A tal que (§ — Al)z =0 tiene solucién no trivial en E.

En las siguientes dos proposiciones K es, al igual que antes, un oper.ador ‘compacto.
Proposicién 4.6 Los valores propios no nulos de K y de K* son iguales.

Demostracién: Sea A # 0y K’ = A7L1K, que es un operador compacto. Sea T' = I — K,
entonces por el teorema 4.2, dim(KerT") = dim(KerT™), pero

KerT' = (I - K)7(0) = (I = AK)7(0) = (W = K)7H(0) = (K =MD (0),

y de igual forma
KerT" = (I — K')*4(0) = (I = X'K%)73(0) = (A = K7)7(0) = (K” = \I")7H0)

Ademés A es un valor propio de K si y sélo si dim(KerT") # 0, y por la igualdad de
dimensiones, podemos concluir la igualdad de los valores propios.
O

Definicién 4.7 Sea A un valor propio de un operador S : E — E. La multiplicidad de
orden r de )\, denotado por mg(), 7), se define como mg(A,7) := dimKer(S — VAL

Proposicién 4.7 Las multiplicidades de todos los drdenes de todos los valores propios no
nulos son iguales para K y K*.

Demostracién: Sea K’ = \"1K y T" = I — K'. La idea es similar a la demostracién de la
proposicién anterior. Sélo que ahora usamos las igualdades

KerT" = (K — A)™"(0), KerT™" = (K* — A\I*)™"(0).

Laigualdad de las dimensiones, garantizada por el teorema 4.2, permite deducir que mg (A, r)=
dim(KerT") = dim(KerT*") = mg-(A,7), para todo r = 1,2, ..., n, donde n estd dado por
el lema 4.9. Flnalmente usamos nuevamente el lema 4.9 y el teorema 4.2, para hacer la

conclusién para todo entero positivo 7.
O
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Definicién 4.8 Un operador K : E — F es casi-nilpotente si no tiene valores propios # 0.

Proposicién 4.8 Si existe un operador compacto en E que no es casi-nilpotente, entonces
existe una funcional f # 0 continua.

Demostracién: Supongamos que existe un operador compacto K : E — E con un valor
propio A # 0. Entonces dim(] — A™1K)~!(0) # 0 y por los lemas 4.8, 4.9 y 4.12, tenemos
que E = (I -\ 1K) "(0) ® T"(E), donde como antes T = I — A~ lK T™(E) es cerrado
vy k = dim(I — A7*K)™(0) < co. Sea yi,...,yx una base de (I — A~ 1K) "(0), entonces
E =< y; > &F,, donde By =<y, ..yx > ®T™(E) (< y1 > ¥ < Y2, ---, Yk > son los espacios
generados). Entonces todo elemento z de E tiene una representacién tnica de la forma
T = ay; + ey, donde e; € Es. Definimos la funcional f : E — K por f(z) := a. Nétese que
Kerf = E» es cerrado por la prop. 3.8. Por la prop. 3.6, f es continua. ‘
D .
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