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RESUMEN

En esta tesis, se explora una nueva medida de predictibilidad para vari-

ables aleatorias basada en el valor esperado de la evaluación de un kérnel

adecuado sobre pares de muestras independientes, denominada kérnel pre-

dictibilidad. Basándose en esta medida, se generan varios algoritmos para

el registro de imágenes, tanto paramétrico como no-paramétrico, los cuales

presentan una gran robustez comparados con algorimos basados en infor-

mación mutua. Se describe brevemente la utilización de esta medida como

información a priori en el problema de segmentación de imágenes.

This thesis explores a new predictability measure for random variables,

based on the expected value of kernel evaluations over independent pairs

of samples. Several registration methods are derived from this measure and

it is shown that their application offers a higher robustness in parametric

and non-parametric problems, when compared to other methods based on

mutual information. The use of this measure, as a priori information on

image segmentation problems, is briefly described.
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1. INTRODUCCIÓN

El registro de imágenes representa un problema fundamental dentro del

procesamiento digital de imágenes. Sus aplicaciones abarcan áreas muy di-

versas, entre las que sobresalen el procesamiento de imágenes médicas y la

visión robótica. La entroṕıa de Shannon ha sido utilizada tradicionalmente

para evaluar la similitud entre imágenes provenientes de diferentes modal-

idades a través de la información mutua, sin embargo, dada la naturaleza

del concepto de entroṕıa (definido como el promedio de la información de

una variable aleatoria), la evaluación de esta medida es altamente sensible

a los rasgos poco importantes en las imágenes, lo cual reduce la robustez

de estos métodos, sobre todo en problemas de registro en los cuales es nece-

sario aplicar transformaciones espaciales de gran magnitud para alinear las

imágenes. Para ejemplificar este punto, considérese el vector de probabili-

dades p1 = [0.1 0.9], cuya entroṕıa es de 0.47, si se actualiza este vector

incrementando en 0.05 la primer entrada y decrementando la segunda en la

misma magnitud, el nuevo vector, p2 = [0.15 0.85], tendrá una entroṕıa de

0.60. El incremento de la primer entrada aporta un 55 por ciento de la actu-

alización de la entroṕıa, a pesar de que esta entrada tiene una magnitud casi

despreciable comparada con la segunda. Al registrar un par de imágenes, el

valor de la entroṕıa de la distribución conjunta se actualiza en cada iteración
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del proceso de optimización; en una imagen, estas entradas están relacionadas

con los rasgos menos importantes, por lo que la acción de la transformación

espacial aplicada sobre estos rasgos se refleja fuertemente en la ganancia o

pérdida de entroṕıa conjunta.

En este trabajo se presenta una nueva medida para evaluar la predictibil-

idad de variables aleatorias, denominada kérnel predictibilidad. Basándose

en la kérnel predictibilidad, se definen algunas medidas de similitud entre

imágenes que presentan poca sensibilidad a los rasgos menos importantes en

las imágenes (a diferencia de las medidas de similitud entre imágenes basadas

en la entroṕıa de Shannon), dando origen a diferentes estrategias de registro

de imágenes de gran robustez.

Otro problema de gran importancia consiste en la segmentación de imágenes,

a través de lo cual se busca asignar una etiqueta a cada punto de una imagen

de manera que se identifiquen patrones regulares detro de ella, como pueden

ser tonos de gris, texturas, o disparidades estereoscópicas. La aplicación de

criterios sobre las propiedades del campo de etiquetas, mediante la construc-

ción de una distribución a priori adecuada dentro de un enfoque bayesiano, es

una técnica ampliamente utilizada y que puede producir resultados de gran

calidad. En este trabajo se explora la aplicación de la kérnel predictibilidad

en la segmentación de imágenes, definiendo una distribución a priori sobre

el campo de etiquetas de gran generalidad. Esta nueva distribución a pri-

ori busca generar campos de etiquetas que presenten la mı́nima variabilidad

dentro de grandes regiones homogéneas de la imagen.
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Este documento, ha sido estructurado en siete caṕıtulos. En el segundo

de ellos se realiza una discusión de las principales medidas de dispersión e

información, mientras que la medida de predictibilidad propuesta se describe

en el tercero. El cuarto caṕıtulo analiza con detalle el problema del reg-

istro de imágenes, con especial énfasis en la descripción de las metodoloǵıas

basadas en medidas de información. La aplicación de la kérnel predictibil-

idad al problema de registro se detalla en el quinto caṕıtulo. Finalmente,

en el sexto caṕıtulo se discute la aplicación de la kérnel predictibilidad en el

problema de segmentación de imágenes a través de la definición de una nueva

distribución a priori basada en la maximización de la kérnel predictibilidad

de la distribución de etiquetas sobre regiones.



2. MEDIDAS DE DISPERSIÓN Y DE INFORMACIÓN

Resulta natural el intentar resumir las caracteŕısticas de una variable

aleatoria a través de diferentes medidas. Es interesante, por ejemplo, en-

contrar un valor numérico que sustituya adecuadamente a dicha variable en

muchas aplicaciones; esta inquietud conduce al concepto de medidas de ten-

dencia central y particularmente al de valor esperado. Una vez elegido un val-

or para sustituir a la variable aleatoria, puede ser necesario evaluar la calidad

de la sustitución; una opción, consiste en medir la dispersión de la variable

alrededor de su representación. Otro punto a considerar es la estimación de la

dificultad con la que se pueden predecir los valores que adquirirá la variable

antes de ser generados; lo que da origen a las llamadas medidas de infor-

mación. Este caṕıtulo está dedicado al análisis de estos puntos, realizando

un enfoque especial en resaltar las ventajas y desventajas de las medidas de

dispersión e información para representar las caracteŕısticas de una variable

aleatoria.

2.1. Valor Esperado y Otras Medidas de Tendencia Central.

El valor esperado, o promedio, de una variable aleatoria es sin duda la

medida de tendencia central más común. Dada una variable aleatoria X, con

distribución de probabilidad F , su valor esperado se define como:
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E(X) =

∫

X

xdF (x) .

en donde la integral se extiende sobre todos los posibles valores de la

variable X.

En muchas aplicaciones, sin embargo, la distribución de probabilidad que

rige a la variable aleatoria es desconocida, por lo que debe realizarse una

estimación del valor esperado basándose en un conjunto de muestreo for-

mado por N variables independientes y distribúıdas de acuerdo a F . Esta

estimación se lleva a cabo a través de la media aritmética:

µX =
1

N

∑
i

Xi .

en donde Xi y Xj son independientes para toda i 6= j y Xi ∼ F , ∀i.

El cálculo de la media aritmética es muy sensible a la presencia de datos

at́ıpicos, es decir, muestras que toman valores muy poco probables bajo F

y muy diferentes al resto de los valores muestreados. En general, para evi-

tar esta influencia, debe realizarse un análisis de los valores muestreados y

descartar aquellos que claramente sean diferentes al resto. Lo anterior, sin

embargo, implica establecer un criterio para clasificar una muestra como

at́ıpica, lo cual puede ser complicado.

El concepto de valor esperado se puede generalizar para considerar cualquier

función, Φ, definida sobre los valores de X:
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E[Φ(X)] =

∫

X

Φ(x)dF (x) .

La mediana es una medida de tendencia central más robusta ante datos

at́ıpicos que la media aritmética. La mediana se evalúa realizando una orde-

nación del conjunto de muestreo y eligiendo la muestra ubicada en la mitad

del conjunto ordenado, cuando N es un número impar, o tomando el prome-

dio de las dos muestras ubicadas en las posiciones N/2 y N/2+1 cuando N es

par. Se debe notar que la robustez de la mediana ante datos at́ıpicos se paga

con un mayor costo computacional para su evaluación (de orden N log N),

comparado con la media aritmética, debido a la necesidad de ordenar las

muestras.

Otras medidas de tendencia central, que presentan cierto grado de robustez

ante datos at́ıpicos son las siguientes:

media geométrica = N
√

X1X2 · · ·XN

media armónica = N∑
i

1
Xi

Finalmente, dado un conjunto de muestras de una variable aleatoria disc-

reta, se define la moda, como el valor que más veces se repite. En el caso de

variables aleatorias ordenadas, es práctica común llamar moda a los valores

en donde se ubican los máximos de la función de densidad.
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Fig. 2.1: La variable aleatoria asociada con la densidad de probabilidad de la gráfi-

ca de la izquierda tiene una menor varianza (dispersión) que la de la

derecha.

2.2. Medidas de Dispersión

La medida de dispersión más básica es el rango, el cual se define como

la diferencia entre el máximo y el mı́nimo valor que una variable aleatoria

puede obtener. Esta medida permite generar una idea acerca de los ĺımites

de una variable, sin embargo brinda poca información acerca del resto de sus

valores. Una mejor opción consiste en medir la distancia de los valores de una

variable con respecto a su media. La varianza, se define como el promedio de

la diferencia al cuadrado entre los valores de la variable aleatoria, y su valor

esperado:

V ar(X) = E(X − E(X))2 =

∫

X

[x− E(X)]2dF (x) .
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Fig. 2.2: La variable aleatoria asociada a la densidad de probabilidad de la gráfica

izquierda tiene una mayor varianza que la asociada a la gráfica derecha,

a pesar de que sus realizaciones se concentran en dos valores.

Variables cuyas realizaciones se concentran alrededor de la media tienen

poca varianza, mientras que ésta aumenta a medida que la variable aleato-

ria adquiere valores alejados de la media con probabilidad no despreciable

(ver figura 2.1). En el caso de distribuciones multimodales, sin embargo, la

varianza podŕıa reflejar la dispersión de los valores de una manera poco nat-

ural. Para ilustrar este punto, basta comparar la varianza de una variable

bimodal, con modas equiprobables localizadas en los extremos de cierto in-

tervalo [a, b], con la de una variable con distribución uniforme sobre el mismo

intervalo (ver figura 2.2). En el primer caso, la varianza tiende al valor (b−a)2

4

mientras que en el segundo la varianza es tres veces menor, (b−a)2

12
, a pesar de

que la primera distribución está concentrada sobre dos valores diferentes.

La covarianza entre dos variables aleatorias X e Y se define como:
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Cov(X, Y ) = E {[X − E(X)][Y − E(Y )]} .

La covarianza puede normalizarse dividiendo entre la ráız cuadrada del

producto de las varianzas de cada variable, con lo que se obtiene el coeficiente

de correlación:

Corr(X, Y ) =
Cov(X, Y )√

V ar(X)V ar(Y )
. (2.1)

El valor de este coeficiente se encuentra limitado al intervalo [−1, 1]. Al

igual que la covarianza, los valores extremos del coeficiente de correlación

se alcanzan cuando existe una dependencia lineal entre ambas variables y es

igual a cero cuando son independientes.

2.3. Medidas de Información.

Para variables aleatorias multimodales, una medida que puede resultar

más natural que la varianza, resulta de cuestionarse acerca de la dificultad

para predecir el valor que tomará la variable antes de ser generado. Bajo

este enfoque, los valores de la variable asociada a la distribución de la figura

2.2(b), deben ser más dif́ıciles de predecir, a pesar de tener una varianza

menor, que los de la variable asociada a la distribución de la figura 2.2(a). La

evaluación de la predictibilidad de una variable aleatoria se realiza a través

de las denominadas medidas de información. El concepto de información

tiene su origen en el área de las comunicaciones [Sha48], en donde se busca

transmitir y recuperar mensajes a través de algún canal de manera confiable.

El env́ıo de mensajes es equivalente al proceso de muestreo de una variable
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aleatoria discreta X, con distribución de probabilidad p(X). Los mensajes

transmitidos pueden distorsionarse debido a la presencia de ruido en el canal,

por lo que el receptor debe asegurarse de recuperar el valor originalmente

transmitido. Este trabajo se facilita cuando X toma un pequeño conjunto de

valores con mucha probabilidad, o lo que es lo mismo, cuando tiene pocas

modas. La información se asocia directamente a la sorpresa generada por cada

mensaje, ya que mensajes con mucha probabilidad de ser enviados conllevan

poca sorpresa (información) al contrario de los mensajes poco probables.

Agregando la condición de que la información trasmitida por dos fuentes

independientes sea igual a la suma de la información de cada fuente, se llega

a la siguiente definición para la información contenida en el mensaje xi:

I(xi) = logq

[
1

p(X = xi)

]
. (2.2)

En el contexto de comunicaciones la base del logaritmo, q, se selecciona

de acuerdo a las caracteŕısticas del canal de información (igual a dos en el

caso de canales binarios, por ejemplo), aunque las propiedades de (2.2) no

dependen de esta elección.

Se define la entroṕıa de la variable aleatoria X como el valor esperado de

la información:

H(X) =
∑

i

p(X = xi) logq

[
1

p(X = xi)

]
. (2.3)

Alternativamente, la entroṕıa puede verse como una medida de la incer-

tidumbre acerca de los valores que toma una variable aleatoria, siendo máxi-
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ma al evaluarse sobre distribuciones uniformes y mı́nima sobre distribuciones

aleatorias degeneradas (que puede tomar únicamente un valor fijo).

Si la variable aleatoria Y representa el valor del mensaje recibido en el

otro extremo del canal de información, entonces puede obtenerse una medida

que cuantifique la calidad del canal, realizando una comparación entre la

incertidumbre acerca del mensaje enviado y la incertidumbre restante cuando

se recibe el mensaje (cuando se conoce el valor de Y ). Con ese objetivo, se

define la Información Mutua entre las variables X e Y como la reducción en

la entroṕıa de X una vez conocido Y :

IM(X,Y ) = H(X)−H(X|Y )

= H(X) + H(Y )−H(X, Y ) . (2.4)

El concepto de entroṕıa ha sido extendido y otras medidas de información

han sido formuladas, por lo que se identifica a (2.3) como la entroṕıa de

Shannon. La entroṕıa de Renyi, por ejemplo se define como:

R(X) =
1

1− α
ln

(∑
i

pα(X = xi)

)
, (2.5)

y la entroṕıa de Tsallis es igual a:

T (X) =
1

α− 1

(
1−

∑
i

pα(X = xi)

)
, (2.6)

en ambos casos α es un parámetro libre.
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Cabe resaltar que haciendo α = 2, en el caso de la entroṕıa de Tsallis,

se obtiene la conocida entroṕıa de Gini, ampliamente utilizado en machine

learning.

Dada una distribución de probabilidad discreta, p = {p1, p2, . . . , pN}, su

entroṕıa es igual a la de cualquiera de las N ! distribuciones resultantes de

aplicar una permutación a los valores del vector p (ver figura 2.3). Esta

propiedad es adecuada para variables aleatorias categóricas, sin embargo,

para variables aleatorias ordenadas, puede ser necesario la evaluación de la

entroṕıa y la varianza para reflejar con mayor precisión las caracteŕısticas

de la distribución. Supóngase, por ejemplo, que se clasifica la calidad de

cierto producto con números enteros del 1 al 5 a través de algún criterio,

asignando de forma ordenada los valores más bajos a los productos de menor

calidad y los más altos a los mejores. Dos distribuciones de probabilidad se

forman al considerar muestreos del producto en lotes diferentes. La primera

distribución tiene una composición igual de muestras con la clasificación 1

y 5, mientras que la segunda está compuesta por muestras de calidad 4 y

5 con la misma proporción (ver imagen 2.4). Ambas distribuciones deben

tener un valor de entroṕıa igual a log (2), dada la propiedad de invariabilidad

ante permutaciones de las entradas del vector de probabilidades, pero este

resultado no refleja el hecho de que en el segundo caso la producción total,

en general, puede clasificarse como de alta calidad. Una recategorización de

los niveles, puede afectar drásticamente el valor de entroṕıa, considérese por

ejemplo combinar los niveles 4 y 5 en uno solo, la entroṕıa de la segunda

población para esta nueva categorización debeŕıa ser cero, mientras que la de
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Fig. 2.3: Las distribuciones resultantes de permutar los valores de cualquier vector

de probabilidades tienen la misma entroṕıa.

la primer población no cambia.

La evaluación de la varianza de las dos distribuciones descritas anterior-

mente, brindaŕıa una idea más clara acerca de sus caracteŕısticas. Más aún,

lo anterior también sugiere que una nueva medida de predictibilidad que con-

sidere la distancia entre los diferentes valores de la variable aleatoria, podŕıa

ser interesante.
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Fig. 2.4: Dos distribuciones de probabilidad con la misma entroṕıa.



3. KERNEL-PREDICTIBILIDAD

Se puede introducir una medida de predictibilidad para una distribución

de probabilidad F , considerando el siguiente juego aleatorio: alguien genera

un valor x1 de F y tratamos de adivinar el valor x1, generando de forma

independiente un nuevo valor x2 de F . Otorgamos un premio a la predicción

mediante una función K(x1, x2). Al repetir este proceso se puede calcular el

valor esperado de las evaluaciones de la función K para todos los pares de

muestras generados. Si suponemos que la función K favorece predicciones

cercanas al valor verdadero (K es una función decreciente de la distancia

entre x1 y x2), entonces es claro que mientras menos incertidumbre contenga

la distribución F más alto será el valor esperado del premio obtenido. Lo

anterior conlleva a la siguiente definición para una distribución dada F :

KP (F ) = E[K(X1, X2)] =

∫

Rd

∫

Rd

K(x1, x2)dF (x1)dF (x2) . (3.1)

Este funcional mide la predictibilidad de las variables aleatorias distribuidas

de acuerdo a F , pesada por la función kérnel K, por lo cual se denomi-

nará Kérnel-Predictibilidad (KP ). Debemos notar que KP es una medida

de predictibilidad, a diferencia de la entroṕıa, la cual es una medida de in-

certidumbre, por lo que ambas medidas tienen un comportamiento inverso al
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evaluarse sobre diferentes distribuciones.

Considerando el caso de distribuciones discretas y ordenadas, el funcional

(3.1) es equivalente a la siguiente expresión:

KP (p) =
∑

i

∑
j

Kijpipj = pTKp (3.2)

donde la entrada (i, j) de la matriz K puede igualarse al premio otorgado

por predecir el valor xi cuando el valor generado es xj, Kij = K(xi, xj). De

manera general, este premio dependerá de la distancia entre xi y xj, por

lo que la matriz K puede suponerse simétrica, sin embargo esto no es una

restricción.

Al tomar en cuenta la distancia entre los valores de la variable aleato-

ria, la kérnel-predictibilidad de un vector de probabilidad no es necesaria-

mente invariante ante permutaciones de sus entradas, a diferencia de la en-

troṕıa. Por ejemplo, haciendo Ki,j = e−|i−j|, en la matriz de (3.2), la kérnel-

predictibilidad de la distribución mostrada en la figura 2.4(a) es igual a 0.509,

mientras que la de la distribución de la figura 2.4(b) es igual a 0.684.

Es posible evaluar anaĺıticamente la kérnel-predictibilidad para algunas

distribuciones de probabilidad y kérneles espećıficos. Por ejemplo, si X es

una variable con distribución Bernoulli, y p = P (X = 1), entonces:

KP (X) =
[
(1− p)2 + p2

]
k0 + 2p(1− p)k1 , (3.3)

siendo k0 = Ki,j si i = j y k1 = Ki,j si i 6= j. Esta función, de p, tiene tres
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Fig. 3.1: Gráfica de kérnel-predictibilidad para una variable, X, con distribución

Bernoulli y p(X = 1) = p.

extremos, un mı́nimo en p = 1
2
, en donde KP (X) = 1

2
(k0 + k1), y alcanza su

valor máximo, igual a k0 (suponiendo que k0 > k1), para p = 0 y p = 1, lo

cual coincide con la intuición. La figura 3, muestra la gráfica de la función

(3.3) para k0 = 1 y k1 = 0.5.

Entre las opciones posibles para la función K, una muy natural es el kérnel

gaussiano, el cual está definido en la siguiente expresión:

K(x1, x2) =
1

(2πσ2)d/2
exp

(
−‖x1 − x2‖2

2σ2

)
(3.4)

donde σ es un parámetro que permite controlar la amplitud del kérnel, d

es la dimensión de la distribución multivariada y ‖·‖ es la distancia euclidiana

en Rd.
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Si se utiliza un kérnel gaussiano para medir la kérnel-predictibilidad de una

variable aleatoria d− dimensional, X, con distribución gaussiana se obtiene

lo siguiente:

KP (X) = k1k
2
2

∫

X1

∫

X2

e
−

[
‖x1−x2‖2

2σ2
1

+
‖x1−µ‖2

2σ2
2

+
‖x2−µ‖2

2σ2
2

]

dx2dx1

= k2

∫

X1

e
− ‖x1−µ‖2

2σ2
2

[
k1k2

∫

X2

e
− ‖x1−x2‖2

2σ2
1 e

− ‖µ−x2‖2
2σ2

2 dx2

]
dx1

=
k3

[2π(σ2
1 + 2σ2

2)]
d/2

∫

X1

e
− ‖x1−µ‖2

2σ2
3 dx1

=
1

[2π(σ2
1 + 2σ2

2)]
d/2

(3.5)

en donde se ha aplicado la propiedad de convolución de dos gaussianas;

y además, σ1 es el parámetro de amplitud del kérnel, σ2 el de la distribución

gaussiana, σ2
3 =

σ2
2(σ2

1+σ2
2)

(σ2
1+2σ2

2)
y ki = 1

[2πσ2
i ]d/2 , i ∈ {1, 2, 3}.

Como era de esperarse, el resultado resumido en (3.5) muestra que la kérnel

predictibilidad de la distribución gaussiana es inversamente proporcional a

su varianza, obteniendo el máximo valor cuando σ2 → 0, y el mı́nimo cuando

σ2 →∞.

Algunas medidas que pueden ser confundidas con KP han sido presentadas

con anterioridad, sin embargo una diferencia importante debe remarcarse. En

[ZC04] un funcional similar a (3.1) se utiliza para calcular el valor esperado de

la distancia entre dos grupos de imágenes. Mientras que [YDD05] y [SAA04],
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presentan medidas de similitud entre imágenes que pueden confundirse con

uno de los estimadores para (3.1) (el cual se discutirá más adelante). Sin

embargo, estas tres medidas se evalúan sobre dos distribuciones diferentes,

en contraste a (3.1), la cual toma una sola distribución en su argumento

y representa una propiedad de la distribución tal como su entroṕıa o su

varianza.

3.1. Kérnel-Predictibilidad con Kérneles Gaussianos y

Ventanas de Parzen Gaussianas.

Es posible extender aún más el resultado presentado en (3.5), si se realiza

una aproximación no paramétrica, fX , de la densidad de una distribución

arbitraria F , mediante ventanas de Parzen gaussianas [DH73] centradas sobre

un conjunto de muestras independientes {ai} obtenidas de F :

fX(x) =
1

N

N∑
i=1

fai,σ2(x) (3.6)

en donde fai,σ2(x) es la densidad gaussiana multivariada, N (ai, σ
2
2I), con

matriz de covarianza σ2
2I de orden d × d. Al emplear un kérnel gaussiano

multivariado para medir KP (F ), con parámetro de amplitud σ1 y utilizando

de nueva cuenta el hecho de que la convolución de dos gaussianas es otra

gaussiana, puede mostrarse que:

KP (F ) =
1

N [2π(σ2
1 + 2σ2

2)]
d/2

∑
i

∑
j

exp(−||ai − aj||2/2(σ2
1 + 2σ2

2)). (3.7)
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Nótese que mientras mayor sea la separación de los puntos {ai} muestrea-

dos de la distribución F , menor será el valor de KP correspondiente. El

máximo se obtiene cuando todos los puntos en el conjunto {ai} son iguales,

lo cual representa una distribución definida por una sola gaussiana. En este

caso, el valor de KP vaŕıa inversamente con respecto a σ2, lo que implica

que el máximo valor de KP se obtiene cuando la varianza de la distribución

es igual a cero, o de manera equivalente cuando F sea la distribución de

una variable aleatoria degenerada. Lo anterior es también válido para el caso

discreto y para kérneles arbitrarios, siempre y cuando los elementos en la di-

agonal principal de la matriz K contengan el máximo valor KM (recompensa

máxima otorgada por una predicción exacta). Esto se deriva de la siguiente

desigualdad:

KP (p) =
∑

i

∑
j

Kijpipj ≤ KM

∑
i

∑
j

pipj = KM

y del hecho de que KM es el valor de KP obtenido para distribuciones

de variables aleatorias degeneradas.

En el caso de distribuciones de probabilidad continuas, es también posible

mostrar el efecto de que la KP es sensible a la permutación de sus valores a

diferencia de la entroṕıa, lo cual se deduce de la ecuación (3.7) y se ilustra en

la figura 3.1. Si la ventana gaussiana centrada sobre el punto a1 se traslada

hacia a∗1, lo cual equivale a mover una porción de la masa de la distribución

a una posición donde prácticamente no existe traslape con la distribución

original, el valor de KP se reducirá, dado que la separación de los puntos

del conjunto {ai} aumenta; al mismo tiempo la entroṕıa de la distribución se

incrementa. No obstante, si a1 se traslada hasta un punto a∗∗1 situado todav́ıa
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Fig. 3.2: Mover la ventana gaussiana centrada en a1 hacia a∗1 reduce la entroṕıa y

la KP . La KP seguirá reduciéndose al mover a1 aún más a la derecha,

mientras que la entroṕıa permanece constante.

más a la derecha, el valor de KP se reducirá aún más, sin embargo la entroṕıa

permanecerá prácticamente constante. Esta propiedad de la entroṕıa es una

desventaja cuando se aplica en problemas como el registro de imágenes, en

donde la calidad de una transformación espacial se mide por la concentración

de la distribución de tonos de gris conjunta entre un par de imágenes; en este

caso el gradiente de KP contendrá más información sobre la localización de

la transformación óptima.

La construcción de la matriz K en (3.2) mediante kérneles gaussianos,

produce dos casos interesantes al evaluar el kérnel en valores extremos del

parámetro de amplitud σ. En el primer caso, que corresponde a valores de σ

muy pequeños, el kérnel gaussiano puede aproximarse por la delta de Kro-

necker de la siguiente manera:
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G(xi, xj) = δij =





1 if xi = xj

0 en otro caso.
(3.8)

y entonces KP (p) = 1−Gini(p); en donde Gini es la entroṕıa de Gini,

definida sobre la entroṕıa de Tsallis (2.6). La entroṕıa de Gini es maximizada,

y el correspondiente valor de KP minimizado, al evaluarse con la distribución

uniforme.

El segundo caso se deriva al utilizar valores de σ grandes, dado que emple-

ando una aproximación en serie de Taylor, el kérnel gaussiano puede escribirse

como:

Gσ(x1, x2) ≈ 1− ‖x1 − x2‖2

2σ2
(3.9)

y para este caso, KP (p) ≈ 1 −
∑

i V ar[(X)i]

σ2 ; en donde V ar[(X)i] es la

varianza del i-ésimo elemento de la variable aleatoria multivariada X. Como

se mostró anteriormente (ver figura 2.2), para distribuciones univariadas con

dominio finito sobre algún intervalo [a, b], aquellas cuya densidad tiende a

concentrarse simétricamente en sus dos valores extremos, a y b, tienen mayor

varianza, y por lo tanto menor KP , que la distribución uniforme sobre el

mismo dominio.

Tomando en cuenta que variables aleatorias con distribución uniforme son

más dif́ıciles de predecir que variables que toman únicamente dos valores con

la misma probabilidad, es deseable que KP tenga un comportamiento similar

a la entroṕıa de Gini, y por esta razón se selecciona un valor pequeño para el
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parámetro de amplitud del kérnel gaussiano; en la práctica, se toma σ entre

el 2 % y el 10 % del rango de la variable aleatoria.

3.2. Estimación de la Kérnel-Predictibilidad

La expresión (3.1) representa un funcional estad́ıstico regular de grado dos

(dos es el número de argumentos del kérnel), y para su estimación tres difer-

entes opciones se encuentran regularmente en la literatura [Lee90][Leh99].

Estos estimadores se basan siempre en la utilización de un conjunto de

muestreo compuesto por n variables aleatorias independientes e idéntica-

mente distribúıdas, X = {X1, X2, . . . , Xn}, con Xi ∼ F , ∀i; y se definen

como:

K̂P
1

=
2

n(n− 1)

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

K(Xi, Xj) (3.10)

K̂P
2

=
4

n2

n/2∑
i=1

n∑

j=n/2+1

K(Xi, Xj) (3.11)

K̂P
3

=
1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

K(Xi, Xj) . (3.12)

Considerando que KP (F ) = E [K(Xi, Xj)] para i 6= j, puede verse que

los estimadores (3.10) y (3.11) son insesgados, mientras que el estimador

(3.12) tiene un sesgo inversamente proporcional al tamaño del conjunto de

muestreo, lo cual se deduce en la siguiente expresión:
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E
(
K̂P

3
)

= E

[
1

n2

n∑
i=1

n∑
j=1

K(Xi, Xj)

]

E
(
K̂P

3
)

= E

[
1

n2

n∑
i=1

∑

j 6=i

K(Xi, Xj) +
1

n2

n∑
i=1

K(Xi, Xi)

]

E
(
K̂P

3
)

=
n− 1

n
KP (F ) +

1

n
E [K(X1, X1)]

E
(
K̂P

3
)

= KP (F ) +
1

n
{E [K(X1, X1)]−KP (F )} .

Si el kérnel es simétrico, entonces K̂P
1

es el estimador de mı́nima varianza

entre todos los estimadores insesgados, tal como se demuestra en [Lee90][Leh99].

El estimador K̂P
2

tiene más varianza que K̂P
1

sin embargo el costo com-

putacional de su evaluación es el menor. Finalmente, el estimador K̂P
3

tiene

la menor varianza entre estos tres estimadores. Debe notarse que al incremen-

tar el tamaño del conjunto de muestreo, las varianzas de los tres estimadores

disminuyen y tienden al mismo valor, mientras que el sesgo del tercer esti-

mador tiende a cero.

3.3. Incremento de Kérnel-Predictibilidad

Considerando la versión discreta de la KP (ecuación 3.2) como una fun-

ción de las entradas del vector de probabilidades, y realizando una expansión

en serie de Taylor, los incrementos en KP , que podŕıan asociarse a algún

proceso de optimización, son determinados por la siguiente expresión:

∆KP = 2
∑

i

(∑
j

Kijpj

)
∆pi .
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Nótese que el incremento de cada elemento del vector de probabilidades,

pi, se multiplica por el coeficiente
(∑

j Kijpj

)
; el cual es equivalente al i-

ésimo elemento del vector generado por el producto de la matriz K con el

vector de probabilidades p. Este producto equivale a un suavizamiento del

vector p si asumimos que los valores Kij son mayores mientras más cercanos

estén de la diagonal principal. Por consecuencia,
(∑

j Kijpj

)
es mayor para

los valores de pi más grandes, y el incremento en KP está determinado por las

entradas del vector de probabilidad con mayor magnitud. Lo anterior repre-

senta una diferencia importante con respecto a la entroṕıa como se verá más

adelante.



4. REGISTRO DE IMÁGENES

El problema de registro de imágenes ha sido ampliamente explorado de-

bido a la importancia de sus aplicaciones (ver [Got92][MV98][JPMV03][ZF03]

y referencias ah́ı contenidas), las cuales abarcan áreas tales como el análisis

de imágenes médicas, la visión robótica, la realidad aumentada, entre otras.

Dadas dos imágenes IS e IR, las cuales pueden identificarse como imagen

fuente e imagen de referencia respectivamente, registrar ambas imágenes es

equivalente a encontrar una transformación espacial general T que una vez

aplicada a IS, permita alinear las estructuras comunes en IR e IS (ver fig.

4). Durante las últimas décadas una gran cantidad de métodos para registrar

imágenes han sido presentados. Muchos de ellos se basan en la optimización

de alguna medida de similitud o de diferencia entre la imagen transforma-

da, IT = IS(T ), y la imagen de referencia IR. La medida de similitud debe

cuantificar la calidad de la transformación T para alinear IS e IR, lo que

permite replantear el registro como un problema de optimización sobre el

espacio de las transformaciones espaciales. La selección adecuada del método

de registro se realiza considerando una serie de factores como lo son el tipo de

transformación a aplicar y la relación entre las intensidades de las imágenes.

En la selección de la transformación a aplicar deben tomarse en cuenta

las causas del desalineamiento entre IS e IR. En algunos casos puede ser
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Fig. 4.1: Imagen fuente (izquierda), imagen transformada (centro) e imagen obje-

tivo (derecha).

suficiente el aplicar una transformación con pocos grados de libertad, por

ejemplo al registrar imágenes de una misma escena obtenidas desde difer-

entes puntos de vista. En esos casos el registro puede realizarse mediante

transformaciones ŕıgidas, afines o polinomiales en general, las cuales, al estar

determinadas por un número reducido de valores se denominan transforma-

ciones paramétricas. Sin embargo, en algunos problemas puede ser necesario

incrementar el número de grados de libertad de la transformación para alin-

ear adecuadamente las imágenes, por ejemplo al registrar imágenes médicas

de diferentes personas [HBC+03], llegando al extremo de aplicar un vector

de traslación diferente en cada punto. Bajo estas circunstancias, el número

de incógnitas que debe determinarse está directamente relacionado con las

dimensiones de las imágenes a registrar. Estas tranformaciones se denominan

transformaciones no-paramétricas. El registro de imágenes utilizando trans-

formaciones no-paramétricas es un problema mal condicionado debido a la

existencia de múltiples soluciones en regiones sin textura y debe incorporar
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restricciones sobre el espacio de soluciones, que por lo general se realiza im-

poniendo condiciones de regularidad sobre el campo vectorial que determina

la transformación [HR81].

Otro punto a considerar es la relación entre los valores de intensidad de

las imágenes. El problema de registro se facilita cuando se conoce la manera

en que se transforma la intensidad de un punto en una imagen, para generar

el valor de intensidad del punto correspondiente en la otra. En muchos casos

el registro puede realizarse suponiendo que los valores de intensidad perma-

nencen constantes entre las imágenes, sin embargo, esta suposición puede ser

violada fácilmente, por ejemplo, cuando se presentan cambios de iluminación

entre las imágenes, o al trabajar con imágenes médicas obtenidas mediante

fuentes diferentes (resonancias magnéticas y tomograf́ıas computarizadas por

ejemplo). Para enfrentar este problema, algunos métodos de registro buscan

encontrar una función de transferencia de tonos que modele los cambios de

intensidad entre puntos correspondientes al mismo tiempo que determinan la

transformación geométrica que los alinea [Neg98, TLCH02, KK06]; sin em-

bargo, la aplicación exitosa de estos métodos es limitada ya que algunos prob-

lemas presentan cambios de intensidad entre las imágenes que son imposibles

de explicar mediante una simple función, sobre todo cuando los cambios de

intensidad dependen también de la ubicación espacial de los puntos. Para

este tipo de problemas, el registro de imágenes mediante la maximización

de la información mutua (2.4) ha sido ampliamente utilizado desde su intro-

ducción a mediados de la década pasada, ya que para su aplicación no es

necesario tener conocimiento de la forma en que se relacionan los valores de
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intensidad entre las puntos correspondientes de ambas imágenes, sino que se

basa en la idea de que al alinearlas se puede obtener la máxima dependencia

(información) entre sus intensidades.

En las siguientes secciones se realiza una descripción de las principales

metodoloǵıas aplicadas tradicionalmente en la solución del problema de reg-

istro.

4.1. Métodos Basados en la Restricción de Flujo Óptico.

Las imágenes IS e IR pueden representar un par de muestras temporales

de una función, I(x, t), que define la intensidad de cualquier punto x del plano

de una imagen a través del tiempo. Si se supone que los cambios temporales

en el plano de la imagen únicamente redistribuyen espacialmente el valor de

intensidad de cada punto, entonces la evolución de I se explica mediante el

movimiento de pequeñas part́ıculas ubicadas en la posición x, en el instante

t, con intensidad constante igual a I(x, t). La posición de cada part́ıcula es

también una función del tiempo con lo que se escribe I[x(t), t]. Por lo anterior,

la dinámica de la función I se modela mediante una ley de conservación, en

la cual la integral
∫
Ω

I [x(t), t] dx = C, para cualquier valor de t (siendo Ω el

plano de la imagen y C una constante). Al derivar la integral anterior con

respecto al tiempo, se producen las siguientes igualdades:
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d

dt

∫

Ω

I [x(t), t] dx = 0

∫

Ω

d {I [x(t), t]}
dt

dx = 0

∫

Ω

[
∂I

∂t
+∇xI

T dx

dt

]
dx = 0 . (4.1)

El vector dx
dt

define la velocidad de la part́ıcula ubicada en la posición x.

Nótese que para que la ecuación (4.1) se cumpla, es necesario que:

∂I

∂t
+∇xI

T dx

dt
= 0 (4.2)

para todos los valores de x y t. Esta ecuación diferencial es conocida como

la restricción de flujo óptico.

El campo vectorial que se genera al considerar los vectores de velocidad

de todas las part́ıculas en un instante t1, permite realizar el alineamiento de

los rasgos de la imagen obtenida en t1 con los rasgos de la imagen para un

instante posterior t2 (siempre y cuando t1 y t2 sean valores muy cercanos);

por lo que el registro de las imágenes se realiza encontrando dx
dt

para toda x.

Bajo estas condiciones, el registro de imágenes puede explicar el movimiento

de las componentes de una escena dinámica.

La ecuación diferencial (4.2), tiene soluciones múltiples en regiones en las

que ∇xI = 0 (regiones homogéneas), por lo que es necesario imponer más
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restricciones. En la práctica, para realizar el registro, se busca el campo

vectorial que satisfaga:

T = mı́n
u

{∫

Ω

∥∥∥∥
∂I

∂t
+∇xI

Tu(x)

∥∥∥∥
2

dx + λ

∫

Ω

V [u(x)] dx

}
(4.3)

Originalmente [HR81], la función V se seleccionó como la suma del cuadra-

do de la magnitud de los gradientes de cada componente del campo vectorial,

V [u(x)] =
∑

i ‖∇ui(x)‖2, o como la suma del cuadrado de los laplacianos,

V [u(x)] =
∑

i[∆ui(x)]2. Sin embargo, diversas modificaciones han sido prop-

uestas al funcional (4.3), ya que la utilización de potenciales cuadráticos en

los dos términos genera soluciones que no permiten capturar discontinuidades

del flujo óptico, además de ser muy sensibles a la presencia de datos at́ıpicos.

El uso de potenciales robustos ha sido explorado en [BR96, ADK99], mien-

tras que en [BHS97, KK06] la restricción de flujo óptico se integra mediante

el concepto de mı́nima mediana de cuadrados (Least Median Squares) en

contraste con el enfoque de mı́nimos cuadrados originalmente propuesto.

Como se mencionó anteriormente, la conservación de la intensidad, estable-

cida en la restricción de flujo óptico, es una condición que dif́ıcilmente se

cumple. En la práctica, simples cambios de iluminación en la escena pueden

comprometer la aplicación exitosa de estos métodos. Aunque la restricción de

flujo óptico puede ampliarse para modelar dichos cambios [Neg98, TLCH02,

KK06], los modelos actuales distan mucho de ofrecer una buena solución en

problemas realistas. Más aún, la restricción de flujo óptico puede ser inaplica-

ble en problemas en los que las imágenes provienen de diferentes sensores, y

en donde el registro es necesario para integrar información complementaria.
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4.2. Registro de Imágenes por Métodos Espectrales.

Supóngase que la imagen IR se obtiene aplicando un vector de traslación

constante a la imagen IS:

IR(x) = IS(x− x0) ,

entonces, aplicando la propiedad de traslación, las transformadas de Fouri-

er de ambas imágenes están relacionadas por la siguiente ecuación:

ÎR(ω) = e−iωT x0 ÎS(ω) , (4.4)

en donde Î es la transformada de Fourier de I.

Utilizando la representación polar, la anterior ecuación se reescribe como:

|ÎR(ω)|eiθR = e−iωT x0|ÎS(ω)|eiθS

|ÎR(ω)|eiθR = |ÎS(ω)|ei(θS−ωT x0) ,

de donde se desprende que |ÎR(ω)| = |ÎS(ω)| y que:

ei(θR−θS) = e−i(ωT x0) , (4.5)

por lo que el efecto de haber trasladado espacialmente la imagen IS equiv-

ale a aplicar una diferencia de fase, de magnitud ωT x0, sobre su transformada

de Fourier.
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Tomando en cuenta que la fase de un número complejo se obtiene divi-

diendo dicho número por su magnitud, la ecuación (4.5) puede reescribirse

como:

ÎR(ω)

|ÎR(ω)|
Î∗S(ω)

|ÎS(ω)|
= e−i(ωT x0) , (4.6)

en donde Î∗S(ω) es igual al complejo conjugado de ÎS(ω). El término del

lado izquierdo de la ecuación anterior es conocido como correlación de fase.

Al calcular la transformada de Fourier inversa de (4.6) se obtiene:

F−1

[
ÎR(ω)

|ÎR(ω)|
Î∗S(ω)

|ÎS(ω)|

]
(x) = δ(x− x0) . (4.7)

Y de lo anterior, el valor del vector de traslación aplicado a IS puede

recuperarse encontrando:

x∗0 = arg máx
x

F−1

[
ÎR(ω)

|ÎR(ω)|
Î∗S(ω)

|ÎS(ω)|

]
(x) . (4.8)

Algunos métodos de registro de imágenes basados en la correlación de fase

pueden encontrarse en las siguientes referencias [Hog03, KAM04, WCLY06].

Cabe hacer notar que el valor de x0 estimado en la expresión (4.8), está limi-

tado a contener componentes enteras, pues el dominio de la imagen es discre-

to. Existen diferentes estrategias para poder recuperar traslaciones a nivel de

subpixel, una de ellas consiste en encontrar la pendiente de las curvas de nivel

de la función ÎR(ω)

ÎS(ω)
= e−iωT x0 , lo cual puede realizarse mediante la aplicación

de técnicas de regresión [SOC99].
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Un método de registro bastante robusto, basado también en la transforma-

da de Fourier, y llamado detección de traslación por restauración [VSOB99],

se deduce al multiplicar ambos lados de la ecuación (4.4) por Î∗S(ω) y dividir

posteriormente por |ÎS(ω)|2:

ÎR(ω)Î∗S(ω)

|ÎS(ω)|2 + µ
= e−ωT x0 , (4.9)

el término µ es una constante que se agrega al denominador para consid-

erar los efectos del ruido. De manera similar a los métodos de registro basados

en la correlación de fase, el vector de traslación se encuentra maximizando

con respecto a la variable espacial la transformada inversa de Fourier del

término izquierdo de la ecuación (4.9).

El registro de imágenes mediante la transformada de Fourier puede ex-

tenderse para recuperar transformaciones compuestas por rotaciones y es-

calamientos, además de traslaciones, considerando la representación en coor-

denadas polares de la transformación de Fourier, la cual es conocida como

el descriptor Fourier-Mellin [CDD94, KSA05, GXLP05, PQC08]. En estas

circunstancias, el efecto de la rotación de la imagen IS se refleja en un de-

splazamiento del argumento angular del descriptor Fourier-Mellin; el ángulo

de rotación puede obtenerse aplicando el método de corrrelación de fase a la

magnitud del descriptor Fourier-Mellin de las imágenes originales.

Los métodos de registro de imágenes basados en la transformación de Fouri-

er permiten recuperar traslaciones, rotaciones y escalamientos de gran mag-

nitud, con un bajo costo computacional, además de que algunos de ellos son

robustos ante cambios de iluminación entre cuadros y a la presencia de ruido.
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Sin embargo, su principal desventaja radica en la dificultad que existe para

aplicarse en problemas de registro bajo transformaciones más generales.

4.3. Registro de Imágenes mediante Medidas de Información.

La aplicación de la información mutua en el registro de imágenes fue

introducida simultáneamente en los trabajos de Viola et al [VWI95] y Col-

lignon et al [CMD+95a], a mediados de la década pasada. En ambos trabajos

el registro se lleva a cabo encontrando la transformación T que maximiza el

valor de la información mutua entre la imagen transformada y la imagen de

referencia; esto es, se busca T ∗ tal que:

T ∗ = arg máx
T

IM(T ) = H(IT ) + H(IR)−H(IT , IR) . (4.10)

La idea intuitiva detrás de esta metodoloǵıa consiste en que la entroṕıa de

la distribución p(IT , IS) es mı́nima cuando ambas imágenes están alineadas,

dado que al coincidir espacialmente las estructuras correctas se generan gru-

pos de alta densidad sobre sus tonos de gris. Al desalinear las imágenes, los

puntos pertenecientes a una estructura en particular, se traslapan sobre difer-

entes regiones en la imagen complementaria, lo que da lugar a la dispersión

de los grupos de alta densidad en la distribución conjunta, aumentando su

entroṕıa. Al mismo tiempo que se minimiza la entroṕıa conjunta se busca

que la transformación mantenga información (estructura) en el traslape de

ambas imágenes maximizando H(IT ) + H(IR); lo anterior debido a que una

manera trivial de minimizar la entroṕıa conjunta es hacer que las imágenes

coincidan en regiones sin estructura (imágenes que se traslapan en un sólo
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punto por ejemplo).

La técnica de registro de imágenes por maximización de información mu-

tua ha sido ampliamente adoptada desde su introducción y su aplicación se

ha extendido a la solución de otros problemas como la segmentación de pares

estereoscópicos [JK03], el seguimiento (tracking) de rasgos [DB08], la restau-

ración [CWFT05] y la segmentacón de imágenes [SD06]; convirtiéndose en

una elección muy adecuada ante la necesidad de integrar información prove-

niente de diversas fuentes.

Resulta interesante realizar un análisis de sensibilidad para la entroṕıa,

considerando que ésta es una función de las entradas del vector de probabili-

dades. Expandiendo (2.3) mediante una serie de Taylor se obtiene la siguiente

expresión:

∆H(p) = −
∑

i

[1 + log pi] ∆pi (4.11)

siendo pi = p(X = xi). Si se parte de un valor fijo de entroṕıa y se re-

aliza una actualización del vector de probabilidades sumando ∆pi a cada pi,

la entroṕıa se modificará de acuerdo a (4.11), y debido a que el coeficiente

[1 + log pi] tiene una gran magnitud para las entradas del vector de proba-

bilidad más pequeñas, éstas tienen un efecto importante sobre el incremen-

to de entroṕıa. Al registrar un par de imágenes mediante (4.10) utilizando

algún método de optimización iterativo, las actualizaciones en información

mutua están determinadas directamente por los incrementos en las entroṕıas

marginales y conjunta, y éstos reflejan fuertemente los cambios en los rasgos
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menos importantes de las imágenes (al estar relacionados generalmente con

valores de probabilidad muy pequeños). Como consecuencia, el proceso de

optimización puede enfrentarse a la presencia de múltiples óptimos locales,

los cuales se generan al alinear temporalmente rasgos poco importantes en

las imágenes. En general, es posible relizar el registro a través de estrategias

multiescala (coarse to fine) para reducir esta sensibilidad, sin embargo esto

aún representa una fuerte desventaja en los casos en que es necesario aplicar

transformaciones de gran magnitud para alinear un par de imágenes. Lo

anterior contrasta con la kérnel-predictibilidad, ya que como se demostró an-

teriormente (ver sección 3.3), los incrementos de esta medida se encuentran

determinados fuertemente por las entradas de mayor magnitud del vector de

probabilidades.

En la práctica, además, es importante tomar en cuenta que los resultados

obtenidos con (4.10) son sensiblemente afectados por diferentes estrategias de

implementación [ZC02]. Entre los factores más importantes se encuentran, la

estimación de las distribuciones de probabilidad, el manejo del traslape entre

las imágenes, la optimización y la interpolación utilizada para estimar inten-

sidades en puntos de la imagen transformada. Estos puntos se describirán en

las siguientes subsecciones.

4.3.1. Estimación de las Distribuciones de Probabilidad.

En la aplicación de (4.10) es necesario estimar la distribución de probabil-

idad conjunta p(IT , IR), y las distribuciones marginales p(IT ) y p(IR), para

lo cual, tradicionalmente han sido empleadas dos estrategias. La primera de
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ellas consiste en construir el histograma conjunto sobre la región de traslape

de las dos imágenes y después normalizar cada entrada, con lo que se obtiene:

p (IT = a, IR = b) =
1

|Tr|
∑
x∈Tr

δ [IT (x)− a] δ [IR(x)− b] (4.12)

en donde a es cualquier valor del conjunto de tonos de gris de la imagen

fuente y b de la imagen de referencia. La suma se extiende sobre los puntos

ubicados en la región de traslape de las dos imágenes, Tr y δ(·) es la función

delta de Kronecker. Las distribuciones marginales se obtienen sumando sobre

los renglones o columnas de p(IT , IR). Posteriormente, los valores de entroṕıa

son evaluados utilizando (2.3).

A pesar de que la construcción de los histogramas normalizados puede

realizarse con un bajo costo computacional, para obtener una buena aproxi-

mación a la entroṕıa es necesario disponer de un número suficiente de mues-

tras; condición que puede dificultar el trabajo con imágenes bidimension-

ales, sobre todo al realizar el registro mediante estrategias multiescala, en

donde generalmente se registran versiones reducidas de las imágenes origi-

nales obtenidas por submuestreo. En esas condiciones es necesario también

cuantizar el número de tonos de gris (entradas del histograma) de manera

que se refleje la resolución de las imágenes en cada escala: en las mayores

escalas se usan pocos bines, mientras que en las escalas menores se utiliza un

número mayor [ZC02]. Otra desventaja radica en que la expresión (4.12) no

es diferenciable, lo cual limita las opciones de optimización para maximziar

la información mutua.
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La segunda estrategia realiza una estimación no-paramétrica de las densi-

dades mediante ventanas de Parzen; estas ventanas se centran sobre un con-

junto de valores de intensidad muestreados en el traslape de las imágenes.

Un nuevo conjunto de muestras permite aproximar la entroṕıa evaluando el

promedio de la información de la distribución:

H(I) = − 1

|A|
∑
i∈A

log

[
1

|B|
∑
j∈B

Gσ (‖I(xi)− I(xj)‖)
]

(4.13)

en donde Gσ() es una ventana de Parzen, generalmente gaussiana con

parámetro de amplitud σ. A y B son los conjuntos de muestras con valores

de intensidad del vector I = (IR, IT ). Las entroṕıas marginales se evalúan

con la misma expresión, sustituyendo I por IT e IR. Las ventanas de Parzen

están sujetas a las siguientes restricciones:

∫ ∞

−∞
G(x)dx = 1

G(x) ≥ 0 , ∀x.

Esta estrategia permite trabajar con un número menor de muestras que

las necesarias para construir el histograma normalizado. Aunado a esto, la

expresión (4.13) es derivable si la ventana de Parzen también lo es. No ob-

stante estas ventajas, el costo computacional de (4.13) es cuadrático respecto

al número de muestras.

Otras alternativas han sido propuestas para la estimación de las distribu-

ciones de probabilidad. En el caso de imágenes bidimensionales, Rajwade

et al [RBR06, RBR08], calculan el valor p(I = α) integrando el inverso
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de la magnitud del gradiente de la imagen sobre las curvas de nivel α, el-

los derivan este resultado al considerar que p(I = α) = d
dα

[FI(α)] y que

FI(α) =
∫ ∫

I(x,y)<α dxdy∫ ∫
dxdy

; la densidad conjunta es calculada de manera simi-

lar. Dowson et al [DKB08], construyen una versión continua de las imágenes

mediante interpolación bilineal y calculan la distribución de probabilidad en

cada sección de interpolación (localizada entre 4 puntos adyacentes) medi-

ante el uso de fórmulas de transformación estándares; la distribución global se

obtiene considerando las aportaciones de todas las secciones de interpolación.

4.3.2. Interpolación.

Construir la imagen transformada IT implica evaluar la intensidad de IS

en cualquier valor continuo, mientras que la imagen se encuentra definida en

un conjunto discreto de puntos, por lo cual es necesario utilizar algún tipo

de interpolación. Diferentes alternativas han sido propuestas, siendo las más

simples la interpolación por vecinos cercanos y la lineal. Estos métodos, sin

embargo, pueden producir cambios irregulares en los histogramas de intensi-

dad, aún al variar suavemente la imagen transformada, como consecuencia de

posibles alineamientos temporales de grandes volúmenes de puntos en la mal-

la de la imagen, lo cual complica el registro [MVS99, CMD+95b]. Tratando

de evitar este problema, Collignon et al [CMD+95b], proponen el uso de in-

terpolación de volumen parcial, en este método los valores de intensidad de la

imagen transformada son calculados mediante interpolación lineal, mientras

que la actualización de los histogramas se realiza considerando las entradas

de todos los vecinos del valor de intensidad interpolado, en lugar de actualizar

únicamente la entrada correspondiente, con lo que se obtienen histogramas
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normalizados más suaves; cabe señalar que Collignon utiliza histogramas con

un número fijo de entradas durante todo el proceso de registro, mientras que

Zhu [ZC02], no encuentra desventajas en utilizar interpolación lineal normal

siempre y cuando el registro se realice bajo alguna estrategia multiescala,

con histogramas de pocas entradas en escalas bajas y de muchas entradas

en las escalas altas. Buscando evitar los artefactos introducidos por la in-

terpolación lineal, Likar [LP01] en lugar de interpolar las intensidades de

las imagen transformada sobre el punto T (x) de IS, lo hace en la posición

T (x) + δx, siendo δx un valor aleatorio generado (para cada x) de una dis-

tribución uniforme de pequeña amplitud. Thevenaz et al [TU00], reportan

una mejora en el desempeño del registro con el uso de interpolación de alto

orden, particularmente mediante splines cúbicos, sin embargo la utilización

de este tipo de interpolación incrementa el costo computacional del registro.

Se debe notar que la estrategia de interpolación puede ser un factor cŕıtico

al estimar las densidades de probabilidad mediante histogramas normaliza-

dos, mientras que, dentro de los ĺımites de la revisión bibliográfica realizada,

no se encontró ningún reporte acerca de estos problemas al utilizar ventanas

de Parzen.

4.3.3. Otras Medidas de Información.

La entroṕıa de Shannon (2.3) no es la única medida de información que

ha sido aplicada en el registro de imágenes. Rodŕıguez y Loew [RCL98], pro-

ponen el uso de la entroṕıa de Jumarie, extendiendo el problema de registro

al considerar las coordenadas espaciales y la intensidad de cada punto de
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la imagen y su vecindad; esta idea sin embargo incrementa fuertemente la

dimensionalidad del problema dificultando su implementación. En [BFB04],

Bardera et al proponen la utilización de la entroṕıa de Tsallis. Mientras que

Zhang y Rangarajan [ZR04], utilizan la suma de entroṕıas condicionales,

H(IT |IR) + H(IR|IT ), como una nueva medida de similitud entre imágenes,

esta nueva medida cumple con más propiedades de métrica que la informa-

ción mutua, presentando algunas ventajas sobre ésta al aplicarse al registro

simultáneo de múltiples imágenes.

Studholme et al, [SHH99], observaron que al registrar imágenes médicas

con un campo de visión muy grande (imágenes de fondo muy amplio com-

parado con la región de interés), la información mutua entre las imágenes

puede llegar a incrementarse, en lugar de disminuir, al alejar la transforma-

ción de su valor óptimo. Para superar este fenómeno, Studholme propuso

la utilización de la siguiente medida, la cual es conocida como Información

Mutua Normalizada:

IMN(T ) =
H(IT ) + H(IR)

H(IT , IR)
. (4.14)

Esta medida tiene además la propiedad de ser invariante ante la magnitud

del traslape entre las imágenes.

La información mutua como medida de similitud permite alinear imágenes

independientemente de la relación entre sus tonos de gris, por lo cual es un

método con aplicaciones muy generales. En el procesamiento de imágenes

médicas sin embargo, las modalidades de las imágenes a registrar no son
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arbitrarias; la necesidad de integrar información se presenta en unos cuan-

tos pares de modalidades, por ejemplo, imágenes de resonancia magnética

e imágenes del tipo PET o SPECT. Al registrar frecuentemente este tipo

de imágenes se puede obtener conocimiento de la distribución conjunta de

las imágenes alineadas y utilizarla como referencia para guiar el registro.

Siguiendo esta idea, Chan [CCY+03], propone el registro de imágenes medi-

ante la minimización de la distancia de Kullback-Leibler entre la distribución

conjunta de las imágenes a registrar y la de imágenes alineadas de las mis-

mas modalidades obtenida a priori. La distancia de Kullback-Leibler es la

siguiente:

KLD(P1|P2) =
∑
i,j

P1(Xi, Xj) log

[
P1(Xi, Xj)

P2(Xi, Xj)

]
, (4.15)

siendo P1 la distribución de las imágenes a registrar y P2 la distribución

aprendida.

En lugar de la distancia de Kullback-Liebler, Sun y Guo [SG07] utilizan la

medida de divergencia de Tsallis:

TDM(P1|P2) =
1

α− 1

[
1−

∑
i,j

(
Pα

1 (Xi, Xj)

Pα−1
2 (Xi, Xj)

)]
. (4.16)

4.3.4. Optimización

El éxito del registro a través de la maximización de la información mu-

tua depende fuertemente del método de optimización elegido. La estimación

de las distribuciones de probabilidad es el factor que determina principal-

mente la elección. Como se mencionó anteriormente, la utilización de his-
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togramas normalizados no permite obtener una expresión diferenciable, por

lo que Collignon [CMD+95b], realiza la maximización mediante el método

de Powell [PTVP99]. Para maximizar una función f(x) = f(x1, x2, . . . , xn),

el método de Powell hace uso de un conjunto compuesto por n vectores de

dirección, D = {d1, d2, . . . , dn}, y partiendo de un valor inicial, x0, genera

una secuencia de puntos, x0 = p0, p1, . . . , pn = x1, en donde el punto pi max-

imiza la función original en la dirección di, esto es, pi = pi−1 + γidi, siendo

γi = arg máxγ f(pi−1 + γdi). La optimización de la función original en una

dirección cualquiera (un problema de optimización unidimensional) puede

realizarse a través del método de la razón aurea (golden ratio) [PTVP99],

el cual trata de acotar la presencia del óptimo recortando iterativamente

un intervalo inicial. Una vez exploradas todas las direcciones del conjunto

D, el punto actual se mueve a x1 y los vectores de dirección se actualizan

haciendo di = di+1 para i < n y dn = pn − p0. El proceso de exploración

de todas las direcciones del conjunto D se repite iterativamente ingresando

en cada paso el vector pn − p0 y eliminando el vector d1. A pesar de que

el método Powell no requiere el cálculo de derivadas es muy sensible a la

presencia de óptimos locales. Bajo este mismo enfoque, Zhu [ZC02] reporta

mejores condiciones de convergencia hacia la transformación óptima opti-

mizando con el método Simplex down-hill [PTVP99]. Este método se basa

en la construcción de un simplejo en el espacio n dimensional, el cual se

actualiza iterativamente a través de las operaciones de contracción, contrac-

ción múltiple, expansión y reflexión aplicadas a sus vértices. Considerando

los métodos que utilizan ventanas de Parzen, Viola [VWI95] optimiza con as-

censo de gradiente estocástico (renovando los conjuntos de muestreo en cada
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cálculo del gradiente), lo cual presenta cierta robustez ante la presencia de

óptimos locales. Thévenaz y Unser [TU00] presentan una estrategia de op-

timización basada en el método de Levenberg-Marquardt. Algunos autores

proponen la utilización de métodos basados en algoritmos evolutivos, Butz

y Thiran realizan el registro maximizando la información mutua mediante

algoritmos genéticos distribúıdos [BT01]. Los algoritmos genéticos también

son utilizados en [ZZSZ05, YMLL07]. Gómez et al [Gar02, GVA+02] utilizan

estrategias evolutivas (µ + λ); mientras que el método de evolución diferen-

cial, implementado en un algoritmo paralelo, es explorado por De Falco et al

[FMST07].

4.3.5. Manejo del Traslape

La estimación de la información mutua, debe realizarse muestreando sobre

la región de traslape de ambas imágenes. Esta región, está determinada por

la proyección de la imagen transformada IT sobre la imagen IR, para un

valor de T dado. Al actualizar la transformación, la parte de IR ubicada en la

región de traslape puede cambiar, por lo que, en general, la entroṕıa de IR no

permanecerá constante durante el proceso de registro. No obstante que existe

una dependencia entre H(IR) y la transformación, ésta no puede describirse

de forma expĺıcita, siendo un factor que dificulta el cálculo del gradiente de

la información mutua. Obviamente este problema afecta únicamente a los

métodos de registro que utilicen derivadas de la información mutua. Para

evitar esta dificultad, Viola et al [VWI95] asignan arbitrariamente valores de

intensidad cero a los puntos T (x), ubicados fuera de los ĺımites originales de la

imagen IS, lo que equivale a extender infinitamente esta imagen con un fondo
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de intensidad cero; bajo estas condiciones la región de traslape entre las dos

imágenes es siempre la totalidad de IR y por consiguiente H(IR) permanece

constante. Esta solución, aunque parece ser apropiada para algunas imágenes

(sobre todo algunas imágenes médicas que por su naturaleza ya presentan un

fondo con intensidad cero), puede aumentar el campo de visión de la imagen

original, lo cual, como se mencionó anteriormente, dificulta el proceso de

registro. Una mejor opción consiste en aproximar las derivadas mediante

diferencias finitas, las cuales son exploradas en este trabajo.

4.4. Otras Medidas de Similitud entre Imágenes.

Además de la información mutua, otras medidas de similitud entre imágenes

han sido aplicadas al problema de registro. Particularmente, la necesidad de

alinear imágenes médicas multimodales ha motivado la exploración de difer-

entes medidas de similitud, algunas de las cuales presentan propiedades que

resultan ventajosas en aplicaciones espećıficas. No obstante, cabe hacer no-

tar que el registro de imágenes basado información mutua, continúa siendo la

técnica más ampliamente utilizada, dada la generalidad de sus aplicaciones.

Diferentes comparaciones [SLP04] muestran la ventaja de utilizar la infor-

mación mutua (y su versión normalizada) como medida de similitud entre

imágenes, con respecto a algunas de las medidas que serán descritas en esta

sección.

4.4.1. Correlación Cruzada.

Esta medida se utiliza principalmente para ubicar la posición de patrones

dentro de una imagen dada [Jan02]. Cualquier patrón, S, queda determinado
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por sus valores de intensidad dentro de una región de definición Ω, esto es,

S : Ω → R. El patrón es equivalente a un vector real cuya dimensión es igual

a la cardinalidad de Ω (considerando que tanto el patrón como la imagen se

definen en conjuntos discretos). La ubicación de S en la imagen dada I, se

realiza encontrando la posición que maximiza la correlación cruzada entre el

patrón y la imagen:

x∗ = arg máx
x

∑
x′ S[x′]I[x′ − x]√

(
∑

x′ S
2[x′]) (

∑
x′ I

2[x′ − x])

La correlación cruzada, evaluada sobre un punto x, es equivalente al pro-

ducto punto normalizado entre el patrón y el vector que resulta al considerar

la intensidad de los puntos de I ubicados en el traslape con Ω, después de

trasladar la imagen I para hacer coincidir el punto x sobre el origen de la

región Ω. Dado que el producto punto está normalizado, la correlación cruza-

da es máxima, e igual a uno, cuando los dos vectores son paralelos, por lo

que esta medida permite identificar patrones dentro de imágenes aún cuando

exista un factor multiplicativo entre las intensidades del patrón y la imagen.

Es bien conocido el hecho de que la correlación cruzada presenta una multi-

plicidad de óptimos locales, además de que, por definición, esta medida puede

aplicarse únicamente en el registro de imágenes bajo traslaciones constantes,

por lo que su utilidad es limitada.

4.4.2. Coeficiente de Correlación.

El coeficiente de correlación, definido en la ecuación (2.1), mide la de-

pendencia lineal entre un par de variables aleatorias. Si existe una relación
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lineal entre ambas variables entonces el valor absoluto del coeficiente de cor-

relación es igual a uno, mientras que si ambas variables son independientes

el coeficiente es cero.

La utilización de esta medida en el registro de imágenes ha sido explorada

en los siguientes trabajos [JMH+90, BDC+93, BGL+93, EP08]; sin embargo,

su aplicación es limitada, ya que en general las dependencias entre las inten-

sidades de las imágenes pueden llegar a ser más generales que una relación

lineal.

4.4.3. Razón de Correlación

Es posible extender el concepto de coeficiente de correlación para con-

siderar relaciones más generales. Si suponemos que Y = Φ(X) (siendo Φ

desconocida), entonces la calidad de cualquier función Ψ para aproximar es-

ta dependencia puede cuantificarse por medio de algún funcional de costo.

Más aún, la mejor estimación para la función Φ, se encuentra minimizando

el valor esperado de este costo:

Φ̂ = arg mı́n
Ψ

E {L(Y −Ψ(X))}

= arg mı́n
Ψ

∫

Y

∫

X

L [y −Ψ(x)] p(x, y)dxdxy . (4.17)

Si L es un funcional cuadrático (L[Y −Ψ(X)] = [Y −Ψ(X)]2), entonces

la enerǵıa (4.17) se minimiza para Φ̂(x) = E(Y |X = x) [Bis06].

Una vez definida la función Φ̂, la varianza de la variable Y puede descom-

ponerse de la siguiente manera:
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V ar(Y ) = V ar(E(Y |X)) + EXV ar(Y |X = x) (4.18)

Mientras que el primer término del lado derecho de (4.18) mide la cantidad

de la varianza de la variable Y que es explicada por el modelo Y = Φ̂(X),

el segundo cuantifica la varianza de la parte de Y que es funcionalmente

independiente de X. En base a (4.18), la razón de correlación se define como

la proporción de la varianza de Y que es explicada por el modelo [RMPA98]:

CR(X, Y ) =
V ar(E(Y |X))

V ar(Y )

= 1− EXV ar(Y |X = x)

V ar(Y )
.

El registro de imágenes puede realizarse encontrando la transformación

que maximice la razón de correlación entre la imagen transformada y la

imagen de referencia. Aunque en la práctica suele minimizarse la expresión:

EXV ar(Y |X = x)

V ar(Y )
= 1− CR(X, Y )

=

∫
X

V ar(Y |X = x)p(X = x)dx

V ar(Y )
. (4.19)

Debe notarse que la razón de correlación no es una medida simétrica; esta

caracteŕıstica es importante cuando la relación funcional entre las intensi-

dades de las imágenes a registrar no es invertible, en esos casos la imagen a

transformar debe seleccionarse asegurando que la distribución p(IT |IR = i)

sea monomodal para todo valor de i. Lo anterior representa una desventaja
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importante para la aplicación general de la razón de correlación en el registro

multimodal de imágenes.



5. REGISTRO DE IMÁGENES MEDIANTE

KERNEL-PREDICTIBILIDAD

La aplicación de KP al problema de registro de imágenes puede realizarse

considerando la distribución conjunta de las intensidades de las imágenes IR

e IT . Definiendo IJ(T ) ≡ < IR, IT >, es posible reescribir esta distribución

como p(IJ(T )). La idea intuitiva se basa en que cuando T = T ∗, en donde

T ∗ es la transformación que alinea correctamente las imágenes, p(IJ(T ∗))

debe tener una menor dispersión que p(IJ(T )) para T 6= T ∗, y por lo tanto

KP [p(IJ(T ∗))] > KP [p(IJ(T ))] para T 6= T ∗. Por ejemplo, si suponemos

que existe una función de transferencia de tonos Φ, entre IR e IT ∗ , p(IJ(T ∗))

deberá ordenarse a lo largo de una estructura determinada por Φ: en este

caso, la distribución condicional p(IT ∗|IR = i) = δ(IT ∗ − Φ(i)), y cualquier

otra transformación debe redistribuir la densidad condicional en diferentes

valores de tonos de gris.

Sin embargo, no es suficiente considerar únicamente el valor de KP eval-

uado sobre la distribución conjunta de IR e IT , dado que por ejemplo, este

valor puede maximizarse bajo transformaciones que asignen todos los puntos

en la imagen IS a un único punto en IR. Para evitar esta situación, el espacio

de soluciones debe restringirse; siendo una opción la normalización del valor
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de KP conjunto, la cual se analiza en la siguiente sección.

5.1. Medidas de Similitud entre Imágenes Basadas en

Kérnel-Predictibilidad

El valor de KP conjunto puede normalizarse dividiéndolo entre la suma de

las KP marginales de una manera similar a como se realiza con la información

mutua normalizada [SHH99]. Lo anterior deriva en la siguiente medida de

similitud entre imágenes:

SKP1(IT , IR) =
KP [p(IJ)]

KP [p(IT )] + KP [p(IR)]
. (5.1)

Esta medida de similitud puede describirse como una comparación en-

tre la predictibilidad de la distribución conjunta y la predictibilidad de las

distribuciones marginales de las imágenes IT e IR.

En el caso discreto es posible derivar una cota superior para la SKP1.

Supongamos que para evaluar la KP de un par de imágenes IT e IR, se

utiliza un kérnel K, con la siguiente propiedad: K(i, i) = 1 ≥ K(i, j), para

i 6= j. Baándose en este kérnel puede construirse un kérnel separable, KJ ,

para medir la KP de la distribución conjunta, p(IJ), como:

KJ((i1, j1), (i2, j2)) = K(i1, i2)K(j1, j2) (5.2)

se tiene entonces:
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KP [p(IJ)] =
∑
i1

∑
i2

∑
j1

∑
j2

pIJ
(i1, j1)pIJ

(i2, j2)KJ((i1, j1), (i2, j2))

=
∑
i1

∑
i2

pIT
(i1)pIT

(i2)K(i1, i2)
∑
j1

∑
j2

pIR
(j1|i1)pIR

(j2|i2)K(j1, j2)

≤
∑
i1

∑
i2

pIT
(i1)pIT

(i2)K(i1, i2) = KP [p(IT )]

(5.3)

De manera similar puede verse que KP [p(IJ)] ≤ KP (p(IR)), por lo tanto

SKP1(IT , IR) ≤ 1
2
.

Si se considera ahora una imagen de referencia IR y una imagen trans-

formada IT , y se asume que cuando se aplica la transformación que alinea

correctamente ambas imágenes (T ∗), las intensidades iR, iT ∗ se relacionan

por medio de una función de transferencia de tonos invertible Φ, entonces

p(iT ∗|iR) = δ(iT ∗ − Φ(iR)). Si se asume además que K(i, j) = δ(i − j), en-

tonces, de (5.3) puede verse que KP (p(IR, IT ∗)) = KP (p(IR)) = KP (p(IT ∗)),

y por lo tanto SKP1(IR, IT ∗) = 1
2
. Lo anterior significa que SKP1 alcanza su

máximo global cuando T = T ∗.

En el caso del kérnel gaussiano, por lo menos un máximo local de SKP1

se obtiene bajo la transformación óptima; esto se deriva al notar que para

una transformación T diferente, pero cercana a T ∗, KP [p(IT )]+KP [p(IR)] ≈
KP [p(IT ∗)]+KP [p(IR)] y KP [p(IJ(T ∗))] > KP [p(IJ(T ))], dado que p(IJ(T ))

tiene una concentración menor que p(IJ(T ∗)) (considerar la ecuación (3.7)

y la discusión anterior). En la práctica se obtiene también un máximo local
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bajo la transformación T ∗ empleando kérneles suaves, para los cuales KP

tiene un comportamiento similar al del caso gaussiano (ver sección 3.1).

La estimación de la KP conjunta a través de un conjunto de muestreo

y utilizando kérneles separables, ecuación (5.2) es equivalente al producto

punto de dos vectores, como puede verse en la siguiente ecuación:

K̂P [p(IJ)] =
∑

i

∑
j

K2(I
i
J , Ij

J)

=
∑

i

∑
j

K(I i
R, Ij

R)K(I i
T , Ij

T )

= 〈K(IR),K(IT )〉 (5.4)

en donde los ı́ndices permiten recorrer diferentes pares de muestras de-

pendiendo del estimador utilizado e Ii
J = (I i

T , I i
R) = (IT (Xi), IR(Xi))

Una nueva medida de similitud se deriva al considerar la normalización de

este producto punto:

SKP2(IT , IR) =

∑
i

∑
j K(I i

R, Ij
R)K(I i

T , Ij
T )√∑

i

∑
j K2(I i

R, Ij
R)

∑
i

∑
j K2(I i

T , Ij
T )

=
〈K(IR),K(IT )〉
‖K(IR)‖‖K(IT )‖ .

(5.5)

Tomando en cuenta la desigualdad de Cauchy-Schwartz, |SKP2(IT , IR)| ≤
1, independientemente de la selección de K. Cuando las imágenes IT e IR se

encuentran perfectamente alineadas (T = T ∗) y existe entre ellas una función
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de transferencia de tonos igual a la identidad, se tiene que I i
T = I i

R e Ij
T = Ij

R,

y por lo tanto esta nueva medida de similitud adquiere su máximo global:

SKP2(IT ∗ , IR) = 1.

En la práctica los resultados obtenidos mediante la utilización de SKP1 y

SKP2 son muy similares (tal como se muestra en la figura 5.5). Sin embargo

la evaluación de SKP2 conlleva una carga computacional más alta que la

necesaria para calcular SKP1, dado que se requiere elevar al cuadrado cada

uno de los elementos de los dos vectores; aunque esta diferencia desaparece

si se tabulan previamente las evaluaciones de los kérneles. Esta estrategia

además acelera la ejecución de los algoritmos de registro significativamente,

sobre todo al utilizar kérneles muy complejos de evaluar. En este trabajo se

exploró la utilización de SKP1, por lo que, en adelante, las siglas SKP se

utilizarán para referirse espećıficamente a SKP1 (a menos que por el contexto

sea necesario diferenciar entre ambas medidas de similitud).

El registro de las imágenes IS e IR se realiza buscando la transformación

T que maximice el valor de SKP entre las imágenes IT e IR. La transforma-

ción puede clasificarse como paramétrica o no-parametrica; una estrategia de

registro diferente debe seguirse en cada caso, como se detalla en las secciones

5.3 y 5.4. Asumiendo que, por el contexto, es claro sobre qué imágenes se

evalúa la medida de similitud, se escribirá SKP (T ) en lugar de la expresión

SKP (IT , IR).
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5.2. Relación de SKP con Otras Medidas de Similitud.

En [BFB04], Bardera et al muestran que al utilizar la entroṕıa de Tsal-

lis bajo un enfoque similar al de la información mutua normalizada (4.14)

se genera una medida de similitud entre imágenes con una gran robustez.

Espećıficamente proponen el empleo de la entroṕıa de Gini, obtenida de la

entroṕıa de Tsallis (2.6) seleccionando el parámetro libre igual a dos, da-

da su sencillez computacional y su alta convergencia hacia la transformación

óptima, demostrada en el registro de algunas modalidades de imágenes médi-

cas. Como se mostró en la sección 3.1, al utilizar un kérnel igual a la delta

de Kroneker el valor de KP de un vector de probabilidades es equivalente

al negativo de la entroṕıa de Gini del mismo vector (más una unidad), por

lo que, para ese kérnel espećıfico, SKP presenta una gran similitud con la

medida propuesta por Bardera et al.

Por otro lado, haciendo KR(I i
R, Ij

R) = δ(I i
R−Ij

R), KT (I i
T , Ij

T ) = −(I i
T−Ij

T )2

y KJ = KR(I i
R, Ij

R)KT (I i
T , Ij

T ), el valor de SKP , entre un par de imágenes

IT e IR, se reduce a:

SKP (T ) = −
∫

X
V ar(IT |IR = x)p2(IR = x)dx

V ar(IT ) + µ

en donde µ = [1−Gini(p(IR))], es una constante. Debe notarse la simil-

itud entre esta medida y la razón de correlación, definida en la ecuación

(4.19). Sin embargo, deben recordarse también las limitaciones de la varian-

za para medir la dispersión de distribuciones multimodales (sección 2.2), lo

que explica la dificultad para utilizar la razón de correlación en problemas

de registro multimodal de imágenes en general.
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5.3. Registro Paramétrico

Supongamos que la trasformación T se determina por un vector de m

parámetros reales a = (a1, a2, . . . , am), y que m es considerablemente menor

que el número total de puntos sobre las imágenes a registrar; en este caso,

podemos escribir T (x; a) en lugar de T (x), por ejemplo al registrar imágenes

bajo transformaciones afines o proyectivas. Entonces una aproximación a

(5.1) usando el estimador (3.11) puede escribirse de la siguiente manera:

ŜKP [T (a)] =
K̂P J [T (a)]

K̂P T [T (a)] + K̂PR

(5.6)

con

K̂P J [T (a)] =

n/2∑
i=1

n∑

j=n/2+1

KJ(Ii
J , Ij

J)

K̂P T [T (a)] =

n/2∑
i=1

n∑

j=n/2+1

KM(I i
T , Ij

T )

K̂PR =

n/2∑
i=1

n∑

j=n/2+1

KM(I i
R, Ij

R) ,

y en donde KJ es el kérnel utilizado para medir la predictibilidad de la

distribución conjunta de IT e IR; KM para las distribuciones marginales de IT

e IR. Nótese que el coeficiente constante en los estimadores puede ignorarse

debido a la normalización.

En caso de emplear kérneles gaussianos (e ignorando la constante de nor-

malización):
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KJ(Ii
J , Ij

J) = GσJ
(Ii

J , Ij
J) = exp

{
−‖I

i
J − Ij

J‖2

2σ2
J

}
(5.7)

KM(I i, Ij) = GσM
(I i, Ij) = exp

{
−(I i − Ij)2

2σ2
M

}
. (5.8)

La maximización se realiza utilizando ascenso de gradiente estocástico,

iniciando con una transformación definida por el vector a0, y actualizándola

mediante la relación:

at+1 = at + λ∇aŜKP
[
T (at)

]

con:

∇aŜKP
[
T (at)

]
=

1

K̂P T [T (at)] + K̂PR

∇aK̂P J

[
T (at)

]
(5.9)

− K̂P J [T (at)]

(K̂P T [T (at)] + K̂PR)2
∇aK̂P T

[
T (at)

]

y en particular, al emplear los kérneles gaussianos (5.7) (5.8), estos gra-

dientes pueden escribirse:

∇aK̂P J

[
T (at)

]
= − 1

σ2
J

n/2∑
i=1

n∑

j=n/2+1

GσJ
(Ii

J , Ij
J)(I i

T − Ij
T )(∇aI

i
T −∇aI

j
T )

∇aK̂P T

[
T (at)

]
= − 1

σ2
M

n/2∑
i=1

n∑

j=n/2+1

GσM
(I i

T , Ij
T )(I i

T − Ij
T )(∇aI

i
T −∇aI

j
T ) .

El gradiente puede estimarse con un conjunto de muestreo diferente en

cada iteración, introduciendo un factor estocástico al método de ascenso de
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gradiente (tal como se propone en [VWI95]), esto permite que el proceso de

optimización escape de óptimos locales; en este sentido, el uso del estimador

(3.11) es más adecuado debido a que su mayor varianza introduce un compo-

nente estocástico adicional. Además de tener el menor costo computacional

entre las tres opciones consideradas en este trabajo.

Al trabajar con grandes transformaciones, la parte de la imagen IR en la

región de traslape entre las dos imágenes puede variar con la transformación

T , y el gradiente de la similitud debe considerar esta variación. Desafor-

tunadamente no existe una dependencia expĺıcita de IR con respecto a la

transformación; por lo que el gradiente de la similitud debe aproximarse

con diferencias finitas. La derivada parcial de (5.6) con respecto a cualquier

parámetro ai puede evaluarse con diferencias finitas centradas como:

∂ŜKP

∂ai

[
T (at)

] ≈ ŜKP [T (at + εiei)]− ŜKP [T (at − εiei)]

2εi

, (5.10)

en donde ei es un vector con un uno en la componente i-ésima y ceros

en el resto, y εi es un valor real pequeño. Al emplear esta aproximación la

similitud debe evaluarse dos veces por cada parámetro de la transformación y

debido a que cada evaluación determina una región de traslape diferente entre

las imágenes, para que el gradiente sea calculado con mayor exactitud las

muestras empleadas para su estimación deben localizarse en la intersección

de todas las regiones de traslape diferentes.

El empleo de (5.10) para la aproximación del gradiente es ventajoso en

problemas de registro de imágenes con transformaciones de gran magnitud,
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en las que la variación de IR durante el proceso de registro es importante; de

lo contrario puede ignorarse esta variación y emplearse el esquema definido

en (5.9). En este trabajo se empleó la aproximación (5.10) para registro de

imágenes.

5.4. Registro No-paramétrico.

Para obtener un campo de transformación no-paramétrico (denso), el pro-

ceso de registro debe encontrar un vector de traslación diferente para cada

punto en las imágenes; en este caso la transformación en cada punto se define

de la siguiente manera: T (xi) = xi +ui, i ∈ {1, . . . , N}. Para que el campo de

transformación no-paramétrico u = {u1, . . . , uN} sea estimado de forma cor-

recta se requiere un gran número de muestras, y el registro por maximización

de SKP puede ser prohibitivo debido al costo cuadrático de su evaluación

con respecto al tamaño del conjunto de muestreo (por ejemplo, al utilizar el

primer estimador, el kérnel se evalúa tomando cada elemento del conjunto de

muestreo como primer argumento y cada uno de los elementos restantes en

el segundo argumento). En lugar de maximizar la similitud de forma global,

ésta puede restringirse a un nivel local, enfocándose en una pequeña región

alrededor de cada punto de las imágenes; entonces se puede maximizar la

suma sobre todos los puntos x de las similitudes locales. Por ejemplo si se

considera una pequeña región cuadrada definida por la ventana Wx, centra-

da sobre el punto x, entonces la similitud local depende únicamente de los

vectores de traslación correspondientes a los puntos contenidos en Wx; estos

vectores se representan por el conjunto vx = {ui|i ∈ Wx}. Evaluar la simili-

tud a nivel local, además, permite evitar irregularidades en las distribuciones
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de las imágenes, las cuales pueden ser resultado de inhomogeneidades espa-

ciales en los valores de intensidad de las imágenes. Finalmente, es necesario

considerar la regularización del campo u. Por lo anterior, para registro de

no-paramétrico de imágenes, se propone la minimización de la siguiente en-

erǵıa, la cual es una combinación de un término de datos, ED, y un término

de regularización ES:

E(u) = ED(u) + λES(u)

en donde

ED(u) =
∑

x

{
−ŜKPWx(vx)

}
(5.11)

ES(u) =
∑

x

{ ∑

x′∈Nx

‖ux − ux′‖2

}
(5.12)

λ es una constante que regula la suavidad del campo y Nx es un pequeño

vecindario alrededor del punto x (independiente de Wx).

La similitud local se evalúa de la siguiente manera:

ŜKPWx(vx) = K̂PJ (vx)

K̂PT (vx)+K̂PR(x)

=
∑

i,j∈Wx
KσJ (Ii

J ,Ij
J)∑

i,j∈Wx
KσM (Ii

T ,Ij
T )+

∑
i,j∈Wx

KσM (Ii
R,Ij

R)
.

(5.13)

En este caso I i
T = IS(xi + ui). Se ha escrito el valor K̂PR como una

función del punto central x, para remarcar su evaluación local. Se debe notar

que se está empleando el estimador (3.12), debido a que al trabajar con
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ventanas pequeñas se dispone de pocas muestras para la estimación de las

similitudes, y la menor varianza del estimador (3.12) permite un cálculo más

exacto del campo de transformación. Resultados similares pueden obtenerse

utilizando (3.10), sin embargo debe evitarse el empleo del estimador (3.11),

principalmente para ventanas muy pequeñas (ventanas de 3× 3 pixeles).

La minimización se realiza mediante descenso de gradiente. Para kérne-

les gaussianos, (5.7) y (5.8), la derivada parcial del término de datos en la

ecuación (5.11) con respecto a un vector de traslación cualquiera ul es:

∂ED

∂ul

= 2
∑

x : l∈Wx

∑
i∈Wx





fJ(x)GσJ

(
Il
J , Ii

J

)−
fM(x)GσM

(
I l
T , I i

T

)





(
I l
T − I i

T

)∇IS(x+ul) (5.14)

donde: fJ(x) = 1

σ2
J [K̂PT (vx)+K̂PR(x)]

, fM(x) = K̂PJ (vx)

σ2
M [K̂PT (vx)+K̂PR(x)]

2 , y

∇IS(xl + ul) es el gradiente espacial de la imagen IS evaluado en el punto

(xl + ul). Nótese que la primera sumatoria recorre cada una de las ventanas,

Wx, que contengan al punto l, mientras que la segunda recorre cada punto

contenido en Wx.

Finalmente, el gradiente del término de regularización es

∂ES

∂ul

= 4

(
|Nl|ul −

∑

l′∈Nl

ul′

)
.

El registro de imágenes por medio de (5.14) puede consumir mucho tiempo

al utilizar ventanas de gran magnitud (7× 7 pixeles o más). Suponiendo que

el valor de KP local ha sido evaluado para un punto x y para un conjunto
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de vectores fijo v0
x, entonces es posible realizar una aproximación del valor

de KP para un nuevo conjunto de vectores vx, empleando una aproximación

en serie de Taylor alrededor de v0
x en la siguiente forma:

K̂P (vx) ≈ K̂P (v0
x) + (vx − v0

x)
T∇vK̂P (v0

x) . (5.15)

Una vez que los valores de K̂P (v0
x) y ∇vK̂P (v0

x) han sido evaluados, el

costo de la aproximación del nuevo valor de KP se reduce de |W |2 evalua-

ciones del kérnel, al cálculo del producto de dos vectores con |W | elementos,

sin necesidad de realizar una sola evaluación del kérnel. Sustituyendo las

aproximaciones lineales de K̂P J(vx) y K̂P T (vx), el valor de (5.13) puede

reescribirse como:

ŜKPWx(vx) =
K̂P J(v0

x) + (vx − v0
x)

T∇vK̂P J(v0
x)

K̂P T (v0
x) + (vx − v0

x)
T∇vK̂P T (v0

x) + K̂PR(x)
. (5.16)

Con la sustitución de (5.16), el gradiente del término de datos puede sim-

plificarse a:

∂ED

∂ul

= −
∑

x : l∈Wx

{
fJ(x)

[
∇vK̂P J(v0

x)
]

l
− fM(x)

[
∇vK̂P T (v0

x)
]

l

}
(5.17)

donde
[
∇vK̂P J(v0

x)
]

l
y

[
∇vK̂P T (v0

x)
]

l
, son la componente l-ésima de

los gradientes de KP :
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[
∇vK̂PM(v0

x)
]

l
= − 2

σ2
M

∑
i∈Wx

GσM

(
I l
T , I i

T

) (
I l
T − I i

T

)∇IS[xl + (v0
x)l]

[
∇vK̂P J(v0

x)
]

l
= − 2

σ2
J

∑
i∈Wx

GσJ

(
Il
J , Ii

J

)
(I l

T − I i
T )∇IS[xl + (v0

x)l]

y I i
T = IS[xi +(v0

x)i], fJ(x) = 1

K̂P T (v0
x)+(vx−v0

x)T∇vK̂P T (v0
x)+K̂PR(x)

, fM(x) =

K̂P J (v0
x)+(vx−v0

x)T∇vK̂P J (v0
x)

[K̂P T (v0
x)+(vx−v0

x)T∇vK̂P T (v0
x)+K̂PR(x)]

2 .

El registro mediante la minimización de (5.17), requiere de una reevalu-

ación periódica de los valores y gradientes de la kérnel-predictibilidad; en la

práctica, después de cada cinco o diez iteraciones. Sin embargo, al emplear la

aproximación lineal, puede obtenerse una reducción importante en el tiempo

de convergencia sin sacrificar demasiada exactitud.

5.5. Resultados.

Algunos de los resultados obtenidos con la aplicación de SKP en difer-

entes problemas de registro de imágenes se presentan en esta sección.

5.5.1. Registro Paramétrico.

En el primer conjunto de experimentos se realizó una comparación de los

métodos de registro basados en entroṕıa, con respecto al registro por maxi-

mización de SKP , utilizando transformaciones afines. Los métodos consider-

ados fueron el registro por maximización de información mutua e información

mutua normalizada; para cada uno de ellos se implementaron dos versiones

diferentes. La primera implementación se basa en la estimación de la entroṕıa
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por medio de histogramas normalizados, y la optimización se realiza con el

método simplex [PTVP99]; esta implementación es ampliamente utilizada

y sus ventajas sobre otras implementaciones (en todos los casos utilizando

histogramas normalizados para estimar la distribución de probabilidad) se

describen en [ZC02]. En la segunda implementación, que se basa en el tra-

bajo de Paul Viola [VWI95], la estimación de la entroṕıa se realiza mediante

ventanas de Parzen gaussianas [DH73], como se describe a continuación:

H(IR) = − 1

|A|
∑
i∈A

log

{
1

|B|
∑
j∈B

GσM
(I i

R − Ij
R)

}
(5.18)

H[IL(T )] = − 1

|A|
∑
i∈A

log

{
1

|B|
∑
j∈B

GσM
(I i

T − Ij
T )

}
(5.19)

H[IL(T ), IR] = − 1

|A|
∑
i∈A

log

{
1

|B|
∑
j∈B

GσJ
(I i

J − Ij
J)

}
, (5.20)

en donde A y B, son dos conjuntos de coordenadas muestreadas en la

región de traslape de las imágenes, y Gσ, es la densidad normal con varian-

za σ2; el proceso de optimización se realiza utilizando ascenso de gradiente

estocástico, aproximando las derivadas parciales por medio de diferencias

finitas centradas.

Las transformaciones afines pueden aplicarse multiplicando una matriz

cuadrada cualquiera A por un punto p y sumando al resultado un vector

de traslación t, con lo que se genera el punto transformado p′. La matriz A

está compuesta por tres transformaciones más simples: una rotación R, un

escalamiento S y un cizallamiento H; lo cual se representa en la siguiente

expresión:
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p′ = Ap + t = (RSH)p + t .

El orden en el cual se multiplican las matrices es arbitrario, y en el caso

bidimensional la forma de cada matriz es:

R =


 cos φ − sen φ

sen φ cos φ




S =


 α 0

0 β




H =


 1 γ

0 1





 1 0

δ 1


 .

Asignando valores aleatorios a los parámetros φ, α, β, γ, y δ, se con-

struyeron cinco conjuntos compuestos por 50 transformaciones afines cada

uno de ellos. Estos valores aleatorios se generaron muestreando uniforme-

mente intervalos cuya magnitud fue variada, tal como se describe en la tabla

5.1.

Para el registro se utilizaron diferentes imágenes bidimensionales (ver figu-

ra 5.1). Las imágenes de referencia se generaron aplicando cambios en inten-

sidad, aśı como transformaciones afines a las imágenes originales (128× 128

pixeles), y extrayendo después un cuadrado de 90× 90 pixeles del centro de

las imágenes transformadas, tal como se muestra en las figuras, 5.1(a)-5.1(c);

lo anterior con excepción de las imágenes 5.1(d) (217×181 pixeles), las cuales
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Conjunto φ (grados) α, β γ, δ t (pixeles en

cada dirección)

S1 [−10◦, 10◦] [0.9, 1.1] [−0.1, 0.1] [−10.0, 10.0]

S2 [−20◦, 20◦] [0.8, 1.2] [−0.2, 0.2] [−20.0, 20.0]

S3 [−30◦, 30◦] [0.7, 1.3] [−0.3, 0.3] [−30.0, 30.0]

S4 [−40◦, 40◦] [0.6, 1.4] [−0.4, 0.4] [−40.0, 40.0]

S5 [−50◦, 50◦] [0.5, 1.5] [−0.5, 0.5] [−50.0, 50.0]

Tab. 5.1: Composición de los cinco conjuntos de transformaciones. El ancho de

cada intervalo generador se incrementó progresivamente.

corresponden a dos imágenes de resonancia magnéticas (MRI) obtenidas del

simulador del Instituto Neurológico de Montreal [Bra]; en este caso, la ima-

gen IS corresponde a una MRI de modalidad T1 generada con 9% de ruido

y un 40 % de inhomogeneidades en intensidad, mientras que las imágenes de

referencia se crearon aplicando transformaciones afines a la correspondiente

MRI de modalidad T2. Las intensidades de cada par de imágenes fueron

escaladas entre 0 y 100; después de eso el cambio en intensidad fue aplica-

do mediante la función IR = 100( IL

100
)1.35 para las imágenes 5.1(a), 5.1(b), e

IR = 100(1 − IL

100
)1.35 para 5.1(c). Este proceso se repitió para cada trans-

formación de los cinco conjuntos, ejecutando después los algoritmos para

registrar los diferentes pares de imágenes.

El registro se realizó bajo un esquema multiescala, empleando dos pirámides

gaussianas de tres niveles, las cuales se construyeron aplicando alternativa-

mente las operaciones de suavizado (con un kérnel gaussiano) y submuestreo
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a las imágenes IS e IR; el registro se inició con la transformación identidad

en el nivel más bajo de las pirámides y la transformación obtenida en cada

nivel se utilizó como la transformación inicial para los siguientes niveles. En

el caso de los algoritmos basados en histogramas normalizados los detalles

de implementación se fijaron de acuerdo a lo sugerido por [ZC02]. En el caso

de los algoritmos basados en ventanas de Parzen, se utilizaron dos conjun-

tos de coordenadas diferentes compuestos de 50 muestras cada uno. En la

estimación de la entroṕıa conjunta, la matriz de covarianza se tomó igual

a un múltiplo de la matriz identidad σ2I, mientras que para las entroṕıas

marginales la varianza se fijó en el valor σ2; este valor se estableció man-

ualmente, considerando un porcentaje del rango dinámico de las imágenes a

registrar. Los valores utilizados en estos experimentos fueron σ = 5 % para

5.1(a) y σ = 10 % en el resto de las imágenes. En el caso de registro por max-

imización de SKP , se utilizó el estimador (3.11) con el mismo número de

muestras que se emplearon en los algoritmos basados en ventanas de Parzen;

además de que el ancho de los kérneles gaussianos se seleccionó bajo el mis-

mo criterio descrito anteriormente, excepto que en todos los experimentos se

fijó σ = 8 %.

El número de registros realizados correctamente en cada conjunto y para

cada algoritmo se muestra en la figura 5.2. Para esto, el registro de dos

imágenes se consideró correcto si el error promedio entre el campo aplicado

y el recuperado fue menor a un pixel. Puede observarse que, casi en todos

los casos, el número de registros realizados correctamente mediante maxi-

mización de SKP fue superior que los obtenidos con el resto de los métodos
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 5.1: Imágenes empleadas en el registro. Las imágenes de referencia para 5.1(a)-

5.1(c) se obtuvieron aplicando cambios de intensidad y transformaciones

afines a las imágenes originales, y extrayendo después un pequeño cuadra-

do del centro de la imagen transformada. Para 5.1(d), las imágenes de ref-

erencia fueron obtenidas aplicando transformaciones afines a una imagen

de resonancia magnética de modalidad T2.

analizados, especialmente en transformaciones de gran magnitud; además se

observa muy poca robustez de los algoritmos de registro basados en his-

togramas normalizados. La precisión de los métodos de registro analizados

está relacionada directamente con el método de optimización empleado, ob-

servándose una mayor precisión en los métodos de registro basados en el

método simplex downhill. En el caso de los métodos optimizados por descen-

so de gradiente estocástico con gradiente aproximado con diferencias finitas,

se obtuvo una menor precisón, esto posiblemente al ruido introducido en la

evaluación del gradiente.
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Fig. 5.2: Registros realizados correctamente en función de la complejidad de la
transformación. La gráfica muestra los resultados correspondientes a las
imágenes 5.1(a)-5.1(d). En la gráfica, SKP, representa la similitud basada
en kérnel-predictibilidad, NMI-D y NMI-D identifican a la información
mutua normalizada basada en ventanas de Parzen e histogramas nor-
malizados respectivamente; mientras que MI-C y MI-D, identifican a la
información mutua basada en ventanas de Parzen e histogramas normal-
izados.
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El registro por maximización de SKP presenta otra ventaja al compararse

con los algoritmos basados en la estimación de la entroṕıa mediante ventanas

de Parzen. Debido al costo cuadrático de la estimación tanto de la entroṕıa

como de la KP , el número de muestras utilizadas para realizar el registro

es un parámetro muy importante. La figura 5.3 muestra el desempeño de los

tres métodos al variar este parámetro; en este caso se empleó el conjunto de

transformaciones afines S3 (descrito en la tabla 5.1) en las cuatro imágenes.

Puede observarse que el registro realizado por maximización de SKP puede

realizarse aceptablemente incluso al emplear un conjunto de muestras reduci-

do; a diferencia del registro por IM e IMN . En algunas de las gráficas se

muestra una pequeña reducción en el desempeño del registro por SKP al uti-

lizar conjuntos de muestreo de gran tamaño, este comportamiento está cau-

sado por la disminución en el ruido introducido en la aproximación del gradi-

ente de la SKP , ya al aumentar la cardinalidad del conjunto de muestreo se

disminuye la varianza de los estimadores utilizados, haciendo que el registro

sea un poco más sensible a la presencia de óptimos locales.

Con el fin de evaluar el registro por maximización de SKP al emplear

diferentes kérneles, se repitió el proceso de registro de los cuatro pares de

imágenes (mostrados en la figura 5.1) para SKP , utilizando los kérneles

unidimensionales descritos en la tabla 5.5.1. Estos kérneles se emplearon en

la evaluación de los valores de SKP marginales mientras que para el cálculo

de la KP conjunta se empleó un kérnel separable de acuerdo a la ecuación

(5.2). Como puede observarse en las figuras 5.4(a)-5.4(d), la selección del

kérnel para el registro por maximización de SKP no es un factor cŕıtico, ya
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Fig. 5.3: Registros realizados correctamente en función del número de muestras

utilizados para la estimación de las medidas. La gráfica muestra los re-

sultados correspondientes a las imágenes 5.1(a)-5.1(d).
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Kérnel gaussiano K(x1, x2) = exp [−(x1 − x2)
2/σ2]

Kérnel Cauchy K(x1, x2) = 1
1+α(x1−x2)2

Kérnel exponencial K(x1, x2) = exp (−|x1 − x2|/σ2)

Kérnel triangular K(x1, x2) = 1− α|x1 − x2| para α|x1 − x2| < 1

y K(x1, x2) = 0, en otro caso.

Tab. 5.2: Diferentes kérneles utilizados en el registro por SKP .

que solamente se obtuvieron pequeñas diferencias en desempeño al utilizar

diferentes kérneles suaves, sin embargo, los resultados obtenidos fueron muy

pobres en el caso del kérnel triangular.

Finalmente, en la figura 5.5 se muestra una comparación del desempeño

de las dos medidas de similitud que se describieron en la sección 5.1. Dado

que las diferencias son muy pequeñas, el costo computacional se convierte en

el factor que justifica la selección de la medida de similitud 5.1.

5.5.2. Registro No-paramétrico

La robustez obtenida bajo transformaciones de gran magnitud y emplean-

do un número reducido de muestras, hacen que el registro por maximización

de SKP sea adecuado para aplicarse en problemas de registro no-paramétri-

co. Para evaluar el desempeño de ŜKP en este tipo de problemas, se gener-

aron sinteticamente diez campos vectoriales mediante dos mallas de 15× 15

nodos, en los cuales se centraron funciones B-spline cúbicas y se asignaron

valores aleatorios a cada nodo; de manera que para cada pixel (x, y) se defi-

nió un vector de traslación (u(x, y), v(x, y)) de la siguiente manera:
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Fig. 5.4: Resultados del registro mediante SKP utilizando diferentes kérneles. La

letra g identifica al kérnel gaussiano, la letra c al de Cauchy, la e al

exponencial y la letra l al kérnel triangular.
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Fig. 5.5: Comparación de los resultados obtenidos en la utilización de las dos me-

didas de similitud basadas en SKP (denominadas SKP1 y SKP2, ver

ecuaciones 5.1 y 5.5).
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u(x, y) =
∑15

i=1

∑15
j=1 Uijβ[k1(x− xi)]β[k2(y − yj)]

v(x, y) =
∑15

i=1

∑15
j=1 Vijβ[k1(x− xi)]β[k2(y − yj)]

(5.21)

donde Uij, Vij ∼ U{−7, 7}, en todos los nodos (xi, yj), y kd es la razón de

nodos sobre la magnitud en pixeles para la dirección d. Las funciones B-spline

utilizadas son las siguientes:

β(z) =





2
3
− |z|2 + |z|3

2
, |z| < 1.

(2−|z|)3
6

, 1 ≤ |z| < 2

0, |z| ≥ 2.

Los campos vectoriales generados se aplicaron a dos imágenes diferentes de-

spués de cambiar los tonos de gris mediante las funciones f1(I) = 100( I
100

)1.35

y f2(I) = 100(1 − I
100

)1.35, como se muestra en la figura 5.6. Después el al-

goritmo de registro no-paramétrico descrito en la sección 5.4 fue ejecutado

buscando recuperar el campo vectorial originalmente aplicado. En cada caso

se evaluó el error, definido como el promedio de las longitudes de los vectores

resultantes de la diferencia entre el campo aplicado y el obtenido por el reg-

istro. Al igual que en el caso paramétrico, el registro se realizó utilizando una

representación multiescala de las imágenes mediante pirámides gaussianas de

tres niveles, iniciando con la transformación identidad en el nivel más bajo y

en el resto de los niveles con el campo vectorial resultante del registro en el

nivel previo. Para comparar, el algoritmo de registro se ejecutó sustituyendo

la ŜKP en el término (5.11) por expresiones correspondientes a IM e IMN

basadas en ventanas de Parzen: ecuaciones (5.18)-(5.20). Como se describe

en la sección 5.4, las medidas de similitud se evaluaron a nivel local, medi-
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ante pequeñas ventanas centradas sobre cada pixel. El desempeño de las tres

medidas de similitud se evaluó al utilizar ventanas de diferente tamaño. Los

resultados obtenidos se resumen en las figuras 5.7(a)-5.7(d), en las que se

observa que pueden obtenerse importantes reducciones en el error promedio

al emplear SKP como medida de similitud, sobre todo al realizar el registro

con ventanas pequenãs. Lo anterior se refleja en un ahorro importante en el

tiempo de registro (ver figura 5.8). Para facilitar una comparación cualita-

tiva de los errores, las imágenes registradas utilizando las tres medidas de

similitud en una transformación espećıfica se muestran en la figura 5.9.

La utilización de la aproximación lineal del valor de SKP (como se describe

en la sección 5.4) permite acelerar la convergencia del registro sin sacrificar

demasiada exactitud. En la figura 5.5.2 se muestra una comparación de la

convergencia del error con respecto al tiempo de ejecución, tanto del algorit-

mo de registro original basado en SKP como del basado en la aproximación

lineal. Ambos algoritmos se ejecutaron sobre el mismo par de imágenes y el

registro se basó en ventanas de 5× 5 pixeles.
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(a) (b)

Fig. 5.6: Imágenes utilizadas en el registro no-paramétrico. Las imágenes de ref-

erencia fueron generadas aplicando cambios en la intensidad aśı como

diferentes campos vectoriales a las imágenes originales.
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Fig. 5.7: Error promedio en el registro no-paramétrico para diferentes tamaños

de ventana. El primer renglón muestra los resultados obtendios en el

registro de la imagen 5.6(a) e imágenes de referencia generadas mediante

la función de transferencia de tonos f1(I) = 100( I
100)1.35 (gráfica de la

izquierda), y f2(I) = 100(1− I
100)1.35 (derecha). La segunda fila muestra

los resultados correspondientes a la imagen 5.6(b).
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Fig. 5.8: Tiempo de ejecución del registro no-paramétrico con SKP como una

función del ancho de las ventanas utilizadas para medir la similitud local.

Se muestran los resultados obtenidos para una imagen de 128×128 pixeles.

Para cada ventana se realizaron 200 iteraciones del algoritmo de descenso

de gradiente en cada nivel de la pirámide gaussiana. Las pruebas fueron

ejecutadas en una PC con procesador Pentium 4, a 3.0 GHz.
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(a) (b) (c)

Fig. 5.9: Imágenes registradas para una transformación espećıfica. Se muestra la

imagen de referencia en la primera fila (la misma en cada caso), y en la

segunda las imágenes registradas por SKP (izquierda), NMI (centro)

y MI (derecha). La estimación del campo de deformación se realizó uti-

lizando ventanas de 3×3 pixeles alrededor de cada pixel en las imágenes.

Los errores respectivos fueron de: 1.23, 1.57 and 1.60 pixeles.
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Fig. 5.10: Convergencia para los algoritmos de registro no-paramétrico basados en

SKP . Se muestran los resultados obtenidos al registrar un mismo par

de imágenes tanto con el algoritmo original como con la aproximación

lineal.



6. SEGMENTACIÓN DE IMÁGENES MEDIANTE LA

MAXIMIZACIÓN DE LA KÉRNEL PREDICTIBILIDAD

REGIONAL.

La segmentación de una imagen consiste en la asignación de una etiqueta,

perteneciente a un conjunto discreto L = {l1, l2, . . . , lK}, a cada uno de sus

puntos. A través de las etiquetas es posible la identificación de patrones

regulares en imágenes como pueden ser tonos de gris, texturas, estructuras

anatómicas en imágenes médicas, valores de disparidades en secuencias, entre

otros. Estos patrones quedan determinados por la formación de la imagen

observada, g, a través del siguiente proceso:

g(x) = Φ(x, Nx,mk)⊕Rx, ∀x ∈ {1, . . . , N} , (6.1)

siendo g(x) el valor de la intensidad de la imagen obsevada en el pixel x.

En este proceso Φ es una función de transferencia de tonos, mientras que Nx

representa una vecindad del punto x. Asociado a cada patrón (o modelo) se

tiene un conjunto de parámetros mk, k ∈ {1, . . . , K}. Finalmente el proceso

de formación se ve afectado por la presencia de ruido, Rx, aplicado a través

de alguna operación invertible, ⊕.
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Entre los métodos tradicionalmente utilizados para segmentar imágenes,

algunos de los más destacados son los basados en crecimiento y unión de

regiones [YC08], los basados en curvas dinámicas [ZY96, CV01, PD99], y los

basados en la teoŕıa bayesiana para la toma de decisiones. Estos últimos,

gozan de una gran aceptación debido a la generalidad de sus aplicaciones y

serán descritos en la siguiente sección.

6.1. Segmentación de Imágenes como un Problema de Toma

de Decisiones.

La segmentación de una imagen es equivalente a un problema de toma de

decisiones sobre el valor del campo aleatorio de etiquetas F = {F1, F2, . . . , FN}
con Fi ∈ L, ∀i. Bajo este enfoque, la segmentación de la imagen se basa en

la asignación de una función de costo, C(f , f∗), a la decisión de etiquetar la

imagen con el campo f (haciendo F = f), cuando el verdadero valor es f∗.

Dado que f∗ es desconocido, se selecciona el campo f̂ que minimice el valor

esperado de la función de costo:

f̂ = arg mı́n
f

∑

f∗
C(f , f∗)P (F = f∗|g) (6.2)

en donde P (F = f∗|g) es la distribución a posteriori, la cual puede obten-

erse mediante el teorema de Bayes:

P (F = f∗|g) =
P (g|F = f∗)P (F = f∗)

P (g)
. (6.3)
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La probabilidad P (g) puede ignorarse ya que su valor es constante, mien-

tras que, considerando independencia espacial en el ruido que afecta a la

formación de la imagen observada, la probabilidad P (g|F = f∗), denominada

verosimilitud, es equivalente igual a:

P (g|F = f∗) =
N∏

x=1

P
{
Rx =

[
g(x)ª Φ(x,Nx, mf∗x )

]}
(6.4)

siendo ª la operación inversa de ⊕, y mf∗x los parámetros del modelo

asociado con la etiqueta f ∗x .

Mención especial merece el término P (F = f∗), denominado distribución

de probabilidad a priori. A través de este término es posible reflejar ciertos

criterios acerca de las caracteŕısticas del campo de etiquetas que pueden ser

deseables, por ejemplo condiciones de regularidad, lo cual gúıa fuertemente

el proceso de segmentación. Esta distribución es frecuentemente representa-

da a través de campos aleatorios markovianos los cuales se describen en la

siguiente sección.

Existen varias alternativas para la selección de la función de costo. Cuando

el conjunto de etiquetas es ordenado, entonces una posibilidad consiste en

hacer C(f , f∗) = ‖f − f∗‖2; con lo que el estimador obtenido en (6.2) es igual

a la media de la distribución a posteriori:

f̂ =
∑

f

fP (F = f |g) .

Mientras que una opción ampliamente utilizada se obtiene haciendo C(f , f∗) =

1− δ(f − f∗) (la función de costo que asigna un uno si f 6= f∗ y cero en caso
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contrario). En este caso el estimador de (6.2) se reduce a:

f̂ = arg máx
f

P (F = f |g) ,

también conocido como estimador máximo a posteriori (MAP).

La función que da origen al estimador MAP asigna costos constantes a

campos de etiquetas que son diferentes del verdadero valor, independiente-

mente del número de puntos en que puedan llegar a coincidir. Otra opción

consiste en seleccionar la función de costo igual al número de puntos en los

que ambos campos difieren, con lo que el estimador óptimo es el maximizador

de las marginales a posteriori [MMP87]:

f̂i = arg máx
k

P (Fi = lk|g) = arg máx
k

∑

f :fi=lk

P (f |g), ∀i .

Independientemente del estimador utilizado, debe notarse que el problema

planteado en (6.2) es combinatorio, y que el espacio de soluciones tiene una

cardinalidad igual a KN , por lo que la optimización llega a ser un problema

cŕıtico.

6.2. Campos Aleatorios Markovianos y Gibbsianos.

Dado un conjunto de sitios, S = {s1, s2, . . . , sN}, un sistema de vecin-

dades, Ni ⊂ S, definido en cada sitio si, y un campo de variables aleatorias,

F = {F1, F2, . . . , FN}; se dice que F es un campo aleatorio markoviano si

satisface las siguientes condiciones [Li01]:
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P (F = f) ≥ 0 , (6.5)

P (Fi = fi|Fj = fj, j 6= i) = P (Fi = fi|Fj = fj, j ∈ Ni) , ∀i . (6.6)

La propiedad de markovianidad en un campo aleatorio refleja caracteŕısti-

cas que dependen de interacciones locales entre las variables, dado que se

restringe la dependencia de cualquier variable Fi, únicamente a las variables

definidas en sitios ubicados en la vecindad del sitio si. Esta dependencia

puede dificultar, a primera vista, la construcción de la distribución conjunta,

P (F = f); sin embargo, puede aprovecharse la equivalencia entre un campo

aleatorio markoviano y un campo aleatorio gibbsiano, establecida mediante

el teorema de Hammersley-Clifford [Li01], para superar esta dificultad.

Un campo aleatorio gibbsiano, definido sobre el conjunto de sitios S, tiene

una función de probabilidad igual a:

P (F = f) =
1

Z
exp

(
−U (f)

T

)
, (6.7)

siendo Z =
∑

f exp
(
−U(f)

T

)
y T una constante que controla la anchura de

la distribución. La función, U (f), es una función de enerǵıa que debe poder

representarse mediante una expresión con la siguiente forma:

U (f) =
∑

c

Vc(f) , (6.8)

en donde la sumatoria se extiende por todos los cliques, c, del conjunto

de sitios. Un clique, se define como un subconjunto de S tal que cada par de
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sitios diferentes contenidos en él son vecinos [GG84]. Finalmente, la función

Vc es conocida como potencial.

El camino a seguir para construir la distribución P (F = f), cuando F es

un campo aleatorio markoviano, inicia con la selección de un potencial que

refleje adecuadamente las caracteŕısticas locales del campo sobre un sistema

de vecindades definido. Después de evaluar la enerǵıa (6.8), ésta se sustituye

en (6.7) dada la igualdad entre el campo markoviano y uno gibbsiano.

La construcción expĺıcita de P (F = f) llega a ser prohibitiva debido a

la necesidad de evaluar la constante de normalización Z, sin embargo, en

algunas aplicaciones esto es innecesario, por ejemplo, al utilizar el estimador

MAP y cuando los valores de los parámetros, mk, son conocidos para todo

valor de k. Bajo estas circunstancias, la distribución a posteriori (6.3) puede

escribirse como una distribución gibbsiana:

P (F = f |g) =
1

Z
exp

(
−U ′ (f)

T

)
,

bajo una nueva función de enerǵıa igual a:

U ′ (f) = −
∑

i

ln vfi
+

∑
c

Vc(f) , (6.9)

siendo vfi
= P (Fi = fi|g). Con estas suposiciones, la segmentación por

estimador MAP es equivalente a la búsqueda del valor f̂ tal que:

f̂ = arg mı́n
f

U ′(f) .



6. Segmentación de Imágenes Mediante la Maximización de la Kérnel Predictibilidad Regional. 94

Aún utilizando (6.2), la segmentación sigue representando un problema de

optimización combinatoria. Algunas metodoloǵıas que derivan en funciones

de enerǵıa con mejores condiciones de optimización se analizan en la siguiente

sección.

6.3. Campos de Medida Aleatorios Markovianos Ocultos.

Puede agregarse un paso intermedio en la generación de la imagen ob-

servada g, al suponer que el campo de etiquetas f = {f1, f2, . . . , fN} es una

realización de un campo aleatorio markoviano oculto p, [MSB03]. Este cam-

po, asigna sobre cada sitio un vector de probabilidades continuas:

p(si) = {p1(si), p2(si) . . . , pK(si)}

con las restricciones:

∑

k

pk(si) = 1, ∀i, (6.10)

pk(si) ≥ 0, ∀i, k , (6.11)

las cuales establecen que cada vector de probabilidades debe pertenecer

al simplejo K-dimensional.

Suponiendo independencia espacial, la distribución del campo F condi-

cionado a p es igual a:

P (F = f |p) =
∏
si∈S

pfi
(si) . (6.12)
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Una vez conocido el valor de p, segmentar la imagen consiste en seleccionar

el valor f que maximice (6.12), lo cual es equivalente a tomar:

f̂i = arg máx
k

pk(si) .

El valor del campo p puede estimarse maximizando la distribución a pos-

teriori:

P (p|g) =
P (g|p)P (p)

P (g)
,

y la verosimilitud de la imagen observada con respecto al campo marko-

viano, se obtiene usando como base la expresión:

P (g(si), fi|p) = P (g(si)|fi,p)P (fi|p) ,

marginalizando y considerando que P (fi|p) = pfi
(si) y además que P (g(si)|fi,p) =

P (g(si)|fi) = vfi
(si):

P [g(si)|p] =
∑

k

P [g(si), k|p]

=
∑

k

vk(si)pk(si) (6.13)

La enerǵıa gibbsiana correspondiente es:

U(p) = −
∑

i

ln

{∑

k

vk(si)pk(si)

}
+

∑
c

Vc(p) .
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Dado que el campo p es continuo, la minimización de la enerǵıa gibbsiana

puede realizarse a través de algún método de gradiente, lo cual representa una

gran ventaja. Únicamente debe tenerse cuidado en respetar las retricciones

(6.10) y (6.11); en la práctica los valores del campo markoviano se restringen

realizando una proyección al simplejo cada vez que se violan las restricciones.

Cuando el vector de probabilidades, p(si), tiene una baja entroṕıa (es muy

cercano a un vector de probabilidades binario), la enerǵıa gibbsiana (6.3)

puede aproximarse por la siguiente expresión:

U(p) = −
∑

i

{∑

k

ln [vk(si)]p
2
k(si)

}
+

∑
c

Vc(p) . (6.14)

Más aún, la condición de baja entroṕıa puede forzarse en la enerǵıa gibb-

siana minimizando la entroṕıa de Gini de cada vector de probabilidades,

lo cual da origen al modelo de segmentación basado en campos de medida

gaussianos-markovianos con entroṕıa controlada [ROM05, ROM07].

U(p) = −
∑

i

{∑

k

p2
k(si) [ln vk(si)− µ]

}
+

∑
c

Vc(p) , (6.15)

en donde µ es una constante que controla la restricción de mı́nima entroṕıa

en la distribución p(si).

6.4. Kernel-Predictibilidad Regional como Conocimiento a

Priori.

Indudablemente la opción más utilizada para representar la distribución

a priori es la de imponer restricciones de suavidad sobre el campo de eti-
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quetas. Esta condición asigna valores de probabilidad más altos a campos

que presentan pocas diferencias entre sitios vecinos. En el caso de etique-

tas ordenadas, por ejemplo, las condiciones de suavidad pueden establecerse

mediante la siguiente distribución:

P (F = f) = exp

[
−

∑
i

∑
j∈Ni

(
fsi
− fsj

)2

]
, (6.16)

la cual asigna una enerǵıa gibbsiana que penaliza una aproximación en

diferencias finitas a la magnitud cuadrada del gradiente del campo de eti-

quetas. En muchas aplicaciones, sin embargo, este potencial tiene el incon-

veniente de sobre-difundir los modelos en regiones en donde el problema de

segmentación está pobremente determinado, por ejemplo en regiones sin tex-

tura dentro de aplicaciones relacionadas con movimiento.

En muchas aplicaciones, parte del conocimiento a priori puede estable-

cerse mediante el criterio de realizar una segmentación utilizando la menor

cantidad de modelos para describir los patrones encontrados en cada obje-

to, dentro de una escena. Esta hipótesis es plausible en problemas como la

segmentación de disparidades estereoscópicas y de movimiento, por ejempli-

ficar, siempre y cuando los modelos permitan suficientes grados de libertad.

La información para identificar objetos puede extraerse de una simple seg-

mentación de tonos de gris o de color. De manera que, suponiendo que se

tiene disponible una segmentación previa de la imagen, identificada como IS,

se busca que la nueva segmentación describa con el menor número de modelos

las regiones homogéneas en IS. Sea Ri una de estas regiones, el criterio de-

scrito anteriormente puede formalizarse buscando minimizar alguna medida
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de información sobre la distribución de probabilidad de las nuevas etiquetas

en cada Ri. Si P (FRi
= k) representa la probabilidad de que el campo de

etiquetas tenga el valor k en la región Ri, la cual puede evaluarse mediante

la siguiente expresión:

P (FRi
= k) =

1

|Ri|
∑
s∈Ri

δ(Fs − k) , (6.17)

entonces la medida de información puede ser el negativo de la kérnel-

predictibilidad; con lo que se propone la siguiente enerǵıa gibbsiana:

U(f) = −
∑

i

W (|Ri|)
[∑

k

∑

k′
P (fRi

= k)K(k, k′)P (fRi
= k′)

]
, (6.18)

la cual es equivalente a una suma ponderada de la kérnel-predictibilidad

de cada región Ri. La función W (|Ri|) permite asignar mayor o menor im-

portancia en la enerǵıa a algunas regiones, de acuerdo a sus caracteŕısticas.

La enerǵıa definida en (6.18), hace que el campo de etiquetas F sea marko-

viano si se define la vecindad de cada sitio, sk ∈ Ri, como el resto de los sitios

en Ri. Más aún, la clásica restricción de suavidad puede complementar este

criterio, por lo que se propone la siguiente enerǵıa gibbsiana para construir

la distribución a priori:

U(f) =
∑
si

∑
sj∈Ni

V (fsi
, fsj

)− (6.19)

λ
∑

i

W (|Ri|)
[∑

k

∑

k′
P (fRi

= k)K(k, k′)P (fRi
= k′)

]
,
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en donde se aplica el potencial de suavidad V a si y a cada sitio ubicado

en una vecindad adecuada de si, Ni. La vecindad del sitio que define el nuevo

campo markoviano estará determinada por la unión de Ni y Rm (exceptuando

a si), siendo Rm la región homogénea a la cual pertenece si. Finalmente, la

constante positiva λ permite controlar el peso de la kérnel predictibilidad en

la enerǵıa. Sustituyendo la expresión (6.17) en la enerǵıa (6.19), ésta puede

reducirse a:

U(f) =
∑
si

∑
sj∈Ni

V (fsi
, fsj

)− (6.20)

λ
∑

i

W ′ (|Ri|)
[∑

s∈Ri

∑

s′∈Ri

K(Fs, Fs′)

]
,

siendo W ′(|Ri|) = W (|Ri|)
|Ri|2 .

De manera particular, y para simplificar, puede elegirse el kérnel igual a

la delta de Kronecker, con lo que se obtiene la siguiente expresión para la

enerǵıa gibbsiana:

U(f) =
∑
si

∑
sj∈Ni

V (fsi
, fsj

)− λ
∑

i

W (|Ri|)
[∑

k

P 2(fRi
= k)

]

=
∑
si

∑
sj∈Ni

V (fsi
, fsj

)− λ
∑

i

W ′ (|Ri|)
[∑

s∈Ri

∑

s′∈Ri

δ(fs − f ′s)

]
,(6.21)

el segundo término es proporcional a la suma de la entroṕıa de Gini de

la distribución de etiquetas sobre cada región.
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Esta propuesta debe contrastarse con otros enfoques explorados anterior-

mente y que también intentan aprovechar la información proveniente de seg-

mentaciones previas de la escena en tonos de gris o de color. Uno de los más

comunes consiste en la utilización de un término de suavidad no homogéneo,

pues se reduce la penalización en las fronteras de las regiones Ri, con lo que se

busca que las transiciones fuertes en el campo de etiquetas coincidan con las

interfases de la segmentación de intensidad. Este enfoque, sin embargo, puede

resultar contraproducente en regiones finamente texturizadas, en las que ex-

iste una gran densidad de fronteras debido a que las regiones homogéneas son

pequeñas; bajo esta condición el término de suavidad es limitado fuertemente

haciendo que la segmentación sea muy sensible al ruido. Mientras que en la

enerǵıa descrita en la ecuación (6.19), la restricción de suavidad se aplica de

manera homogénea a todos los sitios de la imagen, trasladando al término

que maximiza la kérnel-predictibilidad la responsabilidad de hacer coincidir

las interfases de la nueva segmentación con las fronteras de las regiones ho-

mogéneas de la segmentación de intensidad; más aún, en regiones finamente

texturizadas el término de la kérnel-predictibilidad puede reducirse (con lo

que solamente actuaŕıa el término de suavidad), haciendo W (|Ri|) directa-

mente proporcional a la cardinalidad de Ri (W (|Ri|) = |Ri| por ejemplo);

con esto las regiones pequeñas tienen menos peso en la enerǵıa que las re-

giones con gran extensión. El maximizar la kérnel-predictibilidad dentro de

una región Ri permite además acelerar la convergencia de la segmentación,

pues la información de sitios en los cuales el problema de segmentación se

encuentra bien definido se extiende inmediatamente al resto de los sitios de

la región.
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Debe notarse la generalidad de la distribución a priori definida a través de

la enerǵıa gibbsiana (6.19). Aunque su aplicación puede realizarse a través de

cualquier método bayesiano, espećıficamente utilizando el enfoque de cam-

pos aleatorios gaussianos con entroṕıa controlada (6.15), puede obtenerse la

siguiente enerǵıa:

U(p) = −
∑

i

{∑

k

p2
k(si) [ln vk(si)− µ]

}
+

∑
c

Vc(p)−

λ
∑

i

W (|Ri|)

∑

k

(
1

|Ri|
∑
s∈Ri

pk(s)

)2

 , (6.22)

en donde:

1

|Ri|
∑
s∈Ri

pk(s) ≈ P (FRi
= k) =

1

|Ri|
∑
s∈Ri

δ(Fs − k) .

6.5. Segmentación de Disparidades.

La enerǵıa descrita en (6.21) puede aplicarse en la segmentación de dis-

paridades existentes entre un par de imágenes estereoscópicas. Dadas dos

imágenes IL e IR, se busca asignar una etiqueta, li ∈ L = {1, 2, . . . , N}, a

cada pixel de la imagen IL, de manera que se cumpla la siguiente igualdad:

IR(s + di) = IL(s) , ∀s ,

en donde di es el valor de la disparidad definida por el modelo i-ésimo.

Suponiendo ruido gaussiano, el negativo del logaritmo de la verosimilitud

para cada modelo es:
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− ln vk(s) = [IR(s + dk)− IL(s)]2 ,

esta elección, sin embargo, vuelve la segmentación muy sensible a valores

at́ıpicos. Por lo que se justifica utilizar la siguiente expresión más robusta:

− ln vk(s) = |IR(s + dk)− IL(s)| .

Sustituyendo directamente en la enerǵıa gibbsiana (6.21), la segmentación

puede realizarse encontrando los valores pk(s),∀(k, s), que la minimicen. Este

proceso puede realizarse a través de descenso de gradiente.

Algunos resultados obtenidos con la aplicación de esta idea se muestran en

las imágenes 6.1 y 6.2. Aqúı, las regiones homogéneas que sirvieron de base

para la segmentación de disparidades se obtuvieron extrayendo las regiones

conexas, de una segmentación de tonos de gris con modelos constantes (35

modelos), realizada a través del método de campos de medida gaussiano-

markovianos con entroṕıa controlada. Estas regiones conexas se obtuvieron

sembrando semillas sobre los puntos de la imagen segmentada y creciendo la

región agregando pixeles vecinos siempre y cuando tuvieran el mismo tono

de gris. Estos resultados deben contrastarse con los mostrados en la figura

6.3, en donde se ha utilizado la enerǵıa (6.22) excluyendo el término que

penaliza la entroṕıa de Gini sobre regiones homogéneas de la segmentación

en tonos de gris (haciendo λ = 0). Esta comparación muestra la viabilidad

de la enerǵıa propuesta, sin embargo algunos puntos deben remarcarse. Por

construcción, los resultados obtenidos al utilizar la entroṕıa de Gini region-

al como conocimiento a priori dependen totalmente de la segmentación de
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intensidades que se utilice como base. Una sub-segmentación de los tonos

de gris de la imagen puede generar una segmentación de disparidad con

grandes errores, al confundir las fronteras entre objetos; en el otro extremo,

una sobre-segmentación de tonos de gris lleva también a definir pobremente

las fronteras entre objetos, con lo que las ventajas de utilizar la entroṕıa de

Gini regional se reducen (en el extremo en el que cada pixel represente una

región homogénea el término de la entroṕıa de Gini regional no debeŕıa provo-

car diferencia alguna). En los ejemplos mostrados los modelos de disparidad

fueron definidos mediante traslaciones constantes. Estos modelos dejan de ser

apropiados cuando los objetos presentes en la escena muestran una estruc-

tura espacial más compleja. En estos casos, para representar adecuadamente

la disparidad puede ser necesario aplicar varios modelos de traslación a un

mismo objeto, lo cual contradice el conocimiento a priori definido en el crite-

rio de la minimización de la entroṕıa de Gini regional. Una alternativa podŕıa

ser el utilizar modelos que permitan un mayor número de grados de libertad,

sin embargo la determinación de los parámetros que definen cada modelo

es un problema cuya solución no es trivial. La solución adecuada de de es-

tos problemas puede derivar en un método de segmentación de disparidades

altamente competitivo.
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 6.1: Par estereo sintético (figs. 6.1(a) y 6.1(b)), mapa de disparidades real (fig.

6.1(c)) y mapa de disparidades obtenido (fig. 6.1(d)).
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 6.2: Par estereo de Tsukuba (figs. 6.2(a) y 6.2(b)), mapa de disparidades real

(fig. 6.2(c)) y mapa de disparidades obtenido (fig. 6.2(d)).
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(a) (b)

Fig. 6.3: Resultados obtenidos sin la aplicación del término que penaliza la entroṕıa

de Gini en zonas homogéneas de la segmentación en tonos de gris.



7. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado una nueva medida de información de-

nominada kérnel-predictibilidad, basada en el valor esperado de la evaluación

de un kérnel adecuado, sobre diferentes pares de muestras de alguna distribu-

ción, generadas aleatoria e independientemente. La kérnel-predictibilidad

ha sido aplicada exitosamente en el problema de registro multimodal de

imágenes (tanto paramétrico como no-paramétrico), mostrando experimen-

talmente una gran robustez al aplicarse en problemas de registro, compara-

da con otras metodoloǵıas ampliamente utilizadas basadas en la entroṕıa

de Shannon como medida de información. Esta robustez se presenta princi-

palmente en problemas de registro que envuelven transformaciones de gran

magnitud y en los casos en el que el registro se realiza utilizando un conjunto

reducido de muestras. Lo anterior tiene su origen en el hecho de que la kérnel-

predictibilidad es una medida que depende fuertemente de los valores más

significativos de la distribución de probabilidad y es poco sensible a los menos

significativos, a diferencia de la entroṕıa de Shannon. Se ha presentado tam-

bién una propuesta para aplicar la kérnel-predictibilidad como conocimiento

a priori en la segmentación general de imágenes, buscando minimizar el neg-

ativo de esta medida sobre regiones homogéneas en tonos de gris que pueden

servir de base para una segmentación diferente. La aplicación de esta propues-
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ta al problema de segmentación de la disparidad entre pares estereoscópicos

se ha presentado con algunos ejemplos y es prometedora, sin embargo, aún

debe extenderse la metodoloǵıa para obtener un método de aplicación general

y que supere el estado del arte en el área. Estas necesidades dirigen parte del

trabajo a futuro. En ese sentido, otro punto a explorar, es la aplicación de

la kérnel-predictibilidad en problemas de clasificación general, en los cuales

la entroṕıa de Gini ha sido utilizada anteriormente, tratando de explotar la

propiedad de no-invarianza ante permutaciones de las entradas del vector

de probabilidades que presenta la kérnel-predictibilidad a diferencia de la

entroṕıa de Gini.
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Abstract

In this work, a new similarity measure between images is presented, which is based on the concept of predictability of random vari-
ables evaluated through kernel functions. Image registration is achieved maximizing this measure, analogously to registration methods
based on entropy, like mutual information and normalized mutual information. Compared experimentally with these methods in differ-
ent problems, our proposal exhibits a more robust performance specially for problems involving large transformations and in cases
where the registration is done using a small number of samples, such as in nonparametric registration.
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C1. Introduction

Due to its wide range of applications, image registration
is a problem that has been largely explored (see [8,17,12]
and references contained there in). It has become a funda-
mental task in many important fields such as robot vision
and medical image processing, among others. Given a
source and a reference image, represented by IS and IR,
respectively, the registration problem consists in finding a
transformation T that applied to IS aligns it spatially to
IR. Different approaches can be followed to solve the prob-
lem; many of them are based on the assumption that the
intensity of every point x in the image IR is conserved in
image IS but at a different spatial position T ðxÞ. This means
that the equality IS½T ðxÞ� ¼ IRðxÞ holds for every point in IR

(known as the Optical Flow Constraint), and there is a huge
number of registration methods based on it [11,16,21,22,2].
U 50
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Hereafter, we denote by IT the transformed source image,
that is IS ½T ðxÞ� ¼ IT ðxÞ.

The optical flow constraint is not always applicable, for
example, when registering medical images obtained from
different modalities. For this case, registration by the max-
imization of Mutual Information ðMIÞ has been widely used
because it does not assume a functional relationship
between the intensities of the images; instead, it is based
on the fact that if aligned, the maximal dependency (infor-
mation) between the intensities is found.

Given two images, IT and IR, their mutual information is
defined as:

MIðIT ; IRÞ ¼ HðIT Þ þ HðIRÞ � HðIT ; IRÞ ð1Þ

where H is the entropy function of the image intensities. If
the space of intensity values is discrete, then the entropy
function is written as:

HðIÞ ¼ �
X

i

pi log pi ð2Þ

where pi is the probability to observe the intensity value i;
and in case of a continuous space, the entropy is defined as:

HðIÞ ¼ �
Z 1

�1
pðiÞ log½pðiÞ�di: ð3Þ
registration based on kernel-predictability, Comput. Vis. Image
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The first applications of MI to the image registration prob-
lem, were published simultaneously by Viola et al. [23] and
Collignon et al. [3], both in the middle of the last decade.
Since then, a great number of publications has appeared
extending the initial work to problems like nonparametric
multimodal image registration [10,4], registration of stereo-
scopic pairs [7,13] or feature tracking in images [5].

In general, methods based on the maximization of MI,
start with an initial transformation T 0, leading to a MI

value MI0, and using a proper optimization method, a
sequence of transformations is generated in such a way that
the associated MI is increased until convergence. During
the optimization process, the increments in MI are calcu-
lated with the expression:

DMI ¼ DHðIT Þ þ DHðIRÞ � DHðIT ; IRÞ:

If the discrete version of the entropy (2) is considered, this
is a function of the entries of the probability vector; hence,
using a Taylor series expansion, a linear approximation for
the increment in entropy is given by:

DH ¼ �
X

i

½1þ log pi�Dpi:

Because the coefficient ½1þ log pi� is large for small prob-
ability values, this increment is highly determined by
small features in the images to be registered (which are
generally associated with small probability values). This
can trap the registration algorithm in local optima when
aligning small features, particularly if the small probabil-
ities are not accurately computed. This makes it difficult
to apply MI in cases where only a limited sampling is
available, for example when measuring entropy at a local
level in images, which is important in interesting prob-
lems like nonparametric image registration, and in the
segmentation of motion between frames, where local
measurements must be taken in order to learn the local
motion models and to have enough spatial definition at
the motion interfaces.

Another problem related to the application of MI,
occurs when working with images with a large background
compared to the region of interest, as frequently happens in
medical image problems. Under this circumstance the sum
of the marginal entropies can become larger than the joint
entropy, leading to an increase of MI, instead of decreasing
it in misregistration. Studholme et al. [20] proposed the use
of a normalized version of the MI to overcome this disad-
vantage. This measure is known as Normalized Mutual

Information ðNMIÞ:

NMIðIT ; IRÞ ¼
HðIT Þ þ HðIRÞ

HðIT ; IRÞ
: ð4Þ

In this work we propose a new criteria for the registra-
tion of images with different intensity structure (e.g.,
medical images in different modalities) which uses a
new predictability measure for probability distributions,
which we call Kernel-Predictability ðKP ). KP, evaluated
in the marginal and joint distributions of two images,
Please cite this article in press as: H.F. Gómez-Garcı́a et al., Image
Understand. (2008), doi:10.1016/j.cviu.2008.02.001
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is integrated in a similarity measure between images,
normalized as (4), and applied to the registration prob-
lem. Unlike entropy, the increment of this measure when
updated by an iterative optimization method, is mostly
determined by the larger entries of the probability vector,
which is reflected in a higher robustness in problems
where only limited sampling is available. Our proposal
is discussed in Sections 2 and 3, and in Section 4 its per-
formance in image registration problems is compared to
that obtained under maximization of MI and NMI. The
experimental results show that an important reduction in
registration errors is obtained by the use of our method
compared to MI and NMI.

2. Kernel-predictability

In order to introduce our predictability measure for a
given distribution F, consider the following guessing game:
someone generates a value x1 from F and we guess x1 by
generating (independently) another value x2 from F. We
denote by Kðx1; x2Þ the obtained reward. Repeating this
game, we can define the average reward E½KðX 1;X 2Þ�. We
suppose that the reward function favors guesses close to
the true value, i.e., K is a decreasing function of the dis-
tance between x1 and x2. Under this assumption it is clear
that the less uncertainty is contained in F, the higher will
be the average reward.

The above motivates the following measure for a given
distribution F:

KP ðF Þ¼E½KðX 1;X 2Þ�¼
Z

Rd

Z
Rd

Kðx1;x2ÞdF ðx1ÞdF ðx2Þ: ð5Þ

This functional measures the predictability of the random
variables distributed according to F, weighted by the kernel
function K, and we denominate it kernel-predictability. It
should be noted that KP is a predictability measure, so it
behaves in an inverse way compared to entropy, which is
an uncertainty measure.

For the discrete case, this becomes:

KP ðpÞ ¼
X

i

X
j

Kijpipj ¼ pTKp ð6Þ

where the entry ði; jÞ of the matrix K equals the reward gi-
ven for guessing the value xi when the generated value was
xj, i.e., Kij ¼ Kðxi; xjÞ. In the past, some measures have
been presented that are apparently similar to our proposal.
However an important difference must be noted. In [25], a
functional like (5) is used to compute the expected distance
between two groups of images. In [24,19], similarity mea-
sures between images are presented that can be confused
with one of the estimators for (5) (discussed below). How-
ever, these three measures are evaluated over two different
distributions, in contrast to (5), which takes only one distri-
bution for its argument and therefore represents a property
of the underlying distribution, such as its entropy or its
variance.
registration based on kernel-predictability, Comput. Vis. Image
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We can measure the increment in kernel-predictability,
which may be associated to the optimization process as:

DKP ¼ 2
X

i

X
j

Kijpj

 !
Dpi:

Note that the increment for every element of the probabil-
ity vector, pi, is multiplied by the coefficient ð

P
jKijpjÞ; this

coefficient equals the ith element of the vector generated by
the product of the matrix K with the distribution vector p.
This product just smooths the probability vector p if we as-
sume that the closer Kij is to the main diagonal, the higher
its value. Consequently, ð

P
jKijpjÞ is larger for large pi val-

ues, and the increment in KP is mainly determined by the
larger entries of the probability vector, and for that reason,
by the most important features in the images to be regis-
tered. This is an important difference with respect to
entropy.

2.1. Kernel-predictability with Gaussian kernels

Many choices for K are possible; a natural one is the
Gaussian kernel, which is defined as:

Kðx1; x2Þ ¼
1

ð2pr2Þd=2
exp �kx1 � x2k2

2r2

 !
ð7Þ

where d is the dimension of the distribution and r a free
parameter.

For an arbitrary continuous distribution F, one can
build a nonparametric approximation of its density by
means of gaussian windows [6], centered over a set of
points faig (e.g., independent samples obtained from F):

fX ðxÞ ¼
1

N

XN

i¼1

fai;r2
ðxÞ ð8Þ

where fai;r2
ðxÞ is the multivariate gaussian density,

N ðai; r2
2IÞ, with a d � d covariance matrix r2

2I. Moreover,
if one uses a multivariate gaussian kernel to measure
KP ðF Þ, using the fact that a convolution of two Gaussians
is another Gaussian, one can show that:
U
N

C

Fig. 1. Moving the gaussian window centered over a1 towards a�1 will reduce e
while entropy remains constant.
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KP ðF Þ ¼ 1

Nð2pðr2 þ 2r2
2Þ

d=2

�
X

i

X
j

expð�jjai � ajjj2=2ðr2 þ 2r2
2ÞÞ: ð9Þ

Note that the higher the spread of the points faig in the dis-
tribution, the lower will be its KP value. The maximum is
reached when all the points in the set faig are equal, which
represents a single Gaussian distribution. In this case, the
value of KP is inversely proportional to the variance r2

of this distribution, which implies that the maximum value
of KP will be reached when r2 is equal to zero, i.e., if one
has a degenerate random variable that can only take one
fixed value. Note that this will be true for the discrete case
and for an arbitrary kernel as well, provided that the ele-
ments on the main diagonal of the matrix K contain the
maximal reward value, say KM (given for an exact predic-
tion). This follows from the next inequality:

KP ðpÞ ¼
X

i

X
j

Kijpipj 6 KM

X
i

X
j

pipj ¼ KM

and from the fact that KM is the value obtained for such
degenerate random variables (see Fig. 1).

One important difference of KP with respect to entropy
also follows from Eq. (9) and is illustrated in Fig. 2(a). If
we move the Gaussian window centered over a1 towards
a�1, i.e., if we move a portion of the mass of the distribution
to a position where there is practically no overlap with the
original distribution, KP will be reduced, since the spread
of the set faig will increase, and the entropy will increase.
However, if one moves a1 to a point a��1 which is farther
to the right, KP will be reduced even more, but the entropy
will remain practically constant. This property of the
entropy is not an advantage when applied in problems like
image registration where the quality of a spatial transfor-
mation is measured by the narrowness of the joint distribu-
tion of gray tones between a pair of images; in this case, the
gradient of KP will contain more information about the
location of the optimal transformation.

Constructing the matrix K in (6) according to the Gauss-
ian kernel (ignoring the normalizing constant for simplic-
ntropy and KP. Moving a1 further to the right will reduce even more KP,

registration based on kernel-predictability, Comput. Vis. Image
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Fig. 2. Images used for registration. For cases (a)–(c), reference images were obtained applying changes in intensity and affine transformations to the
original images, and then extracting a subsquare of the center of the transformed images. For case (d), the reference images were generated applying only
affine transformations to a MR in modality T 2.
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ity), generates two interesting cases when evaluating the
kernel at extreme values of the amplitude parameter r. In
the first case the Gaussian kernel can be approximated by
the Kronecker delta for very small values of r in the follow-
ing way:

Gðxi; xjÞ ¼ dij ¼
1 ifxi ¼ xj

0 otherwise:

�
ð10Þ

for this case, KP ðpÞ ¼ 1� GiniðpÞ, where Gini is the well
known Gini entropy of Machine Learning [9]. The Gini en-
tropy is maximized, and the associated KP minimized, un-
der the uniform distribution.

For large values of r the Gaussian kernel can be approx-
imated by:

Grðx1; x2Þ � 1� kx1 � x2k2

2r2
ð11Þ

and for this case, KP ðpÞ � 1�
P

i
Var½ðX Þi �
r2 , where Var½ðX Þi� is

the variance of the ith element of the multivariate random
variable X. It can be shown that for univariate distributions
with finite domain over the interval ½a; b�, the distribution
with maximal variance, and hence minimal associated
KP, has a density equally concentrated on its two extreme
values, a and b.

Random variables with uniform distribution are more
difficult to predict than variables that take only two differ-
ent values with the same probability, thus we prefer KP to
behave in a way similar to the Gini entropy; for this reason
we choose small values for the width of the Gaussian ker-
nel; in practice for univariate random variables we take r
around 2–10% of their range.
300

301

302

303

304

305

306

307

308

309
U2.2. Estimation of the kernel-predictability

The expression (5) is a regular statistical functional of
degree two (two refers to the number of arguments of K),
and for its estimation three different approaches are avail-
able in the literature [14,15]. The estimators are always
based on a sampling set composed by n independent and
identically distributed random variables, X ¼ fX 1;X 2;
. . . ;X ng, with X i � F ; 8i; and are defined as:
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OcKP 1 ¼ 2

nðn� 1Þ
Xn�1

i¼1

Xn

j¼iþ1

KðX i;X jÞ ð12Þ

cKP 2 ¼ 4

n2

Xn=2

i¼1

Xn

j¼n=2þ1

KðX i;X jÞ ð13Þ

cKP 3 ¼ 1

n2

Xn

i¼1

Xn

j¼1

KðX i;X jÞ: ð14Þ

For the estimator cKP 1, the kernel is evaluated over all dif-
ferent pairs of variables in X; in cKP 2, the set X is divided in
two subsets and the kernel is evaluated at each pair formed
by taking one variable from the first set and other variable
from the second one; finally, in the third estimator, cKP 3,
the kernel is evaluated in all possible pairs of variables,
as with estimator cKP 1, but it adds the evaluations where
the first and second variable coincide. The first two estima-
tors are unbiased. If the kernel K is symmetric then cKP 1 has
the minimal variance among all the unbiased estimators, as
shown in [14,15]; cKP 2 has more variance than cKP 1 but has
a lower computational cost; the estimator cKP 3 has minimal
variance among these three estimators, but is biased. When
the sampling set is increased in size, the variances of these
estimators tend to the same value and the bias of the esti-
mator cKP 3 tends to zero.
3. Image registration with kernel-predictability

Application of KP to the registration problem can be
done considering the joint distribution of the intensities
of the images IR and IT , that is, pðIR; IT Þ ¼ pðIJðT ÞÞ. The
intuitive idea is that when T ¼ T � (the correct aligning
transformation), pðIJ ðT �ÞÞ should be more concentrated
than pðIJðT ÞÞ for T 6¼ T �, and therefore, KP ½pðIJ ðT �ÞÞ� >
KP ½pðIJ ðT ÞÞ� for T 6¼ T �. For example, if there exists a
deterministic tone transfer function U, between IR and
IT � ; pðIJ ðT �ÞÞ must be ordered along a ridge-like structure
determined by U: in this case, the conditional density
pðIT � jIR ¼ iÞ ¼ dðIT � � UðiÞÞ, and any other transformation
must redistribute the conditional density at different tone
values. It is not enough, however, to consider only the
registration based on kernel-predictability, Comput. Vis. Image
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H.F. Gómez-Garcı́a et al. / Computer Vision and Image Understanding xxx (2008) xxx–xxx 5

YCVIU 1429 No. of Pages 13, Model 5+

3 March 2008 Disk Used
ARTICLE IN PRESS
R
E
C

KP evaluated over the joint distribution of IR and IT ,
because, for example, it can be maximized under transfor-
mations that assign all points in the image IS to a single
point in IR. Restriction over the solution space can be con-
sidered normalizing the joint KP, in a way similar to what
is done for mutual information [20]. We propose the next
similarity measure between images based on KP:

SKP ðIT ; IRÞ ¼
KP ½pðIJÞ�

KP ½pðIT Þ� þ KP ½pðIRÞ�
: ð15Þ

This similarity measure makes a comparison between the
predictability of the joint distribution and that of the mar-
ginal distributions for the images IT and IR. An upper
bound for SKP in the discrete case is derived in Appendix
A. For the particular case where the kernel K used for the
evaluation of KP is the Kronecker delta, it is possible to
show rigorously that SKP reaches its global maximum
for T ¼ T � (see Appendix A). This kernel, however, is
not appropriate for practical computations, because in this
case the gradient of SKP has very little information about
the location of its maximum. In general, at least a local
maximum of SKP is obtained for Gaussian kernels as well;
to see this, note that for T different, but close to
T �;KP ½pðIT Þ� þ KP ½pðIRÞ� � KP ½pðIT � Þ� þ KP ½pðIRÞ� and
KP ½pðIJ ðT �ÞÞ� > KP ½pðIJðT ÞÞ�, since pðIJ ðT ÞÞ is less concen-
trated than pðIJ ðT �ÞÞ (see Eq. (9) and discussion above). In
practice, this condition holds also for smooth kernels, for
which KP behaves very much like the Gaussian case (see
Section 2.1).

Registration of the images IS and IR is done by searching
for the transformation T which maximizes the SKP value
between the corresponding IT image and IR. The transfor-
mation can be classified as parametric or nonparametric;
for each case, a different registration strategy must be fol-
lowed as detailed below. Assuming it is clear from the con-
text for which images the similarity measure is evaluated,
we will write SKP ðT Þ instead of the expression SKP ðIT ; IRÞ.
R

386386

387

388

389

390

391

392

393

394

395

396

397

398

399
U
N

C
O3.1. Parametric registration

Suppose the transformation T is determined by a vector
of m real parameters, a ¼ ða1; a2; . . . ; amÞ, and m is consid-
erably smaller than the total number of points in the
images to be registered; in this case, we write T ðx; aÞ instead
of T ðxÞ (e.g., when registering images under affine or pro-
jective transformations). For ease of notation, the intensity
values associated to an arbitrary sampled coordinate X i,
can be abbreviated with the expressions: I i

R ¼ IRðX iÞ;
I i

T ¼ IS ½T ðX i; aÞ�, and Ii
J ¼ ðI i

T ; I
i
RÞ. Then, an approxima-

tion to (15) using the estimator (13) can be written in the
following way:

dSKP ½T ðaÞ� ¼
cKP J ½T ðaÞ�cKP T ½T ðaÞ� þ cKP R

ð16Þ

with
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cKP J ½T ðaÞ� ¼
Xn=2

i¼1

Xn

j¼n=2þ1

KrJ ðIi
J ; I

j
J Þ

cKP T ½T ðaÞ� ¼
Xn=2

i¼1

Xn

j¼n=2þ1

KrM ðI i
T ; I

j
T Þ

cKP R ¼
Xn=2

i¼1

Xn

j¼n=2þ1

KrM ðI i
R; I

j
RÞ;

KrJ is the kernel employed to measure the predictability of
the joint distribution of IT and IR, and KrM for the marginal
distributions of IT and IR. Note that the constant coefficient
in the estimators can be ignored due to normalization.

For example, if Gaussian kernels are used (ignoring the
normalizing constants), then:

KrJ ðIi
J ; I

j
J Þ ¼ GrJ ðIi

J ; I
j
J Þ ¼ exp �kI

i
J � Ij

Jk
2

2r2
J

( )
ð17Þ

KrM ðI i; IjÞ ¼ GrM ðI i; IjÞ ¼ exp �ðI
i � I jÞ2

2r2
M

( )
: ð18Þ

The maximization can be done using stochastic gradient as-
cent, starting with an initial transformation defined by the
vector a0 and actualizing it with the relation:

atþ1 ¼ at þ kra
dSKP ½T ðatÞ�

with:

ra
dSKP ½T ðatÞ� ¼ 1cKP T ½T ðatÞ� þ cKP R

ra
cKP J ½T ðatÞ�

�
cKP J ½T ðatÞ�

ðcKP T ½T ðatÞ� þ cKP RÞ2
ra
cKP T ½T ðatÞ�

ð19Þ

and in particular, when using the kernels (17) and (18),
these gradients become:

ra
cKP J ½T ðatÞ� ¼� 1

r2
J

Xn=2

i¼1

Xn

j¼n=2þ1

GrJ ðIi
J ;I

j
J ÞðI i

T � Ij
T ÞðraI i

T �raIj
T Þ

ra
cKP T ½T ðatÞ� ¼� 1

r2
M

Xn=2

i¼1

Xn

j¼n=2þ1

GrM ðI i
T ;I

j
T ÞðI i

T � Ij
T ÞðraI i

T �raIj
T Þ:

The gradient can be estimated using a different sampling set
for every iteration, giving a stochastic behavior to the gra-
dient ascent (as is proposed in [23]) which allows the opti-
mization procedure to escape from local optima; in this
sense the use of the estimator (13) is more suitable due to
the fact that its higher variance introduces an additional
stochastic component. Besides it has the lowest computa-
tional cost among the three options.

When working with large transformations, the part of
the image IR in the overlapping region between the two
images can vary with T, and the gradient of the similarity
must consider this variation. Unfortunately there is no
explicit dependence of IR on the transformation; therefore
registration based on kernel-predictability, Comput. Vis. Image
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one must approximate the gradient of the similarity by
finite differences. The partial derivative of (16) with respect
to any parameter ai can be evaluated with centered finite
differences as:

odSKP
oai
½T ðatÞ� �

dSKP ½T ðat þ �ieiÞ� � dSKP ½T ðat � �ieiÞ�
2�i

;

ð20Þ

where ei is a vector with a one in the ith component and
zeros in the rest, and �i is a small real value. Using this
approximation, the similarity must be evaluated twice for
each parameter in the transformation and because every
evaluation determines a different overlapping region be-
tween the images, in order to calculate accurately the gra-
dient, the samples used for estimation must lie in the
intersection of all overlapping regions.

The use of (20) for the gradient approximation is
advantageous in the case of registrations with large
transformations, where the variation of IR during the
process is not negligible; otherwise one can ignore this
variation and employ the simpler approach defined in
(19). In this paper, the approximation (20) was employed
for registration.
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3.2. Nonparametric registration

To obtain a nonparametric (dense) field, the registration
must find a different translation vector for each point in the
images; in this case, the transformation for every pixel is
defined in the following way: T ðxiÞ ¼ xi þ ui;
i 2 f1; . . . ;Ng. A large amount of sampling is necessary
in order to estimate accurately the complete transforma-
tion field, u ¼ fu1; . . . ; uNg, and the registration by the
maximization of our similarity measure can be prohibitive
due to its quadratic cost over the sampling size. Instead of
maximizing it globally, one can restrict its evaluation to a
local level, focusing on a small region around each point
in the images; then we can maximize the sum of the local
similarities for every point x. For example, if we consider
a small squared region defined by the window W x centered
on the point x, then the local similarity will be a function
only of the translation vectors associated to the points
enclosed by W x, that is the set vx ¼ fuiji 2 W xg. Besides
the reduction of the computational cost, evaluating the
similarity at a local level can help to avoid the irregularities
of the probability distributions of the intensities, which
results from large spatial inhomogeneities in the intensity
of the images. Also regularization of the field u must be
considered. Therefore, for nonparametric registration, the
minimization of the following energy is proposed, which
is a combination of a data fidelity term, ED, and a smooth-
ness term, ES :

EðuÞ ¼ EDðuÞ þ kESðuÞ

where
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EDðuÞ ¼
X

x

f�dSKP W xðvxÞg ð21Þ

ESðuÞ ¼
X

x

X
x02Nx

kux � ux0 k2

( )
ð22Þ

k is a constant which controls the smoothness of the field,
and Nx is a small neighborhood around the point x.

The local similarity is evaluated in the following way:

dSKP W xðvxÞ ¼
dKP J ðvxÞdKP T ðvxÞ þdKP RðxÞ

¼
P

i;j2W x
KrJ ðIi

J ; I
j
JÞP

i;j2W x
KrM ðI i

T ; I
j
T Þ þ

P
i;j2W x

KrM ðI i
R; I

j
RÞ
:

ð23Þ

For this case I i
T ¼ ISðxi þ uiÞ. We have written the cKP R va-

lue as a function of the centering point, x, in order to stress
its local evaluation. Note that now the estimator (14) is
being used; this is due to the fact that when working with
small windows, only a few samples are available for the
estimation of the similarities, and the smaller variance of
(14) allows for a more accurate calculation of the field;
the estimator (12) can be used as well with little difference
in the results, but the use of estimator (13) should be
avoided, mostly for very small windows (e.g., windows
with 3� 3 pixels).

The minimization is done by gradient descent. When
using the Gaussian kernels (17) and (18), the partial deriv-
ative of the data fidelity term in Eq. (21) with respect to any
translation vector ul is:

oED

oul
¼ 2

X
x:l2W x

X
i2W x

fJðxÞGrJ ðIl
J ;I

i
JÞ�

fMðxÞGrM ðI l
T ; I

i
T Þ

( )
ðIl

T � I i
T ÞrISðxlþulÞ

ð24Þ

where: fJ ðxÞ ¼ 1

r2
J ½cKP T ðvxÞþcKP R ðxÞ�

; f MðxÞ ¼
cKP J ðvxÞ

r2
M ½cKP T ðvxÞþcKP R ðxÞ�2

,

and rISðxl þ ulÞ is the spatial gradient of the image IS eval-
uated at the point ðxl þ ulÞ. Note that the first sum runs
over every window, W x, containing the point l, and the sec-
ond one runs over every point within the window W x.

Finally, the gradient of the smoothness term is:

oES

oul
¼ 4 jNljul �

X
l02Nl

ul0

 !
:

Image registration by the use of (24) can be time consum-
ing for large windows (e.g., 7� 7 pixels or more). Suppos-
ing that a local kernel-predictability has been evaluated for
a given point x and for a fixed set of vectors v0

x , then it is
possible to make an approximation to evaluate the ker-
nel-predictability for a new set of vectors vx, making a lin-
ear approximation in Taylor series around v0

x in the
following way:cKP ðvxÞ � cKP ðv0

xÞ þ ðvx � v0
xÞ

Trv
cKP ðv0

xÞ: ð25Þ
registration based on kernel-predictability, Comput. Vis. Image
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Table 1
Composition of the five transformations sets

Set / (degrees) a;b c; d t (pixels for each
component)

S1 ½�10�; 10�� ½0:9; 1:1� ½�0:1; 0:1� ½�10:0; 10:0�
S2 ½�20�; 20�� ½0:8; 1:2� ½�0:2; 0:2� ½�20:0; 20:0�
S3 ½�30�; 30�� ½0:7; 1:3� ½�0:3; 0:3� ½�30:0; 30:0�
S4 ½�40�; 40�� ½0:6; 1:4� ½�0:4; 0:4� ½�40:0; 40:0�
S5 ½�50�; 50�� ½0:5; 1:5� ½�0:5; 0:5� ½�50:0; 50:0�

The width of the generating interval for each parameter is progressively
augmented.
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Once the values of cKP ðv0
xÞ and rv

cKP ðv0
xÞ are evaluated, the

approximation to the kernel-predictability is reduced from
jW j2 kernel evaluations, to the calculation of a product of
two vectors containing jW j elements without any kernel
evaluation. Substituting the linearized approximations forcKP J ðvxÞ and cKP T ðvxÞ in (23), it can be rewritten as:

dSKP W xðvxÞ ¼
cKP J ðv0

xÞ þ ðvx � v0
xÞ

Trv
cKP Jðv0

xÞcKP T ðv0
xÞ þ ðvx � v0

xÞ
Trv

cKP T ðv0
xÞ þdKP RðxÞ

:

ð26Þ
Substitution of (26) into the term (21) simplifies the gradi-
ent of the data fidelity term to:

oED

oul
¼ �

X
x:l2W x

ffJ ðxÞ½rv
cKP Jðv0

xÞ�l � fMðxÞ½rv
cKP T ðv0

xÞ�lgð27Þ

where ½rv
cKP J ðv0

xÞ�l and ½rv
cKP T ðv0

xÞ�l, are the lth compo-
nent of the kernel-predictability gradients:

½rv
cKP Mðv0

xÞ�l¼�
2

r2
M

X
i2W x

GrM ðIl
T ;I

i
T ÞðIl

T � I i
T ÞrIS ½xlþðv0

xÞl�

½rv
cKP J ðv0

xÞ�l¼�
2

r2
J

X
i2W x

GrJ ðIl
J ;I

i
J ÞðI l

T � I i
T ÞrIS ½xlþðv0

xÞl�

and I i
T ¼ IS ½xi þ ðv0

xÞi�; f JðxÞ ¼ 1bKP T ðv0
x Þþðvx�v0

x ÞTrv
bKP T ðv0

x ÞþcKP R ðxÞ
;

f MðxÞ ¼
bKP J ðv0

x Þþðvx�v0
x Þ

Trv bKP J ðv0
x Þ

½ bKP T ðv0
x Þþðvx�v0

xÞTrv
bKP T ðv0

x ÞþcKP R ðxÞ�2
.

The optimization by gradient descent using (27),
requires a periodical reevaluation of the values and gradi-
ents of the kernel-predictability, in practice, after every
5–10 iterations. Using this approach an important reduc-
tion in the convergence time is reached without loosing
too much accuracy.

4. Results

In this section we present some results obtained with the
application of our proposal to different image registration
problems.

4.1. Parametric registration

In the first set of experiments we compared the perfor-
mance of our method with respect to registration by max-
imization of mutual information and normalized mutual
information, in affine registration problems. For these mea-
sures, two different implementations were considered. The
first one, uses the discrete version of the entropy (2),
approximating the probability distributions by normalized
histograms, and performing the optimization with the sim-
plex method [18]; this implementation is widely used and its
advantages over other implementations (in all cases using
the discrete version of the entropy) are documented by
Zhu and Cochoff [26]. The second implementation is based
on the continuous version of the entropy (3), using Parzen
windows for the estimation of the probability densities, and
Please cite this article in press as: H.F. Gómez-Garcı́a et al., Image
Understand. (2008), doi:10.1016/j.cviu.2008.02.001
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following [23] for the entropy estimation; these approxima-
tions are:

HðIRÞ ¼ �
1

jAj
X
i2A

log
1

jBj
X
j2B

GrM ðI i
R � Ij

RÞ
( )

ð28Þ

H ½ILðT Þ� ¼ �
1

jAj
X
i2A

log
1

jBj
X
j2B

GrM ðI i
T � Ij

T Þ
( )

ð29Þ

H ½ILðT Þ; IR� ¼ �
1

jAj
X
i2A

log
1

jBj
X
j2B

GrJ ðI i
J � Ij

J Þ
( )

; ð30Þ

where A and B, are two different sets of sampled coordi-
nates in the overlapping region of the images, and Gr, is
the normal density with variance r2; the optimization is
done using stochastic gradient ascent, approximating the
partial derivatives with centered finite differences.

Affine transformations can be applied multiplying a
squared matrix A with a point p and adding a translation
vector t, to generate a transformed point p0. The matrix
A is a composition of three simpler transformations: a rota-
tion R, a scaling S, and a shearing H; this is represented by:

p0 ¼ Apþ t ¼ ðRSHÞpþ t:

The order of the matrices multiplication is arbitrary, and
for bidimensional transformations the exact representation
for each matrix is:

R ¼
cos / � sin /

sin / cos /

� �
S ¼

a 0

0 b

� �
H ¼

1 c

0 1

� �
1 0

d 1

� �
:

Five sets, composed of 50 affine transformations each one,
were generated assigning random values for the /; a, b; c,
and d parameters, and for the translation vector. These val-
ues were sampled uniformly from certain intervals, as is
summarized in Table 1.

Different bidimensional images were used for registra-
tion (see Fig. 2). Reference images were created applying
a change in intensity and affine transformations to the
original images (128� 128 pixels), and then extracting a
square of 90� 90 pixels from the center of the transformed
registration based on kernel-predictability, Comput. Vis. Image
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images, as is shown in Fig. 2(a)–(c), excepting images 2(d)
(217� 181 pixels), which correspond to two magnetic res-
onances obtained by the simulator at the Montreal Neuro-
logical Institute [1]; for this case, the floating image is a T 1-
weighted MRI with 9% of noise level and 40% of spatial
inhomogeneities in intensity, and the reference images were
created applying affine transformations to a corresponding
T 2-weighted image. The intensities of every image pair
were scaled between 0 and 100; after that, the change in
intensity was applied through the function

IR ¼ 100ð IL
100
Þ1:35 for images 2(a) and (b) and IR ¼

100ð1� IL
100
Þ1:35 for 2(c). This process was repeated for every

transformation in each set, and the algorithms executed for
registering the original images to the reference images. For
every registration, two Gaussian pyramids of three levels
were constructed by alternatively smoothing (with a Gauss-
ian kernel) and sub-sampling the original source and refer-
ence images; then, the registration started with the identity
transformation in the coarsest level of the pyramids and the
resulting transformation for every level was used as the ini-
tial transformation for the subsequent level. The implemen-
tation details for the two discrete algorithms were set
according to Zhu and Cochoff [26]. For the case of contin-
uous entropy, two different sets of coordinates composed
of 50 samples each one were used. A multiple of the iden-
tity matrix, r2I , was used as the covariance matrix in the
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estimation of the joint entropy of images, and for the mar-
ginal entropies the variance was set to the value r2; this
value was fixed manually, considering a percentage of the
dynamic range of the images to be registered. The values
used in these experiments were r ¼ 5% for image 2(a)
and r ¼ 10% for the rest of the images. In the case of
SKP, estimator (13) was employed, using the same number
of samples for estimation as was done with MI and NMI,
and the width of the kernels used were set with the same
considerations, except that a fixed value of r ¼ 8% was
used for all registrations. The number of successful regis-
trations for each set and for each algorithm, is plotted in
Fig. 3; a registration was considered successful if the mean
error between the applied and recovered vector fields was
lower than one pixel. It can be noted that, almost in all
cases, our method outperformed all versions of registration
by mutual information and normalized mutual informa-
tion, specially for large transformations; and that the algo-
rithms based on the discrete version of the entropy have no
robustness when used for registrations with large
transformations.

Considering the algorithms based on the continuous
estimation of entropy, our method presents another advan-
tage. Due to the quadratic cost of the estimation of both
kernel-predictability and entropy, a very important param-
eter is the number of samples used for registration; the
E
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E
Cplots in Fig. 4 show the performance of the three methods

when varying this parameter, in this case the set S3 of affine
transformations (described in Table 1) was used in the four
images; as can be seen, our method works considerably
well even using a very small sampling for estimation, which
is not the case of mutual information and normalized
mutual information.

Finally, the performance of our proposal was evaluated
under different kernel functions. Registration of the four
image pairs (shown in Fig. 2) was repeated for SKP using
the one-dimensional kernels described in Table 2 for the
evaluation of the marginal KP’s. The joint KP was evalu-
ated in each case, employing a separable kernel generated
by the product of the two marginal kernels, that is
KJ ðIi

J ; I
j
J Þ ¼ KMðI i

R; I
j
RÞKMðI i

T ; I
j
T Þ. It can be noted in

Fig. 5(a)–(d) that the selection of the kernel for registration
by maximization of SKP is not a critical factor. Small dif-
ferences were obtained for different smooth kernels, how-
ever a poor performance is obtained in the case of the
triangular kernel.
Table 2
Different kernels used for registration with SKP

Gaussian kernel
Cauchy kernel

Exponential kernel
Triangular kernel

Please cite this article in press as: H.F. Gómez-Garcı́a et al., Image
Understand. (2008), doi:10.1016/j.cviu.2008.02.001
4.2. Nonparametric registration

The robustness of our proposal for working correctly
with large transformations and using only few samples,
makes it very suitable to be applied in nonparametric reg-
istration problems. In order to measure the performance ofdSKP in these problems, 10 different synthetic transforma-
tion fields were generated using two grids with 15� 15
nodes of cubic B-spline functions, and assigning random
values to every node. Then, for each pixel ðx; yÞ in the
image, a translation vector ðuðx; yÞ; vðx; yÞÞ was defined in
the following way:

uðx; yÞ ¼
P15

i¼1

P15

j¼1

Uijb½k1ðx� xiÞ�b½k2ðy � yjÞ�

vðx; yÞ ¼
P15

i¼1

P15

j¼1

V ijb½k1ðx� xiÞ�b½k2ðy � yjÞ�
ð31Þ

where Uij; V ij � Uf�7; 7g, for all centering nodes ðxi; yjÞ,
and kd is the proportion of nodes versus the image dimen-
Kðx1; x2Þ ¼ exp½�ðx1 � x2Þ2=r2�
Kðx1; x2Þ ¼ 1

1þaðx1�x2Þ2

Kðx1; x2Þ ¼ expð�jx1 � x2j=r2Þ
Kðx1; x2Þ ¼ 1� ajx1 � x2j for ajx1 � x2j < 1 and Kðx1; x2Þ ¼ 0, otherwise

registration based on kernel-predictability, Comput. Vis. Image



U
N

C
O

R
R

E
C

T
E
D

P
R

O
O

F 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

S5S4S3S2S1

S
uc

ce
ss

fu
l R

eg
is

tr
at

io
ns

Set of Transformations

l
c
e
g

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

S5S4S3S2S1

S
uc

ce
ss

fu
l R

eg
is

tr
at

io
ns

Set of Transformations

l
c
e
g

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

S5S4S3S2S1

S
uc

ce
ss

fu
l R

eg
is

tr
at

io
ns

Set of Transformations

l
c
e
g

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

S5S4S3S2S1

S
uc

ce
ss

fu
l R

eg
is

tr
at

io
ns

Set of Transformations

l
c
e
g

a b

c d

Fig. 5. Registration results for SKP using different kernels (described in Table 2). The plot shows registration results using SKP with Gaussian (g), Cauchy
(c), exponential (e) and triangular kernels (l).

Fig. 6. Images used for nonparametric registration. Reference images were created applying changes in intensity and different synthetic transformation
fields to the original images.
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sion in the direction d. The cubic B-spline functions used
are:

bðzÞ ¼

2
3
� jzj2 þ jzj

3

2
; jzj < 1:

ð2�jzjÞ3
6

; 1 6 jzj < 2

0; jzjP 2:

8>><>>:
The synthetic fields were applied to two images after a
change in intensity determined by two different tone trans-
fer functions, f1ðIÞ ¼ 100ð I

100
Þ1:35 and f2ðIÞ ¼

100ð1� I
100
Þ1:35 for every image, as shown in Fig. 6. Then,

our nonparametric registration algorithm was executed to
recover the original transformation field and the error mea-
sured for each case. The error was calculated as the average
length of the difference between the applied and recovered
vectors for all pixels. As was done with parametric registra-
tion, Gaussian pyramids of three levels were used for the
source and reference images; in the coarsest level of the
pyramids every vector of the transformation field was ini-
tialized to zero and for all the subsequent levels, the trans-
formation was started with the resulting field of the
previous level. For comparison, the registration algorithm
was run substituting dSKP in the term (21) by the corre-
sponding expressions for MI and NMI based on the contin-
uous entropy (Eqs. (28)–(30)). As described in Section 3.2,
the similarity measures were evaluated at a local level using
small windows placed over each pixel in the images, and
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image 6(b).
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windows of different sizes were considered. The results
are summarized in Fig. 7(a)–(d); as can be seen, important
reductions in the mean error are obtained with our pro-
posal compared to MI and NMI when using small windows
for registration, and again, due to the quadratic cost of the
estimations over the number of samples, this is reflected in
important savings in the execution time (see Fig. 8). To
facilitate a qualitative comparison of the errors, the regis-
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he first row shows results for image 6(a) and reference images generated
� I
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Þ1:35 (right plot). The second row shows the corresponding results for
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tered images by the three methods for a specific transfor-
mation are shown in Fig. 9.
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5. Conclusions

In this paper, we have proposed the use of a new sim-
ilarity measure for image registration, based on a novel
concept of kernel-predictability for random variables.
The performance of our registration method was com-
pared with mutual information and normalized mutual
information in different registration situations, including
nonparametric registration, and we have shown experi-
mentally that using our method, important reductions in
registration errors are obtained, mainly when used for
large transformations and in situations where only a small
sampling is available. This robustness is due to the fact
that the new similarity measure is controlled by the most
important features in the images.
C 755

756
757
758
759
760
761
762
763
764
765
766
767
768
769
770
771
U
NAppendix A.

An upper bound for the registration measure SKP for
the discrete case may be found in the following way: sup-
pose one uses a kernel K to measure KP for the intensity
distributions of a pair of images I ; J , which has the prop-
erty: Kði; iÞ ¼ 1 P Kði; jÞ, for i 6¼ j. One may then con-
struct a separable kernel K2 for measuring KP for the
joint distribution pIJ ðI ; JÞ as:

K2ðði1; j1Þ; ði2; j2ÞÞ ¼ Kði1; i2ÞKðj1; j2Þ

we now have:
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KP ðpIJ ðI ; JÞÞ ¼
X

i1

X
i2

X
j1

X
j2

pIJ ði1; j1ÞpIJ ði2; j2Þ

� K2ðði1; j1Þ; ði2; j2ÞÞ
¼
X

i1

X
i2

pIði1ÞpIði2ÞKði1; i2Þ

�
X

j1

X
j2

pðj1ji1Þpðj2ji2ÞKðj1; j2Þ

6

X
i1

X
i2

pIði1ÞpIði2ÞKði1; i2Þ ¼ KP ðpðIÞÞ

In a similar way, one can see that KP ðpIJ ðI ; JÞÞ 6 KP ðpðJÞÞ,
so that SKP ðI ; JÞ 6 1

2
.

Now, consider a reference image IR and a transformed
image IT , and assume that when the transformation T �,
which correctly aligns both images, is used, one has that
the intensities iR; iT � are related by a deterministic, invert-
ible tone transfer function U, so that pðiT � jiRÞ ¼
dðiT � � UðiRÞÞ. Assume also that Kði; jÞ ¼ dði� jÞ (a Kro-
necker delta function). In this case, from the above equa-
tion one can see that KP ðpðIR; IT � ÞÞ ¼ KP ðpðIRÞÞ ¼
KP ðpðIT � ÞÞ, so that SKP ðIR; IT � Þ ¼ 1

2
, which means that

SKP reaches its global maximum when T ¼ T �.
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[GVA+02] H. F. Gómez, A. G. Vega, A. H. Aguirre, J. L. Marroqúın, and
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