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Introduccbn

Los materiales transportados de una parte del cuerpo a otro, en vertebrados u otros ani-

males grandes, generalmente envuelven fluidgsiflos o gases) que se desplazan &sav
de las paredes de un sistema complejo de conductos. Uno de los sistasnaspliamente
estudiados es el sistema cardiovascular de losifeawms, en especial el del ser humano.

1.1. Objetivos

Como el ttulo de la tesis lo indica, nuestro objetivo principal es el obtener étodo
numérico para resolver de manera eficiente el problema del flujo en conduastis@t. En
particular nos centraremos en el problema del flujo de la sangreé&stdavlos vasos san-
guineos. Se desarroli@un nuevo ratodo nungrico para obtener la soluei de un sistema
hipertblico no lineal.

Objetivos Espedficos

Inicialmente se obtendrun sistema diferencial parcial no estacionario para el caso uni-
dimensional, que modele el flujo sarigeio a traés de los vasos sarigeos utilizando los
principios de conserva@n de la masa y del momento.

Se realiza@ un estudio de los @todos en diferencias finitasas utilizados para resolver
sistemas hipedlicos tanto lineales como no lineales, detectando los problemaérioas
gue estos ocasionan al momento de obtener la gwiuci

Se desarrolld@r a partir de los ®todos nuraricos en diferencias finitas existentes nuevos
métodos a los que se llantano eséndar por las diferencias mateaticas que presentan
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frente a los convencionales.

Una vez obtenido el nuevoétodo realizaremos un alsis nun&rico completo para de-
terminar propiedades importantes como error de truncamiento, consistencia, convergencia y
estabilidad lineal.

Finalmente utilizaremos los nuevosétondos propuestos para determinar la sélci
numérica del problema del flujo sanigieo, comparando los resultados obtenidos con los
métodos nuraricos convencionales y determinando el error producido a partir de los princi-
pios de conservagn.

1.2. Motivacion

La investigaddbn matenatica del flujo sangmeo en el sistema circulatorio humano es
uno de los mayores de$a$ en los siguientedias. La relevancia social y ecomica de es-
tos estudios es resaltada por el infortunado hecho de que las enfermedades cardiovasculares
representan la mayor causa de muerte en lesepalesarrollados [2].

Los propsitos de estudiar la manica de los flujos fisidigicos pueden ser resumidos en
los siguientes cuatro apartados:

= FisiologicamentePara enterder simplementemo trabajan los organismos de los an-
imales.

= PatofisiobgicamentePara conocer el origen y desarrollo de enfermedades.

= Diagnostica Para conocer si algo anda mal en un paciente mediante medidas simples
y ho traundticas.

= Cura Bioingeniefa, por ejemplo en la credmi de mejores ftesis y medicamentos,
como los marcapasos.

Pero sin duda el principal impulso para desarrollar este campo de estudio es la creciente
demanda de la comunidacdédiica de investigaciones cuantitativas y rigurosas sobre las en-
fermedades cardiovasculares.

Originalidad de la tesis

En losiltimos dios varios autores han trabajado con el problema del flujo ssemen
las arterias. Los modelos matatitos presentados en dichos trabajos son adaptaciones de
las ecuaciones diferenciales de Navier-Stokes para fluidos incompresibles.

La tesis no se limita a utilizar los modelos magdinos ya adaptados en la bibliogeaf
sino que deducimos el modelo diferencial en el que trabajamos a partir de los principios de
conserva@n de la fsica. Adenas, nos basamos en dichos principios para obtener una man-
era de evaluar el error producido por logtodos nuraricos aplicados al modelo diferencial

1.2. MOTIVACION
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deducido.

El problema del flujo sandneo ha sido abordado n@mcamente mediante el uso de
métodos ertiferencias finitas @sicos que como se muestra en esta tesis, producen errores
significativos. Tamkén se ha trabajado petementos finitgdos cuales requieren gran costo
computacional.

Como nuestro modelo es unidimensional tanto los algoritmos basados en diferencias
finitas como en elementos finitos obtienen resultados similares [12],[17]. Por lo que nos
parece de gran relevancia el desarrollo de nuewasdos en diferencias finitas que eliminen
significativamente los errores generados y mantengan el bajo costo computacional de los
algoritmos en diferencias ya existentes.

1.3. Antecedentes

1.3.1. Biobgicos

Los principales componentes del sistema cardiovascular son ebogtag vasos san-
guineos y la sangre [14].

Arteria carétida externa e interna

Arteria carétida comin
Vena yugular interna . ;
Arteria braguiocefalica
Veha stibclavia Arteria subclavia

Corazoén

Vena axilar Arteria axilar
Vena cefilica \‘ Aorta abdominal
Vena braquial A

Vena basilica Arteria renal

Vena cubital media Arteria iliaca comtin

Arteria iliaca interna

Vena renal
Arteria radial

Vena iliaca comun Arteria cubital

Vena iliaca interna

Vena iliaca externa Arteria iliaca externa
Arteria femoral profunda
Arteria femoral

Vena femoral
Vena poplitea

Arteria poplitea

Vena peronea Arteria peronea
Arteria tibial posterior

Vena safsna Interna Arteria tibial anterior

Figurag§ 1.1. Sistema cardiovascular humano.

1.3. ANTECEDENTES
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El corazdn es elorgano principal del aparato circulatorio. Es uasoulo estriado hueco
gue acia como una bomba aspirante e impelente, que aspira hacia leslasita sangre
gue circula por las venas, y la impulsa desde los {euitrs hacia las arterias.

Cada latido del cora@n desencadena una secuencia de eventos llamados ciclos cardia-
cos, que permite el movimiento de la sangre en las arterias. El latido consiste principalmente
en dos etapasisiole y dastole. Elsistolees cuando el corédn bombea la sangre al sistema
arterial, eldiastolees cuando el corén es llenado de la sangre que viene de las venas y la
valvula artica esta cerrada.

Aotta

Sistole Diastole

Figura§ 1.2. Sstole y Distole.

El ciclo cardaco hace que el coram alterne entre una contraéniy una relajaéin
aproximadamente 75 veces por minuto, es decir el cicldaeaosdiura unos 0.8 segundos.

El diametro de los vasos sarigaos vala de unos pocos céntetros a unos pocos mi-
crometros. Las propiedades de la sangre dependeraticamente del tanfi® de los vasos
sangineos. Por ejemplo cuando ebdietro de los vasos es reducido comparado con la de
una &lula roja (abajo d&2 um), la sangre no puede ser considerada como continua.

Las arterias son aquellos vasos sdangas con dimetro suficientemente grande (erre
ecm 'y 180 um en el cuerpo humano), tal que las peutas de la sangre, principalmentdic
las rojas y blancas, pueden ser omitidasiypaglemos tratar a la sangre como un continuo
en su flujo a traés de estos vasos.

La propiedad ras importante de los vasos saimgos es la elasticidad de sus paredes,
dado que esta permite acomodar el volumen de sangre expulsada por@heol@zarterias.

Como mencionamos anteriormente la sangre puede ser considerada continua, pero tam-
bién puede ser consideradamogneao tambén llamadancomprensiblees decir que las
variaciones de la densidad dentro del flujo son insignificantes y por lo tanto se pueden des-
preciar. Actualmente, la densidad de la sangre depende de la con@ntadlulas rojas,
sin embargo en condiciones fisigicas normales su valor es tig/cm?.

1.3. ANTECEDENTES
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1.3.2. Matenaticos

En la actualidad no se ha desarrollado un modelo maiempara resolver aritita o
numéricamente el problema del fluido safgen y prediga todos los detalles del flujo y la
presbn en las arterias e inclusive es casi imposible realizarlo [14]. Como resultado es nece-
sario introducir simplificaciones.

Mientras que es posible desarrollar modelos tridimensionales basados en pringiposs f
fundamentales de parte de las arteriasiaseruy dificil derivar e implementar un modelo
tridimensional para un sistema arterial.

Los primeros modelos mateaticos usados para describir el flujo saimgw consideran
las ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos h@mnegs, [5], [16],

div(u) =0, VxeQ, t>0,

du+ (u-V)u+ VP —2div(vD(u)) =1,

dondeu es la velocidadP es la pregin, v es el coeficiente de viscosidatison fuerzas
volumétricas y

1
D(u) = i(Vu + vul).
El problema es bien planteado proporcionando condiciones iniciales y de frontera.

Las ecuaciones anteriores modelan el flujo en un conduigiickos, de manera que no
contemplan una de las propiedadessnimportantes que tienen las arterias como es la elas-
ticidad.

Es posible desarrollar un modelo que describa las carsiitas principales del flujo en
las arterias con un problema unidimensional. Estos modelos unidimensionales han sido es-
tudiados por varios autores. El primer estudio completo mostrando la dérivéei modelo
unidimensional fue presentado en [4].

Practicamente desde entonces se ha usado el mismo maodelo unidimensional, pero varios
autores han utilizado diferentes ecuaciones de estado que relacionanda porselarea
para tener bien definido el problema.

En [12], [25] podemos encontrar relacion@gsbn-arealineales. Relaciones derivadas
del Modelo del Anillo Independienteueden econtrarse en [2], [17]. Otros autores [14], [7]
derivan su ecuaon de estado directamente de leyisichs como son laey de Hooky la
Ley de Laplace

En la presente tesis se trabaja el modelo unidimensional con diferentes ecuaciones de
estado propuesto por varios autores.

1.3. ANTECEDENTES
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1.3.3. Nunericos

El estudio de esquemas naritos en diferencias finitas para la resobuncde sistemas
hiperkolicos en forma de ley de consenagj por ejemplo las ecuaciones de Navier-Stokes
espacialmente unidimensionales, se reducen a dos tipoétdems conocidos como de tipo
Lax-Wendroffy los de tipoUpwind[8], [18], [19], [20].

Los métodos nuraricos centrados tipbax-Wendroffconstituyen un grupo de &odos
centrados o sigtricos, de segundo orden en espacio y tiempo que en el caso lineal conducen
al mismo esquema. Para problemas no lineales existen algunas variantasidelesquema
Lax-Wendroff esquemas del tipo predictor-corrector, tales como légdosRichtmyero
Lax-Wendroffde dos pasos y el ddcCormack

Los métodos nuraricosupwind pueden dividirse en dos grandes grupoétadosFlux
Vector Splittingy Flux Difference Splitting o de tipo Godunov

Los esquemaBlux Vector Splittingdiferencian su discretizami de acuerdo con el signo
de los valores propios de la matriz Jacobiana. Como representantes importantes figuran los
esquemasSteger y Warming

Los esquemas tip@odunovintroducen informadin fisica en su poceso de discretiZati
mediante la soluén de problemas locales de Riemann planteados en las fronteras de dos
volumenes de control. Estos esquemas requieren de un gran costo computacional por lo cual
no sean tomados en cuenta en nuestro estudio.

La utilizacion de los esquemas en diferencias finitas mencionados presenta dos dificu-
lades importantes con respecto a la s@oen torno a discontinuidades o cambiapidos
de la soluddn. Por un lado los &todos nuraricos chsicos de segundo orden producen os-
cilaciones cuando la solim es discontinua o posee cambiapidos. Por otro lado los
esquemas upwind métonos, basados en la direaaide los flujos, previenen la apadaoi
de estas falsas oscilaciones rarinas pero contienen una excesiva disipagiunerica en
todos los puntos del mallado puesto que son esquemas de primer orden y por consiguiente
poco precisos incluso donde la sofuties suave.

Por lo tanto, si eét claro que para la correcta resofutide problemas con discon-
tinuidades, choques o cambidgidos es necesario utilizar esquemas no oscilatorios, tam-
bién es cierto que para resolver con suficiente pi@ti$bs netodos debéan ser de segundo
orden al menos en las regiones donde la soluaio sufre fuertes cambios. En el tajo 4
se desarrollar un nétodo con estas caradticas.

La presente tesis ha utilizado informaeide dos trabajos de recopilanj aralisis y
comparadn de nétodos nuraricos en diferencias finitas; el realizado por Gasfl0], en
1995 y el desarrollado por Payri [9], en 2004.

1.3. ANTECEDENTES
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1.4. Metodologa

Una vez ya establecido los antecedentes de nuestro trabajo, la tesis se desarrolla en los
siguientes cuatro c#plos.

En el cajitulo 2 obtendremos un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de primer
orden no lineal que modela el flujo safmgeo. En este mismo caplo se realiza un peqie
analisis caractdstico que nos permite determinar la hip@ibidad de este sistema. Targhi
se adimensionaliza el sistema y se establecen las condiciones iniciales y de frontera de nues-
tro problema.

En el cajptulo 3 introducimos los conceptos y propiedadasitas de los Btodos nurari-
cos para resolver sistemas hipaibos. Adenas iniciamos con el aatisis de los rétodos
clasicos en diferencias finitasamimportantes, primero para el caso lineal y posteriormente
para el caso no lineal. Al final de este ttafp veremos algunos ejemplos néritos que
manifiestan el comportamiento no deseado de esébdsdus.

La principal aportadin de la tesis se encuentra en elitalp 4. En este se desarrolla
dos nuevos @todos, llamados no éstdar, usando como base logtados ya vistos en el
caftulo anterior. Se realiza un alisis de los mismos, incluyendo su error de truncamiento,
consistencia, se establece las condiciones para obtener la estabilidad lineal y como conse-
cuencia de estas propiedades se obtiene la convergencia. Para concluir coniesteseap
comparan los resultados néncos de estos nuevosiodos con los resultados de los ejem-
plos del cagulo anterior.

Para finalizar la tesis, se presenta simulacionesénigas para el modelo matético
diferencial no lineal deducido en el dago 2. Adends se adaptan los nuevoftmdos
numéricos desarrollados en el ¢apgo 4 al modelo mateético dado para el flujo sanmeo.
Adicionalmente se verifica los errores producidos por nuestéisdos mediante el uso de
los principios de conservdmi y se validan los resultados naricos mediante comparaci
con el comportamiento de la solbaifisica obtenida en experimentos, para finalmente con-
cluir a partir de los resultados obtenidos.

1.4. METODOLOGA






Modelo para el flujo sangoneo

A continuacon introduciremos el modelo&s simple para la damica del flujo en vasos
sanglineos. Este modelo sededucido de los principios de consera@achasicos propor-
cionando un modelo no lineal y unidimensional.

2.1. Notacbn y suposiciones hsicas

El modelo describe el movimiento del flujo en las arterias y su inteésaamn el des-
plazamiento de la pared del vaso s&dngo. Las ecuaciones &erderivadas en un tramo de
una arteria que no contiene bifurcaciones, el cual @stresentando por un tubadindrico.

Denotaremos paf = (¢¢, t1) al intervalo de tiempo en el cual estamos interesados y por
conveniencia tomaremdg = 0. Seaf); el dominio espacial el cual se supone un cilindro
circular lleno de sangre, adés es cambiante con el tiempo bajo la aocdel pulso del
fluido, ver figurag 2.1.

Como estamos trabajando con una georadtitindrica, es adecuado usar coordenadas
cilindricas en vez de coordenadas cartesianas. Entonces indicaremgpseor,, 10s vec-
tores unitarios radial, circunferencial y axial respectivamente;(r, 6, x) se@én las corres-
pondientes coordenadas.

Asumiremos que el vaso sarigao se extiende de = 0 ax = Ly la longitud L es
constante en el tiempo.
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Figura§ 2.2. Geometia simplificada. La arteria es asumida como
un cilindro recto con secciones transversales circulares.

2.2. Suposiciones simplificadoras del modelo

El modelo fasico es deducido haciendo las siguientes suposiciones simplificadoras:

1. Simetia axial. Todas las cantidades son independientes de la coordenada ghgular
Como consecuencia, cada séccaxial S(z,t) conx = constante Se mantiene cir-
cular durante el movimiento de las paredes, ver figi2. Entonces el radio del tubo
R esUnicamente una fungn dex y t:

R = R(xz,t).

2. Desplazamiento radial.as paredes se despladaricamente en direadmn radial. Este
suposicbn es plausible dado que en laptica los deplazamientos axiales son muy
pequéios.

3. Ejes ciindricos fijos.Esta suposiéin significa que el vaso sarigeo se expandiry
contraea alrededor de sus ejes, los cuales se mantienen fijos con respecto al tiempo.
Esta hiftesis es consistente con la sinetaxial. Sin embargo este supuesto impide
la posibilidad de tomar en cuenta los desplazamientos de los ejes arteriales como las
gue ocurren en las coronarias a causa del movimiento delGoraz

4. Presbn constante en cada seoniaxial. Asumiremos que la pre@n P es constante
en cada secon, a$ solo depende dey ¢:

P = P(x,1).

2.2. SUPOSICIONES SIMPLIFICADORAS DEL MODELO
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5. No hay fuerzas volugtricas.Eliminaremos las fuerzas volwtricas o exteriores, es
decir aquellas que degin sobre una por@n de volumen sin contactdsfco directo,
por ejemplo las fuerzas gravitacionales.

6. Dominio de la velocidad axial.os componentes, y ug de la velocidad no son signi-
ficativos comparados con la velocidad a lo largo dehegjeor lo tanto son eliminados
del modelo. Aderas supondremos

ug(x,t) =u
dondeu es la velocidad promedio en cada séocaxial.

Si denotamos pof = S(x,t) a cada secon transversal, entonces su meditigarea)
estaa dada por

Az, t) = /5( ) do = mR*(x,t), (2.1)

y la velocidad promedia es dada por
u(zx,t) = 1/ Uy (x, t)do. (2.2)
A S(t,x)

De esta manera quedan definidas tres de las variables principales de nuestro problema:
P,uy A.

2.3. Deducobon del modelo

El comportamiento de un fluido se describe a partir de las cantidades que lo caracterizan
(densidad, velocidad, etc.), entonces estamos interesados en estudiar larvaléaestas
cantidades a lo largo del tiempo.

Tenemos queisicamente

La variacion en el tiempo de la cantidad de un fluido en un volumen de con-
trol, se debelinicamente a los aportes (positivos 0 negativos) de las fuentes
volunetricas (fuerzas gravitatorias, electromagitas, etc.) y a las fuerzas de
superficie a traés de la frontera.

El principio fisico anterior lo podemos expresar maddicamente . Se&; = ; x
[0, +00), siwy F sonC?(%;) y T esC®(3;) entonces

w(x,t)dV(x) = / F(w)dV (x) + T(w)nds Vt >0, (2.3)

dt O Q4 o

dondew es lavariable de conservaén, F'(w) es el ermino defuente volurétricay T'(w) es
el termino defuente superficiahsociados a la variable de conseréaciA (2.3) se le conoce
comoPrincipio de Conservadin de la variablew.

2.3. DEDUCCDN DEL MODELO
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Pero muchas veces estamos interesados en la forma diferencial de nuestro problema.
Entonces si1 es la velocidad del fluido w,u, T sonC!(3;) entonces la forma integral es
equivalente a

8—1: + div(wu) = div(T(w)) + F(w) ¥t >0
conocida comd.ey de conservaéin de la variablew.

Tambien es importante mencionar dos propiedades importantes para cambiar de la forma
integral a la forma diferencial y que s&rusadas en la deduénide nuestro modelo, estas
son elTeorema de Transporte de ReynojdBeorema de la Divergencid].

Teorema de Transporte de Reynolds

Seanwyu = ditc funcionesC'! (%), entonces

dt

d dw )
dt/ﬂtw(x,t)dV(X) = /Qt [ (x,t) + div(w(x, t)u(x, t)) | dV(x).

Teorema de Divergencia de Gauss
Seal € C'(%;), entonces

/ div(T(w))dV(x):/ T(w(x,t))nds.
Qy o

2.3.1. Principio de conservad@n de la masa

Nuestra primera ecudmi se deduce a partir de una propiedait conocida comBrin-
cipio de Conservadin de la Masd1] la cual establece:

La masa contenida en un volumen de control se conserva a lo largo del tiempo.
En la figura§ 2.3 podemos observar el volumen de confeplusado para nuestro pro-
blema. Aqu [z, x1] s un intervalo arbitrario.

T

T

Ry

™ C
Q
0 2|
Figurag§ 2.3. Volumen de control.

2.3. DEDUCCDN DEL MODELO
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Asi esta ley es planteada mataticamente de la forma

d
pn [/ﬂg p(x,t)dV

dondep(x, t) es la funcdn densidad y representa la masa del fluido por unidad de volumen.
Ahora supondremos que la densidad es constante en cadansegi@l de manera que
Unicamente depende dey ¢:

=0, (2.4)

p= ,o(x,t).

Entonces la ecuatn (2.4) puede ser escrita de la forma

{11 (frerw)e] -

luego

Por lo tanto

% [ / B p(m,t)A(m,t)dx} 0, (2.5)

zo

la cual es ldorma integralde la ley de conservamn de la masa.

Para encontrar la forma diferencial supongamdsesC'!(3;) y apliquemos el teorema
detransporte de Reynolds

% [/zl PA(%t)dx] = /: [a(gf) (z,1) + a(g‘iu) (x,t)} da,

o
usando (2.5) se sigue

/ [8(524 o+ 250 tﬂ de =0

y como nuestro intervalfxg, x| es arbitrario obtenemos

d(pA) | 9(pAu)
ot ox

=0, (2.6)

la cual es la forma diferencial de la primera ecbadile nuestro modelo.

2.3.2. Principio de conservadn del momento

La deducdbn de nuestra segunda ecuacsea a partir de lé&Segunda Ley de Newtan
tambien llamad&ey meénica de acdn y reaccbn [1], la cual establece:

2.3. DEDUCCDN DEL MODELO
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La variacion temporal de la cantidad de movimiento contenida en un volumen
de control es igual a la suma de las fuerzas qudiastsobre el mismo.

Tenemos que la cantidad de movimiento se define como la masa por la velocidad, en-
tonces considerando el volumen de control de la figi#a se tiene

d
— t)dv

Pero en nuestras suposiciones iniciales descartamos fuerzastridamylnicamente
consideraremos a la prési como fuerza superficial dado que la viscosidad del fluido no es
considerada en nuestro modelo. Entonces

% [/Q? plz, t)u(z, t)dV

Si suponemos que nuestras variables son de €488, ), entonces aplicando tdorema
de divergencia de Gausdbtenemos

= F(pu(a:,t))dV—i—/ T(pu(z,t))nds
Q¢ 908

=— P(z,t)nds, (2.7)
005

% [/Q? plz, t)u(z, t)dV

el cual puede ser escrito en la forma

oP

% [/1:1 (/S(pu)(:n,t)da) d:z:] _ _/: ( [ g];(m,t)da> da,
entonces

% M: <(pu)(m,t)/3da> da:] - —/x: (g];(w,t)/sda) dz,
ag gt [/{E:I(pu)(x,t)A(x,t)dx} _ le g];(x,t)A(%t)dx‘

Aplicando elTeorema de Transporte de Reynolds

0 0

/xl (3(014“) (z,) + M(m,t) + Aap(x,t)> dr =0,

entonces

ot or ox
y comolzg, 1] es arbitrario se sigue lay de la conservadn del momento

O(pAu)  O(pAu?) orP
5% T or +A6x =0, (2.8)

la cual es la segunda ecuawidiferencial que modela nuestro problema.

2.3. DEDUCCDN DEL MODELO
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2.4. Modelo con flujo homo@neo

Si suponemos que el fluido es honeogo, es decir que la densidads constante en el
ejex entonces las ecuaciones (2.6) y (2.8) se reducen a

0A  0(Au)

T =0 (2.9)
O(Au)  O(Au?) AOP
5t o o = O (2.10)

Este sistema se puede escribir en una forraa simple el cual deduciremos a continua-
cion.

Dividiendo entreA y derivando los productos en la ecuati2.10) obtenemos
1 <A8A 8u> 1 < ou 3Au> 10P

a\%or T

simplicando y agrupandé@itminos
u 0w 10P  (udd  wd(Aw))
at oz p Ox o

Aot A Ox
ahora sustituimos la ecuéaci (2.9)
w0 (1) 1P (u( 04w wdAuw) _
at " oar\2" ) T par T\ B A or )7

ou 0 (1, 1
— 4+ — | = -P | =0. 2.11
8t+8x<2u+p> (2.11)
Por lo tanto tenemos nuestro sistema en forma conservativa, ya que las componentes del
vector soluabn encierra las variablegsfcas conservadas,

A Au
u
Podemos observar que tenemos tres varialdlas P y Unicamente dos ecuaciones,

ad es necesario de una tercera ecoaajue deduciremos de las propiedadegés del
problema, llamadacuacbn de estado

o (Aug s Fu

Oz Oz 0,

pox

entonces

+

t

=0. (2.12)

1
- -P
2u +p

T

2.5. Ecuacon de estado

Para la tercera ecudci se asume que la présiP es una fundn delareaA. Diferentes
modelos pueden ser obtenidos escogiendo diferentespeysisn-area

La descripadn basica de elasticidad, para casos de estiramiento longitudinal, esta dada
por laLey de Hook¢7] ,

2.4. MODELO CON FLUJO HOMOGNEO
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La deformaddn de un élido es directamente proporcional a las tensiones apli-
cadas.

Si consideramos la dimedsi longitudinal de un elementoésitico largo sin tenén de
longitudyyg, entonces esta ley esta representada por
A
T=82Y (2.13)
Yo
dondeT es la tensin, Ay es el cambio de longitud desgey E(x) es elMddulo de Elas-
ticidad 6 Mbdulo de Youngel cual caracteriza el comportamiento del materiasto. En
nuestro modelo tomaremds constante.

Digamos qué/, es el volumen del cilindro sin ter@i. Entonces cualquier incremento
en el volumen produdirtensbn en las paredes, entonces de (2.13) obtenemos

R
T=F|—-1].
Ry
Las caractésticas pregin-volumen de los vasos sangeos pueden ser relacionados a
la elasticidad considerando la georieetitel vaso sangueo y laLey de Laplace

La presbn intravascular determina la fuerza o teésien las paredes, esta
fuerzay la elasticidad determinan la circunferencia y finalmente la circunferen-
cia determina el volumen.

Es adecuado aplicar la Ley de Laplace cuando las paredes son delgadas (supondremos
que el espesor de la arteria es pequa con respecto al radio inicidy: h/Ry < 1),
entonces si tenemos un cilindro con paredes delgadas, |eorefaciporcionada por esta ley

es

Th
P=— 2.14
=, 2.14)

dondeP es la predin, T' es la tengin de la paredi es el grosor de la pared del vaso san-
guineo y Ry es el radio interno sin tension.
Combinando lasiltimas dos ecuaciones obtenemos

p_El(i_ B
Ry R

ComoA = 7R?, se sigue que

entonces sustituyendo

2.5. ECUACDN DE ESTADO
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Por lo tanto si lamamos

Eh  Ehy7m
Bo = Ro JAg (2.15)
tenemos que
P ( Ao). 2.16)
A

Para incluir el hecho que el radio de los vasos cambian de mareréenta a presiones
mas grandes, introduciremos el garetros; y definiremos

B Ao B1
P = (1 (%) ) , (2.17)

dondefs; > 0 describe la respuesta no lineal témsiesfuerzo. Lagh grandes§; — o)
corresponden a paredessiigidas.

Si en la Ley de Laplace tomamos a la peesiinicamente proporcional a la tedsique
producen las paredes arteriales,

P=0 ((2})61 - 1> , (2.18)

la cual tamb&n puede ser obtenida a partir ddelo de Anillo Independien{a].

En particular usaremos las constantgs= 1/2,1,2 las cuales nos proporcionan una
relacbn de tipo raiz, una lineal y otra cuaatica respectivamente.

Por lo tanto nuestro modelo tiene la forma

oU , 9f(U)

donde
A Au
U= y fW=|1, 1_1,
— -P
u 2u + P
en el cual

P = w(Aa AOa ﬁO)

y la funcion ) esta determinada por cualquiera de la ecuaciones (2.17), (2.18).

2.5. ECUACDN DE ESTADO
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2.6. Hiperbolicidad

Un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de la forma

oU oU
— +HU)— +S(U) = 2.20
ot () ox S(U)=0 ( )

dondeU : RxR — R™, H € R™*™y S : R™ — R™ eshiperbolico [19] si H es
diagonalizable con valores propios realesi. gademos descomponer

H=L1AL (2.21)

dondeA = diag(A1, A2, . .., A ) €S Una matriz diagonal de valores propids s [l1,l2, - - -, 1]
€s una matriz de vectores propios. El sistema es llamatt@wtamente hipedlico si todos
sus valores propios son distintos.

Veamos que efectivamente nuestro problema es de tipo BipsrbEl sistema (2.19)
puede ser escrito de la forma

.

Ahora tenemos que

Au

0
;7#(143140,50) ] B

T

+

t

+

i

1
3¢

T

OP _0V0A | 0 Ay, 90 9By
oxr 0AdJxr 0Ay Ox 0By Ox

entonces transformando a forma cuasilineal tenemos
0 0
o
e p oA

A u A A

u

t x

0
| (o Wﬂ)]o

A
u
= +
L P 0Agy Ox aﬂo ox

Por lo tanto nuestro sistema es equivalente a (2.20) donde

U A
HU) = [ 10y
poA "

0
SU) = [ L (0w 04y O 9B ] :
p<aAo o aﬁoax>

2.6. HIPERBOLICIDAD
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Observadn 2.1
Podemos ver que sij y Gy son constantes entonces el sistema (2.20) es hemeog

e AP
p 0A

u A

2

u
A
ad facilmente podemos ver que los valores propios de dicha matéim dsterminados por

A —u)? —c* =0,

Denotemos por

entonces

H(U) =

)

es decir, los valores propios son
AM=u+c y da=u-—c (2.22)

De las relaciones presi-area de la secon anterior podemos observar que en todos los
casos se cumple que
0
L >

0A — 0
mas ain, siA > 0, la cual es una condian necesaria para tener una sotudisica relevante,
se tiene que

o

Por lo tanto la matriZ{ posee dos valores propios reales y distintos, es decir tenemos un
sistema estrictamente hipdéiizo de ecuaciones diferenciales parciales

2.7. Adimensionalizacbn

Con el objetivo se simplificar losatculos en el aalisis y simulaciones nuéricas que
posterioremente haremos al sistema (2.19), es muy adecuado adimensionalizarlo, es decir,
cambiar nuestras variables a otras que no dependan de las unidades en que estemos traba-
jando. Entonces usaremos el mismo procedimiento empleado por |. Surovtsova en [12] para
adimensionalizar nuestro problema.

Consideremog, y Ay constantes. Entonces introduzcamos las coordenadas adimensio-
nalizadas
= M,z
Mt
M,u (2.23)
MAA
= MpP

WO 2 o~ 8
Il

2.7. ADIMENSIONALIZACION
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Sustituyendo en la primera ecuacidel sistema (2.19)

0A OAu

ot

tenemos que

My OA | MM, 0Au _
M, 0t M, 0z

0 equivalentemente B B
0A M, M; 0Au
o M, or

Para la segunda ecuéni
ou 0 (1 45 1
(= P =
ot * Ox <2u + p > 0

tenemos que

My ou M0 (1., 1MpOP
M; 0t M, 0x \ 2 p M, 0T

0 equivalentemente

M, M, 0u M2 0 <1_2) oP
2u 0,

PP, ot P Mp oz o7
y si establecemos la relé@ei entre las constanfd; y M, dada por
Mz = M, M,

tenemos que

M2 ou M38<12> opP
~u° |+ ——==0.

Py ot PMpox \2" ) oz

Por lo tanto si tomamos

vy = ([
P
My Ap
Mp = fo
entonces )
M
p—r- =1
Mp
Asi nuestro sistema se reduce a
A At
+ 11 _ =0,
)
— — P
L 2u + 7

(2.24)

(2.25)

(2.26)

2.7. ADIMENSIONALIZACION
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cuya principal diferencia con el sistema (2.19) radica en que la densigado se encuentra.

Nuestras ecuaciones de estado (2.17) y (2.18) que determinan las relquestas
areaalin se siguen cumpliendo en nuestras nuevas coordenadas adimensionglizgdas

tenemos p
P(#,) = fio (1 - (Aéoﬂ) ) |

B 1 B1
P=1—-1[ =
(1)

y como las constantes no figuran en la ecoiacliferencial, finalmente obtenemos el sistema

entonces

A Au
o, ( 1 >ﬂ1 = 0. (2.27)
2 _

A

|

t

Analogamente si consideramos (2.18) obtenemos

P= (A -1,
y consecuentemente B B
A Au
+1 4 . —0. (2.28)
i ST+ A7 |

2.8. Problema con condiciones iniciales y de frontera

Aunque existen varios tipos de problemas con condiciones iniciales y de frontera que
son de integs en el estudio de la dimica del flujo sangueo, en el presente trabajo nos
enfocaremos en el problema con dominio

D={(z,t) | 0<z <00, t>0} (2.29)

en el cual se proporcionan los datos iniciales par@rea y la velocidad y condiciones de
frontera sobre la parte izquierda del dominio, prescribiendo un pulso de entrada. Estas condi-
ciones se adaptan perfectamente al hecho de que queremos modelar como se comporta el
flujo sanglneo cuando un pulso atraviesa una arteria larga.

En esta secbn citaremos algunos resultados que proveen condiciones bajo las cuales un
sistema de condiciones iniciales y de frontera en forma conservativa admitéaatoaiti-
nua. La prueba de estos resultados fue desarrollado por S. Canic en [23]. La dedostaci
basa en el estudio del comportamiento de la s6lugisu primera derivada a lo largo de las
curvas caractésticas.

2.8. PROBLEMA CON CONDICIONES INICIALES Y DE FRONTERA
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La principal suposién hecha por S. Canic es que nuestro sistema puede ser escrito
en erminos de layariables caractéisticaso Riemann invariantes/eamos a continuatin
cuales son las variables caraésticas de nuestro problema.

Nuestro estudio se centra en un sistema de2 en forma de ley de conservaai

oU | 9f(U)

ot ox =0

dondelU(xz,t) € R?y f : R? — R? es una fundn suave. Hemos visto que nuestro sistema
es estrictamente hipestico, esto es que existen dos valores propios diferentes, ,
entonces podemos considerar el sistema en variables cestcasr

2t + ANz, w)z, = 0, (2.30)
w + p(z,w)w, = 0, (2.31)

dondez y w son lasvariables caracteisticaso Riemann invariantels cuales son funciones
desconocidas ¥, i son funciones suaves que dependen gev. Ademas, asumiremos que
el sistema es genuinamente no lineal, es decir

O\ ou
92 #0y w0 #0
en el dominio bajo considerai.

Consideremos las siguientes condiciones iniciales y de frontera sobre el ddminio

t=0: z=2z2(x), w=wy(zr) (0<z<0) (2.32)
x=x1(t): w=g(tz) (2.33)

donde sin prdida de generalidad podemos asumir gqug) = 0. Entonces se puede de-
mostrar que bajo ciertas condiciones el problema admitdinita solugdn. Las hiptesis
basicas son las siguientes:

H1. Suavidad de los datotos datoswg, zo y g son de clas€! (D) y la fronteraxz; €
C?(D).

H2. Estimaciones a prioriLa fronteraxz; es no caractéstica. Mas precisamente,
Mz, w) < 24 (t) < p(z,w) sobre z = 1(t),

w(z,w) — 2y (t) > M(To, Z,W), YO<t<Ty, V|z|<Z, V|w <W,
dondeM (Ty, Z, W) > 0.

H3. Datos iniciales ||(zo, wo)|| es acotada y|,(z) < 0, wj(z) > 0 parald < z < oo.

2.8. PROBLEMA CON CONDICIONES INICIALES Y DE FRONTERA
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H4. Datos en la fronteraLa dependencia dgsobrez es tal que

dg
—Z > 0.
82_0

H5. Valores propiosLos valores propios satisfacen

o\ ou
& < O, aiw

H6. Compatibilidad Se deben de cumplir las siguientes condiciones de compatibilidad

> 0.

wo(0) = 9(0,20(0)),

#4(0) = #(a0(0), wo(0)wh(0) = 2(0,20(0))

99

+52(0,20(0)) (1 (0) = A20(0), wo(0)) ) (0).

De manera que tenemos el siguiente resultado

TEOREMA 1

Supongamos que se cumplen lasobésis H1-H6. S% < 0 el problema de
valores iniciales y condiciones de frontera (2.30)-(2.33) admite(uriea solu-
cion globalC?! (z(z,t), w(x,t)) sobre el dominiaD.

Pero este teorema es general, entonces veamos que infplidecie en el sistema de
nuestro problema particular. Lo primero que debemos de hacer es encontrar el sistema con
variables caract@sticas asociado a nuestro sistema (2.26).

CuandoAg y By son constantes el sistema (2.26) puede escribirse en forma cuasilineal

oU _oU
— +HU)— =0 2.34
donde ~
) i ) u A
U= i , vy HU)=| P
= u
0A
Entonces, si escribimos
H=L'AL,
donde
A0 l l
Ao oy | i 2
0 w lor a2

2.8. PROBLEMA CON CONDICIONES INICIALES Y DE FRONTERA



24

CAATULO 2. MODELO PARA EL FLUJO SANGUNEO

Al multiplicar por la derechd. al sistema (2.34), obtenemos que

0 equivalentemente

l 0A
a7

] A
257

ot
ot
ou

ot

= +lio——=

= + l9g—

oU ou
L— BN +ALF 0

9%
0A

A
A0 111i+l126u
+

0
H or:

Por lo tanto si existen variablesw tales que

obtenemos el sistema
0204
0A Ot
ow A
0A ot

y consecuentemente

Si denotamos por

0z 0u
u ot
ow 0u
u Ot

0z
ot
ow
ot

0z 0z

afAzln %:112

0z 0A

Ow A
J L 0A 0%

entonces los valores propios #leson

N
|
YY)

S|
+

y la correspondiente matriz de vectores propios

Usando la relagin

mor ol

R
—_

| I

A0 ==+
+{ ] 0A 0%

i
ou

log == + loo ==

oz

0z 0u
0u 0%
ow 0u
1 0T

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)
(2.39)

(2.40)

2.8. PROBLEMA CON CONDICIONES INICIALES Y DE FRONTERA
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y (2.37) tenemos que
& = /L AP/?

e inmediatamente podemos ver que

9o _ _Bia
0A 2 A’
entonces
2_
z1 = ——0 + 4, (2.41)
61
2~ (2.42)
wy = ——5C — U, .
1 ﬁl 1
satisfacen
9 _ 20a _&a  On_,
0A  BL0A A ou
ow, 200 _a 8w1__1

0A [ 0A A ou
Por lo tantoz; y wy sonvariables caracteisticasde nuestro problema.
Asi de estas relaciones se duduce que

z1 —wl = 2u,

4 4 -
z1 +wp = _Eél =gV B A2

entonces podemos escribir nuestras variables originalérmimbs de las variables carac-
teristicas

i = 21_2“’1 (2.43)
—2/61
§ = [ 2so

Por lo tanto ené@rminos de variables caradticas, nuestro problema es estudiar el
sistema (2.30)-(2.31) con las condiciones iniciales y de frontera dadas por

9 B
Cond. Iniciales:  21(z,0) = —ﬁ—\/ﬂlAgl/2 + u(z,0), (0<7 < 0)
1
9 ~
wi(z,0) :—ﬁfx/ﬂlAgl/Q—a(j,O), (0<Z < 0)
1
Cond. frontera:  21(0,t) = wi(0,) + 2upyu (%), (0<t<o0)

2.8. PROBLEMA CON CONDICIONES INICIALES Y DE FRONTERA
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dondei,,; (t) € C1(D) es el pulso de velocidad entrante.

Asi en €&rminos de las variables originales tenemos las condiciones

. - A(E,O) Ap _
Iniciales : A(z,0) = =—=1 0<z <00
(2,0) = == = ( )
T 0
(%, 0) = “(A"} ) _ =0 (2.45)
Frontera:  @(0,t) = tpw(t), (0<t<o0)
-2/61
400 = [~ 0400 + 2.0.0) (2.46)
Analogamente si consideramos
P=(4)" -1
y (2.37) tenemos que )
c2 = VAN,
y las variables caracfsticas
2
2
wWo = EGQ — U (2.48)

y las variables originales eriminos de estas variables carigticas esin dadas por

.z w
B 2
2/B1
A = I:%fj(wQ + 22):|
y las condiciones

Iniciales :  A(Z,0) =1 (0<Z < 0)

u(z,0) =0 (2.49)
Frontera:  @(0,t) = tpw(t), (0<t<o0)

2/B1
400 = [V 0.0 + 20.2)] (250

Por lo tanto, usando los resultados desarrollados en [23], tenemos que para nuestro pro-
blema, elTeorema Ise reduce al siguiente resultado.

2.8. PROBLEMA CON CONDICIONES INICIALES Y DE FRONTERA
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TEOREMA 2
Consideremos el sistema (2.2¥]2.28) con las condiciones iniciales y de fron-
tera (2.45)-(2.46) (2.49)-(2.50). Si se cumplen las condiciones

Upy1(0) = 0, 1, (0) =0, (2.51)

_ 1
upul(f) > *ZZO (2.52)

y —
a;ml(f) <0, Vi >0, (253)

entonces el problema admite uaica solucbn a pedazos de clage'.

En el caso donde los datos de la frontera izquierda corresponden a pulso$idsikip
(2.53) claramente no es satisfechai desbido al cambio de signqwl(t) se produceondas
de choquesn nuestra soluén (cruces de curvas caradticas).

Pero bajo un aaisis caractédstico serio, |. Surovtsova [12], S. Canic [23] y Keener [15]
han determinado el primer punto de choque de las curvas caséicas, cuyos resultados
han arrojado que este sucede fuera de cualquier dominidfigiaimente relevante del sis-
tema circulatorio.

2.8. PROBLEMA CON CONDICIONES INICIALES Y DE FRONTERA






Meétodos Nungricos Césicos en Diferencias
Finitas para Sistemas Hipeaiicos

El modelo materatico (2.19), desarrollado en el ¢apo anterior, es un sistema de ecua-
ciones en derivadas parciales no lineales. Resolverlo de maneitecamakulta imposible si
no se realizan ciertas simplificaciones. Por lo que, en esta tesis se obtienen soluciones apro-
ximadas de (2.19) a partir degtodos conservativos en diferencias finitas. Pero antes, en este
caftulo revisaremos la teta basica de los i@todos nuréricos para para sistemas hiparb
cos. Enfatizaremos en los concept@sibos que se cumplen tanto para el caso lineal como
para el no lineal.

3.1. Meétodos en diferencias finitas para sistemas lineales

Consideremos el problema de Cauchy en una dirbansi

u + Auy, = 0, —oco<xz<oo,t>0, (3.1
u(z,0) = wuo(z),

dondeu es una fundin vectorial den componentes Yl es uma matriz de: x m elementos,
diagonalizable y con valores propios reales (sistema hified).

Discretizaremos el planat escogiendo un mallado con tafitede paso espacial= Az
y temporalk = At, ver figura§ 3.1 y definiremos los puntos de discretizaciz;, ¢,,) por

:L‘] = ]h’ j:"-7_130,1,2,...
tn, = nk, n:0,1,2,...

29
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Tambien nos sex (til definir
J:j+1/2 :$J+h/2, tn+1/2 :tn+k/2

Ademas denotemo8' € R™ la aproximacdn de la solu@n exactau] = u(x;,t,) en
los puntos discretizados.

h
ﬁ_/\r\
————— () ==———=m=—mem——===c () m——==—cesemmeme——= ) -——JNEE |
. . @ e ® .. ® .- n
; i (Tj\ L ) E
k4 i i
A O =eceeccmssoossse=: O cmmmocememmem—= O o= n—1

Figura§ 3.1 Discretizadn tipica del dominio de aproximaam.

3.1.1. Conceptos bsicos

Estamos interesados en estudiaicamentemétodos exptitos de dos nivelepor su
sencillez en alculos materaticos y computacionales frente a logtodos imgicitos, pag.
226 [30]. Estos ratodos pueden ser escritos de la forma

U™t = H (UM, (3.2)

dondeU"*! representa el vector de aproxim’aarctU;hLl en el tiempa;,,+1, es decir

Un+1
-1
n+1 __ n+1
Uttt = | Ug

n+1
Ul
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y Hj;. es un operador en diferencias. El va[(zij1+1 en un punto particulaj tipicamente
depende de varios valores del vediBt, entonces escribiremos

UMt = Hi (U™ 5). (3.3)
Por ejemplo en eliétodo de Lax-Wendroff

n n k n n K2 n n n
Ut = Uy - nA (U1 +Ujy) = WAz (Ufr =207 +Uj)

tenemos que el operadéf;, toma la forma

k2

" A2 (U, =207 + UL,

Error de truncamiento local y consistencia

El error de truncamiento locat, . (z,t) se puede entender como una medida local de
qué tan bueno es el modelo discreto en diferencias finitas con respecto al modelo diferencial
del que se parte.

El error se calcula reemplazando la aproxirﬁacﬂ]ﬁ del método por la soluéin re-
al u(z;,t,). La solucon real de la ecuagn diferencial parcial es una aproximacide la
solucbn de la ecuaén en diferencias. Entonces la sustitutide la ecuaén real en las
ecuaciones en diferencias nosaan indicador de que tanés la soluddbn de la ecuaéin
en diferencias satisface la ecuatdiferencial.

Definicion
Para un n&todo cualquiera de dos niveles, definimosrebr de truncamiento loca[19]
por

Thi(z,t) = — [u(z,t + k) — Hi(u(-, t);2)]. (3.4)

| =

Tipicamente tenemos que
Tth(x,t) = O(hp) + O(kq),
para algin enterg y q.

Una de las primeras propiedades que deben de cumpliraiadm eficiente es la de
consistencia

Definicion
El método esonsistentd19] si

||7'h7k($,t)|| —0, V h,k—0. (3.5)

3.1. METODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA SISTEMAS LINEALES
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Orden del método
Definicion
Decimos que el Atodo es derden p temporalmentg orden q espacialmentgl 9] si para
datos iniciales suficientemente suaves con soporte compaetiste constantes; y Cs
tales que

| Thk(z,t)|| < ChkP + Coh?  Vk < kg, t<T. (3.6)

Error global y Convergencia

Estamos interesados en conocer que tan bigraproxima la soludin real, entonces
definimos elerror global como la diferencia de la solu real y la solu@n calculada.

Definicion
Definimos ekrror global[19] de un nétodo como

E} =Uj" —u} Vj,n. 3.7)

Y como debemos de esperar que la sdnogproporcionada por nuestroétodo y la
solucbn real sean lo @s cercanas posibles, entonces deben cumplir la propiedzxhder-
gencia

Definicién
Decimos que el Btodo exonvergentd19] para alguna norma en particulal - || si

|E"|| — 0, cuandon — cc. (3.8)

Estabilidad

Otra propiedad importante que debe verificar ustado nunérico eficiente es que el
error global est acotado cuando creeecon k. fijo. Esta propiedad recibe el nombre e
tabilidad y puede ser definida de varias formas equivalentes [21], en esta tesis tomamos la
definicion dada por Lax-Richtmyer.

Definicion: Estabilidad Lax-Richtmyer
Decimos que un &todo es estable [19] si para cada tierfipexiste una constantgé y un
valor ko > 0 tal que

|HE| < C, (3.9)

paratodonk < T, k < k.

1Se dice que una fun@i tiene soporte compacto si el conjunto donde no es nula conforma un conjunto
cerrado y acotado
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Notese que el &todo en particular es establd|¢f;|| < 1, dado que
|HJ|| < |[He|™ <1 paratodan, k.
Aln mas general si tenemos que existal que
|Hi|| <1+ ok paratoddk < ko,

entonces
[HP| < (14 ak)™ < e < e,

para todadk, n connk < T.

Teorema de Equivalencia de Lax

El siguiente teorema es fundamental para I&ados en diferencias finitas lineales, da-
do que relaciona la convergencia y la estabilidad.

Teorema de Equivalencia de Lax
Para un nétodo lineal consistente en diferencias finitas, la estabilidad es nece-
saria y suficiente para convergencia.

Consultar la demostramn de este teorema en [20].

3.1.2. Meétodos de primer orden
M étodos Unilaterales

Los métodos nas sencillos para aproximar la solieide (3.1) son los gtodos de un
lado los ciéles consisten en aproximar las derivadas mediante diferencias finitas adelantadas
0 atrasadas.

Desarrollando en series de Taylor con respecto a la variable temporal

u}”l =uj + k(uy)j + O(k?),

sustituyendo (3.1)
Ut = _Aux7
ad
U?H =} — k(Aug)} + O(K?),
entonces usando las aproximaciones en diferencias finitas atrasadatantadas para la
primera derivada espacial

u —ul g
(um)” ~ Q’

3.1. METODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA SISTEMAS LINEALES
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obtenemos los agtodos

Ut = U"—fLA(Uf—Uf_l), (3.10)
Urtt =ujp - zA( n=U), (3.11)

llamadosEuler Atrasaday Euler Adelantadasespectivamente.

(1,m+1) (1,n+1)

L

(1—1,n) (j,n) (j,n) (j+ 1,n)

Figura§ 3.2 Esquema del Btodo Euler Atrasadas
y Método Euler Adelantadas.

El analisis de ambos Btodos es completamenteawgo entoncesnicamente desarro-
llaremos el Metodo Euler Atrasadas.

Error de truncamiento local y consistencia

Por definicon el error de truncamiento local esta dado por

Thik = %[U?Jﬂ ] + hA[ Uj_ 1]

Desarrollando en series de Taylor (tomaremes v} para facilitar la notaéin)

k2
ut = u+ kg + 5t + O(k?),

h? h3 4
ui_y =u— hug + 5 sz — g Uaaa + O(h%),
obtenemos
1 n+1 n k 2
% [uj —uj} = ut+§utt+0(k ),
k
= —Au, + §A2um + O(k?).
I cn  m 1 h? h3 A
h h?
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Entonces

k h
Thie = §A2um — 5 Attgy + O(k?) + O(h?).

Por lo tanto
Thy = O(h) + O(k). (3.12)

es decir nuestro étodo es de primer orden tanto espacial como temporalmente.

Claramente si tomamds k£ — 0 se tiene quey, ;, — 0, entonces el @odo eonsis-
tente

Estabilidad

Como estamos suponiendo que el sistemaipsrbblico, entonces la matrizl tiene
todos sus valores propios reales y un conjunto completo de vectores linealmente indepen-
dientes, en otras palabrases diagonalizable, de manera que nuestro problema se reduce a
estudiar ecuaciones unidimensionales

U + Aug = 0, (3.13)

donde\ es un valor propio del.

Entonces nuestro @odo se reduce a

Uit =ujt = 5= (U = Ujy) - (3.14)

Para obtener una condici suficiente de estabilidad para eé¢tmdo aplicaremos el ah-
sis conocido com®on Neumann

El analisis de Von Neumann es especialmditieen problemas definidos en todo el es-
pacio con mallados regulares. Eétndo se basa en la utilizaci de la transformada discreta
de Fourier.

Definicion.
SeaV una funcon discreta definida sobre todos los punigs= jh paraj = 0,+1,. ..
Entonces decimos quéesli, si la norma-2

1/2

Wi, ={n > V@)P| .

j=—o0

es finita.

3.1. METODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA SISTEMAS LINEALES
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Entonces sV esl; podemos expresarig como una combinaon de funciones discretas
e'®i¢ = ¢Vh¢ paratodo-n/h < € < 7/h, ad

V(zj) = €)M de,

e

donde

h e g
V(€)= — V(xz;)e e,
Estalltima ecuadin es llamada |aransformada de Fourier de Espacio DiscreteV'.

Una de las propiedadesamimportantes que conserva esta transformada de Fourier es la
Relacbn de Parsevdll8], la cual establece que

V()2 = IV (a)]2,

aunque las dos normas usadas pafa;) y paraV/ (¢) son diferentes

- 1/2 . 1/2
vmn(hZ V) , HV(OHz:(/_W/hV(f)\Zdﬁ) .

Jj=—00
En nuestro caso tenemos la funitidiscretd/™ tal que
U () =UP,

la cual supondremos que &s

Aplicando la transformada de Fourier abtado (3.14) tenemos que

Uriay) = = /_ A esde
y
mwe) = [ i e
- <27r / ) hz/in@)e”hfd& vr 7;//];&?"@)&(“”%5) ,
- /1//}; (1 _ Ak (1 - eih5>> Lin (€)e'M de
Pero por la unicidad de transformadas se tiene que
uri(e) = (1 - %’“ (1-e “‘5)) U (¢). (3.15)

3.1. METODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA SISTEMAS LINEALES
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Denotemos como

o6 = 1- 20 (1),

- 11— L: (1 — cos(&h) — isen(&h))

el cual es llamadéactor de amplificad@n.

Aplicando normas a la ecudxi (3.15) tenemos que

a1 =19t |
y usando I&Relacbn de Parseval
U™+ (@) || = g e ()] -

Como habiamos discutido anteriormente para garantizar la estabilidad es suficiente con
garantizar quél H,|| < 1, o equivalentemente

une)|

el < lled™l,

para todd/™.

Por lo tanto para obtener estabilidad es suficiente que

l9(E) < 1.
Si llamamos
IRV
p= n
entonces
9O = [1—p(L—cos(h))]* +psen’(Eh),
= 1+4p(p — 1)sen® <§2h> :
Dado que

h
Ogsen2<£2)§1, —nT<Eth<m

entonces basta pedir
—1<4p(p—-1)<0.

La Gnica posibilidad para que la desigualdad derecha se cumpla es que

0<p<l1

3.1. METODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA SISTEMAS LINEALES
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y la desigualdad izquierda es equivalente< (2p — 1)? lo cual siempre se cierto.

Por lo tanto la condiéin para que élétodo Euler Atrasadasea estable es

Ak
h
Mediante un procedimiento alogo podemos demostrar que la conaticile estabilidad
para elMétodo Euler Adelantadass

0<% <. (3.16)

1< <o. (3.17)

Tenemos que la obter@mi delfactor de amplificadin ¢g(£) es esindar para cualquier
método. Con el objeto de no repetir el procedimiento cuando estemos trabajando en otros
meétodos, sustituiremos

Uy = ge ", (3.18)

con el cial facilmente podemos llegar a la misma furey (€) [18].

Convergencia

Usando elfeorema de Equivalencia de Lienemos que el Etodo Euler Atrasadas y el
Método Euler Adelantadas son convergententes bajo las mismas condiciones con las cuales
son estables, es decir (3.16) y (3.17) respectivamente.

M étodo Upwind

Este es un @odo de primer orden de truncamiento que decide cual es la mej@nopci
entre Euler Atrasadas y Euler Adelantadas.

Si consideramos la ecuéci de advecéin escalar (3.13) com > 0, entonces s@& mas
adecuado aplicatuler Atrasadag3.10) dado que asa condicbn de estabilidad (3.16) se
cumple. Analogamente 8i < 0 usafamosEuler Adelantadapara que se cumpla la condi-
cion de estabilidad (3.17).

Este nétodo es usualmente llamadoreétodo upwind de primer ordega que el réto-
do unilateral elegido toma puntos en diréstcontraria al viento(upwind en ingks). La
direccibn correcta se sabe cuando se conoce la infodnaitg hacia dnde se mueve la solu-
cion, esto se puede conocer a partir de las curvas cdsdicas [19].

El método se puede escribir en forma compacta si introducimos la siguientebmotaci

Como el sistema es hipelico, entonces

A=L'AL,

3.1. METODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA SISTEMAS LINEALES
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dondeA es una matriz diagonal con todos sus valores propjosales.
Entonces definamos

Af = max(\p, 0), AT =diag A\, A\, A,
A, = min(\,,0), A~ =diag A\, Ay, A).

P »Am

Notemos que\*t + A~ = A. Entonces el i@todo UpWind para el sistema (3.1) puede
ser escrito de la forma

VI =V = AT (V) = Vi) = A (Vi = V).

Podemos transformar esta ec@acpara regresar a la original multiplicando garEsto da

k k
n+1 n n n — n n
Uit =Uf = AT (U} = Ujy) = A5 (Uf = Uf) (3.19)
donde
AT =RATR™' A~ =RA R
Notese queAt + A~ = A. Si todos los valores propios dé tienen el mismo signo

obtenemos un &gtodo de un solo lado.

Como el nétodo upwind paictimente solo nos dice queatodo unilateral usar, entonces
este nétodo hereda la consistencia, estabilidad y convegencia dectoglos unilaterales.

3.1.3. Meétodos de segundo orden
M étodo Lax-Wendroff

Es un nétodo de segundo orden de truncamiento, que se construye a partir de diferencias
finitas centradas en el espacio y adelantadas en el tiempo como se describe a continuaci

Desarrollando en series de Taylor con respecto a la variable temporal

2

k .
U4 (un)) + O(K®),

+1 _
wy T =i+ k(u) 5

J

sustituyendo (3.1)

U = —Aug,

ad
2

n n n k n
uj+1 = uj — k(Aug)j + ?(Azum)j +O(k),

3.1. METODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA SISTEMAS LINEALES
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entonces usando las aproximaciones en diferencias finitas para la primera y segunda derivada
espacial

(ug)? =~ Ui~ Y
X ] 2h )
u o —2u" +ul
+1 -1
(vea)] o
obtenemos el &todo
k k2
U = U} = - A (Ui = Uj) + 5 A7 (U = 207 + UfL) (3.20)

el cual es llamadd.ax-Wendroff Lineal

(7,m+1)

(7—1Ln) (5n) (+1n)

Figura§ 3.3 Esquema del Btodo Lax-Wendroff Lineal.

Error de truncamiento local y consistencia

Por definicon el error de truncamiento local esta dado por

1 1 k
Thi = [u}“’l — uﬂ + ﬁA[ugﬂrl - ug‘_l} — WAQ {U?H —2uj +uj_y|.
Desarrollando en series de Taylor (tomaremes v} para facilitar la notain)
k2 K3
u;H_l =u-+ kut + ?utt + guttt + O(k4),
h? h3 ht
U;-L_H =u+ hu; + ?uxm + Euz‘xx + ﬂumzx:r + O(h5),
h? h3 ht
u?fl =Uu— hux + ?u.zx - Eua:ac;r + ﬁu$$$l‘ + O<h5)7
obtenemos
1 [uﬂ“ B I L E LA C O(k3)
k 7 7 ] X 2 xrxT 6 T .
1 n n | h2 4
k T k kh?
WA2 |:U§-l+1 — 2U;L + U?fl_ = §A2um + ﬁ/‘?umxwx + O(h4)
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Entonces
Thi = —]?A?’um + O(K%) + }?Aumx +O(h*) + ];TAQumm + O(hY),
_ <éAu) e (éA?’umx) L O(K?) + O(kh?).
Por lo tanto

i = O(h?) + O(k?). (3.21)

es decir nuestro étodo es de segundo orden tanto temporal como espacialmente.

Claramente si tomamds k£ — 0 se tiene quey, ;, — 0, entonces el @odo eonsis-
tente

Estabilidad

Aplicaremos el aalisis Von Neumann para conocer la conditde estabilidad de nues-
tro método.

En el caso unidimensional elétodoLax-Wendroffse reduce a

Uit =Uf = S Ui = Uf) + Ty Uy — 247+ UG

Por (3.18) obtenemos

gleiihé greiihe _ o (Qnez(m)h& _ gne%(rl)h£>
N2k . L .
n i(j+1)hE 2™ ijh€ n z(j—l)hg)
+ 212 (g e ge +ge ,
entonces
_ Ak (e —ih¢ A?k? ih¢ —ihe
o) = 1= 5 (" e+ Gy (M2 ),
1 /\k2' h ’ 22 h 1
= 1-3 isen(&h) + 57,2 (cos(§h) —1).
Por lo tanto

2
g(&)=1- i%sen(ﬁh) + (if) (cos((h) —1).

Ak .
Denotemos pop = =5y consideremos

2
r=1+ (if) (cos(éh) —1), y= —)\—:sen(gh).
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Veamos que

#? = pleos’(€h) + 2p°(1 — p?) cos(€h) + (1 - p?)?,

p’y* = plsen®(¢h),
—2(1—p*)z = —2p*(1—p?)cos(6h) —2(1 —p*)*.
Entonces
2+ phy? = 21— e = pt(cos(h) +sen(€h)) — (1 - p*)2,
= p'—(1-p»%
Por lo tanto los punto&e, y) satisfacen
2? +p*y® —2(1 = p*)e + (1 - p?)* - p* =0, (3.22)

el cual es la ecuagn de una elipse en el plano complejo con centrglen p?, 0), semieje
enz de longitudp? y semieje ery de longitud|p|.

Para poder garantizar qug(¢)| < 1 basta que la elipse se encuentre contenida en su
totalidad dentro de la circunferencia de ratlicentonces tenemos que las intersecciones de
la elipse con elicculo estan dadas por los punias y) que satisfacen ambas ecuaciones:

2+ phy? =200 = pP)e+ (1-p?)? —p' = 0,
2+ -1 = 0.
Entonces resolviendo tenemos
2 —2z4+1 = 0,
y ad llegamos a que lanicaraiz esx = 1.
Por lo tanto vemos que la elip$micamente intersecta al circulo unidad @no), en-

tonces si tenemos que alypunto de la elipse esta dentro detalo unidad, toda la elipse
lo estaa. Por lo tanto la condion buscada es

0<1-p°<1,

0 equivalentemente
Ip| < 1.

Por lo tanto la condiéin para que el gtodo de Lax-Wendroff Lineal sea estable es
Ak
'h <1, (3.23)

0 equivalentemente
IA| K <1
» <L
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(1ip20) 14 X

Figura§ 3.4 Regon de estabilidad del @étodo Lax-Wendroff Lineal.
Convergencia

Usando elTeorema de Equivalencia de Léenemos que el &todo de Lax-Wendroff
Lineal es convergente si

Ak
<.
7l

3.2. Metodos en diferencias finitas para sistemas no lineales

Consideremos de forma general el sistema (2.19), el cual modelabehémo del flujo
sanglneo a estudiar,

u+ f(u)y = 0, —oo<z<oo,t>0, (3.24)
U(l’,O) - U()(-T),

dondeu recibe el nombre de variable conservativa y es una fimeectorial den compo-
nentes yf : R™ — R™ se conoce como funan flujo dew.

El sistema (3.24) es no lineal, y escrito de esa forma se conoce como sistema de leyes de
conserva®n de la variable vectorial.

En el cafitulo anterior se presentaron lo€tados nuréricosUpwind y Lax-Wendoff
ad como condiciones suficientes para la consistencia, estabilidad y convergencia de los mis-
mos para la ecuamn de advecén linealizada. En este cplo se adapt@n ambos ratodos
para aproximar la solugh del sistema (3.24), ssomo otros rétodos derivados de ellos. Se
estudiaan las propiedades de error local y consistencia para&sduos no lineales presen-
tados.

3.2. METODOS EN DIFERENCIAS FINITAS PARA SISTEMAS NO LINEALES
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La estabilidad y convergencidia sigue siendo un problema abierto, es decir, para sis-
temas generales de ecuaciones con condiciones iniciales arbitrarias nmieipdo nurérico
ha sido demostrado ser estable o convergente, aunque actualmente se han obtenido resulta-
dos para problemas escalares o algunos sistemas especiales [19].

La estabilidad de los &todos nuraricos usados en las simulaciones se redlilineal-
izando nuestro sistema y vericando que se cumplen las propiedades de estabilidad y conver-
gencia lineal en cada iterdxi, vease [23].

3.2.1. Metodos conservativos

Afortunadamente existe un requerimiento muy simple y natural que podemaos imponer
a nuestro ratodo nurérico, el cual garantiza que no converge a no-soluciones [19]. Este
requerimiento es que elétodo este eforma conservativaEn el caso ras simple este tiene

la forma
n+1 __ n k n n n n 3.25
U; _Uj_E(F(Ujv ) — F(U,,U) (3.25)
dondeF es llamado fundin flujo nunéricoy en este casad¥o depende de dos variables. A
continuacbn estudiaremos diferentes definiciones pargue daan como resultado distin-

tos algoritmos conservativos.

3.2.2. Meétodos Upwind

Para un sistema no lineal (3.24) para el cual la matriz Jacol;ﬁé(iﬁqL) tiene todos
sus valores propioso negativogpara todaU?', el método upwind se reduce a aplidanler
Atrasadas

Ut = U =R () - 1) (3.26)
es decir
F(v,w) = f(v).

De manera similar si la matriz Jacobiaﬂan) tiene todos sus valores propins po-
sitivospara toddU", el método upwind consiste efuler Avanzadas

k
Ut = Uy — 5 (FU7) — F(U7)) (3:27)
es decir
F(v,w) = f(w).

Por supuesto en un cas@sgeneral cuando el Jacobiano tiene valores propios de distinto
signo no es posible usar completamente wiado unilateral. Tambien hay que notar que
para el problema no lineal direccion upwinddepende de los datd$ y puede variar de
punto a punto. An en el caso escalar necesitamos introducir alguna forma de cambiar la
direccbn via los datos.
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Steger y Warming

Una de los primeros y &s representativosétodos tipo upwind conservativo basado en
separar el vector de flujos se debe a Steger y Warming [10]. Su conétrigecbasa en la
propiedad ddvomogeneidad del flujf(«), es decir

fu) = f'(u)u, (3.28)

dondef’(u) es la matriz Jacobiana g&u).

Cada valor propio de la matri (u) se puede expresar como

[k = g + g
donde
1
I, :i(ﬂk_’/ﬁkDa
L1
1y, =§(Mk+!uk|),

lo que permite escribir la matriz diagonal de valores propios como
A=A"+AT,

siendoA~ y AT matrices diagonales formadas por los valores propjoy 1., respectiva-
mente, si el sistema (3.24) satisface la propiedad (3.28), entonces

fw) = fl(uu
= L7'ALu
= L' (AT +A") Lu
= L"'ALu+ L 'ATLu
= [ (uw)+ fH(w),

con esta definiéin de flujos asociados a valores propios positivos y negativos, es posible
formular esquemablpwind en forma conservativa basados en la discretiradiel nuevo
sistema

u+ f~ (W) + [ (uw)e = 0. (3.29)

Usaremos el esquemaas simple, proporcionando aproximaciori&ger Avanzadas
para el flujo negativo y aproximacionEsller Atrasadagpara el flujo positivo, obteniendo el
esguema

k

Uit =Up = 3 [ U = O + (U - U] (3:30)
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Error de truncamiento local y consistencia

El error de truncamiento del@odo (3.30) esta definido por

Thk = % [w(zj, tn + k) —u(zj, ty)] +% [f~ (W) (zj + h,tn) — [ (u)(zj, t,)] (3.31)
3 [ @) t) = S @) — o)

Para simplicar las operaciones consideremesu(z;, t,), ad de los desarrollos de Taylor

k’2
w(xj,tn +k) = u+ku+ o Ut + O(k3),

2

)y ht) = F ) b )t o () + O(R),
2

Py~ ht) = F5 ) B )t o () + O(R),

sustituyendo estos desarrollos en (3.31)

Thn = % [{u + g + kjutt +O(k)} - u}
wr [+ + B+ 000} - ]
+% [f*(U) - {f*(u) —hf(u), + ff*(u)m + O(h3)}] ,

h

= e+ g+ O + [F (@) + @)+ [ )+ )]+ 0,
= gutt + gf(u)m + O(k?) + O(h?),
entonces
Thi = O(h) + O(k). (3.32)

Por lo tanto el rétodo (3.30) es derimer ordentanto espacial como temporalmente. La
consistenciae sigue de manera inmediata.

Steger y Warming Modificado

Un sistema con flujo lineaf (v) = Au siempre cumple la propiedad de homogeneidad,
dado que el Jacobiano géu) esA. Pero (3.28) es una propiedad que no cualquier sistema
no lineal satisface, por ejemplo, el modelo del flujo sanga deducido en el céplo 2. Para
nuestro caso de intes, encontramos que el sistema (3.24) verifica la siguiente igualdad,

f(u) =cf'(u)u + B(u)u, (3.33)
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dondec # 0 es una constante}(u) es una matriz que no necesariamente es diagonalizable.
Denotemos por

fr(u) = B(u)u,
haciendo referencia a que es daacion residuca partir del Jacobiangd’ ().

Entonces bajo el mismo procedimiento hecho por Steger y Warming tenemos que
fw)=cf'(wu+ fr(u) = L 'ALu+ fr(u)
= L7V (AT +AT) Lu+ fr(u)
= cL A" Lu+ L *ATLu+ fr(u)
= cf (u) +cfT(u) + fr(u),
de manera que nuestro sistema es equivalente a

u + cf () +cf T (u)s + fr(u)e = 0. (3.34)

Como al flujof~(u), le corresponden valores propios negativos lo aproximaremos con
Euler Avanzadasnientras que @™ (u), lo aproximaremos coBuler Atrasadasperofr(u).
no tiene una direcon definida, de manera que le asignaremos una aproXdmgaier Cen-
tral. Por lo tanto tenemaos el esquema r@uito

Uptt = Up e[ U)W + (PO~ FHUR)] (339)
k

— e R ) = fr(UF)].

Error de truncamiento local y consistencia

El error de truncamiento del@wodo (3.35) esta definido por

[u(l’j,tn + k) - u(zjvtN)] + % [fi(u)(x] + h,tn) - fﬁ (u)('xﬁtn)]
o g, t) = )y = ht)] (3.36)

o [Fr()(ey + hta) — fa(u)a — B )]

Thik =

Para simplicar las operaciones denotemosperu(z;, t,), ad de los desarrollos de Taylor

2

fr(u)(zj +h,tn) = fr(u) +hfr(u)s + %fR(U)xac +O0(h?),
2

Fr(w)(rs = hotn) = () = hfp(u)s + o frlw)as + OGF)
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y usando (3.32) tenemos que

k= O(h)+Ok) — frlu)s + % 20 fr(u)s + O],

= O(h)+ O(k) + O(h?),

entonces
Thi = O(h) + O(k). (3.37)

Por lo tanto el retodo (3.35) es dprimer ordentanto espacial como temporalmente. La
consistenciae sigue de manera inmediata.

3.2.3. Familia Lax-Wendroff

En esta secbn desarrollaremos la deduonj error de truncamiento y consistencia de
tres neétodos de una misma familia: Lax-Wendroff, Richtmyer-Lax-Wendroff y McCormack.
En el caso lineal todos esto®indos se reducen al mismo esquemaéno (3.20).

M étodo Lax-Wendroff

Para deducir este &odo tomemaos la expasi de Taylor:
+1 K 3
u? = u;L + k‘(ut)? + ?(utt)? + O(k?),

pero por (3.24) tenemos que

up = —f(u)z

uwr = (=f(Wa)e = —(f(u))e = —(A(u)ur)e = (A(u) f(w)z)e
dondeA(u) = f'(u) es elJacobianade f.

Entonces sustituyendo obtenemos

n n n k;2 n
Uy = uy — k[f(u)mb + ?[(A(“)f(u)x)x]j + O(kg)-
Ahora usamos aproximaciones centrales de femha

)l ~ g (£ — Flu)j]

y usando aproximaciones centrales de paSbtenemos

Q

[A@) S ()l 1o = A @)ali_ o]

~ {A(U)?ﬂm (@) = f(@)F] = Aw)i ol f(w)] = f(u)fal] -

1
h
1

h?
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Por lo tanto

" n k n n
uj+1 N U — o [f(u)j—l-l - f(“)j—l]
2h
k2

+ﬁ [A(u)?ﬂ/z (f(u)?ﬂ - f(u)?) - A(u)}LU2 (f(u);‘ — f(u)?_l)} _

y ad obtenemos nuestro esquema

k

Ut = U = o (JU) — JU}-0)) (3.39)
2

k n n n n n n
o7 [ Al (FUR) = FUPD) = ATy (FUF) = FUF)]
Para no evaluar puntos medios es usual aproximar

n 1 n n
Afprye = 5 (A7 + Af),

1
T R 5(14?71 + A7).
Por lo tanto el esqueniaax-Wendroffes
k k2

Ut = U7 = o (F(UF) = FUF-) + 3 [ (A7 + A7) (F(UF0) = F(U])
—(A7y + A7) (FO7) = 7)) |- (3.39)
(1,m+1)
—: o

(7—1,n) (5,n) (+1,n)

Figura§ 3.5 Esquema del Btodo Lax-Wendroff No Lineal.
Error de truncamiento local y consistencia

Para simplicar las operaciones denotemosiperu(z;, t,), as el error de truncamiento
de este ratodo esi definido por

S % [u(zj, b+ ) — u} + % [f(u)(xj +hytn) — f(u)(a; — b, tn)}

k

a0+ At ) (s + ) - @) @40

(A0 + A ~ bt ) ()~ F0(a; ~ hotn)) |
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el cual tambgn es equivalente a

ma = gl =] g [ - ]

k

3 [A(U) (f(u)?ﬂ —2f(u) + f(u)?ﬂ)

+A®), (f(u)?+1 — f(u)) — A(u)j_4 (f(u) - f(u)?l)] )

Entonces de los desarrollos de Taylor

k2 K3

u(:vj,tn +k) = u—kf(u):+ 5 (A(u) f(w)a)e — — f(u)zre + O(k4>7

2 3
F@)(es  hta) = F(0) 4 Af (e + o f (s + o (W) + O(Y),

2 3
F@)(es = hta) = F(0) = A (e + e f (e — W)z + O(HY),

f(u> = f(u)?+1 - h[f(u)ac]?+1 + ?[f(u):cac]?Jrl - E[f(u%zx];zrl + O(h4);

h? h3
f(u) = flw)jy +hlf(Walj + = 1+ [ (Waealji + oY),

tenemos que

2 2
Pk = (AW W)e)e — o f @t + O + 7 () + O(?)
gz | A W) + O0) 4 1 (AT~ A1)
2
(1A f )l + (A )il )
h3
+ 5 (A F @zl 1 = A F @zl 1) + O,

Pero de los desarrollos de Taylor alrededofdgt,,)

2

[A)f(W)alfir = [A(u)f(w)a] + h[A(u) f(u)2]z + %[A(U)f(U)z]m: +O0(h?),
2

[A)f(w)alfr = [A(u)f(w)z] = h[A(u)f(u)2]z + %[A(U)f(U)z]m - 0(n%),
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obtenemos

2

2
Tk = AW (Wale — T f @t O + o f () + O(H)

gz [PAF e+ 00 + {212AG WL + 001}

4
P A ()sLe + O00)}

+{ = WA f W) + 5

+Vﬂmwvwnmh+0W%}+Owﬁy

3
entonces
k k? h?
Thi = §[A(u)f(u)z]x - gf(u)m +O(k*) + 5 ()aze + O(hY)
k 9 h* h* 4

ad si tomamog:/h = r como una constante

k2 h?

Thk = _Ef(u)actt + 6 (U)zzz + O(kg) + O(h4)

h3r h3r

Por lo tanto
Thr = O(R%) + O(k?), (3.41)

es decir, el retodo es dsegundo ordetanto espacial como temporalmente.

La consistenciage sigue de manera inmediata, dado fgue— 0, cuandoh, £ — 0.

M étodo Richtmyer-Lax-Wendroff

La dificultad con el retodo Lax-Wendroff (3.38), por su construaeiel metodo requiere
evaluar la matriz Jacobiana, de manera que tiene un costo computacional mayor a aquellos
métodos que&o aproximan el flujoikico f(u) y se producen mayores errores reruos,
ya que se aproximan dos funciones el Jacobiano y el fisijcot

Un camino para evitar el uso de matriz Jacobi#f{a) es el uso de un procedimiento
de dos pasos. Uno de losttndos nas importantes en diferencias finitas de este tipo es el
Método de Richtmyer o Lax-Wendroff de dos pasasal est dada por

Uj:11//22 = 3 [UjJrl +Uj' — ﬁ(f( ) — fU; ))} ; (3.42)
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n+1/2 1 n n k n n
ok = g oo - f (s - rwp))|. (3.43)
n n K n-+1/2 n-+1/2
Uj = Uj - E |:f(Uj+1/2 ) - f(Uj_l/Q )} : (3-44)
G+in+i)
(7+ 1,n)

Figura§ 3.6 Esquema del Btodo Richtmyer-Lax-Wendroff.
Deduccbn del método

La deducadn de este @todo es por medio de desarrollos de Taylor, primero calculamos
aproximaciones en el centro de los ejulos de la malla formada por la discretizacy
finalmente usamos estas aproximaciones para calcular la@okmiel punto deseado.

Entonces desarrollando en series de Taylor tenemos (denotaremas$z ;, t,,))
h kY h k 9 9
u<$]+2,tn—|—2> —u+§ugj+§ut—|—0(h k7).
Pero por (3.24) tenemos que

ut:_f(u>:l:a
entonces b i b i
o h LA ho Kk 2 ;2
u(a:]+2,tn+2> u—|—2um 2f(u)m—|—0(h,k),

adend@s tenemos que

(gt hyta) — ul@g, ta)
Uy = h + O(h),
) = f(u)(z; + h, tn})L — f(u)(zj, tn) +0(h),

ad obtenemos

h k h |1
u <:Ej + i,tn + 2> = U(xjvtn) + 5 |:h (u(x] + hatn) - u(xﬁtn)) + O(h):|
k|1

8 | U5+ hita) = S0 a3t00) + O

+O(h?, K?),
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entonces
y <$j N %tn N ’;) = ulag,ta) + g [y hot) — ula, ta) + O
_% [f (@) () + hyta) = f(u) (), t0) + O(h%)]
+O(h?, k).

Por lo tanto el mdtodo para calcular la aproximaai en el punto central del réatgulo
esta dado por

UL = U7 S (U~ UF) = o (F(U0) = FO)
es decir
UL = 2 (U + UF) — o (F(UR) — F(UD) (3.45)
y analogamente obtenemos
n+1/2 1 oop n k n n
UlLfy =5 (U7 +Ui) = op (FU) = F(U}) - (3.46)

Para la aproximadin del segundo paso usamos el desarrollo de Taylor y denotasdo
u(l‘j’ tn)

w(wj tn +k) = u+ku+ O(K?)
= u—kf(u), + O(k?),

entonces para aproximar la derivafla(x;, t,,)), usamos

F0) (54 Gotat §) = F)+ G+ 1w+ 0GR ),

£ (2= Gotat ) = (0= )+ A+ O R,

rs =1 (1) (54 5tu+ 5 ) = 1) (35 §otu + 5 ) 0028 )

ad obtenemos

w(zj,tn +k) = u(zjty) — Z[f(u) (a:j + g,thr ;) — f(u) <mj - g,tn + g)}

+%O(h2, k%) + O(k?).
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Por lo tanto la aproximaon deu(z;, t,+1) esta dado por

Urtt = up - % (s (urti) = 1 (o)) - (3.47)

Error de truncamiento local y consistencia

Para el primer paso, el error de truncamiento esta definido por

1

h k
Thie = Z [ZU <mj + §,tn + 2) —u(z; + h,tp) — u(xj,tn)] (3.48)

[Py + hut) = )t

entonces de los desarrollos de Taylor

h k h k k? kh
u <xj + 5 tn + 2) = utgur =5 f(w)e - gf(u)zt - 2§f(“)m

2

h
+g e + O(h3,k3),

2

h
u(@j+hitn) = wthug + g+ O(h?),

2
F@)(es +hta) = F(0) + (e + o f()ar + OG),

tenemos

k h (h
Thi = —Zf(u)xt - (k> Uge + O(h?, k%) + O(R?)

y si tomamost/h = r como una constante

Thie = k(—f(z)xt>+h<—1jf:>+0(h2,k2),

entonces
Thi = O(h) + O(k). (3.49)

Por lo tanto el primer paso es gamer ordentanto espacial como temporalmente.

Para el segundo paso el orden de truncamiento esta definido por

Thi = % [u(xj, tn + k) — u(zj, tn)] (3.50)
+% [f(u) (:zj + g,tn + g) — f(u) <:cj - g,tn + S) ]
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Tomando en cuenta los desarrollos de Taylor

2 = .
U(%’utn +k) = u—kf(u), — ?f(wzt - Ff(u)a:tt + O(k%),
2
P+ oot +5) = Fu) 4 o w)e - Fu)e e F e+ 25 )i
2 3 2
+%f(u)xx + %f(u)ttt + 3%f(u)tm
2 3
3 P ()i + o F(0)awe + O, K),
2
F@)es = 5t +5) = J0) = S f e+ 3 f W+ (e — 25 ()
h? k3 k2h
+§f(u)w:v + @f(u)ttt - 3T8f(u)ttx
2 3
+3ﬂf( )tmm - %f(u)mmx + O(h47 k4)7
tenemos que
k2 3 h? 3.3
Thik = Ef(u)ztt + O(k ) + f( )tt:v + ﬂf(u>xmz + O(h 7k )7
o f tt:r f(u)x:m:
= k2 ( > h? (24) + O(h3, k%),
entonces
i = O(h?) + O(k?). (3.51)

Por lo tanto el segundo paso essggundo ordetanto espacial como temporalmente.

Claramente se sigue tansistenciale ambos pasos.

M étodo McCormack

Otro método del mismo tipo que el de Richtmyer fue propuestoNdo€ormack Este
método primero usa diferencias avanzadas y posterioremente diferencias atrasadas para al-
canzar el segundo orden de exactitud, vease [19].

El método esi dado por

k
Ui = Up -5 [F(UF) - U], (3.52)
k
Ui = U= [F@0) = F0R)], (353)
Tt = i(U%Uf) 2]2[f(U*) fU5)|- (3:59)
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(j—1n+1) (Gn+l)

f—
%
(j—1,n) (j,n) (1+1.,n)

Figura§ 3.7 Esquema del Btodo McCormack.
Deduccbn del netodo

Para deducir el primer paso usamos el desarrollo de Taylor (denotatemasz;, t,,))

u(wj ty +k) = u+ku + Ok
u—kf(u)z + O(K?),

adend@s tenemos que

F)(aj+hity) = f(u)+hf(u), +O(h?),

entonces
luego
k
w(xj, ty + k) = u(z),tn) — 5 [f(u)(z; + h,tn) — f(u)(zj, tn)] + O(k, ).
Por lo tanto el primer paso esta dado por
k
Uy = U} = 5 [f(U}1) = F(U})] (3.55)
y aralogamente
k
U;'il = U]T'lfl T [f(U]n) - f(U}-Lfl)] . (3.56)

Para la aproximadin del segundo paso consideremos
u(xj,tn +k) = u+ku+ O(k?)
= u—kf(u)s + O(k?).
De los desarrollos de Taylor

fu)(zj— Rty +k) = f(u)+Ekf(u)— hf(u)s +O(K* h?),
f)(@jtn+k) = fu)+kf(u)e+ Ok,

—~
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tenemos que

f(u)(l‘j,tn + k) - f(u)(xj —h,t, + k)
h

f(u)l“ = +O(k27h)v

adenas

entonces, de las dddtimas igualdades obtenemos

1

f)e = g [FO @t + ) = @~ hota B

+f(u)(xj =+ h7tn) - f(u>(xjﬁtn)] + O(ka h),
ad

u(zj, tn + k) = u(xj,ty) — % [f(u)(xjvtn—&-l) — fu)(xj — h,tni1)

+f(u) () + hytn) — f(u) (@), tn) + Ok, h)} + %0(/@2, h).

Ahora usando el hecho que ya tenemos calculado aproximaciones de

u(‘rj_hvthrl) y u(‘rjathrl),

las cuales denotamos
U]’.‘_l y U;‘

respectivamente, obtenemos el esquema

k

Uittt = up - % [£U7) = £(U; 1) + f(UF) = F(U)] (3.57)

despejando de (3.5%)U;+1") y sustituyendo esta exprésien (3.57) se obtiene el segundo
paso

k
U = % (Ur+ ) - o [fUF) = FUE)] - (3.58)

Error de truncamiento local y consistencia

Para el primer paso, el error de truncamineto esta definido por

Thi = — [u(zj, tn + k) —u(xj, tn)] + % [f(w)(zj 4+ h,tn) — f(u)(zj,t,)],  (3.59)

| =
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entonces de los desarrollos de Taylor eog u(z;,t,,)
2

k
u(zj,ty +k) = u+kut+5utt+0(k3),

2
P+ hta) = F(0)+Rf e+ o f)ar + OG),

tenemos
Thk = % [{u + kuy + k;utt + O(k‘g)} — U] ;
2
t3 {7+ s+ 1w+ 000 ) - ).
_ gutt + gf(u)m + O + O(?),
entonces

Thi = O(h) + O(k). (3.60)
Por lo tanto el primer paso es gamer ordentanto espacial como temporalmente.

De (3.57) tenemos que el orden de truncamiento del segundo paso es

Tk = et k)~ ula, tn)] o [f(u)(a:j hot) — f(u) (25, 1)
+f(u)(xj, tn + k) — f(u)(zj — h,ty + k)} : (3.61)
Tomando en cuenta los desarrollos de Taylor
wata8) = u— kf ) = — )+ 00,

2 3
F@) g+t = F(@)+ hF () + e f (W + (W) + OB,

2 3
fu)(zj tn +k) = f(u)+kf(u)+ %f(u)tt + %f(u)ttt + O(K?),
h? kh
fw)(wj —htn +k) = f(u)—hf(u)e+Ef(u)+ ?f(U)m - 27f(u)xt
2 3 2
e~ )i — 35 Fl)a
kh? k3

+37f(u)mt + Ff(u)ttt +O(k*, n?),

tenemos que

k2 h? k2 kh 1
Thk = _Kf(u)xtt + O(kg) + Ff(u)x:m: + Zf(u)xtt - Zf(u)th + Eo(k47 h4)7
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luego si tomamos /h = r como una constante

k> h? h?
Tk = 13d Wt + Wz = - f(W)aat + O, 1)

_ H<ﬂ3m>+ﬁ<m?m_waw>+mﬁﬁ%

Entonces
i = O(h?) + O(k?). (3.62)

Por lo tanto el segundo paso essggundo ordetanto espacial como temporalmente.

Claramente se sigue tansistenciale ambos pasos.

3.3. Ejemplos nunéricos

En esta secbn veremos algunas simulaciones rarivas para ejemplificar las ventajas
y desventajas que poseen logtados vistos en las secciones anteriores.

3.3.1. Lineales
Nuestros primeros tres ejemplos son aplicados a la gnudei advecén

ur + M, = 0,
u(z,0) = wug(z).
La solucbn puede ser halladadiimente mediante el @odo de las caracfsticas [19]

y esta es
u(x,t) = uo(x — At),

el clal puede interpretarse como la fubigiinicial propag@ndose como una onda en el tiem-
po.

Parafunciones bien comportadésin discontinuidades, cambidsgaidos,...) ambos éto-
dos funcionan bien. Pero para varios ejemplos con soluciones no tan bien comportadas, al-
guno de los ratodosUpwind o Lax-wendroffda una mala aproximaim e incluso existen
casos en que ambostodos fallan. Estos son los casos que ejemplificaremos en estansecci

Ejemplo 1

En este ejemplo considerambs= 0.5, Az = 0.04, At = 0.04, [-2, 2] como el intervalo
en el ejer y la condicbn inicial

(2) 2 si <0
uo\r) =
0 1 si 2>0

3.3. EJEMPLOS NUMNERICOS
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En las figurag 3.8 y§ 3.9 podemos ver el comportamiento dettodo Upwind y Lax-
Wendroff en el tiempd” = 1. Se puede apreciar que eétodoUpwind simula bien la solu-
cion, pero contiene una elevada disifgachunérica entorno a la discontinuidad, llevando a
la perdida de precisin nunérica en esta regn.. Por otro lado el gtodo Lax-Wendroff es
mas preciso en algunos puntos que étodoUpwind pero este provoca falsas oscilaciones
en la aproximadin.

S e R e e R

— Solucion Exacta

=&~ Aproximacion Upwind

U S N SO B
. i i i i i i i i
-2 -1.8 -1 058 a 05 1 15 2
T
Figura§ 3.8 Método Upwind para el ejemplo 1 en el tiempo= 1.
2B 5 N 8 N F
‘ — Solucion Exacta
i 3 =&~ Aproximacion LW
(AT N —
TR
u
L= ST T T o I e L LLLLE T ]

Figura§ 3.9 Método Lax-Wendroff para el ejemplo 1 en el tienipe-= 1.
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Ejemplo 2
En este ejemplo consideramds= 1, Az = 0.1, At = 0.081, [0, 25] como el intervalo
en el ejer y la condicbn inicial
up() = exp(—(z — 5)%).

En las figuras{ 3.10) y ¢ 3.11) podemos ver el comportamiento détodoUpwindy
Lax-Wendroffen el tiempdl” = 17. Se puede apreciar que eétndoUpwindno simula bien
la solucbn, mientras que el atodoLax-Wendroffsi proporciona una buena aproximati

1|~ Solucion Exacta

i | —&— Aproximacion Upwind

na

08

Y TR

L R ERRTTY RPRPPPEN

0 & & & e
15 16 7 18 19 20
T

Figura§ 3.10 Simuladdn nunéricas del rdtodo Upwind para el ejemplo 2.

| = Solucion Exacta
i| =&~ Aproximacion Ly

Figurag§ 3.11 Simulaciones nuermicas del retodo Lax-Wendroff para el ejemplo 2.

3.3. EJEMPLOS NUMNERICOS
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Ejemplo 3

En este ejemplo considerembs= 0.5, Az = 0.08, At = 0.04, [-2, 2] como el intervalo
en el ejer y la condicbn inicial

tanh(20(x +2)) si <0
U, =
tanh(20(—x +2)) si = >0

TG [omemme e s PSSl

— Solucion Exacta

& Aproximacion Up\Wind |}

x
Figura§ 3.12 Simuladdn nun€ricas del retodo Upwind para el ejemplo 3.
<

— Solucion Exacta
- Aproximacion LW |

Figura§ 3.13 Simulaciones nuermicas del rétodo Lax-Wendroff para el ejemplo 3.

3.3. EJEMPLOS NUNERICOS
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En las figuras{3.12) y ¢ 3.13) podemos ver el comportamiento deétodoUpwindy
Lax-Wendroffen el tiempol’ = 1. En este ejemplo donde tenemos cambéagsdos de la
solucbn se puede apreciar que etétmdoUpwind no es tan preciso como quisieramos y el
métodoLax-Wendrofftiene nuevamente oscilaciones.

3.3.2. No Lineales

A continuacon introduciremos dos ejemplos no lineales donde nuevamente se puede ver
los comportamientos no deseados de I&adosUpwindy Lax-Wendroff

Ejemplo 4

Para nuestro primer ejemplo no lineal consideramos el siguiente problema de Riemann,
con laecuacbn de Burger
1 2
ur+ | zu =0
2 €T

(.0) ur, SIi <0
ul\zx, = .
ur SI >0

Este problema es muy bien conocido. Con un simpkdisis de la curvas caractsticas
podemos encontrar la soléci de nuestro problema. En el cago> ur tenemos unénica
solucibn [19] dada por
ur, Si oz < st
u(zx,t) = {

ugr Si T > st
donde
ur, + UuR
==
es lavelocidad de choques la decir la velocidad en la cual la discontinuidad viaja.

En particular tomaremos

(.0) 2 si <0
u(zx,0) =
1 si >0

con un intervalo tempordD, 1/3] y un intervalo espacigl-2, 2], con un taméo de paso
Az =0.04y At = 0.0111.

Enlas figurag 3.14 £ 3.16 podemos ver el comportamiento de letadodUpwind, Lax-
Wendroffy McCormacken el tiempol” = 1/3. Se puede apreciar que ebtndoUpwind
simula bien la soluéin aunque no es muy preciso cerca de la discontinuidad. Por otro lado
el métodoLax-Wendroffy el métodoMcCormackprovocan oscilaciones no deseadas en la
aproximacon.

3.3. EJEMPLOS NUMNERICOS
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S [ N A b

— Solucion Exacta
- Upwind ;

05 | i
2 KR R

Figurag§ 3.14 Método Upwind para el ejemplo 4, en el tiempo T=1/3.

P s A e R ek oot fontotefoiniofnbninbniatnig
: : : : : : — Solucion Exacta |1
=&~ Lax-Wendroff H
I R Y S SO
=) Xg
u

T

IS AN S R S L,
05 i i \ \ i \ i i
-2 -1.5 -1 0.5 i} 05 1 15 2

T

Figura§ 3.15 Método Lax-Wendroff para el ejemplo 4, en el tiempo T=1/3.
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S [ e e it et
| | ; | ; — Solucion Exacta |}
H —&- McCormack H
..EﬁhJA ______________________________________________________________

i
T 5

05 i i i i i i i i
-2

1.5 -1 0.5 o 05 1 15 2
r
Figura§ 3.16 Metodo McCormack para el ejemplo 4, en el tiempo T=1/3.
Ejemplo 5

Para este ejemplo consideraremos nuevamente la éauwdEBurger, pero ahora con una
discontuidad:

ut—i-(;a(x)u?)x =0

1 si z<1
a(x):{

donde

2 si z>1

y la condicbn inicial
u(z,0) = 1.

Se puede demostrar que la sobutexacta [27] para= T esta dado por

1 < 0
2
£ 0 <z< 1+4V2T
u(x,T) = Y 2
1-2/2 Vo
—— =t (x—1—2T) + %= 1+V2T <z < 142T
2T—\f2T(x V2T) + Y V2 z <

1 1+42T <z

3.3. EJEMPLOS NUMNERICOS
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<.
)]

1\3‘

1+V2T 1427

Figura§ 3.17 Soluabn exacta del ejemplo 5.

Para las simulaciones de estos ejemplos se autd@mo intervalo tempordD, 0.336],
intervalo espacidb, 2] y con un taméo de pasd\z = 0.0250 y At = 0.0112.

En las figuras{ 3.18)-¢ 3.20) podemos ver el comportamiento de letadosUpwind,
Lax-Wendroffy McCormacken el tiempdl” = 0.336. Ahora podemos observar que etto-
do Upwind no es tan preciso en una parte de la sotuden este castodoslos métodos
provocan oscilaciones, aunque en lostodosLax-Wendroffy McCormackson nas pro-
nunciados.

— Solucion Exacta
L] T b et SRR =L {
L R e ALt ST RCLEEIE RS PR

. ,i. . &

i ‘T' i A
u

H | H H | H 1 5 H H
] oo R o i I e b R
7| F S— S H— S S — B4 O —
07 e  — R e i i
06 i | i i i i i i i i

0z 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 18 18 2

x

Figurag§ 3.18 Método Upwind para el ejemplo 5, en el tienpoe= 0.336.
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— Solucion Exacta
15 : H : H ; H ; H —& Lax-Wendroff ;
i [t " [ e T 1

s i i i i i i i i i i
o
T

Figurag§ 3.19 Método Lax-Wendroff para el ejemplo 5, en el tienipe= 0.336.

— Solucion Exacta
[ e [ e e e ] e [ —&- MoCormack :

02 0.4 06 0a 1 12 14 16 18 2

oe ] L i i | i i i | j
o
T

Figura§ 3.20 Método McCormack para el ejemplo 5, en el tienipe- 0.336.

En el siguiente cdpulo se desarrollan étodos que combinan ambas familias en base
a los resultados obtenidos en los ejemplos anteriores, de manera que los namaesm
tengan un buen comportamiento en todos los problemas presentados (en soluciones discon-
tinuas, oscilantes o suaves).

3.3. EJEMPLOS NUMNERICOS






Metodos Nuraricos No Esindar para Sistemas
Hiperlolicos

En este cafulo desarrollamos nuevoséatodos nuréricos derivados de combinaciones
y modificaciones de los @atodos Upwind y de la familia Lax-Wendroff. A esto€tados los
llamaremosMétodos No Esindar.

4.1. Diferencias finitas no estndar

Los métodos descritos en el dago anterior usan los tres tipos de diferencias finitas
clasicaso estindar para aproximar la derivada,

Atradasadas : (uz) =~ %, (4.1)
u o —ut

Adelantadas : (ug)} = %, (4.2)
A

Centradas : (uz)} = % (4.3)

Las aproximaciones (4.1) y (4.2) son de primer orden y (4.3) es de segundo orden.

Al momento de usar uno de losétodos anteriores usualmente la aproxirbadie la
derivada no muy precisa en todos los puntos en la que la deseamos aproximar. Por ejemplo,
observemos la funén de la figurg 4.1, graficada en azul. Si calculamos las derivadas con
alguno de los ratodos estndar, ninguno de estos tre€todos nos puede proporcionar de
manera eficiente la derivada en todos los puntos con la malla pintada.Efaptdmdemos

69
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observar que en el punto 1, la mejor aproxindaceésa dada por las diferencias atrasadas, en
el punto 2 por las diferencias centradas y para el punto 3, diferencias adelantadas.

Eeal
Atrasadas
Adelantadas
Centradas
Punte donde
se deriva

Figura§ 4.1 Aproximaciones por diferencias finitas. De rojo la recta tangente real y de rosado,
amarillo y verde las rectas tangentes calculadas con diferencias finitas atrasadas, adelantadas y
centradas respectivamente.

4.1. DIFERENCIAS FINITAS NO ESANDAR
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Por lo tanto séa mastil un método que decida por si mismo cual es el mejétado
para calcular la aproximam de la derivada en cada punto. A contindacse presenta un
esquema ddiferencias finitas no eghdar el cual asigna pesdspara determinar la mejor
aproximacbn,

(ug)] ~ % [0 (U;'l-u - u?) +(1-9) (ug‘ - “?—1)} , (4.4)

donde . .
|Uj - Uj71|

0 (4.5)

‘U?Jrl - U?‘ + |U§L - u?71|
Observaadn 4.1
El valor def siempre se encuentra en el interv@llo1].

Si la distancigu? — u_;| es mayor queu}, ; — u’| entonce® > 1/2y consecuente-
mente el ndtodo no estndar proporciona un mayor peso a las aproximaciones adelantadas.
Si la distancigu} — u}_,| es menor queu?, ; — u| entonced < 1/2, entonces el @to-
do no estindar proporciona un mayor peso a las aproximaciones atrasadas. Si las distancias
[ujyq —ully [uf —uj_;| son muy parecidas el valor desea muy cercano &/2y entonces
nuestro neétodo adquiere la forma de diferencias centradas. Podemos observar en l& figura
4.1, que el mejor todo para aproximar la derivada en cada uno de los puntos sigue la regla
anterior.

Por lo tanto es de esperarse que ldgados no esindar eliminen o hagan menores las
oscilaciones producidas por una discontinuidad o canépao en la soluéin usando una
aproximacbn de primer orden y adeas de recuperar la aproximéni de segundo orden
clasica que resulta la mejor para soluciones suaves o regulares.

4.2. Meétodo Richtmyer-Lax-Wendroff No Estandar 1 (RLWNE1)

Consideremos el problema no lineal

u+ f(u)y, = 0, —oco<z<oo,t>0, (4.6)
u(z,0) = uo(x),

ya discutido en el caplo anterior.

El métodoRLWNE1linicialmente combina é{létodo Upwindcon elMétodo Richtmyer-
Lax-Wendroffen un primer paso y con el objetivo de evitar los problemas de oscilaciones
provocados por est@timo se toma aproximaciones ponderadas de la primera derivada es-
pacial en un segundo paso.

En el caso del problema no lineal (4.6) ekétmdo consiste en su primer paso por apro-

ximaciones en los punto@“l/2 U2 de la misma forma que lo hace eletndo

j+1/2 y j—1/2

4.2. METODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO ESANDAR 1 (RLWNEZ1)
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Richtmyer-Lax-Wendroftlefinido en (3.42)-(3.43) y la aproximaci del punto adicional
U]“W usando el ratodoUpwind Steger y Warming Modificadizfinido en (3.35).

Entonces el primer paso debtodoRLWNElest dado por

n 1 n n k n n
S 5 (U7 +Ufn) = o (fF (Uf) = £ (UF)), (4.7)
n 1 n n k n n
Uj—+11//22 = (U7 +U) =5 (F(UF) = £ (Uf)) s (4.8)
R = Uy e[ W) — )+ () - )] @9)
k
— e | FrU) = FR(UF)].

dondecy fr estin determinados a partir de la propiedad de homogeneidgdatalizada
en la secén 3.2.2.

El segundo paso del@odo es
e A N

h
ca-os (0) -1 (05))]

donde
Jrws?) - rwpi
J
B e T T N

Observacdn 4.2
Si® = 1 entonces recuperamos eétodo Richtmyer-Lax-Wendroff.

(1,m+1)

(_j—%,n—l—%) =|=/>IT<\1< (j—|—%,ﬂ.—|—%:l

(1—1,n) (7,n) (7 4+ 1.n)

Figura§ 4.2 Esquema del Btodo Richtmer-Lax-Wendroff No Emtdar 1.

4.2. METODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO ESANDAR 1 (RLWNEZ1)
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4.2.1. Deducan del método

Para el primer paso las ecuaciones (4.7) y (4.8) son los mismos puntos correspondien-
tes al netodoRichtmyer-Lax-Wendroff (4.9) es deducido por el @odoUpwind con la
pequéa diferencia que tenemos un tdinale paso temporal/2.

(j,mn+1)
F
Adym+ ) g .
(-3 i?xv*u\ﬂ‘ nt3)
(j—1,n) (7,n) (j+1,n)

Figura§ 4.3 Esquema del primer paso deétddo
Richtmer-Lax-Wendroff No Eéindar 1.

Para deducir el segundo paso consideremos el desarrollo de Taylor (denotaremos
u(xj’ tn))

w(wj tn +k) = u+ku+ O(K?)
u—kf(u), + O(K?).

Entonces para aproximar la derivada usamos diferencias ponderadas e tienpasad. /2

flu)z = 2{9(]‘ (u?ib@) — f (u;?+1/2> ) +(1-19) <f (u;?+1/2> —f (u?ffﬁ) )],
dondef esta dado por (4.11). As
w(zj, th +k) = u-— % [Q(f (u?_tll//g) —f <u;}+1/2) )
-0 (5 () =7 (112)) ] + 00
Por lo tanto la aproximaon deu(x;, t,,+1) esta dado por
o = v = Sl () - (07)

w0 (s () 1 (7))

4.2. METODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO ESANDAR 1 (RLWNEZ1)
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(1,m+1)

Figura§ 4.4 Esquema del segundo paso déitbtio
Richtmer-Lax-Wendroff No Eéindar 1.

4.2.2. Error de truncamiento y consistencia

En el primer paso, elaculo de los tres puntos nos proporcionapuimer ordentanto
espacial como temporalmente.

Para el segundo paso el error de truncamiento esta definido por

Thie = % [u(mj, tn + k) — u(zy, tn)} (4.12)

+% l:@ (f(u) <J}j + g,tn + S) — f(u) <xj,tn + l;))
+(1—0) (f(u) (mj,tn + ’;) ~ ) (:cj - g,tn + ’;)) ]

Tomemos en cuenta los desarrollos de Taylor

2 k3
w(xj,tn +k) = u+ku+ ?utt + Euttt + O(k4)
k2 ]{:3 4
= u—kf(u), — 3f(u)cct - Ff(u)xtt + O(k%),

2
fu) <a:j + g,tn + ];> = flu)+ gf(u)x + gf(u)t + %f(u)tt —I—Q%f(u)tx

h? k3 k2h

+§f(u)x:p + @f(u)ttt + 3T8f(u)ttx
2 3
3 Wi F (W) + O ),
2 3
f(u) (l‘j,tn + S) = flu)+ gf(u)t + %f(u)tt + %f(u)ttt + O(k‘4)»
2
1) (5= gotat 5 ) = S0 = )+ I+ G f 0 = 2 F e

4.2. METODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO ESANDAR 1 (RLWNEZ1)



CAPITULO 4. METODOS NUMERICOS NO ESANDAR 75

h? K3 k*h
+§f(u)m + ZSf(U)ttt - 3@
kh? h3 L4

f(U)tm

dondeu, us, uge, gty f(w), f(w)zs [z f(U)zzar F(W)er f(Wets [(W)etes f(W)ats f(U)zat

Yy f(u) estn evaluados efw;, ).

Tenemos que el primeetmino de (4.12) es

k k2

% [u(xj, tn +k)— u} = —f(u)y — §f(u)act — Ff(u)xtt + O(k?)

y el segundoérmino de (4.12) es

i (oo fnr ) - (s 3))

w00 (50 vt 5) 10 (=)

k h k2 kh
= f(u)a+ §f(u)tr + (20 — 1)Zf(u)m? + gf(u)ttx +3(20 — 1)ﬂf(u)tm
h? 4402
Luego si tomamosé/h = r como una constante
k2 3 h k2
Thik = —Ff(u):ctt +O(K") + (20 = 1) f(u)ae + gf(u)ttx

h2r h? 3 1.3
+3(20 — 1)§f(u)m + ﬂf(u)xm +O(h°, k),

= (20— 1)h (f(?“> Ln? <f(7;)4xxm L 320 g)if(u)mr>

k2 <—f (;‘im> +O(h%, k%),

entonces
Thr = (20 — 1)O(h) + O(h*) + O(k?). (4.13)
Por lo tanto el segundo paso ess#gundo ordetemporal y deprimer ordeno segundo
ordenespacial dependiendo del valor @leMientrasf sea n&s cercano &/2 el método se
comportad mas como uno de segundo orden.

4.2. METODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO ESANDAR 1 (RLWNEZ1)
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PROPOSICON 4.1. Consistencia
El método RLWNEL1 definido en (4.7)-(4.10) es consistente.

Demostracon.

Por la definicbn de consistencia dada en (3.5) y por (4.13).

COROLARIO 4.2.
El método RLWNEL1 para el caso lineA(u) = Au, dondeA es una matriz constante, es
consistente.

4.2.3. Estabilidad lineal

Si consideramog(u) = Au, entonces nuestro estudio se reduce al problema lineal

ur+ Auy, = 0, —oco<xz<oo,t>0, (4.14)
u(z,0) = uo(x),

que ya hemos estudiado en el itafp 3. Entonces nuestroétodo adquiere la forma

Primer paso
n+1/2 n k n
Uiip = §(U +U) = 57 A (U = UF) (4.15)
gtz — L gm Y A —un 4.16
i = 5 U +U) = 5p A(UF = ULy),s (4.16)
o G AN /0 LAy [ 4.17
i = Uf -5 AT (U] = UfLy) = 5 A7 (U - UF) (4.17)
Segundo paso
Ul — Un_%A[H(UnH/Q_UnH/z) (4.18)
J - J h j+1/2 J :

n+1/2 n+1/2
ra- (o))

donde
o -]
0= HUn+1/2 B Un+1/2H N HUn+1/2 B Un+1/2H (4.19)

j+1/2 J j—1/2

4.2. METODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO ESANDAR 1 (RLWNEZ1)
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At =L AL, A" =L7'AL (4.20)

Las ecuaciones (4.15)-(4.18) se pueden simplificar a una sola éxpresi
2k
n+l n n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2
Urtt = UJ—APG%M2—@ )+ -0)(v; _%*”ﬂ’

7 h
{9( T Ur) + -6 (up - Ufl)]

k 2 — n n
+9<h> A[A AU — (A4 AY — A7) +A+Uj_1]

= Ur -

SIS

+(1_9)<:)2A[A T —(A—AT+ AU} + (A-AT) }11],

pero recordemos que

AT+ AT = A,
entonces haciendo uso de la expbasinterior y sacando factor céim obtenemos una ex-
presbn mas simplificada para el esqueiRBWNE1en el caso lineal

Urtt = Uy—]’jA[e( " U") (1 0)(U]”— fl)] (4.21)

k 2
+ <h> A(&AJr +(1- 9)A‘> [ T —207 + U;L_l].

Tambén podemos simplificar el valor d& para no tenerlo enétminos deU"+1/2,

U]’."”“/2 y U;L_*ll/z. Sear = k/h, entonces

U U = 07 U,
uniE ot = [(1—7~A)(UJ+1 UM+ rAU - UMy
Por lo tanto
I o5 =0, um
[(1-54) @ - o)+ Fawp - o)+ o7 - v,

4.2. METODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO ESANDAR 1 (RLWNEZ1)
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Observadn 4.3
Si% = 1 entoncey = % de manera que recuperamos étmdo Lax-Wendroff.

Para estudiar la estabilidad basta trabajar con el caso escalar
Ut + Au, = 0,
donde\ es un valor propio del.

Por lo tanto nuestro &todo para la ecuam escalar de adve@ri esta dado por

- M;_A:[g( =)+ (- 0) (U - fl)} (4.23)

k 2
+ <h) (02T +(1-0)A7) [ L — U +u;l_1} ,

donde
AT =méx{\,0} y A~ =min{) 0}
y
Uur —ur
6 — - L | (4.24)
’(1—h>\>( ey = UP) + A~ U ]u - 1]
Ademas de (4.23) podemos observar qua si 0 tenemos
Ak
n+1 n n n n
urtt =y —h{e( o u) (1 —9)(uj — j_l)] (4.25)
Ak n n
0 () e - v
y cuandoi < 0 tenemos
Ak
n+1 n n n n
Ut = u —h{e( U + (- 0) (U~ j_l)] (4.26)

1 - 0) (2’“)2[ U }

Factor de amplificacion
Nuevamente para simplicar la notacillamemos- = k/h. Entonces sustituyendo

un _ gnewhg
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en nuestro ratodo (4.23), obtenemos

gn+leijh§ _ gneijhE
A\ [9 (gnez‘(jﬂ)hg _ gneijh§> +(1-0) (gneijhf _ gnei(jl)h§>:|
+T2)\(9>\+ +(1- 9))\—) [gnez'(jﬂ)hg — ogmeiihé 4 gnei(j—l)h5:|’
entonces

g&) = 1—=A\r [(20 —1)(cos(h&) — 1) +1 sen(hf)}

+2r2)\(0)\+ +(1- 9))\_) (cos(hﬁ) - 1).

Por lo tanto el factor de amplificam esta dado por
g(&) = 1+ [(1 — 20\ + 2r2)\<0)\+ +(1- e»)} <cos(h§) - 1)
—iAr sen(h§). (4.27)

Condicion para la estabilidad

Tenemos que para obtener estabilidad es suficiente que

l9(§ < 1. (4.28)
Sea
p = Ar, (4.29)
— (1-20)\ + 2r2)\(9)\+ +(1- 9))\_> (4.30)
y consideremos
x = 14q(cos(h€)—1), (4.31)
y = —psen(hf). (4.32)
Entonces el factor de amplificéei
9(&) =x+iy = |1+ q(cos(h§) — 1)} +1i [ —p sen(h&)} , (4.33)
por (4.28) se debe cumplir que
2 +y* <1
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Tenemos que

p’a® = ¢*p®cos®(h€) + 2q(1 — q)p? cos(hé) + (1 — q)*p?,
*y* = ¢°p*sen’(hé),
—2(1 — q)p2x = —2¢q(1— q)p2 cos(h&) —2(1 — q)2p2,

entonces
Pt + gty = 21— p's = pPa?(cos’(h) +sen’ (k) ) — p(1 — @),
= P’ -p’(1-¢>
Es decir los puntoér, y) satisfacen
P2 + ¢*y? — 2(1 — Q)p*z + p*(1 — ¢)* — ¢*p* = 0, (4.34)

0 equivalentemente

2
[aj —(1- q)} 2
Yy
L T a— 17
g p?
el cual es la ecuan de una elipse en el plano complejo con centrflenq, 0), semieje en
x de longitud|q| y semieje ery de longitud|p|.

Figurag 4.5 Elipse determinada por la imagengé€) y circunferencia unitaria.

Por lo tanto para garantizar qug¢)| < 1 se debe de cumplir quedos los puntos de la
elipse determinada por (4.34) deben de estar contenidos dentiocalacunidad es decir,
gue su distancia al origen sea menor o igul a
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Immediatamente podemos observar que la circunferencia y la elipse se intersectan en el
punto(1,0). Entonces para que se cumpla la cor@thicanterior es necesario que la abscisa
del centro de la elipse este entre 0y 1, es decir

0<1—¢gx<1,

el cual es equivalente a
0<q<1, (4.35)

y que la longitud del semieje enno sea mayor &, es decir

Ip] < 1. (4.36)

Observaddn 4.4
Siq = 0, entonces la elipse determinada por (4.34) se redugeamente al puntl, 0).

Pero como podemos ver en la figuya.5 las condiciones (4.35) y (4.36) no son su-
ficientes para que la elipse este contenida dentro de la circunferencia. Por lo tanto ahora
determinaremos las condiciones adicionales para finalmente obtener la estabilidad de nues-
tro método.

El plan es encontrar todas las intersecciones posibles entre la elipse y circunferencia,
las cluales nos ayudan a determinar las condiciones para qué)) sea elunico punto de
intersecabn de estas dos gficas.

LEMA 4.1
La elipse determinada por la imagen d&) en (4.33) esta contenida en el circulo unitario
conunico punto de interseamn con la circunferencia efi, 0) siy solo si se cumple que

0<qg<,

Ip| <1

y alguna de las siguientes condiciones

PP-¢ <0 (4.37)
6 2
0 < q—p
(4.38)
0 < p2_q2
donde

- (1——29)Ar—k2r2A<9A+«+(1——H)A‘)
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>

Demostracon.

Primero veamos @les son las intersecciones de la elipse con la circunferencia unitaria,
es decir aquellos puntds, y) que satisfacen las ecuaciones

P’ + ¢y = 2(1 — q)p*z + (1 — q)*p* — ¢*p* = 0,
P21 =

Despejandg? de la segunda ecudi, sustituyendola en la primera y reagrupargtoni-
nos obtenemos

[pQ - qz}xQ + { —2(1 - q)pﬂw + [pQ —2p°q + qﬂ =0,
ad las raices e dadas por

2(1 — q)p* £ VA1 — )" — 4(® — @®)(p® — 2p%q + ¢°)

€Tr =

2(p? - ¢%) ’
simplificando el radicando
2
A1 =g’ =4’ = ) ° - 20+ ) = 44 (p2 - q) :
entonces
.~ 1=ap+dp’—q)
(P —¢?)
Asi las raices eéin dadas por
2 2 2
P”—2qp" +¢q
r1 = ]., o = W (439)

Parax; = 1, tenemos que; = 0. Por lo tanto como ya h&mos observado, el punto
(1,0) siempre es intersedni de estas dos gficas.

Para la segundaimtenemos que las correspondientes ordenadas dsterminadas por
yo1 = /1 — a3, Yo = —\/1 — a3,
entonces las condiciones adicionales éstaladas de manera que los puntos

(:I:Zv y21)7 (:E27 y22)>

no sean fimeros reales.
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Por lo tanto las condiciones son

P’ =q (4.40)

1-22<0 (4.41)

Simplificando la ecuabn (4.41) tenemos

2 2 2\ 2 2 2 2
p° —2qp +q> ( <q —qp >)
1< (20— 12 — 1< (142 —"- ,
( (r? — ¢?) (p? — ¢?)
P —-q? . ¢ —qp?

-0 ° - -t

— 0<

Analicemos que pasa en cada una de las condiciones anteriores.

Teniendo en cuenta que< ¢ < 1 por (4.35) entonces

2 2 2
q° —qp q—p
< 55 = 0< 55—,
(r* —¢?) (»* - ¢?)
el cual se cumple si yodo si
qg—p* < 0, (4.42)
P -¢ < 0, (4.43)
0
0 < g-p% (4.44)
0 < p*—d¢~ (4.45)

De las condiciones (4.42) y (4.43) se deduce que
q—q° <0,

ad

1 <yq,
la cual contradice la suposisi (4.35), por lo que esta condici no puede ser impuesta, de
manera quénicamente debemos tomar en cuenta (4.44) y (4.45).

Por otro lado tenemos que

2 _ 2 -1
%<—1 — 0<%,
pb”—q pb"—q
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el cual se cumple si y&do si

0 < ¢g-—1, (4.46)
0 < p?—¢> (4.47)

)
q— 1 < Oa (448)
P—q¢ < 0. (4.49)

Pero nuevamente, de las condiciones (4.46) y (4.47) tenemos
1 <q,

contradiciendo (4.35). Adeas (4.48) siempre se cumple, de maneralguieamente debe-
mos contemplar (4.49).

Por lo tanto llegamos a las condiciones (4.87%.38) junto con (4.35) y (4.36).
A

Gracias alLema 4.1ya podemos determinar las condiciones sufientes para obtener la
estabilidad lineal de nuestroatodo, pero estasia son muy generales e inclusive algunas
redundantes. De manera que con el siguiente lema reducireméametamde condiciones
suficientes para la estabilidad.

LEMA 4.2
0] Si|p| <1y0 < 6 < 1, entonces

q* < p*.

(i)  Siq¢® < p?yp® < qentonces
0<g<l.

(i)  Lacondicibnp® < g esequivalentea0 < <1 6 3 <@ <1 cuando
0<Ar<1l 6 —1<Ar<0 respectivamente.

Demostracdn.
(i)
De (4.29) y (4.30) tenemos que

— (1—29)+2r(ex++(1—9)x)}2 <1
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SiA > 0entonced < p < 1, ad
0<1l—p<1,
y adenas0 < 6 < 1, entonces
0(1—p) < 1,

0(1_p)2 < 1_p7
O+0X\°r2 —14+Xr—20\r < 0,

2
(1-20)+20Ar| < 1,

¢ < p

1117

es decir la condiéin (4.45) se satisface.

Si)A < 0entonces-1 < p <0, ad
O<p+1<1,
y adenas comd) < # < 1 se sigue que

p < O(p+1),
plp+1) < O(p+1)%

2
(1—29)—1—2(1—0))\7"} < 1,

[

¢ < p
(ii)

Si¢? < p?y p? < ¢ entonces
0< q2 <q

y por lo tanto
0<g<1.

(iii)
Teniendo en cuenta que
0 < |Alr <1,
tenemos que si > 0,
A2 < )\T((l —20) + 2)\7“6),
— 0 < (1—-20)(1—Ar),

— 0 < 3
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ysiA <0,
A2 < Ar<(1—29)—|—2)\r(1—9)>,
= 0 > (1-20)(1+ Ar),
= 0 > 1.
A

Por lo tanto tenemos la siguiente propaaicisobre la estabilidad lineal delétodo
Richtmyer-Lax-Wendroff No Estidar 1

PROPOSICON 4.3. Estabilidad Lineal.
El método lineal (4.21) es estable si cumple alguna de las siguientes condiciones

k 1
D<A-<1, 0<bl<—, (4.50)
h 2
o]
k 1
-1< )\E <0, 3 <6 <1, (4.51)

para cada valor propio\ de la matrizA.
Demostracdn.

Si se cumple (4.50) (4.51) entoncep| < 1y ad delLema 4.2enemos que

P<q y ¢<p’

0<g<1,

entonces usando eema 4.ltenemos que la elipse determinada por la imageg(feesta
contenida en el circulo unitario cdimico punto de intersedm con la circunferencia en
(1,0). Asi todos los puntosz, y) satisfacen que? + y? < 1, es decir

l9()] < 1,

por lo tanto por eAnélisis de Von Neumanpodemos concluir que el@odoRLWNEles
estable.

A

En la figura§ 4.6 podemos observar las regiones de estabilidad para dos valores positivos
de \r. En estas dificas se pueden apreciar como las elipses determinadas por valéres de
entre0 < 6 < 1/2 no intersectan al circulo unidad, mientras que aquellas determinadas por
1/2 < # < 1 silo hacen. Tamigin observamos que kir| > 1 nuestras elipses se salen
del drculo unidad y alsde nuestra regn de estabilidad. Adogamente en la figura4.7
tenemos el caso negativo.
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Circ. unitariadatal
—o0=e=1
1<o=<1
# Intersec. con C.LU.

+ (L0)

Figura§ 4.6 Regiones de estabilidad para valores positivosrde
variando los valores dgentre Oy 1.

Circ. unitariadatal
1 g

— tz6z1
0<6<i

* Intersec. con C.U.

+ (1,0

Figura§ 4.7 Regiones de estabilidad para valores negativos-de
variando los valores déentre Oy 1.

4.2. METODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO ESANDAR 1 (RLWNEZ1)



88 CAATULO 4. METODOS NUMERICOS NO ESENDAR

COROLARIO 4.4
Si0 < ¢ < 1, entonce®? = ¢ siy solo si se cumple alguna de las siguientes condiciones

6=0, 60=1, 6 |p=1.
Demostracon.

La igualdadp? = ¢? implica quep = +¢, entonces las elipses de nuestro problema se
reducen a circunferencias de radjp cuyatnica intersecéin con la circunferencia unitaria
es(1,0), de manera que basta pedir que se cumpla (4.35) para que las elipses determinadas
por g(£) esén en el @rculo unitario.

Sip = ¢, entonces la condion (4.35) se reduce a
0<p<1,

entonces basta considetaricamente el caso cuanda> 0, ad

p = g
= Ar = (1—20)\r+2)\%r%0,
— 0 = —-20(1-Ar),

el cual es equivalente a que
=0 o p=1.

Sip = —q, entonces la condién (4.35) se reduce a
entonces basta considetaricamente el caso cuando< 0, ad
-p = g,
= —Ar = (1-20)\r+2)%2(1 - 0),
= 0 = (1-=6)(1+Ar),

el cual es equivalente a que

A

Si consideramos algunas de las condicionesGieblario 4.2 nuestro ndtodo queda
reducido a los esquemas néritos casicos que ya hemos estudiadofSk 0 nuestro se
reduce al ratodo unilateraEuler Atrasadasdel cual hemos demostrado que su degie
estabilidad es

0<Ar <1,
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si # = 1, entonces nuestro &odo se reduce al @odo unilateraEuler Avanzadasuya

region de estabilidad es
-1 <\ <0,

y si |\|r = 1 entonces nuestro@odo se reduce al@wodoRichtmyer-Lax-Wendrgfél cual
sabemos que es estable cuando se cumple dicha camdici

COROLARIO 4.5. Convergencia
El méetodo RLWNEL lineal es convergente si se cumple alguna de las condiciones (4.50)
6 (4.51).

Demostracon.

Por elCorolario 4.2 Proposicbn 4.3y el Teorema de Equivalencia de Lax.

4.3. Meétodo Richtmyer-Lax-Wendroff No Estandar 2 (RLWNE2)

Este segundo &todolnicamente es una ligera modificacidel segundo paso dekto-
do (4.7)-(4.10), pero como veremos a contindada condicdn de estabilidad lineal para
este nétodo es mejor que el de RLWNE1 dado que no depéndiervalor de).

Primer paso
n+1/2 1 n n k n n 4.52
Uisi2 = 5 (U} +Ujy) — o (f(UF) = FUT)) (4.52)
n 1 n n k: n n
Ut = S - o (R - FU) (4.53)

urtt? = U;—%c[(r( ) — T UM) + (FHUP) = FHU) | (4.54)
el ) - rz ).

dondecy fr estin determinados a partir de la propiedad de homogeneiddd difinada
en la sec@n 3.2.2.

Segundo paso

= KRR s () e

wa=0) (s (077) - 1 (03)) |
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4.3.1. Deducadn del méetodo

Para el segundo paso consideremos el desarrollo de Tayton(x;, t, + %))
k
w(zj, tn+k) = u+ P + O(k2),

= u— ) + 0GR,

Entonces para aproximar la derivada usamos usamos diferencias ponderadadidedeama
pasoh,/2

fu), = 2[9 (f (u?ifﬁ) — f (u?H/Q) ) +(1-06) (f (U;H-l/z) —f (u?jll//g) )},
dondef esta dado por (4.11). As

uegtatB) A ok [e (7 (H02) = 1 (w7))
ra-a(r () - 1 ()] +ou

Y obtenemos la aproximami dewu(x;, t,+1) definida en (4.55).

(j,m+1)

ar
7
| >
w
<.
_|_
b
_|_
b=

{}—En.—l—;l | <
///\\{}n—’_%]//\\
- . N o
~ o -
. _ - _ ‘e - — — - a
(1—1,n) (7,n) (7+1,n)

Figura§ 4.8 Esquema del segundo paso déitdtio
Richtmer-Lax-Wendroff No Eg&indar 2.

4.3.2. Error de truncamiento y consistencia

ComoUnicamente modificamos el segundo paso, veamos como afecta en el orden.
El orden de truncamiento éstlefinido por

1
Thi = % [u(acj,tn +k)—u <xj,tn + I;) ] (4.56)

+% [9 (f(u) (:cj 4 g,tn + S) ~ f(u) <:Uj,tn 4 ’;))
+(1—0) <f(u) (:cj,tn + g) ) (:cj _ g,tn + ’;)) ]
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Tomando en cuenta los desarrollos de Taylor (consideremos:(z;, t,, + g))

k k? 3 4
u(zj, th+k) = u+ o Ut + g lat + 78 ettt + O(k%),
k k2 K
= u-— §f(u)x - gf(u)xt - @f(u)xtt + O(k4)’

2 3
f(w) (xj + g,tn + g) = f(u)+ gf(u)z + %f(u)m + Z—gf(u)m + O(hY),

2 3
1) (25— gota ) = (0 = G )+ T F 0 — g F (W) + OO,
tenemos que

k k2

% {u(a:j,tn + k) — u] = —%f(u)z - gf(u)zt - Z8f(u)xtt +O(k?)

(1 (e ) -0 )
+(1-0) (f(u> (xj’t” l;) ) (xj - g’tn+ I;)ﬂ

2
LWt 28~ )2 e+ T )+ (20 - DYO0?),

dondeu, u, ug, uge, f(u), f(U)zs f(U)zzy f(W)zzws f(W)z Y f(u)ze €SN evaluados en
(z;,t, + %). Entonces

h2

_ _k K O(K) + (20 — 1)2
Thk — _gf(u)zt - ZSf(u)ztt + ( ) + ( - )gf(u):cm + @f(u)zzx

+(20 — 1)O(h3),

= (20— 1)h <f(1;)”> +h? (f(z)é’”"”) —k (f(g)“) e (f(zg);”>

+O(E%) + (20 — 1)O(R?),

ad
Thi = (20 — 1)O(h) + O(h?) + O(k). (4.57)
Por lo tanto el segundo paso es glamer ordentemporalmente y derimer ordeno

segundo ordeespacialmente dependiendo del valopddlientrast sea nas cercano &/2
nuestro netodo se comportammas como uno de segundo orden.
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PROPOSICDN 4.6. Consistencia
El método RLWNE2 definido en (4.52)-(4.55) es consistente.

Demostracon.

Por la definiobn de consistencia dada en (3.5) y por (4.57).

COROLARIO 4.7.
El método RLWNE?2 para el caso lineA{u) = Au, dondeA es una matriz constante, es
consistente.

4.3.3. Estabilidad lineal

Si consideramog(u) = Au, entonces nuestro&todo adquiere la forma

Primer paso
n+1/2 | . k "
Uj+1//2 Y (U + g+1) ﬁA( i1 — Uj ) (4.58)
n+1/2 1 n n k n n
Uj—l/2 Y (Uj + Uj—l) - %A (Uj - Uj_l) ) (4.59)
n+1/2 ko . n E .
U; = U} - %A (U ],1) — %A ( U ) (4.60)
Segundo paso
ntl . pn+lj2 K n+1/2 nt1/2
grtt = gt hA[O(U]H LUt (4.61)
n+1/2 n+1/2
+(1-9) <Uj Ui 1) )] g
donde ) /
n+1/2 n+1 2
0= o e H (4.62)
HUn+1/2 _ Un+1/2H 4 HUn+1/2 _ Un+1/2H ’ )

j+1/2 1/2

Pero tenemos que de la dedustide (4.21)

2k ntl/2  pontl/2 n+1/2 n+1/2
_hA[0<UJ+1/2 —Uf) o) (ot - o)

_ _:A[e( T - Up) + (- 0) (U7 U;l_l)]

k 2 — n n n
+<h> A<0A++(1—0)A )[ v —2U +Uj1],

4.3. METODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO ESANDAR 2 (RLWNEZ2)



CAPITULO 4. METODOS NUMERICOS NO ESANDAR 93

entonces

k k
(7n+1 Unr + Unr Unr
J Bl ( T 1) B ﬁ

J 2% J Jj— A_( Jn-H - UJn)

_;A[a( T - UF) + (- 0) (U7 ;ﬂ_l)}

1 k 2 — n n n
+5 (h) A(9A+ +(1-0)A ) [ L —2UT Uj_l}.

Por lo tanto nuestro étodo en forma lineal esta dado por
ortt = gr - Elgaya)(un, —um
i = YTy, + i+~ Yj

+((1 A+ A*) (U]’f‘ - U;Ll)] (4.63)

1 k 2 - n n n
Ademas el valor d& sigue siendo el mismo que en eétndoRichtmyer-Lax-Wendroff
No Eséndar ], es decir

HUJnk_ ol . (464)

- k
(1= Fa) @pa o)+ £awp - op)| + o - o3,

0

Para estudiar la estabilidad basta trabajar con el caso escalar
U + Augy =0

donde\ es un valor propio del. Entonces nuestro @odo para la ecuam escalar de
advecobn esh dado por

Ut = uy—;l{(axﬂ—)( o - U)

j—

+((1 A+ A*) (uy —ur 1)} (4.65)
+% (Z)Q A(0A+ +(1- 9)*) [ o1 — 22U U,

donde
AT =max{)\,0} , A~ =min{)\ 0}
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’1’ . (4.66)

0 =
k n k n
‘(l_h/\>(91 Uj') + hx(uj— ’L{— 31’

Factor de amplificacion

Nuevamente llamemos= k/h. Sustituyendo

en nuestro ratodo (4.65), obtenemos

g = gL {(9 A A7) (gt ne — greine)
+((1 —0)X + )\+> (g"e"jh5 — g”ei(jl)hg)]

77.2)\(0)\-4- + (1 _ (9))\_) |:gnei(j+1)h§ _ 29 ezghﬁ + gn i(j— 1)h§:|’

entonces
g(6) = %7‘ [(9)\ AT - 1) + ((1 — A+ A*) (1 - e‘ihfﬂ
shea(ont o1 -on) [s ~2e o)
= % [ (20 — 1 cos (h&) — 1) +i sen(hf)]

41 [ 2A oA + e)x) (cos(hf) ~ 1)]

P ) ex (1o

Teniendo en cuenta que

AT <e"h5 - 1) + AT (1 - e_ih5> = —[)\ (cos(hﬁ) — 1) + iX sen(h§),

entonces

g(&) = 1+ Bu — 20\ + %|)\|r + m(aﬁ +(1- e)x)] (cos(hg) - 1)

—H'( - %)\r - %AT) sen(hé).

4.3. METODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO ESANDAR 2 (RLWNEZ2)
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Por lo tanto el factor de amplificam esta dado por
o6 = 1+ iarf1o294 A4 r(@)\+ +(1- e)x) (cos(hf) - 1)
2 A
—iAr sen(hg). (4.67)

Condicion para la estabilidad

Tenemos que para obtener estabilidad es suficiente que

l9(§)] < 1.
Si ahora definimos
p = An (4.68)
1 A N _
g = 2)\r[1—29+)\+r(0)\ F(1—0)A )] (4.69)

Yy huevamente consideramos

x = 14¢q(cos(h€)—1),
y = —psen(h§),

como hemos visto en la sebai5.1.3, los puntogr, y) del factor de amplificaéin

gl&) =z +iy= [1 + q(cos(h&) — 1)} +1 [ — psen(h&)], (4.70)

satisfacen la ecuamn

2
[l‘ - (1- q)] 2
vy _
g tp=h
la cual es una elipse en el plano complejo con centrd eng, 0), semieje en: de longitud
|| y semieje ery de longitud|p|.

Por lo tanto para garantizar qug¢)| < 1 se debe de cumplir quedos los puntos de la
elipse determinada por (4.70) deben de estar contenidos denticcalaunidad es decir,
gue su distancia al origen sea menor o iguil a

Entonces eLema 4.1se sigue cumpliendo para el valor geleterminado por (4.69),
entonces la elipse determinada por la image(@¢ esta contenida en el circulo unitario
conunico punto de intersedm con la circunferencia i, 0) si y solo si se cumple que

0<qg<l, (4.71)

Ip| <1 (4.72)

4.3. METODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO ESANDAR 2 (RLWNEZ2)
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y alguna de las siguientes condiciones

P < 0 (4.73)
6 2
0 < g—p

(4.74)
0 < p2_q2

Ahora procedamos de maneratoga al netodoRLWNE2, para conocer las condiciones
de estabilidad del gtodo.

LEMA 4.3
0] Si|p| <1y0 < 6 < 1, entonces

(i)  Si|p| <1y0 <6< 1entonces
p° <q.
Demostracdn.
(i)
De (4.68) y (4.69) tenemos que
¢ < 7

2
e 1\ {1 —20+ 1l 4 2r)\<9)\+ +(1- 0))\‘)} < A2,

2
— [1—20+|§+2r>\<0)\++(1—0))\‘)} < 4
SiA > 0 entonces
0<1—Mr<l,
ad
—201—-Ar)<0 y 0<4-—20+2)r,
entonces
[ —20(1 - Ar)} [4 — 20+ 2»«} < 0
2
= [2(1 —0)+ 2)\7“6’] < 4,
= P < p

4.3. METODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO ESANDAR 2 (RLWNEZ2)
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Si A < 0 entonces
0<1+ <1,

ad
—20(14+Ar)+2x r—2<0 y 0<2(1—60)(1+\),

entonces
—20(1 + \r) + 2 — 2} [2(1 )1+ )\r)] < 0
2
— [—204—2)\7“—2)\7“9} < 4,
e

¢ < ph

(ii)

Si A > 0 tenemos que
L,
(L=6)(1 =),
1—0+ Aré,
)\r[l —9—}—)\7“0},

[

q.

Si A\ < 0 entonces

Ar,

—0(\r +1),

Ar —0 4+ Ar — O\,

N2 < arl -6+ a1 —e)],

[

q.

A

Por lo tanto tenemos la siguiente propa@icisobre la estabilidad lineal delétodo
Richtmyer-Lax-Wendroff No E&indar 2.

PROPOSICON 4.8. Estabilidad Lineal
El método lineal (4.21) es estable si para cada valor propide la matrizA,

Demostracon.

4.3. METODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO ESANDAR 2 (RLWNEZ2)
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Dado quéAr| < 1 entonces por dlema 4.3enemos que
P<q vy ¢<p,
entonces facilmente podemos ver que
0<q y ¢ <gq

lo que implica que
0<g<l,

entonces usando Eema 4.1tenemos que la elipse determinada por la imageg(geesta
contenida en el circulo unitario. Atodos los punto$z, y) satisfacen que? + y? < 1, es
decir

9O <1,

por lo tanto por eAnalisis de Von Neumanpodemos concluir que el@odo RLWNE1 es
estable.

Observadn 4.5
El método RLWNE2 recupera la condici de estabilidad del étodo Lax-Wendroff sin la
dependencia del valdi.

En la figura§ 4.9 podemos observar las regiones de estabilidad para valores positivos
y negativos de\r. En estas dificas se pueden apreciar como las elipses determinadas por
diversos valores dénunca intersectan al circulo unidacienque en el punt@, 0). Para los
valores|Ar| > 1 observamos que nuestras elipses se salerirdel@ unidad y aisde nuestra
region de estabilidad. Addogamente en la figug4.10 tenemos el caso negativo.

Ar=0.75 Ar= 135

Figura§ 4.9 Regiones de estabilidad para valores positivasrge
variando los valores deéentre Oy 1.

4.3. METODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO ESANDAR 2 (RLWNEZ2)
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Ar=-0.8

Circ. unitariadatal ' ! !
Tf—o=ze=1 [ i Rt

Figura§ 4.10 Regiones de estabilidad para valores negativos de
variando los valores déentre Oy 1.

COROLARIO 4.9
Si|Ar| < 1, entonce®? = ¢2 siy solo si se cumple alguna de las siguientes condiciones

0=0, 6=1, o |p=1
Demostracon.

Tenemos que
1 A . B
q—2)\r[1—29+ 5 +2r<0)\ F(1-0)A )}

entonces

P = ¢,

2
= A2 = )\27“2{1—29%—':\\+2T(9>\++(1_9)>‘_>]v

2
— 4 = [1—20+§‘\|+2r(9)\++(1—9))\_)},
el cual es equivalente a
Al + -\
1-20+ 5 —1—27"(0)\ +(1—9))\) = 2,
Al ¥ -\
1 29+7+2r<9)\ +(1 9))\) —

Entonces sih > 0, se tiene que

21 —0) +2xr6 = 2,
21—6) 4210 = —2.

4.3. METODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO ESANDAR 2 (RLWNEZ2)
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Asi la primer igualdad es equivalente a
O(Ar—1) =0,

es decir,
=0, o Mr=1

La segunda igualdad nunca se cumple dado que
0<1—-60+Arf.
Analogamente sk < 0, se tiene que

—204+2Xr(1—0) = 2,
—20+2xr(1—0) = -2

Tenemos que la primera igualdad nunca se cumple dado que
-0+ Ar(1—0) <0.
La segunda igualdad es equivalente a
1-0)(Ar+1) = 0,

es decir,

A
COROLARIO 4.10. Convergencia
El método RLWNE?2 lineal es convergente si
it <1
Demostracdn.
Por elCorolario 4.7, Proposicbn 4.8y el Teorema de Equivalencia de Lax.
A

4.3. METODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO ESANDAR 2 (RLWNEZ2)
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4.4. Ejemplos nunericos

A continuacon comparamos los resultados obtenidos en los cinco ejemplos presentados
en el caftulo anterior con las simulaciones de los dos nuevéwdos.

Los primeros tres ejemplos utilizan la ecuatlineal
up + Ay = 0,

con distintos tipos de condiciones iniciales.

En los ejemplos 1 y 2 podemos observar la gran ventaja de ébsdos no edéindar al
combinarUpwind con Lax-Wendroff dado que nos proporciordatna buena aproximami
a la soluchbn sin importarle el tipo de problema planteado. En el ejemplo 3 tenemos que la

solucbn de ambos &todos no eéindar desarrollados nos dan una mejor aproxiomague
los dados por los gtodos dhsicos.

Ejemplo 1
En este ejemplo consideramds= 1/2 y la condicdn inicial
2 si <0
up(x) = .
1 si >0
En las siguientes gficas podemos observar las correspondientes soluciones dettms m

dosRLWNE1ly RLWNEZ2en el tiempadl” = 1.

[ e . St

— Solucion Exacta -
—&- RLWHNED H

w15

08 i i i
2 R R |

Figura§ 4.11 Simuladdn nunéricas del etodoRLWNE1para el ejemplo 1 par& = 1.

4.4. EJEMPLOS NUMERICOS
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S . pTTTTTT . e e ffebefatatntataiog

| ! H ! ! H — Solucion Exacta |}

RLW-NE2 :

2 St

w

T
T S SO Y &,

05 i i i i i i i i

-2 -15 -1 0.5 0 05 1 15 2

T

Figura§ 4.12 Simulaciones nuamicas del r&todoRLWNEZpara el ejemplo 1 paré = 1.

En la figura§ 4.13 eshn las soluciones de todos log&tmdos nuraricos aplicados a este
problema.

S - R R S Satatetsbototshs sttt
: : H H : : H H = Solucion Exacta |
=& Lax-Wendroff
=&~ McCormack
=& Upwind
—& RLW-NE1
RLWW-NE2

. i i i i i i i i i i
0

Figura§ 4.13 Simulaciones nugrmicas de los cinco &todos aplicados al ejemplo 1 para= 1.

Por lo tanto en este ejemplo podemos ver como létdos no eéindar tienen un com-
portamiento muy similar al &todoUpwind de manera que evitan las oscilaciones produci-
das por el ratodoLax-Wendroffe incluso el netodoRLWNE2(en amarillo) tiene una mejor
aproximacbn que el netodoUpwind

4.4. EJEMPLOS NUMERICOS
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Ejemplo 2
En este ejemplo considerambs= 1y la condicbn inicial
uo(2) = exp(—(z — 5)?).

En las siguientes §ficas podemos observar las correspondientes soluciones de nuestros
métodosRLWNE1ly RLWNEZ2en el tiempdl” = 1.

— Solucion Exacta
—&- RLW-MNET H

Figura§ 4.14 Simuladdn nunericas del retodoRLWNElpara el ejemplo 2.

— Solucion Exacta
RLWY-NEZ H

EEER )
24 25

Figura§ 4.15 Simulaciones nuermicas del retodoRLWNEZ2para el ejemplo 2.

4.4. EJEMPLOS NUMERICOS
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En la figura§ 4.16 eshn las soluciones de todos log€mdos nuraricos aplicados a este
problema.

— Solucion Exacta |
=&~ Lax-Wendroff
=&~ McCormack
-6 UpWind
—& RLW-ME1
RLW-NE2

Figura§ 4.16 Simulaciones nugrmicas de los cinco &todos aplicados al ejemplo 2.

En este ejemplo podemos observar como ahora nuesétuglos no edndar tienen un
comportamiento similar al &iodoLax-Wendroffy no al métodoUpwind que en este caso
no es muy preciso. Por lo tanto loetodosRLWNEly RLWNE2son casi tan precisos como
lo es el nétodo de segundo ordémax-Wendroff

Ejemplo 3
En este ejemplo consideremos la conaticinicial

tanh(20(x +2)) si <0
U =
tanh(20(—x +2)) si =z >0

En las siguientes §ficas podemos observar las correspondientes soluciones detms m
dosRLWNE1ly RLWNEZ2en el tiempdl” = 1.

4.4. EJEMPLOS NUMERICOS
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LS [ e R ok st
— Solucion Exacta |1
H H H H H | =& RLWW-MNE1 |

Figura§ 4.17 Simuladdn nunéricas del retodoRLWNE1para el ejemplo 3.

Ll A . e
— Saolucion Exacta |}
; H H ; ; H RLWY-MEZ ;

Figura§ 4.18 Simulaciones nuermicas del ratodoRLWNEZpara el ejemplo 3.

En la figura§ 4.19 eshn las soluciones de todos lo&€tados nuraricos aplicados a este
problema.

4.4. EJEMPLOS NUMERICOS



106 CARTULO 4. METODOS NUMERICOS NO ESANDAR

L e e oo ool fnfndefondsfnds et
H H H : : — Solucion Exacta |
=&~ Lax-Wendroff
=&~ McCormack
=& UpWind
-~ RLVW-NE1
RLWW-NE2

________________________________________________________________________________________

)
)
Ut UM UUUOUy MU R R RUpUUp SUSUpU N RRRRPREY ;-SSP
[N)
w
=

T
Figura§ 4.19 Simulaciones nugmicas de los cinco atodos aplicados al ejemplo 3.

En este ejemplo podemos observar como ahora &isdos no eéindar tienen un mejor
comportamiento que los @&odos dasicosLax-Wendroffy Upwind Ambos nétodosRL-
WNE1ly RLWNEZ2evitan las oscilaciones producidas por letodoLax-Wendroffy son nas
precisos que el BtodoUpwind

Ahora consideremos los dos ejemplos no lineales vistos eniglia$. En las siguientes
simulaciones podemos observar como los nueve®dos aproximan de manera eficiente la
solucbn, evitando los problemas némicos que ocasionan losatedos casicos.

Ejemplo 4
Para este ejemplo no lineal consideramos la eéuaci
1
Ut + (UQ) = 0,
2 x

(,0) ur, SIi <0
u\zx, = .
ur SI x>0

con la condiabn inicial

En las siguientes gficas podemos observar las correspondientes soluciones dettzs m
dosRLWNE1ly RLWNEZ2en el tiempdl” = 1.

4.4. EJEMPLOS NUMERICOS
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S F R A N R A e

— Solucion Exacta
=& RLW-NE1 ;

08 i i i i i i i i
2 R R

Figura§ 4.20 Simuladdn nunericas del etodoRLWNE1para el ejemplo 4 par& = 1.

e e Tt [ s oottt

| ; | | ; — Solucion Exacta |}

: RLYW-NE2 ;

2 : S
u

T o

L . L

. i i i i i i i |

-2 15 -1 0.5 0 05 1 1.5 2
A

Figura§ 4.21 Simulaciones nugmicas del ratodoRLWNE2para el ejemplo 4 paral = 1.

En la figura§ 4.22 eshn las soluciones de todos lo&€tados nuraricos aplicados a este
problema.

4.4. EJEMPLOS NUMERICOS
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e - e £
H : H H H : H : — Solucion Exacta |1
=&~ Lax-\Wendroff
=& McCormack
=& UpWind
—&- RLW-NET
RLW-NE2

05 i i i i i i i i i i
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0B 07 0.8 09 1

Figura§ 4.22 Simulaciones nugmicas de los cinco &todos aplicados al ejemplo 4.

En este ejemplo podemos ver que lostadosRLWNE1ly RLWNE2se comportan co-
mo un rmetodoUpwind de manera que evitan los oscilaciones que producenétsdos de
segundo ordeRichtmyer-Lax-Wendrof§ McCormack inclusive el netodoRLWNE2es el
que proporciona la mejor aproximaaia la soludn del problema.

Ejemplo 5

Para este ejemplo consideremos:
1 2
u + | za(z)u =0,
2 xT

1 si <1
o {l?

2 sl z>1

y la condicbn inicial
u(z,0) = 1.

En las siguientes gficas podemos observar las correspondientes soluciones dettzs m
dosRLWNE1ly RLWNEZ2en el tiempdl” = 1.

4.4. EJEMPLOS NUMERICOS
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—— Solucion Exacta
—&- RLW-NE1 H

s i L ] i i i i i i j

Figura§ 4.23 Simuladdn nunericas del retodoRLWNE1para el ejemplo 5.

— Solucion Exacta
1) I LI [ I e e ] o A RLW-MEZ '

o5 i L ] i i i | i i j
o

Figura§ 4.24 Simulaciones nuermicas del retodoRLWNE2para el ejemplo 5.

En la figura§ 4.25 eshn las soluciones de todos log€tados nuraricos aplicados a este
problema.

4.4. EJEMPLOS NUMERICOS
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— Solucion Exacta |
=& Lax-Wendroff
=& McCormack
=&~ UpWind
-6 RLW-MNE1
RLW-MNE2

Figura§ 4.25 Simulaciones nugmicas de los cinco &todos aplicados al ejemplo 5.

Nuevamente los gtodos no eéindar son los que proporcionan la mejor sduagl pro-
blema. Evitan las oscilaciones que producen los tre®dos chisicosUpwind, Richtmyer-
Lax-Wendroffy McCormacky son tan precisos como lo son log€todos de segundo orden
en aguellas partes donde no producen problemas.

Por lo tanto en los cinco ejemplos anteriores logramos mostrar la ventaja de usar los
métodos no eéindar sobre los &kicos para encontrar la soléia problemas en forma con-
servativa. Entonces usaremos est@tados para resolver el problema particular del flujo
sangineo en las arterias.

Al inicio de la tesis mencionamos que logmdosJpwindy Lax-Wendroffson los n&to-
dos en diferencias finitas de menor costo computacional. latedos no eéindar desarro-
llados en este cédfulo combinan ambos @todos, de manera que esperamos que Su costo
computacional no exceda la suma de los tiempos de las simulaciones de agtbdsInEn
la siguiente tabla se presenta los tiempos de simulade todos los &todos aplicados en
este capiulo para el ejemplo 1y el ejemplo 4, los cuales son lineal y no lineal respectiva-
mente.

’ Tiempo de las simulaciones en segundos ‘

Richtmyer | McCormack | Upwind | RLWNFE1 | RLW N E2
Ejemplo 1 1.375 1.375 0.609 1.533 1.562
Ejemplo 4 1.782 1.687 0.891 2.031 2.063

4.4. EJEMPLOS NUMERICOS
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Observamos que los tiempos BeEWNE1ly RLWNE2no son mucho mayores que los de
Richtmyer-Lax-Wendroff no exceden la suma dRichtmyerconUpwind Cabe aclarar que
los métodosGodunoy que tienen las mismas consecuenciasénigas que los &todos no
estindar presentados, requieren un tiempo de simaraoucho mayor que los proporciona-
dos por los ratodos estndar, vease [10],[9].

4.4. EJEMPLOS NUMERICOS






Simulaciones Nur@ricas para el Modelo del
Flujo Sangineo

En este cajpulo ilustramos algunos resultados nemcos de simular el modelo unidi-
mensional para el flujo santneo obtenido en el céhulo 2. Tomamos en una de las arterias
mas importantes, llamadorta.

En el cajulo 2 deducimos el sistema de ecuaciones diferenciales parciales en coorde-
nadas adimensionalizadas

=Mz, t=DMt, u=DMau, A=DMyA,

que modela el flujo sangneo, dado por

A A
a |l | sw+P
t T
en el cual
B 1\ 5
P=1-|(-= 5.2
( A) 5.2)
o
P=(A)M -1 (5.3)

donde; es un fimero positivo. En particular nuestrodisis se centra en los valorgs =
1/2,1,2 que en la segunda ecuacipresibn-areanos proporcionan una reléci de tipo raiz,
una lineal y otra cuadtica, respectivamente.

113
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5.1. Condiciones iniciales y de frontera

En la secdn 2.8 determinamos que el tipo de problema que trabajamos esta sobre el
dominio
D={(z,1) | 0<7<oo, t>0},
con las condiciones las condiciones iniciales
A(z,0) = Ag=1, (5.4)
u(z,0) = up=0. (5.5)
y condiciones de frontera, que en el caso de usar (5.2) estdas por

’EL(O, {) = apul(oa ﬂa

—2/B1

A(0,1) = 1(0,) + 21(0,1)) ;

donde
wl(&ﬂ = _5 V 61[1(07{)_/61/2 - ’LL(O,E),
1

2’1(0,{) = w1(0,5+2@pul(t_).

Para no tener expresadas las condiciones de frontera de mandgiténaplicamos la
técnica empleada en [3] tomando la variable cargtieaz fija en sus valores iniciales, es

decir 5
w1 (0,1) = —E\/ﬁlfiaﬂl/z — up,

luego comady = 1Yy 5y = 0 tenemos

wl(ovf) = _;m’
1

entonces 9
21(075) = _E V ﬁl + 27~_Lpul(f>

ad la condicbn de frontera correspondienteaaba se reduce a

A(0,7) = [—%fil (—gl\/E+ 2upuz(f>)} o :

—2/61
Por lo tanto tenemos las condiciones de frontera
’L_L(()»ﬂ = apul(f)a (56)
—2/61
A(0, %) [1 — \ﬁupul E)} (5.7)

5.1. CONDICIONES INICIALES Y DE FRONTERA
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Analogamente si tomamos (5.3), tenemos las condiciones de frontera

’L_L(O, f) = apul(f)a

2/p1
A0.0) = [0+ m0.0)| .

donde

wa0) = S VHAOD —u(0.)
22(0,) = wa(0,) + 2Upy(t).
se reducen a
w(0,) = Upu(t), (5.8)

VB }2/51

A<07 a = {1 + 7ﬁpul(ﬂ (5.9)

2

5.2. Pa@ametros

Para las simulaciones nimcas se utilizaron los siguientes garetros que corresponden
a las caractésticas de una aorta [12],

Paiametros Tamdio| Unidad
Densidad de la sangrg)( 1 g/cm?
Modulo de Young £) 5-10° | H-m™2
Area Inicial (4¢) 2 em?
Distensibilidad () 319225 | g/(em - s?)
Tiempo de la stole ([,s) 0.5 s
Tiempo ciclo cardiacal() 1 s

donde el tiempo de laistole corresponde @0 latidos del cora@n por minuto. Aderas la
longitud de la aorta es aproximadamentedem.

Entonces los pametros para la adimensionalizatiesan dados por

M, = %o 565 | cm/s
My = Ap 2 | em?
Mt 1 S
M, = M,M; | 565 | cm

5.2. PARAMETROS
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5.3. Pulso de entrada

Durante la sstole lavalvula abrtica se abre y la sangre es bombeada hacia la aorta, en-
tonces el flujo de la sangre se eleGgidamente en la entrada de esta arteria.

El volumen de sangre que entra en la arteria en cada ciclo cardiaco esta dado por

TS S
/ " (0, £) A0, )t = Vior (5.10)
0

dondeV;,,, €s el volumen de sangre bombeado a la aorta. En [12] encontramos que en el
cuerpo humano esta cantidad es aproximadanvénte:>.

Inicialmente tomaremos un pulso muy sencillo determinado por

(0,%) = tipu(f) = apr (f— (n — 1))
donde

(27)33(1—-27)% si 0<7<
p1(7) = {

1
2
0 Si 1

(5.11)

IN

T

D=
VAN

en el cualn representa elimero de ciclos cardiacos completastole-dastole desde el
tiempot = 0 y a es una constante a determinar tal que (5.10) sea satisfecha.

0.2

0.2

015+

0.1

0.0s

0 | | |
0 0s 1 1.5

i

Figura§ 5.1. Pulso de entrada de la velocidad en la cobdidie fronterac = 0, en coordenadas
adimensionalizadas, tomando= 13.694473 y ¢ .
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En nuestro caso tenemos gl = 1y 7T,s = 0.5, entonces paré < ¢t < 1 nuestras
condiciones de frontera en coordenadas normales usando (au8destas por

upul (t) = Myopi (1),

-2/
A(0,) = M, [1 - mmw] ,

2
entonces la constanteesta determinada por cualquiera de la soluciones de la éouaci

1/2 -2/
onAMu/ ©1(t) {1 — \/filgol(t)] dt = 70,
0

0 equivalentemente

/ —2/B1
aMaM, /01 2(2t)3(1 —2t)3 [1 - \/F(Qt)?’(l - 2t)3} dt — 70 = 0.

Siusamos (5.9) entonces

)

2/B
A(0,t) = My |:1 + \/filgol(t)]

y ad « esta determinada por

1/2 2/B1
aMAMu/O (2t)3(1 — 2t)3 [1 + \/fl(%)?’(l - 2t)3] dt — 70 = 0.

A continuacon presento algunos valores deleterminados nuéricamente.

Usando P =1 — ( )’81
061 « Volumen(Vyporm)
1/2 | 13.694473 69.999998
1 14.496994 69.999998
2 15.145916 69.999998

:B\\H

Usando P = AP — 1

061 « Volumen(Vyorm)
1/2 | 13.86160272 | 70.00000013
1 14.70457100 70.00000023
2 15.39251623 | 69.99999992

5.3. PULSO DE ENTRADA
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Tambén trabajaremos con pulsos de velocidades en la frontera0 mas realistas.

Inicialmente consideramos una curva de flijpda a lo largo de una arteria general durante
un ciclo cardiaco [3],

0o(T) = 0.27exp(—1.5(97 — 2)?) + 0.1 exp(—3(97 — 4)?) (5.12)
40.04 exp(— (97 — 6)?).

0.25

15
t

Figura§ 5.2. Pulso de entrada de la velocidad en la cobdidie fronterac = 0, en coordenadas
adimensionalizadas, tomando= 0.820809 y 5.

Los valores dex para que el volumen de sangre bombeado hacia la arteria g6aae
en un ciclo cardiaco se presentan en las siguientes tablas.

Usandopzl—( )51

1
A

061 « Volumen (Vyor,)
1/2 1 0.8208090 70.000002
1 0.8603652 70.000008
2 0.8913802 70.000002

Usando P = AP — 1

51 e Volumen(Vyorn,)
1/2 ] 0.8286859693 | 69.999999999
1 0.8696769242 | 70.000000001
2 0.9019950064 | 69.999999997

5.3. PULSO DE ENTRADA
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También usaremos un pulso con la forma de los datos experimentales obtenidos por
algunos autores [14], [24]. Este pulsogdado por

a(oa E) = ﬂpul(a = OéQOg(a (513)

dondeyps es la funcdbn determinada en la figufeb.3.

028 ! ‘ ‘ ! !
R & —— e e e .
[N M N —— s [ECTe LRSI FECTRIRE SPRTRRRPRR S .
u
D1 feme e e pemememc e L ESECREELRREE SECESREY SRRELERRCESRRR . SOSSECIEEER —
2] R S I R B R .
0 i | i
] 0s 1 15 2 25 3

Figura§ 5.3. Pulso de entrada de la velocidad en la cobdidie frontera: = 0, en coordenadas
adimensionalizadas con la forma de datos experimentales.

Los valores dex para este pulso se presentan en las siguientes tablas.

Usando P =1 — (%)B1
061 «o Volumen (Vyorm,)

1/2 | 0.5001210 70.0000005
1 0.5156265 70.0000017
2 0.5274258 70.0000011

Usando P = AP — 1

51 o Volumen (Viorm )
1/2 0.5017706 70.0000028
1 0.5174762 70.0000034
2 0.5294419 70.0000006

5.3. PULSO DE ENTRADA
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5.4. Simulaciones

A continuacon se presentan las simulaciones @uicas hechas al sistema unidimen-
sional con las condiciones y [@anetros descritos en las secciones anteriores. Aunque las
simulaciones fueron hechas en coordenadas adimensionalizadas los resultados son presenta-
dos en las unidades originales de nuestro problema.

En la figura§ 5.4 se presentan la velocidad y&ka obtenidas en un ciclo cardiaco
en el puntor = 22.6 cm, el cual se encuentra casi al final de una aorta promedio. En la
misma géfica se presentan los pulsos para los valore§;dgual al/2, 1 y 2. Para estas
simulaciones se utiliz la relacon presbn-area (5.2), el netodo nunérico RLWNELly los
incrementos espacial y temporat = 0.003 y Az = 0.008 respectivamente.

Las mismas simulaciones fueron hechas para los otros dos pulsos de velocidad de entra-
da. Estos resultados pueden ser observados en las figouag § 5.6.

Tambien podemos observar que mientras el valofdes nmas grande, la elasticidad de
la arteria (representada poraka) es menor. Esta propiedad laihatos mencionado cuan-
do deducimos nuestras ecuaciones de estado.

VELOCIDAD

. i i i i I 18 i i i i j
QDD o

tseq tseg

Figurag 5.4. Velocidad yarea enc = 22.6 ¢m, usando el pulso de entrada de la figura 5.1.
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WELOCIDAD AREA

" i | i i | ; i i i i
1] X i

t seq 1 seq

Figura§ 5.5. Velocidad yarea en: = 22.6 ¢m, usando el pulso de entrada de la figura 5.2.
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Figura§ 5.6. Velocidad yarea enc = 22.6 ¢m, usando el pulso de entrada de la figura 5.3.
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En lafigura§ 5.7 podemos ver los resultados de las simulaciones@eabparg; = 1/2
usando las dos relacionpgesbn-area dadas por (5.2) y (5.3). Ambos sistemas tienen un
comportamiento nuérico muy similar.

e - R e
| | ' ' | | ' =Bg (18 /A ||
=py (A7ANZ-1) |

e R e e — e b

— 1

-— 2

26

28 : : : T — S N SR

o | f H . | | H H H |
E 24 : / | . e e S
< H H H H H H H H H
23 | | | e N s S
22
21
2
1] 01 02 n3 04 05 0E n7 na 03 1
t seqg

Figurag 5.7.Area enz = 28 ¢m, con las dos relaciones présiarea usando el primer pulso.

En las figurag 5.8 y§ 5.9 presento algunasaficas que simulan el desplazamiento radial
de la arteria en diferentes tiempos.

t=0.45 seq L N

t=0.3 seq

3

2

1 H

il

i i
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-1 e il nmunuﬂ“‘““’}#"
i
' : : i

Figura§ 5.8. Desplazamiento radial de la arteriaten 0.3 y t = 0.45 segundos.
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t=0 B seq t=0.75 seg = )
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Figura§ 5.9. Desplazamiento radial de la arteriaten 0.6 y ¢t = 0.75 segundos.

5.5. Comparacbn de resultados

En esta secon comparamos las soluciones obtenidas por los difereréteslios nuréri-
cos que hemos aplicad&ichtmyer-Lax-Wendroff, McCormack, Upwind, RLWNE1 y RL-
WNE2 Usamos la reladn presbn-area (5.3), 51 = 1/2y el pulso con forma de datos
experimentales.

Al igual que en las simulaciones hechas en eltcégpanterior &n los nétodos chsicos
de segundo orden producen oscilaciones al momento de encontrar las soluciones del sistema
(5.1), por ejemplo en la figura5.10 podemos observar &ea en coordenadas adimensio-
nalizadas. Pero ahora no conocemos la sétuekacta de nuestro problema, de manera que
debemos de hallar la forma de validar loétodos nuraricos trabajados.

En el &0 2006 Suncica [24] realizun experimento con un tubo de latex utilizando las
siguientes medidas

Paiametros Tamdio| Unidad
Densidad de la sangrg)(| 1.05 g/cm?
Modulo de Young £) 105870 | g/(cms?)

Radio Inicial (Ro) 1,11 cm
Espesor de la pared) 0.09 cm
Presion inicial £,) 111990 | g/(cms?)

donde elérmino P, es introducido en la ecuasi de estado

5.5. COMPARACDN DE RESULTADOS
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ray-m B (5 1) (514

el cuallinicamente nos esta indicando que inicialmente tenemos unéarpdes?ty en vez de
cero, como hasta ahora lo habiamos trabajado.

1 S [ e et sy :
! ! ! ! —— Lax-Wendroff | !
—— McCormack
: : : : —— RLWNET :
03 f--mmeeee bomooeeees bomooeeees e bomnee RREEERE FEEEEEEREE :
1 T b b
0.2} wommmmmbmmme b eoenaeoa- Eeneeoooas
= : :
= : :
= ' '
- b b
0.1 fmmmmmmbmfe b R eoenaeoa- Eeneeoooas
0 Y L b b
. | : i j
0.s 1 1.2 1.4

oMy
Figura§ 5.10.Area en coordenadas adimensioalizadas.

En [24] se encuentran una serie de resultados, entre los cuales tenemos los datos de la
figura§ 5.11. En esta @gfica podemos observar que éximo del desplazamiento radial en
cada punta: a tra\es del tiempo, se mantiene casi constante en todo el tubo.

T T T T T T T T T T

o
2 0012+ Radius at Systolic Peak 4
£ N - — _ S—
=
5 0011
E Unstressed Radius
o
g ooif 4
[}

0009 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Tube Length (mesh points)

Figura§ 5.11. Desplazamiento radial obtenido por Suncica [24].
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A continuacon se presentan una serie défgras de los desplazamientos radiales en
cuatro puntos distintos, usando los datos de la tabla anterior y los incrementos espacial y
temporalA¢ = 0.003 y Az = 0.015 respectivamente. En la mism&fjica se encuentran los
5 métodos trabajados. Al final se presenta urédiga con el raximo desplazamiento radial
en cada punta similar a la figuragg 5.11.

DESPLAZAMIENTO RADIAL en x=203 cm DESPLATAMIENTO RADIAL en x=284 crn

— Pulsa Inicial
119 | —— Lax-wendroft
—— McCormack

— Pulso Inicial
1.19 | —— Laxn-Wendroff
—— McCormack
—— Upwind —— Upwind
—+— RLWHE1 : : : : —+— RLWNE1
118 RLWHNEZ : : : : 118 RLWNE2

117 TAT N 3 oo

R crm
Rcm

1.13 113

1.12 112

H 1
0z 04 0.6 0s 1
tseg

1.1
0

111
0

DESPLAZAMIENTO RADIAL en x=339 cm DESPLAZAMIENTO RADIAL en x=420 cm

— Pulso Inicial : : : — Fulso Inicial
TABH e LareWandraff | oo 119 | e LawWendraf
—+— McCormack : : : —+— McCormack
—+— Upwind : : : —— Upwind
—— RLY¥WNE1 : : : —+— RLWNE1
118 RLYYNEZ : : ; i RLY/NEZ

Rcm

118

i : 1 i ; d
1110 02 0.4 06 0a 1 0 0.z 0.4 0.6 0.8 1
t seg tseg

Figura§ 5.12. Desplazamientos radiales para 203, x = 284, x = 339y z = 420 cm.
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MAXIMO DESPLAZAMIENTO RADIAL

1 [ = = = = o o e
— Maximo en la frontera : ; ; : ; : ;
— Lax-Wendroff
— McCormack
— Upwind
— RLWHE1
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cm

1.175
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Figura§ 5.13. Maximo de los desplazamientos radiales para cada vatores

En estas simulaciones podemos observar como el desplazamiento radial dgdes m
dosRichtmyer-Lax-Wendrof§f McCormackempiezan a crecer, mientras que el dékodo
Upwind decrece. Entre los @odos no eéindar propuestdRLWNE2se comporta mejor al
tender a estabilizarse. Aunque eétodoRLWNEZXecrece este lo hace muchasriento que
el métodoUpwind

5.6. Errores

Para calcular el error ocasionado por los cindetados nuréricos utilizados para re-
solver nuestro problema nos basaremos en la propiésiad fie laconservadn de la masa

La propiedad de la conservaai de la masa se cumple cuantlomasa del fluido que
transcurre por un volumen de control durante un intervalo de tiempo, no se crea ni se destru-
ye en el interior del volumerkn el cafitulo 2 vimos que esta propiedadad puede escribirse

como
0
ot
Teniendo en cuenta que estamos considerando la sangre como un fluid@&hemam-

tonces de la propiedad de la conser@iaale la masa se obtiene la propiedad de consénvaci
del area pare el caso de conductdasstlos,

/m p(z,t)A(z,t)dz| = 0.

o

1
/ A(z,t)dx = constante, (5.15)
o

5.6. ERRORES



CAPITULO 5. SIMULACIONES DEL FLUJO SANGUNEO 127

durante el tiempo.

Para esta prueba usamos los mismos datos utilizados para generar 1§ igliraon
xo = 0, z1 = 144.925 e¢m, con los incrementos temporales y espaciales dadas respectiva-
mente porAt = 0.004 y Ax = 0.0135.

La integral se calcula desps de que el pulso de entrada ha abandonado larrelg

integracon, que en este caso sucede aproximadamerte-en Entonces se debe de cumplir
gque para cada incremento temporal

107.35 107.35
/ Az, t)dx = / Apdz = 289.85 cm?.
0 0

Un nuevo ciclo cardiaco inicia en el tiempe-= 1, de manera que no tendriamos intervalo
de observadin. A4 para evitar este problentaicamente introduciremos un pulso, es decir
no tendremos periodicidad, figu§&.14.

PULSO0 DE ENTRADA DOMINIO
28 e R S - SR e — P
PR S ER— ER— R R -

261

250 i RTE o s s B B

Area

2k IR . . S e

PRI S W - I I S T -

221

21F

1} 05 1 15 2 25 3 35 4 0 50 100 144.925 200
t seg xcm

Figura§ 5.14. A la izquierda el pulso de entrada y a la derecha l@nedg integradin deA(x, t)
(recuadro amarillo). La propagaci del pulso defirea se encuentra en colorédidos.

A continuacon se presentan los resultados obtenidos en estas simulaciones. En la figura
§ 5.15 observamos la integral datea en cada incremento temporal y en la figuEal6
el error relativo obtenido para cad@&tndo. En ambas gficas podemos observar como los
errores producidos por @odosRLWNEly RLWNE2se comportan mejor que los errores
producidos poRichtmyer-Lax-Wendroff, McCormagkJpwind

5.6. ERRORES
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Figura§ 5.15. Integral dehrea de la secciones transversales para cada incremento temporal en el
intervalo[0, 144.925].
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Figura§ 5.16. Error relativo para cada incremento temporal.
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Conclusiones

En la presente tesis se trabajn tres frentes para resolver el problema planteado inicial-
mente, la modelabn del problema, desarrollo deatodos nuréricos eficientes y finalmente
su programadin computacional.

Partiendo de propiedades del flujo saimgw en vasos sanmeos largos, obtuvimos el
mismo sistema de ecuaciones diferenciales parciales bipgrlirabajado por varios au-
tores. Estas propiedadési€as fueron usadas para determinar los errores de nue€tos m
dos nungricos.

A partir de neétodos dhsicos en diferencias finitas se desarrollaron dos nuews-m
dos nungéricosRLWNE1ly RLWNE2 Estos nétodos nuraricos resuelven un sistema general
hiperkblico no lineal en forma conservativa. Se establecieron propiedades importantes que
un método eficiente debe de verificar, como lo son el error de truncamiento o deguelasi
consistencia, estabilidad lineal y consecuentemente la convergencia. Aunque dtdmirssm
son muy parecidos la principal diferencia raden la estabilidad lineal. El@odoRLWNE1
requiere una condién adicional ras de lo que necesitan lo®todos csico, cosa que no
sucede coRLWNE2

Los ejemplos nui@ricos presentados nos mostraron la gran ventaja dedtidos prop-
uestos en esta tesis, al combitipwind con Lax-Wendroffdado que nos proporciéruna
buena aproximadn a solucionesig$icas suaves, oscilatorias o discontinuas de problemas
hipertblicos.

Finalmente se realizuna serie de simulaciones néritas exitosas al problema del flujo
sanglneo. Gracias a la adimensionalizatide nuestro problema el costo computacional
para obtener las soluciones se rediijo mas. El tiempo estimado de las simulaciones hechas
en esta tesis fueron de unos pocos minutos e inclusive segundos en una computadora personal
convencional. Finalmente logramos evidenciar un mejor compartamiento détodan no
estindar sobre los &todos casicos en sistemas tipo hipélizos lineales y no lineales.
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