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Aplicación al Fluido Sangúıneo
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1
Introduccíon

Los materiales transportados de una parte del cuerpo a otro, en vertebrados u otros ani-
males grandes, generalmente envuelven fluidos (lı́quidos o gases) que se desplazan a través
de las paredes de un sistema complejo de conductos. Uno de los sistemas más ampliamente
estudiados es el sistema cardiovascular de los mamı́feros, en especial el del ser humano.

1.1. Objetivos

Como el t́ıtulo de la tesis lo indica, nuestro objetivo principal es el obtener un método
numérico para resolver de manera eficiente el problema del flujo en conductos elásticos. En
particular nos centraremos en el problema del flujo de la sangre a través de los vasos san-
gúıneos. Se desarrollará un nuevo ḿetodo nuḿerico para obtener la solución de un sistema
hiperb́olico no lineal.

Objetivos Espećıficos

Inicialmente se obtendrá un sistema diferencial parcial no estacionario para el caso uni-
dimensional, que modele el flujo sanguı́neo a trav́es de los vasos sanguı́neos utilizando los
principios de conservación de la masa y del momento.

Se realizaŕa un estudio de los ḿetodos en diferencias finitas más utilizados para resolver
sistemas hiperb́olicos tanto lineales como no lineales, detectando los problemas numéricos
que estos ocasionan al momento de obtener la solución.

Se desarrollaŕa a partir de los ḿetodos nuḿericos en diferencias finitas existentes nuevos
métodos a los que se llamará no est́andar por las diferencias mateḿaticas que presentan
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2 CAṔITULO 1. INTRODUCCIÓN

frente a los convencionales.

Una vez obtenido el nuevo ḿetodo realizaremos un análisis nuḿerico completo para de-
terminar propiedades importantes como error de truncamiento, consistencia, convergencia y
estabilidad lineal.

Finalmente utilizaremos los nuevos métodos propuestos para determinar la solución
numérica del problema del flujo sanguı́neo, comparando los resultados obtenidos con los
métodos nuḿericos convencionales y determinando el error producido a partir de los princi-
pios de conservación.

1.2. Motivación

La investigacíon mateḿatica del flujo sangúıneo en el sistema circulatorio humano es
uno de los mayores desafı́os en los siguientes años. La relevancia social y económica de es-
tos estudios es resaltada por el infortunado hecho de que las enfermedades cardiovasculares
representan la mayor causa de muerte en los paı́ses desarrollados [2].

Los proṕositos de estudiar la mecánica de los flujos fisiológicos pueden ser resumidos en
los siguientes cuatro apartados:

Fisiológicamente: Para enterder simplemente cómo trabajan los organismos de los an-
imales.

Patofisioĺogicamente: Para conocer el origen y desarrollo de enfermedades.

Diagnóstico: Para conocer si algo anda mal en un paciente mediante medidas simples
y no trauḿaticas.

Cura: Bioingenieŕıa, por ejemplo en la creación de mejores prótesis y medicamentos,
como los marcapasos.

Pero sin duda el principal impulso para desarrollar este campo de estudio es la creciente
demanda de la comunidad médica de investigaciones cuantitativas y rigurosas sobre las en-
fermedades cardiovasculares.

Originalidad de la tesis

En losúltimos ãnos varios autores han trabajado con el problema del flujo sanguı́neo en
las arterias. Los modelos matemáticos presentados en dichos trabajos son adaptaciones de
las ecuaciones diferenciales de Navier-Stokes para fluidos incompresibles.

La tesis no se limita a utilizar los modelos matemáticos ya adaptados en la bibliografı́a,
sino que deducimos el modelo diferencial en el que trabajamos a partir de los principios de
conservacíon de la f́ısica. Adeḿas, nos basamos en dichos principios para obtener una man-
era de evaluar el error producido por los métodos nuḿericos aplicados al modelo diferencial

1.2. MOTIVACIÓN



CAṔITULO 1. INTRODUCCIÓN 3

deducido.

El problema del flujo sanguı́neo ha sido abordado numéricamente mediante el uso de
métodos endiferencias finitas cĺasicos, que como se muestra en esta tesis, producen errores
significativos. Tambíen se ha trabajado porelementos finitos, los cuales requieren gran costo
computacional.

Como nuestro modelo es unidimensional tanto los algoritmos basados en diferencias
finitas como en elementos finitos obtienen resultados similares [12],[17]. Por lo que nos
parece de gran relevancia el desarrollo de nuevos métodos en diferencias finitas que eliminen
significativamente los errores generados y mantengan el bajo costo computacional de los
algoritmos en diferencias ya existentes.

1.3. Antecedentes

1.3.1. Bioĺogicos

Los principales componentes del sistema cardiovascular son el corazón, los vasos san-
gúıneos y la sangre [14].

Figura§ 1.1. Sistema cardiovascular humano.

1.3. ANTECEDENTES



4 CAṔITULO 1. INTRODUCCIÓN

El coraźon es elórgano principal del aparato circulatorio. Es un músculo estriado hueco
que act́ua como una bomba aspirante e impelente, que aspira hacia las aurı́culas la sangre
que circula por las venas, y la impulsa desde los ventrı́culos hacia las arterias.

Cada latido del coraźon desencadena una secuencia de eventos llamados ciclos cardia-
cos, que permite el movimiento de la sangre en las arterias. El latido consiste principalmente
en dos etapas: sı́stole y díastole. Elśıstolees cuando el corazón bombea la sangre al sistema
arterial, eldiástolees cuando el corazón es llenado de la sangre que viene de las venas y la
válvula áortica esta cerrada.

Figura§ 1.2. Śıstole y Díastole.

El ciclo card́ıaco hace que el corazón alterne entre una contracción y una relajacíon
aproximadamente 75 veces por minuto, es decir el ciclo cardı́aco dura unos 0.8 segundos.

El diámetro de los vasos sanguı́neos vaŕıa de unos pocos centı́metros a unos pocos mi-
crometros. Las propiedades de la sangre dependen dramáticamente del tamaño de los vasos
sangúıneos. Por ejemplo cuando el diámetro de los vasos es reducido comparado con la de
una ćelula roja (abajo de12 µm), la sangre no puede ser considerada como continua.

Las arterias son aquellos vasos sanguı́neos con díametro suficientemente grande (entre2
cm y 180 µm en el cuerpo humano), tal que las partı́culas de la sangre, principalmente célu-
las rojas y blancas, pueden ser omitidas y ası́ podemos tratar a la sangre como un continuo
en su flujo a trav́es de estos vasos.

La propiedad ḿas importante de los vasos sanguı́neos es la elasticidad de sus paredes,
dado que esta permite acomodar el volumen de sangre expulsada por el corazón a las arterias.

Como mencionamos anteriormente la sangre puede ser considerada continua, pero tam-
bién puede ser consideradahomoǵeneao tambíen llamadoincomprensible, es decir que las
variaciones de la densidad dentro del flujo son insignificantes y por lo tanto se pueden des-
preciar. Actualmente, la densidad de la sangre depende de la concentración de ćelulas rojas,
sin embargo en condiciones fisiológicas normales su valor es de1 g/cm3.

1.3. ANTECEDENTES
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1.3.2. Mateḿaticos

En la actualidad no se ha desarrollado un modelo matemático para resolver analı́tica o
numéricamente el problema del fluido sanguı́neo y prediga todos los detalles del flujo y la
presíon en las arterias e inclusive es casi imposible realizarlo [14]. Como resultado es nece-
sario introducir simplificaciones.

Mientras que es posible desarrollar modelos tridimensionales basados en principios fı́sicos
fundamentales de parte de las arterias, serı́a muy dif́ıcil derivar e implementar un modelo
tridimensional para un sistema arterial.

Los primeros modelos matemáticos usados para describir el flujo sanguı́neo consideran
las ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos homogéneos, [5], [16],

div(u) = 0, ∀x ∈ Ω, t > 0,

∂tu + (u · ∇)u +∇P − 2 div(νD(u)) = f ,

dondeu es la velocidad,P es la presíon, ν es el coeficiente de viscosidad,f son fuerzas
volumétricas y

D(u) =
1
2
(∇u +∇uT ).

El problema es bien planteado proporcionando condiciones iniciales y de frontera.

Las ecuaciones anteriores modelan el flujo en un conductos rı́gidos, de manera que no
contemplan una de las propiedades más importantes que tienen las arterias como es la elas-
ticidad.

Es posible desarrollar un modelo que describa las caracterı́sticas principales del flujo en
las arterias con un problema unidimensional. Estos modelos unidimensionales han sido es-
tudiados por varios autores. El primer estudio completo mostrando la derivación del modelo
unidimensional fue presentado en [4].

Pŕacticamente desde entonces se ha usado el mismo modelo unidimensional, pero varios
autores han utilizado diferentes ecuaciones de estado que relacionan la presión con elárea
para tener bien definido el problema.

En [12], [25] podemos encontrar relacionespresíon-área lineales. Relaciones derivadas
del Modelo del Anillo Independientepueden econtrarse en [2], [17]. Otros autores [14], [7]
derivan su ecuación de estado directamente de leyes fı́sicas como son laLey de Hooky la
Ley de Laplace.

En la presente tesis se trabaja el modelo unidimensional con diferentes ecuaciones de
estado propuesto por varios autores.

1.3. ANTECEDENTES
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1.3.3. Nuḿericos

El estudio de esquemas numéricos en diferencias finitas para la resolución de sistemas
hiperb́olicos en forma de ley de conservación, por ejemplo las ecuaciones de Navier-Stokes
espacialmente unidimensionales, se reducen a dos tipos de métodos conocidos como de tipo
Lax-Wendroffy los de tipoUpwind [8], [18], [19], [20].

Los métodos nuḿericos centrados tipoLax-Wendroffconstituyen un grupo de ḿetodos
centrados o siḿetricos, de segundo orden en espacio y tiempo que en el caso lineal conducen
al mismo esquema. Para problemas no lineales existen algunas variantes del clásico esquema
Lax-Wendroff, esquemas del tipo predictor-corrector, tales como los métodosRichtmyero
Lax-Wendroffde dos pasos y el deMcCormack.

Los métodos nuḿericosupwindpueden dividirse en dos grandes grupos: métodosFlux
Vector Splittingy Flux Difference Splitting o de tipo Godunov.

Los esquemasFlux Vector Splittingdiferencian su discretización de acuerdo con el signo
de los valores propios de la matriz Jacobiana. Como representantes importantes figuran los
esquemasSteger y Warming.

Los esquemas tipoGodunovintroducen informacíon f́ısica en su poceso de discretización
mediante la solución de problemas locales de Riemann planteados en las fronteras de dos
volúmenes de control. Estos esquemas requieren de un gran costo computacional por lo cual
no seŕan tomados en cuenta en nuestro estudio.

La utilización de los esquemas en diferencias finitas mencionados presenta dos dificu-
lades importantes con respecto a la solución en torno a discontinuidades o cambios rápidos
de la solucíon. Por un lado los ḿetodos nuḿericos cĺasicos de segundo orden producen os-
cilaciones cuando la solución es discontinua o posee cambios rápidos. Por otro lado los
esquemas upwind monótonos, basados en la dirección de los flujos, previenen la aparición
de estas falsas oscilaciones numéricas pero contienen una excesiva disipación nuḿerica en
todos los puntos del mallado puesto que son esquemas de primer orden y por consiguiente
poco precisos incluso donde la solución es suave.

Por lo tanto, si está claro que para la correcta resolución de problemas con discon-
tinuidades, choques o cambios rápidos es necesario utilizar esquemas no oscilatorios, tam-
bién es cierto que para resolver con suficiente precisión, los ḿetodos deberı́an ser de segundo
orden al menos en las regiones donde la solución no sufre fuertes cambios. En el capı́tulo 4
se desarrollaŕa un ḿetodo con estas caracterı́sticas.

La presente tesis ha utilizado información de dos trabajos de recopilación, ańalisis y
comparacíon de ḿetodos nuḿericos en diferencias finitas; el realizado por Gascón [10], en
1995 y el desarrollado por Payri [9], en 2004.

1.3. ANTECEDENTES
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1.4. Metodoloǵıa

Una vez ya establecido los antecedentes de nuestro trabajo, la tesis se desarrolla en los
siguientes cuatro capı́tulos.

En el caṕıtulo 2 obtendremos un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de primer
orden no lineal que modela el flujo sanguı́neo. En este mismo capı́tulo se realiza un pequeño
ańalisis caracterı́stico que nos permite determinar la hiperbólicidad de este sistema. También
se adimensionaliza el sistema y se establecen las condiciones iniciales y de frontera de nues-
tro problema.

En el caṕıtulo 3 introducimos los conceptos y propiedades básicas de los ḿetodos nuḿeri-
cos para resolver sistemas hiperbólicos. Adeḿas iniciamos con el análisis de los ḿetodos
clásicos en diferencias finitas más importantes, primero para el caso lineal y posteriormente
para el caso no lineal. Al final de este capı́tulo veremos algunos ejemplos numéricos que
manifiestan el comportamiento no deseado de estos métodos.

La principal aportacíon de la tesis se encuentra en el capı́tulo 4. En este se desarrolla
dos nuevos ḿetodos, llamados no estándar, usando como base los métodos ya vistos en el
caṕıtulo anterior. Se realiza un análisis de los mismos, incluyendo su error de truncamiento,
consistencia, se establece las condiciones para obtener la estabilidad lineal y como conse-
cuencia de estas propiedades se obtiene la convergencia. Para concluir con este capı́tulo se
comparan los resultados numéricos de estos nuevos métodos con los resultados de los ejem-
plos del caṕıtulo anterior.

Para finalizar la tesis, se presenta simulaciones numéricas para el modelo matemático
diferencial no lineal deducido en el capı́tulo 2. Adeḿas se adaptan los nuevos métodos
numéricos desarrollados en el capı́tulo 4 al modelo mateḿatico dado para el flujo sanguı́neo.
Adicionalmente se verifica los errores producidos por nuestros métodos mediante el uso de
los principios de conservación y se validan los resultados numéricos mediante comparación
con el comportamiento de la solución f́ısica obtenida en experimentos, para finalmente con-
cluir a partir de los resultados obtenidos.

1.4. METODOLOǴIA





2
Modelo para el flujo sanguı́neo

A continuacíon introduciremos el modelo ḿas simple para la dińamica del flujo en vasos
sangúıneos. Este modelo será deducido de los principios de conservación b́asicos propor-
cionándo un modelo no lineal y unidimensional.

2.1. Notacíon y suposiciones b́asicas

El modelo describe el movimiento del flujo en las arterias y su interacción con el des-
plazamiento de la pared del vaso sanguı́neo. Las ecuaciones serán derivadas en un tramo de
una arteria que no contiene bifurcaciones, el cual estará representando por un tubo cilı́ndrico.

Denotaremos porI = (t0, t1) al intervalo de tiempo en el cual estamos interesados y por
conveniencia tomaremost0 = 0. SeaΩt el dominio espacial el cual se supone un cilindro
circular lleno de sangre, además es cambiante con el tiempo bajo la acción del pulso del
fluido, ver figura§ 2.1.

Como estamos trabajando con una geometrı́a ciĺındrica, es adecuado usar coordenadas
cilı́ndricas en vez de coordenadas cartesianas. Entonces indicaremos coner, eθ, ex los vec-
tores unitarios radial, circunferencial y axial respectivamente;x = (r, θ, x) seŕan las corres-
pondientes coordenadas.

Asumiremos que el vaso sanguı́neo se extiende dex = 0 a x = L y la longitudL es
constante en el tiempo.

9



10 CAṔITULO 2. MODELO PARA EL FLUJO SANGÚINEO

Figura§ 2.1. DominioΩt representanto una porción de la arteria.

Figura§ 2.2. Geometŕıa simplificada. La arteria es asumida como
un cilindro recto con secciones transversales circulares.

2.2. Suposiciones simplificadoras del modelo

El modelo b́asico es deducido haciendo las siguientes suposiciones simplificadoras:

1. Simetŕıa axial. Todas las cantidades son independientes de la coordenada angularθ.
Como consecuencia, cada sección axialS(x, t) conx = constante se mantiene cir-
cular durante el movimiento de las paredes, ver figura§ 2.2. Entonces el radio del tubo
R esúnicamente una función dex y t:

R = R(x, t).

2. Desplazamiento radial.Las paredes se desplazanúnicamente en dirección radial. Este
suposicíon es plausible dado que en la práctica los deplazamientos axiales son muy
pequẽnos.

3. Ejes ciĺındricos fijos.Esta suposición significa que el vaso sanguı́neo se expandirá y
contraeŕa alrededor de sus ejes, los cuales se mantienen fijos con respecto al tiempo.
Esta hiṕotesis es consistente con la simetrı́a axial. Sin embargo este supuesto impide
la posibilidad de tomar en cuenta los desplazamientos de los ejes arteriales como las
que ocurren en las coronarias a causa del movimiento del corazón.

4. Presíon constante en cada sección axial.Asumiremos que la presiónP es constante
en cada sección, aśı solo depende dex y t:

P = P (x, t).

2.2. SUPOSICIONES SIMPLIFICADORAS DEL MODELO
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5. No hay fuerzas voluḿetricas.Eliminaremos las fuerzas volumétricas o exteriores, es
decir aquellas que actúan sobre una porción de volumen sin contacto fı́sico directo,
por ejemplo las fuerzas gravitacionales.

6. Dominio de la velocidad axial.Los componentesur y uθ de la velocidad no son signi-
ficativos comparados con la velocidad a lo largo del ejex, por lo tanto son eliminados
del modelo. Adeḿas supondremos

ux(x, t) = u

dondeu es la velocidad promedio en cada sección axial.

Si denotamos porS = S(x, t) a cada sección transversal, entonces su medidaA (área)
estaŕa dada por

A(x, t) =
∫
S(x,t)

dσ = πR2(x, t), (2.1)

y la velocidad promediou es dada por

u(x, t) =
1
A

∫
S(t,x)

ux(x, t)dσ. (2.2)

De esta manera quedan definidas tres de las variables principales de nuestro problema:
P , u y A.

2.3. Deduccíon del modelo

El comportamiento de un fluido se describe a partir de las cantidades que lo caracterizan
(densidad, velocidad, etc.), entonces estamos interesados en estudiar la variación de estas
cantidades a lo largo del tiempo.

Tenemos que fı́sicamente

La variación en el tiempo de la cantidadw de un fluido en un volumen de con-
trol, se debeúnicamente a los aportes (positivos o negativos) de las fuentes
voluḿetricas (fuerzas gravitatorias, electromagnéticas, etc.) y a las fuerzas de
superficie a trav́es de la frontera.

El principio f́ısico anterior lo podemos expresar matemáticamente . SeaΣt = Ωt ×
[0,+∞), siw y F sonC0(Σt) y T esC0(Σt) entonces

d

dt

∫
Ωt

w(x, t)dV (x) =
∫

Ωt

F (w)dV (x) +
∫

∂Ωt

T(w)nds ∀t ≥ 0, (2.3)

dondew es lavariable de conservación,F (w) es el t́ermino defuente voluḿetricay T(w) es
el término defuente superficialasociados a la variable de conservación. A (2.3) se le conoce
comoPrincipio de Conservacíon de la variablew.

2.3. DEDUCCÍON DEL MODELO
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Pero muchas veces estamos interesados en la forma diferencial de nuestro problema.
Entonces siu es la velocidad del fluido yw,u, T sonC1(Σt) entonces la forma integral es
equivalente a

∂w

∂t
+ div(wu) = div(T(w)) + F (w) ∀t ≥ 0

conocida comoLey de conservación de la variablew.

Tambíen es importante mencionar dos propiedades importantes para cambiar de la forma
integral a la forma diferencial y que serán usadas en la deducción de nuestro modelo, estas
son elTeorema de Transporte de Reynoldsy Teorema de la Divergencia[1].

Teorema de Transporte de Reynolds

Seanw y u =
dx
dt

funcionesC1(Σt), entonces

d

dt

∫
Ωt

w(x, t)dV (x) =
∫

Ωt

[
dw

dt
(x, t) + div(w(x, t)u(x, t))

]
dV (x).

Teorema de Divergencia de Gauss
SeaT ∈ C1(Σt), entonces∫

Ωt

div(T (w))dV (x) =
∫

∂Ωt

T (w(x, t))nds.

2.3.1. Principio de conservacíon de la masa

Nuestra primera ecuación se deduce a partir de una propiedad fı́sica conocida comoPrin-
cipio de Conservación de la Masa[1] la cual establece:

La masa contenida en un volumen de control se conserva a lo largo del tiempo.

En la figura§ 2.3 podemos observar el volumen de controlΩc
t usado para nuestro pro-

blema. Aqúı [x0, x1] es un intervalo arbitrario.

Figura§ 2.3. Volumen de control.

2.3. DEDUCCÍON DEL MODELO
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Aśı esta ley es planteada matemáticamente de la forma

d

dt

[∫
Ωc

t

ρ(x, t)dV

]
= 0, (2.4)

dondeρ(x, t) es la funcíon densidad y representa la masa del fluido por unidad de volumen.
Ahora supondremos que la densidad es constante en cada sección axial de manera queρ
únicamente depende dex y t:

ρ = ρ(x, t).

Entonces la ecuación (2.4) puede ser escrita de la forma

d

dt

[∫ x1

x0

(∫
S
ρ(x, t)dσ

)
dx

]
= 0,

luego
d

dt

[∫ x1

x0

(
ρ(x, t)

∫
S
dσ

)
dx

]
= 0.

Por lo tanto
d

dt

[∫ x1

x0

ρ(x, t)A(x, t)dx
]

= 0, (2.5)

la cual es laforma integralde la ley de conservación de la masa.

Para encontrar la forma diferencial supongamosρA esC1(Σt) y apliquemos el teorema
detransporte de Reynolds,

d

dt

[∫ x1

x0

ρA(x, t)dx
]

=
∫ x1

x0

[
∂(ρA)
∂t

(x, t) +
∂(ρAu)
∂x

(x, t)
]
dx,

usando (2.5) se sigue∫ x1

x0

[
∂(ρA)
∂t

(x, t) +
∂(ρAu)
∂x

(x, t)
]
dx = 0

y como nuestro intervalo[x0, x1] es arbitrario obtenemos

∂(ρA)
∂t

+
∂(ρAu)
∂x

= 0, (2.6)

la cual es la forma diferencial de la primera ecuación de nuestro modelo.

2.3.2. Principio de conservacíon del momento

La deduccíon de nuestra segunda ecuación seŕa a partir de laSegunda Ley de Newtono
tambien llamadaLey mećanica de accíon y reaccíon [1], la cual establece:

2.3. DEDUCCÍON DEL MODELO
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La variación temporal de la cantidad de movimiento contenida en un volumen
de control es igual a la suma de las fuerzas que actúan sobre el mismo.

Tenemos que la cantidad de movimiento se define como la masa por la velocidad, en-
tonces considerando el volumen de control de la figura§ 2.3 se tiene

d

dt

[∫
Ωc

t

ρu(x, t)dV

]
=
∫

Ωc
t

F (ρu(x, t))dV +
∫

∂Ωc
t

T(ρu(x, t))nds

Pero en nuestras suposiciones iniciales descartamos fuerzas volumétricas yúnicamente
consideraremos a la presión como fuerza superficial dado que la viscosidad del fluido no es
considerada en nuestro modelo. Entonces

d

dt

[∫
Ωc

t

ρ(x, t)u(x, t)dV

]
= −

∫
∂Ωc

t

P (x, t)nds, (2.7)

Si suponemos que nuestras variables son de claseC1(Σt), entonces aplicando elteorema
de divergencia de Gaussobtenemos

d

dt

[∫
Ωc

t

ρ(x, t)u(x, t)dV

]
= −

∫
Ωc

t

∂P

∂x
(x, t)dV

el cual puede ser escrito en la forma

d

dt

[∫ x1

x0

(∫
S
(ρu)(x, t)dσ

)
dx

]
= −

∫ x1

x0

(∫
S

∂P

∂x
(x, t)dσ

)
dx,

entonces

d

dt

[∫ x1

x0

(
(ρu)(x, t)

∫
S
dσ

)
dx

]
= −

∫ x1

x0

(
∂P

∂x
(x, t)

∫
S
dσ

)
dx,

aśı
∂

∂t

[∫ x1

x0

(ρu)(x, t)A(x, t)dx
]

= −
∫ x1

x0

∂P

∂x
(x, t)A(x, t)dx.

Aplicando elTeorema de Transporte de Reynolds∫ x1

x0

(
∂(ρAu)
∂t

(x, t) +
∂(ρAu2)
∂x

(x, t)
)
dx =

∫ x1

x0

−A∂P
∂x

(x, t)dx,

entonces ∫ x1

x0

(
∂(ρAu)
∂t

(x, t) +
∂(ρAu2)
∂x

(x, t) +A
∂P

∂x
(x, t)

)
dx = 0,

y como[x0, x1] es arbitrario se sigue laley de la conservación del momento

∂(ρAu)
∂t

+
∂(ρAu2)
∂x

+A
∂P

∂x
= 0, (2.8)

la cual es la segunda ecuación diferencial que modela nuestro problema.

2.3. DEDUCCÍON DEL MODELO
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2.4. Modelo con flujo homoǵeneo

Si suponemos que el fluido es homogéneo, es decir que la densidadρ es constante en el
ejex entonces las ecuaciones (2.6) y (2.8) se reducen a

∂A

dt
+
∂(Au)
∂x

= 0 (2.9)

∂(Au)
∂t

+
∂(Au2)
∂x

+
A

ρ

∂P

∂x
= 0 (2.10)

Este sistema se puede escribir en una forma más simple el cual deduciremos a continua-
ción.

Dividiendo entreA y derivando los productos en la ecuación (2.10) obtenemos

1
A

(
A
∂A

∂t
+ u

∂u

∂t

)
+

1
A

(
Au

∂u

∂x
+ u

∂Au

∂x

)
+

1
ρ

∂P

∂x
= 0,

simplicando y agrupando términos

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+

1
ρ

∂P

∂x
+
(
u

A

∂A

∂t
+
u

A

∂(Au)
∂x

)
= 0,

ahora sustituimos la ecuación (2.9)

∂u

∂t
+

∂

∂x

(
1
2
u2

)
+

1
ρ

∂P

∂x
+
(
u

A

(
−∂(Au)

∂x

)
+
u

A

∂(Au)
∂x

)
= 0,

entonces
∂u

∂t
+

∂

∂x

(
1
2
u2 +

1
ρ
P

)
= 0. (2.11)

Por lo tanto tenemos nuestro sistema en forma conservativa, ya que las componentes del
vector solucíon encierra las variables fı́sicas conservadas, A

u


t

+

 Au

1
2
u2 +

1
ρ
P


x

= 0. (2.12)

Podemos observar que tenemos tres variablesA, u, P y únicamente dos ecuaciones,
aśı es necesario de una tercera ecuación que deduciremos de las propiedades fı́sicas del
problema, llamadaecuacíon de estado.

2.5. Ecuacíon de estado

Para la tercera ecuación se asume que la presiónP es una funcíon deláreaA. Diferentes
modelos pueden ser obtenidos escogiendo diferentes leyespresíon-área.

La descripcíon b́asica de elasticidad, para casos de estiramiento longitudinal, esta dada
por laLey de Hooke[7] ,

2.4. MODELO CON FLUJO HOMOǴENEO
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La deformacíon de un śolido es directamente proporcional a las tensiones apli-
cadas.

Si consideramos la dimensión longitudinal de un elemento elástico largo sin tensión de
longitudy0, entonces esta ley esta representada por

T = E
∆y
y0
, (2.13)

dondeT es la tensíon,∆y es el cambio de longitud desdey0 y E(x) es elMódulo de Elas-
ticidad ó Módulo de Young, el cual caracteriza el comportamiento del material elástico. En
nuestro modelo tomaremosE constante.

Digamos queV0 es el volumen del cilindro sin tensión. Entonces cualquier incremento
en el volumen producirá tensíon en las paredes, entonces de (2.13) obtenemos

T = E

(
R

R0
− 1
)
.

Las caracterı́sticas presíon-volumen de los vasos sanguı́neos pueden ser relacionados a
la elasticidad considerando la geometrı́a del vaso sanguı́neo y laLey de Laplace

La presíon intravascular determina la fuerza o tensión en las paredes, esta
fuerza y la elasticidad determinan la circunferencia y finalmente la circunferen-
cia determina el volumen.

Es adecuado aplicar la Ley de Laplace cuando las paredes son delgadas (supondremos
que el espesor de la arteriah, es pequẽna con respecto al radio inicialR0: h/R0 � 1),
entonces si tenemos un cilindro con paredes delgadas, la relación proporcionada por esta ley
es

P =
Th

R
, (2.14)

dondeP es la presíon,T es la tensíon de la pared,h es el grosor de la pared del vaso san-
gúıneo yR0 es el radio interno sin tension.

Combinando laśultimas dos ecuaciones obtenemos

P =
Eh

R0

(
1− R0

R

)
.

ComoA = πR2, se sigue que
R0

R
=

√
A0

A
,

entonces sustituyendo

P =
Eh

R0

(√
A0

A
− 1

)
.

2.5. ECUACIÓN DE ESTADO
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Por lo tanto si llamamos

β0 =
Eh

R0
=
Eh
√
π√

A0
, (2.15)

tenemos que

P = β0

(
1−

√
A0

A

)
. (2.16)

Para incluir el hecho que el radio de los vasos cambian de manera más lenta a presiones
más grandes, introduciremos el parámetroβ1 y definiremos

P = β0

(
1−

(
A0

A

)β1
)
, (2.17)

dondeβ1 > 0 describe la respuesta no lineal tensión-esfuerzo. Lasβ1 grandes (β1 → ∞)
corresponden a paredes más ŕıgidas.

Si en la Ley de Laplace tomamos a la presión únicamente proporcional a la tensión que
producen las paredes arteriales,

P =
Th

R0
,

fácilmente llegamos a la relación usada por varios autores [2], [12],[17], [24],

P = β0

((
A

A0

)β1

− 1

)
, (2.18)

la cual tambíen puede ser obtenida a partir delModelo de Anillo Independiente[3].

En particular usaremos las constantesβ1 = 1/2, 1, 2 las cuales nos proporcionan una
relacíon de tipo raiz, una lineal y otra cuadrática respectivamente.

Por lo tanto nuestro modelo tiene la forma

∂U

∂t
+
∂f(U)
∂x

= 0 (2.19)

donde

U =

 A

u

 y f(U) =

 Au

1
2
u2 +

1
ρ
P

 ,
en el cual

P = ψ(A,A0, β0)

y la funciónψ esta determinada por cualquiera de la ecuaciones (2.17), (2.18).

2.5. ECUACIÓN DE ESTADO
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2.6. Hiperbolicidad

Un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de la forma

∂U

∂t
+H(U)

∂U

∂x
+ S(U) = 0 (2.20)

dondeU : R × R → Rm, H ∈ Rm×m y S : Rm → Rm es hiperb́olico [19] si H es
diagonalizable con valores propios reales. Ası́ podemos descomponer

H = L−1ΛL (2.21)

dondeΛ = diag(λ1, λ2, . . . , λm) es una matriz diagonal de valores propios yL = [l1, l2, · · · , ln]
es una matriz de vectores propios. El sistema es llamadoestrictamente hiperb́olico si todos
sus valores propios son distintos.

Veamos que efectivamente nuestro problema es de tipo hiperbólico. El sistema (2.19)
puede ser escrito de la forma A

u


t

+

 Au

1
2
u2


x

+

 0

1
ρ
ψ(A,A0, β0)


x

= 0,

Ahora tenemos que
∂P

∂x
=
∂ψ

∂A

∂A

∂x
+

∂ψ

∂A0

∂A0

∂x
+
∂ψ

∂β0

∂β0

∂x

entonces transformando a forma cuasilineal tenemos A

u


t

+

 u A

0 u

 A

u


x

+

 0 0
1
ρ

∂ψ

∂A
0

 A

u


x

+

 0
1
ρ

(
∂ψ

∂A0

∂A0

∂x
+
∂ψ

∂β0

∂β0

∂x

)  = 0.

Por lo tanto nuestro sistema es equivalente a (2.20) donde

H(U) =

 u A

1
ρ

∂ψ

∂A
u


y

S(U) =

 0
1
ρ

(
∂ψ

∂A0

∂A0

∂x
+
∂ψ

∂β0

∂β0

∂x

)  .

2.6. HIPERBOLICIDAD
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Observacíon 2.1.
Podemos ver que siA0 y β0 son constantes entonces el sistema (2.20) es homogéneo.

Denotemos por

c =

√
A

ρ

∂ψ

∂A

entonces

H(U) =

[
u A
c2

A u

]
,

aśı facilmente podemos ver que los valores propios de dicha matriz están determinados por

(λ− u)2 − c2 = 0,

es decir, los valores propios son

λ1 = u+ c y λ2 = u− c (2.22)

De las relaciones presión-́area de la sección anterior podemos observar que en todos los
casos se cumple que

∂ψ

∂A
≥ 0,

más áun, siA > 0, la cual es una condición necesaria para tener una solución f́ısica relevante,
se tiene que

∂ψ

∂A
> 0.

Por lo tanto la matrizH posee dos valores propios reales y distintos, es decir tenemos un
sistema estrictamente hiperbólico de ecuaciones diferenciales parciales.

2.7. Adimensionalizacíon

Con el objetivo se simplificar los cálculos en el ańalisis y simulaciones nuḿericas que
posterioremente haremos al sistema (2.19), es muy adecuado adimensionalizarlo, es decir,
cambiar nuestras variables a otras que no dependan de las unidades en que estemos traba-
jando. Entonces usaremos el mismo procedimiento empleado por I. Surovtsova en [12] para
adimensionalizar nuestro problema.

Consideremosβ0 y A0 constantes. Entonces introduzcamos las coordenadas adimensio-
nalizadas

x = Mxx̄

t = Mtt̄

u = Muū (2.23)

A = MAĀ

P = MP P̄

2.7. ADIMENSIONALIZACIÓN



20 CAṔITULO 2. MODELO PARA EL FLUJO SANGÚINEO

Sustituyendo en la primera ecuación del sistema (2.19)

∂A

∂t
+
∂Au

∂x
= 0,

tenemos que
MA

Mt

∂Ā

∂t̄
+
MAMu

Mx

∂Āū

∂x̄
= 0,

o equivalentemente
∂Ā

∂t̄
+
MuMt

Mx

∂Āū

∂x̄
= 0.

Para la segunda ecuación

∂u

∂t
+

∂

∂x

(
1
2
u2 +

1
ρ
P

)
= 0

tenemos que
Mx

Mt

∂ū

∂t̄
+
M2

u

Mx

∂

∂x̄

(
1
2
ū2

)
+

1
ρ

MP

Mx

∂P̄

∂x̄
= 0,

o equivalentemente

ρ
MuMx

MPMt

∂ū

∂t̄
+ ρ

M2
u

MP

∂

∂x̄

(
1
2
ū2

)
+
∂P̄

∂x̄
= 0,

y si establecemos la relación entre las constanteMt y Mx dada por

Mx = MuMt, (2.24)

tenemos que

ρ
M2

u

MP

∂ū

∂t̄
+ ρ

M2
u

MP

∂

∂x̄

(
1
2
ū2

)
+
∂P̄

∂x̄
= 0.

Por lo tanto si tomamos

Mu =

√
β0

ρ

MA = A0 (2.25)

MP = β0

entonces

ρ
M2

u

MP
= 1.

Aśı nuestro sistema se reduce a Ā

ū


t̄

+

 Āū

1
2
ū2 + P̄


x̄

= 0, (2.26)

2.7. ADIMENSIONALIZACIÓN
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cuya principal diferencia con el sistema (2.19) radica en que la densidadρ ya no se encuentra.

Nuestras ecuaciones de estado (2.17) y (2.18) que determinan las relacionespresíon-
área aún se siguen cumpliendo en nuestras nuevas coordenadas adimensionalizadas(x̄, t̄),
tenemos

P (x̄, t̄) = β0

(
1−

(
A0

A(x̄, t̄)

)β1
)
,

entonces

P̄ = 1−
(

1
Ā

)β1

,

y como las constantes no figuran en la ecuación diferencial, finalmente obtenemos el sistema Ā

ū


t̄

+

 Āū

1
2
ū2 −

(
1
Ā

)β1


x̄

= 0. (2.27)

Analogamente si consideramos (2.18) obtenemos

P̄ = (Ā)β1 − 1,

y consecuentemente  Ā

ū


t̄

+

 Āū

1
2
ū2 + (Ā)β1


x̄

= 0. (2.28)

2.8. Problema con condiciones iniciales y de frontera

Aunque existen varios tipos de problemas con condiciones iniciales y de frontera que
son de inteŕes en el estudio de la dinámica del flujo sanguı́neo, en el presente trabajo nos
enfocaremos en el problema con dominio

D = {(x, t) | 0 ≤ x <∞, t ≥ 0} (2.29)

en el cual se proporcionan los datos iniciales para elárea y la velocidad y condiciones de
frontera sobre la parte izquierda del dominio, prescribiendo un pulso de entrada. Estas condi-
ciones se adaptan perfectamente al hecho de que queremos modelar como se comporta el
flujo sangúıneo cuando un pulso atraviesa una arteria larga.

En esta sección citaremos algunos resultados que proveen condiciones bajo las cuales un
sistema de condiciones iniciales y de frontera en forma conservativa admite solución conti-
nua. La prueba de estos resultados fue desarrollado por S. Canic en [23]. La demostración se
basa en el estudio del comportamiento de la solución y su primera derivada a lo largo de las
curvas caracterı́sticas.

2.8. PROBLEMA CON CONDICIONES INICIALES Y DE FRONTERA
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La principal suposicíon hecha por S. Canic es que nuestro sistema puede ser escrito
en t́erminos de lasvariables caracteŕısticaso Riemann invariantes. Veamos a continuación
cuáles son las variables caracterı́sticas de nuestro problema.

Nuestro estudio se centra en un sistema de2× 2 en forma de ley de conservación

∂U

∂t
+
∂f(U)
∂x

= 0

dondeU(x, t) ∈ R2 y f : R2 → R2 es una funcíon suave. Hemos visto que nuestro sistema
es estrictamente hiperbólico, esto es que existen dos valores propios diferentes,λ < µ,
entonces podemos considerar el sistema en variables caracterı́sticas

zt + λ(z, w)zx = 0, (2.30)

wt + µ(z, w)wx = 0, (2.31)

dondez y w son lasvariables caracteŕısticaso Riemann invarianteslas cuales son funciones
desconocidas yλ, µ son funciones suaves que dependen dez y w. Adeḿas, asumiremos que
el sistema es genuinamente no lineal, es decir

∂λ

∂z
6= 0 y

∂µ

∂w
6= 0

en el dominio bajo consideración.

Consideremos las siguientes condiciones iniciales y de frontera sobre el dominioD,

t = 0 : z = z0(x), w = w0(x) (0 ≤ x <∞) (2.32)

x = x1(t) : w = g(t, z) (2.33)

donde sin ṕerdida de generalidad podemos asumir quex1(t) = 0. Entonces se puede de-
mostrar que bajo ciertas condiciones el problema admite unaúnica solucíon. Las hiṕotesis
básicas son las siguientes:

H1. Suavidad de los datos. Los datosw0, z0 y g son de claseC1(D) y la fronterax1 ∈
C2(D).

H2. Estimaciones a priori. La fronterax1 es no caracterı́stica. Ḿas precisamente,

λ(z, w) < x′1(t) < µ(z, w) sobre x = x1(t),

µ(z, w)− x′1(t) ≥M(T0, Z,W ), ∀0 ≤ t ≤ T0, ∀|z| ≤ Z, ∀|w| ≤W,

dondeM(T0, Z,W ) > 0.

H3. Datos iniciales. ‖(z0, w0)‖ es acotada yz′0(x) ≤ 0, w′0(x) ≥ 0 para0 ≤ x <∞.
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H4. Datos en la frontera. La dependencia deg sobrez es tal que

∂g

∂z
≥ 0.

H5. Valores propios. Los valores propios satisfacen

∂λ

∂z
< 0,

∂µ

∂w
> 0.

H6. Compatibilidad. Se deben de cumplir las siguientes condiciones de compatibilidad

w0(0) = g(0, z0(0)),

x′1(0)− µ(z0(0), w0(0))w′0(0) =
∂g

∂t
(0, z0(0))

+
∂g

∂z
(0, z0(0))

(
x′1(0)− λ(z0(0), w0(0))

)
z′0(0).

De manera que tenemos el siguiente resultado

TEOREMA 1
Supongamos que se cumplen las hipótesis H1-H6. Si∂g

∂t ≤ 0 el problema de
valores iniciales y condiciones de frontera (2.30)-(2.33) admite unaúnica solu-
ción globalC1 (z(x, t), w(x, t)) sobre el dominioD.

Pero este teorema es general, entonces veamos que implicación tiene en el sistema de
nuestro problema particular. Lo primero que debemos de hacer es encontrar el sistema con
variables caracterı́sticas asociado a nuestro sistema (2.26).

CuandoA0 y β0 son constantes el sistema (2.26) puede escribirse en forma cuasilineal

∂Ū

∂t̄
+H(Ū)

∂Ū

∂x̄
= 0, (2.34)

donde

Ū =

[
ū

Ā

]
, y H(Ū) =

 ū Ā

∂P̄

∂Ā
ū

 .
Entonces, si escribimos

H = L−1ΛL,

donde

Λ =

[
λ 0
0 µ

]
, y L =

[
l11 l12

l21 l22

]
.
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24 CAṔITULO 2. MODELO PARA EL FLUJO SANGÚINEO

Al multiplicar por la derechaL al sistema (2.34), obtenemos que

L
∂Ū

∂t̄
+ ΛL

∂Ū

∂x̄
= 0

o equivalentemente l11
∂Ā

∂t̄
+ l12

∂ū

∂t̄

l21
∂Ā

∂t̄
+ l22

∂ū

∂t̄

+

 λ 0

0 µ


 l11

∂Ā

∂x̄
+ l12

∂ū

∂x̄

l21
∂Ā

∂x̄
+ l22

∂ū

∂x̄

 = 0.

Por lo tanto si existen variablesz, w tales que

∂z

∂A
= l11

∂z

∂u
= l12 (2.35)

∂w

∂A
= l21

∂w

∂u
= l22 (2.36)

obtenemos el sistema
∂z

∂Ā

∂Ā

∂t̄
+
∂z

∂ū

∂ū

∂t̄

∂w

∂Ā

∂Ā

∂t̄
+
∂w

∂ū

∂ū

∂t̄

+

 λ 0

0 µ




∂z

∂Ā

∂Ā

∂x̄
+
∂z

∂ū

∂ū

∂x̄

∂w

∂Ā

∂Ā

∂x̄
+
∂w

∂ū

∂ū

∂x̄

 = 0,

y consecuentemente 
∂z

∂t̄
∂w

∂t̄

+

 λ 0

0 µ




∂z

∂x̄
∂w

∂x̄

 = 0.

Si denotamos por

c̄ =

√
∂P̄

∂Ā
Ā, (2.37)

entonces los valores propios deH son

λ = ū− c̄ (2.38)

µ = ū+ c̄ (2.39)

y la correspondiente matrizL de vectores propios

L =

[ c̄
Ā

1

c̄
Ā

−1

]
. (2.40)

Usando la relación

P̄ = 1−
(

1
Ā

)β1
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y (2.37) tenemos que
c̄1 =

√
β1Ā

−β1/2

e inmediatamente podemos ver que

∂c̄1
∂A

= −β1

2
c̄1
A
,

entonces

z1 = − 2
β1
c̄1 + ū, (2.41)

w1 = − 2
β1
c̄1 − ū, (2.42)

satisfacen

∂z1
∂A

= − 2
β1

∂c̄1
∂A

=
c̄1
A

∂z1
∂u

= 1

∂w1

∂A
= − 2

β1

∂c̄1
∂A

=
c̄1
A

∂w1

∂u
= −1

Por lo tantoz1 y w1 sonvariables caracteŕısticasde nuestro problema.

Aśı de estas relaciones se duduce que

z1 − w1 = 2ū,

y

z1 + w1 = − 4
β1
c̄1 = − 4

β1

√
β1Ā

−β1/2

entonces podemos escribir nuestras variables originales en términos de las variables carac-
teŕısticas

ū =
z1 − w1

2
(2.43)

Ā =
[
−
√
β1

4
(z1 + w1)

]−2/β1

(2.44)

Por lo tanto en t́erminos de variables caracterı́sticas, nuestro problema es estudiar el
sistema (2.30)-(2.31) con las condiciones iniciales y de frontera dadas por

Cond. Iniciales : z1(x̄, 0) = − 2
β1

√
β1Ā

β1/2
0 + ū(x̄, 0), (0 ≤ x̄ <∞)

w1(x̄, 0) = − 2
β1

√
β1Ā

β1/2
0 − ū(x̄, 0), (0 ≤ x̄ <∞)

Cond. frontera : z1(0, t̄) = w1(0, t̄) + 2ūpul(t̄), (0 ≤ t̄ <∞)
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dondeūpul(t̄) ∈ C1(D) es el pulso de velocidad entrante.

Aśı en t́erminos de las variables originales tenemos las condiciones

Iniciales : Ā(x̄, 0) =
A(x̄, 0)
MA

=
A0

A0
= 1 (0 ≤ x̄ <∞)

ū(x̄, 0) =
u(x̄, 0)
Mu

=
0
Mu

= 0 (2.45)

Frontera : ū(0, t̄) = ūpul(t̄), (0 ≤ t̄ <∞)

Ā(0, t̄) =
[
−
√
β1

4
(w1(0, t̄) + z1(0, t̄))

]−2/β1

(2.46)

Análogamente si consideramos

P̄ =
(
Ā
)β1 − 1

y (2.37) tenemos que
c̄2 =

√
β1Ā

β1/2,

y las variables caracterı́sticas

z2 =
2
β1
c̄2 + ū, (2.47)

w2 =
2
β1
c̄2 − ū (2.48)

y las variables originales en términos de estas variables carcterı́sticas est́an dadas por

ū =
z2 − w2

2

Ā =
[√

β1

4
(w2 + z2)

]2/β1

y las condiciones

Iniciales : Ā(x̄, 0) = 1 (0 ≤ x̄ <∞)
ū(x̄, 0) = 0 (2.49)

Frontera : ū(0, t̄) = ūpul(t̄), (0 ≤ t̄ <∞)

Ā(0, t̄) =
[√

β1

4
(w2(0, t̄) + z2(0, t̄))

]2/β1

. (2.50)

Por lo tanto, usando los resultados desarrollados en [23], tenemos que para nuestro pro-
blema, elTeorema 1se reduce al siguiente resultado.
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TEOREMA 2
Consideremos el sistema (2.27)ó (2.28) con las condiciones iniciales y de fron-
tera (2.45)-(2.46)́o (2.49)-(2.50). Si se cumplen las condiciones

ūpul(0) = 0, ū′pul(0) = 0, (2.51)

ūpul(t̄) ≥ −
1
4
z0 (2.52)

y
ū′pul(t̄) ≤ 0, ∀t̄ ≥ 0, (2.53)

entonces el problema admite unaúnica solucíon a pedazos de claseC1.

En el caso donde los datos de la frontera izquierda corresponden a pulsos, la hipótesis
(2.53) claramente no es satisfecha. Ası́ debido al cambio de signou′pul(t) se producenondas
de choqueen nuestra solución (cruces de curvas caracterı́sticas).

Pero bajo un ańalisis caracterı́stico serio, I. Surovtsova [12], S. Canic [23] y Keener [15]
han determinado el primer punto de choque de las curvas caracterı́sticas, cuyos resultados
han arrojado que este sucede fuera de cualquier dominio fisiológicamente relevante del sis-
tema circulatorio.
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3
Métodos Nuḿericos Cĺasicos en Diferencias

Finitas para Sistemas Hiperbólicos

El modelo mateḿatico (2.19), desarrollado en el capı́tulo anterior, es un sistema de ecua-
ciones en derivadas parciales no lineales. Resolverlo de manera analı́tica resulta imposible si
no se realizan ciertas simplificaciones. Por lo que, en esta tesis se obtienen soluciones apro-
ximadas de (2.19) a partir de métodos conservativos en diferencias finitas. Pero antes, en este
caṕıtulo revisaremos la teorı́a b́asica de los ḿetodos nuḿericos para para sistemas hiperbóli-
cos. Enfatizaremos en los conceptos básicos que se cumplen tanto para el caso lineal como
para el no lineal.

3.1. Métodos en diferencias finitas para sistemas lineales

Consideremos el problema de Cauchy en una dimensión

ut +Aux = 0, −∞ < x <∞, t ≥ 0, (3.1)

u(x, 0) = u0(x),

dondeu es una funcíon vectorial dem componentes yA es uma matriz dem×m elementos,
diagonalizable y con valores propios reales (sistema hiperbólico).

Discretizaremos el planoxt escogiendo un mallado con tamaño de paso espacialh = ∆x
y temporalk = ∆t, ver figura§ 3.1 y definiremos los puntos de discretización (xj , tn) por

xj = jh, j = . . . ,−1, 0, 1, 2, . . .
tn = nk, n = 0, 1, 2, . . .

29
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Tambíen nos seŕa útil definir

xj+1/2 = xj + h/2, tn+1/2 = tn + k/2.

Además denotemosUn
j ∈ Rm la aproximacíon de la solucíon exactaun

j = u(xj , tn) en
los puntos discretizados.

Figura§ 3.1 Discretizacíon t́ıpica del dominio de aproximación.

3.1.1. Conceptos b́asicos

Estamos interesados en estudiarúnicamentemétodos explı́citos de dos nivelespor su
sencillez en ćalculos mateḿaticos y computacionales frente a los métodos impĺıcitos, pag.
226 [30]. Estos ḿetodos pueden ser escritos de la forma

Un+1 = Hk(Un), (3.2)

dondeUn+1 representa el vector de aproximaciónUn+1
j en el tiempotn+1, es decir

Un+1 =



...
Un+1
−1

Un+1
0

Un+1
1
...


.
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y Hk es un operador en diferencias. El valorUn+1
j en un punto particularj tı́picamente

depende de varios valores del vectorUn, entonces escribiremos

Un+1
j = Hk(Un; j). (3.3)

Por ejemplo en elMétodo de Lax-Wendroff

Un+1
j = Un

j −
k

2h
A
(
Un

j+1 + Un
j−1

)
− k2

2h2
A2
(
Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1

)
,

tenemos que el operadorHk toma la forma

Hk(Un; j) = Un
j −

k

2h
A
(
Un

j+1 + Un
j−1

)
− k2

2h2
A2
(
Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1

)
.

Error de truncamiento local y consistencia

El error de truncamiento localτh,k(x, t) se puede entender como una medida local de
qué tan bueno es el modelo discreto en diferencias finitas con respecto al modelo diferencial
del que se parte.

El error se calcula reemplazando la aproximación Un
j del método por la solución re-

al u(xj , tn). La solucíon real de la ecuación diferencial parcial es una aproximación de la
solucíon de la ecuación en diferencias. Entonces la sustitución de la ecuación real en las
ecuaciones en diferencias nos dará un indicador de que tan bién la solucíon de la ecuación
en diferencias satisface la ecuación diferencial.

Definición
Para un ḿetodo cualquiera de dos niveles, definimos elerror de truncamiento local[19]
por

τh,k(x, t) =
1
k

[u(x, t+ k)−Hk(u(·, t);x)] . (3.4)

Tı́picamente tenemos que

τh,k(x, t) = O(hp) +O(kq),

para alǵun enterop y q.

Una de las primeras propiedades que deben de cumplir un método eficiente es la de
consistencia.

Definición
El método esconsistente[19] si

‖τh,k(x, t)‖ → 0, ∀ h, k → 0. (3.5)
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Orden del método

Definición
Decimos que el ḿetodo es deorden p temporalmentey orden q espacialmente[19] si para
datos iniciales suficientemente suaves con soporte compacto1, existe constantesC1 yC2

tales que

‖τh,k(x, t)‖ ≤ C1k
p + C2h

q ∀k ≤ k0, t ≤ T. (3.6)

Error global y Convergencia

Estamos interesados en conocer que tan bienUn
j aproxima la solucíon real, entonces

definimos elerror globalcomo la diferencia de la solución real y la solucíon calculada.

Definición
Definimos elerror global [19] de un ḿetodo como

En
j = Un

j − un
j ∀ j, n. (3.7)

Y como debemos de esperar que la solución proporcionada por nuestro método y la
solucíon real sean lo ḿas cercanas posibles, entonces deben cumplir la propiedad deconver-
gencia.

Definición
Decimos que el ḿetodo esconvergente[19] para alguna norma en particular|| · || si

‖En‖ → 0, cuando n→∞. (3.8)

Estabilidad

Otra propiedad importante que debe verificar un método nuḿerico eficiente es que el
error global est́e acotado cuando crecen conh fijo. Esta propiedad recibe el nombre dees-
tabilidad y puede ser definida de varias formas equivalentes [21], en esta tesis tomamos la
definición dada por Lax-Richtmyer.

Definición: Estabilidad Lax-Richtmyer
Decimos que un ḿetodo es estable [19] si para cada tiempoT existe una constanteC y un
valork0 > 0 tal que

‖Hn
k ‖ ≤ C, (3.9)

para todonk ≤ T , k < k0.

1Se dice que una función tiene soporte compacto si el conjunto donde no es nula conforma un conjunto
cerrado y acotado
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Nótese que el ḿetodo en particular es estable si‖Hk‖ ≤ 1, dado que

‖Hn
k ‖ ≤ ‖Hk‖n ≤ 1 para todon, k.

Aún mas general si tenemos que existeα tal que

‖Hk‖ ≤ 1 + αk para todok ≤ k0,

entonces
‖Hn

k ‖ ≤ (1 + αk)n ≤ eαkn ≤ eαT ,

para todok, n connk ≤ T .

Teorema de Equivalencia de Lax

El siguiente teorema es fundamental para los métodos en diferencias finitas lineales, da-
do que relaciona la convergencia y la estabilidad.

Teorema de Equivalencia de Lax
Para un ḿetodo lineal consistente en diferencias finitas, la estabilidad es nece-
saria y suficiente para convergencia.

Consultar la demostración de este teorema en [20].

3.1.2. Métodos de primer orden

Métodos Unilaterales

Los métodos ḿas sencillos para aproximar la solución de (3.1) son los ḿetodos de un
lado los cúales consisten en aproximar las derivadas mediante diferencias finitas adelantadas
o atrasadas.

Desarrollando en series de Taylor con respecto a la variable temporal

un+1
j = un

j + k(ut)n
j +O(k2),

sustituyendo (3.1)
ut = −Aux,

aśı
un+1

j = un
j − k(Aux)n

j +O(k2),

entonces usando las aproximaciones en diferencias finitas atrasadasó adelantadas para la
primera derivada espacial

(ux)n
j ≈

un
j − un

j−1

h
,

(ux)n
j ≈

un
j+1 − un

j

h
,
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obtenemos los ḿetodos

Un+1
j = Un

j −
k

h
A
(
Un

j − Un
j−1

)
, (3.10)

Un+1
j = Un

j −
k

h
A
(
Un

j+1 − Un
j

)
, (3.11)

llamadosEuler Atrasadasy Euler Adelantadasrespectivamente.

Figura§ 3.2 Esquema del Ḿetodo Euler Atrasadas
y Método Euler Adelantadas.

El ańalisis de ambos ḿetodos es completamente análogo entonceśunicamente desarro-
llaremos el Ḿetodo Euler Atrasadas.

Error de truncamiento local y consistencia

Por definicíon el error de truncamiento local esta dado por

τh,k =
1
k

[
un+1

j − un
j

]
+

1
h
A
[
un

j − un
j−1

]
.

Desarrollando en series de Taylor (tomaremosu = un
j para facilitar la notación)

un+1
j = u+ kut +

k2

2
utt +O(k3),

un
j−1 = u− hux +

h2

2
uxx −

h3

6
uxxx +O(h4),

obtenemos

1
k

[
un+1

j − un
j

]
= ut +

k

2
utt +O(k2),

= −Aux +
k

2
A2uxx +O(k2).

1
h
A
[
un

j − un
j−1

]
=

1
h
A

[
hux −

h2

2
uxx +

h3

6
uxxx +O(h4)

]
,

= Aux −
h

2
Auxx +

h2

6
Auxxx +O(h3).
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Entonces

τh,k =
k

2
A2uxx −

h

2
Auxx +O(k2) +O(h2).

Por lo tanto
τh,k = O(h) +O(k). (3.12)

es decir nuestro ḿetodo es de primer orden tanto espacial como temporalmente.

Claramente si tomamosh, k → 0 se tiene queτh,k → 0, entonces el ḿetodo esconsis-
tente.

Estabilidad

Como estamos suponiendo que el sistema eshiperb́olico, entonces la matrizA tiene
todos sus valores propios reales y un conjunto completo de vectores linealmente indepen-
dientes, en otras palabrasA es diagonalizable, de manera que nuestro problema se reduce a
estudiar ecuaciones unidimensionales

ut + λux = 0, (3.13)

dondeλ es un valor propio deA.

Entonces nuestro ḿetodo se reduce a

Un+1
j = Un

j −
λk

h

(
Un

j − Un
j−1

)
. (3.14)

Para obtener una condición suficiente de estabilidad para el método aplicaremos el análi-
sis conocido comoVon Neumann.

El ańalisis de Von Neumann es especialmenteútil en problemas definidos en todo el es-
pacio con mallados regulares. El método se basa en la utilización de la transformada discreta
de Fourier.

Definición.
SeaV una funcíon discreta definida sobre todos los puntosxj = jh para j = 0,±1, . . .
Entonces decimos queV esl2 si la norma-2

‖V ‖2 =

h ∞∑
j=−∞

|V (xj)|2
1/2

,

es finita.
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36 CAṔITULO 3. MÉTODOS CĹASICOS PARA SISTEMAS HIPERB́OLICOS

Entonces siV esl2 podemos expresar aVj como una combinación de funciones discretas
eixjξ = eijhξ para todo−π/h ≤ ξ ≤ π/h, aśı

V (xj) =
1√
2π

∫ π/h

−π/h
V̂ (ξ)eijhξdξ,

donde

V̂ (ξ) =
h√
2π

∞∑
j=−∞

V (xj)e−ijhξ.

Estaúltima ecuacíon es llamada laTransformada de Fourier de Espacio DiscretodeV .

Una de las propiedades más importantes que conserva esta transformada de Fourier es la
Relacíon de Parseval[18], la cual establece que

||V̂ (ξ)||2 = ||V (xj)||2,

aunque las dos normas usadas paraV (xj) y paraV̂ (ξ) son diferentes

||V (xj)||2 =

h ∞∑
j=−∞

|Vj |2
1/2

, ||V̂ (ξ)||2 =

(∫ π/h

−π/h
|V̂ (ξ)|2dξ

)1/2

.

En nuestro caso tenemos la función discretaUn tal que

Un(xj) = Un
j ,

la cual supondremos que esl2.

Aplicando la transformada de Fourier al método (3.14) tenemos que

Un+1(xj) =
1√
2π

∫ π/h

−π/h
Ûn+1(ξ)eijhξdξ

y

Hk(Un)(xj) =
1√
2π

∫ π/h

−π/h
Ûn(ξ)eijhξdξ,

−λk
h

(
1√
2π

∫ π/h

−π/h
Ûn(ξ)eijhξdξ +

1√
2π

∫ π/h

−π/h
Ûn(ξ)ei(j−1)hξdξ

)
,

=
1√
2π

∫ π/h

−π/h

(
1− λk

h

(
1− e−ihξ

))
Ûn(ξ)eijhξdξ.

Pero por la unicidad de transformadas se tiene que

Ûn+1(ξ) =
(

1− λk

h

(
1− e−ihξ

))
Ûn(ξ). (3.15)
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Denotemos como

g(ξ) = 1− λk

h

(
1− e−ihξ

)
,

= 1− λk

h
(1− cos(ξh)− isen(ξh)) ,

el cual es llamadofactor de amplificacíon.

Aplicando normas a la ecuación (3.15) tenemos que∥∥∥Ûn+1(ξ)
∥∥∥ = |g(ξ)|

∥∥∥Ûn(ξ)
∥∥∥

y usando laRelacíon de Parseval∥∥Un+1(xi)
∥∥ = |g(ξ)| ‖Un(xi)‖ .

Como habiamos discutido anteriormente para garantizar la estabilidad es suficiente con
garantizar que||Hk|| ≤ 1, o equivalentemente∥∥Un+1

∥∥
2
≤ ‖Un‖2 ,

para todoUn.

Por lo tanto para obtener estabilidad es suficiente que

|g(ξ)| ≤ 1.

Si llamamos

p =
λk

h
,

entonces

|g(ξ)|2 = [1− p (1− cos(ξh))]2 + p2sen2(ξh),

= 1 + 4p(p− 1)sen2

(
ξh

2

)
.

Dado que

0 ≤ sen2

(
ξh

2

)
≤ 1, −π < ξh < π

entonces basta pedir
−1 ≤ 4p(p− 1) ≤ 0.

La única posibilidad para que la desigualdad derecha se cumpla es que

0 ≤ p ≤ 1
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38 CAṔITULO 3. MÉTODOS CĹASICOS PARA SISTEMAS HIPERB́OLICOS

y la desigualdad izquierda es equivalente a0 ≤ (2p− 1)2 lo cual siempre se cierto.

Por lo tanto la condición para que elMétodo Euler Atrasadassea estable es

0 ≤ λk

h
≤ 1. (3.16)

Mediante un procedimiento análogo podemos demostrar que la condición de estabilidad
para elMétodo Euler Adelantadases

−1 ≤ λk

h
≤ 0. (3.17)

Tenemos que la obtención del factor de amplificacíon g(ξ) es est́andar para cualquier
método. Con el objeto de no repetir el procedimiento cuando estemos trabajando en otros
métodos, sustituiremos

Un
j = gneijhξ, (3.18)

con el cúal fácilmente podemos llegar a la misma funcióng(ξ) [18].

Convergencia

Usando elTeorema de Equivalencia de Laxtenemos que el Ḿetodo Euler Atrasadas y el
Método Euler Adelantadas son convergententes bajo las mismas condiciones con las cuales
son estables, es decir (3.16) y (3.17) respectivamente.

Método Upwind

Este es un ḿetodo de primer orden de truncamiento que decide cual es la mejor opción
entre Euler Atrasadas y Euler Adelantadas.

Si consideramos la ecuación de advección escalar (3.13) cona > 0, entonces serı́a más
adecuado aplicarEuler Atrasadas(3.10) dado que ası́ la condicíon de estabilidad (3.16) se
cumple. Analogamente sia < 0 usaŕıamosEuler Adelantadaspara que se cumpla la condi-
ción de estabilidad (3.17).

Este ḿetodo es usualmente llamado elmétodo upwind de primer orden, ya que el ḿeto-
do unilateral elegido toma puntos en dirección contraria al viento(upwind en ingĺes). La
direccíon correcta se sabe cuando se conoce la información de hacia d́onde se mueve la solu-
ción, esto se puede conocer a partir de las curvas caracterı́sticas [19].

El método se puede escribir en forma compacta si introducimos la siguiente notación.

Como el sistema es hiperbólico, entonces

A = L−1ΛL,
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dondeΛ es una matriz diagonal con todos sus valores propiosλp reales.

Entonces definamos

λ+
p = máx(λp, 0), Λ+ = diag(λ+

1 , λ
+
2 , . . . , λ

+
m),

λ−p = mı́n(λp, 0), Λ− = diag(λ−1 , λ
−
2 , . . . , λ

−
m).

Notemos queΛ+ + Λ− = Λ. Entonces el ḿetodo UpWind para el sistema (3.1) puede
ser escrito de la forma

V n+1
j = V n

j − Λ+ k

h

(
V n

j − V n
j−1

)
− Λ−

k

h

(
V n

j+1 − V n
j

)
.

Podemos transformar esta ecuación para regresar a la original multiplicando porR. Esto da

Un+1
j = Un

j −A+ k

h

(
Un

j − Un
j−1

)
−A−

k

h

(
Un

j+1 − Un
j

)
, (3.19)

donde

A+ = RΛ+R−1 A− = RΛ−R−1.

Nótese queA+ + A− = A. Si todos los valores propios deA tienen el mismo signo
obtenemos un ḿetodo de un solo lado.

Como el ḿetodo upwind pŕactimente solo nos dice que método unilateral usar, entonces
este ḿetodo hereda la consistencia, estabilidad y convegencia de los métodos unilaterales.

3.1.3. Métodos de segundo orden

Método Lax-Wendroff

Es un ḿetodo de segundo orden de truncamiento, que se construye a partir de diferencias
finitas centradas en el espacio y adelantadas en el tiempo como se describe a continuación.

Desarrollando en series de Taylor con respecto a la variable temporal

un+1
j = un

j + k(ut)n
j +

k2

2
(utt)n

j +O(k3),

sustituyendo (3.1)

ut = −Aux,

aśı

un+1
j = un

j − k(Aux)n
j +

k2

2
(A2uxx)n

j +O(k3),
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entonces usando las aproximaciones en diferencias finitas para la primera y segunda derivada
espacial

(ux)n
j ≈

un
j+1 − un

j−1

2h
,

(uxx)n
j ≈

un
j+1 − 2un

j + un
j−1

h2
,

obtenemos el ḿetodo

Un+1
j = Un

j −
k

2h
A
(
Un

j+1 − Un
j−1

)
+

k2

2h2
A2
(
Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1

)
, (3.20)

el cúal es llamadoLax-Wendroff Lineal.

Figura§ 3.3 Esquema del Ḿetodo Lax-Wendroff Lineal.

Error de truncamiento local y consistencia

Por definicíon el error de truncamiento local esta dado por

τh,k =
1
k

[
un+1

j − un
j

]
+

1
2h
A
[
un

j+1 − un
j−1

]
− k

2h2
A2
[
un

j+1 − 2un
j + un

j−1

]
.

Desarrollando en series de Taylor (tomaremosu = un
j para facilitar la notación)

un+1
j = u+ kut +

k2

2
utt +

k3

6
uttt +O(k4),

un
j+1 = u+ hux +

h2

2
uxx +

h3

6
uxxx +

h4

24
uxxxx +O(h5),

un
j−1 = u− hux +

h2

2
uxx −

h3

6
uxxx +

h4

24
uxxxx +O(h5),

obtenemos

1
k

[
un+1

j − un
j

]
= −Aux +

k

2
A2uxx −

k2

6
A3uxxx +O(k3).

1
2h
A
[
un

j+1 − un
j−1

]
= Aux +

h2

6
Auxxx +O(h4).

k

2h2
A2
[
un

j+1 − 2un
j + un

j−1

]
=

k

2
A2uxx +

kh2

24
A2uxxxx +O(h4).
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Entonces

τh,k = −k
2

6
A3uxxx +O(k3) +

h2

6
Auxxx +O(h4) +

kh2

24
A2uxxxx +O(h4),

= h2

(
1
6
Auxxx

)
+ k2

(
−1

6
A3uxxx

)
+O(k3) +O(kh2).

Por lo tanto
τh,k = O(h2) +O(k2). (3.21)

es decir nuestro ḿetodo es de segundo orden tanto temporal como espacialmente.

Claramente si tomamosh, k → 0 se tiene queτh,k → 0, entonces el ḿetodo esconsis-
tente.

Estabilidad

Aplicaremos el ańalisis Von Neumann para conocer la condición de estabilidad de nues-
tro método.

En el caso unidimensional el métodoLax-Wendroffse reduce a

Un+1
j = Un

j −
λk

2h
(
Un

j+1 − Un
j−1

)
+
λ2k2

2h2

(
Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1

)
.

Por (3.18) obtenemos

gn+1eijhξ = gneijhξ − λk

2h

(
gnei(j+1)hξ − gnei(j−1)hξ

)
+
λ2k2

2h2

(
gnei(j+1)hξ − 2gneijhξ + gnei(j−1)hξ

)
,

entonces

g(ξ) = 1− λk

2h

(
eihξ − e−ihξ

)
+
λ2k2

2h2

(
eihξ − 2 + e−ihξ

)
,

= 1− λk

2h
2isen(ξh) +

λ2k2

2h2
2 (cos(ξh)− 1) .

Por lo tanto

g(ξ) = 1− i
λk

h
sen(ξh) +

(
λk

h

)2

(cos(ξh)− 1) .

Denotemos porp =
λk

h
y consideremos

x = 1 +
(
λk

h

)2

(cos(ξh)− 1) , y = −λk
h

sen(ξh).
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42 CAṔITULO 3. MÉTODOS CĹASICOS PARA SISTEMAS HIPERB́OLICOS

Veamos que

x2 = p4 cos2(ξh) + 2p2(1− p2) cos(ξh) + (1− p2)2,

p2y2 = p4sen2(ξh),

−2(1− p2)x = −2p2(1− p2) cos(ξh)− 2(1− p2)2.

Entonces

x2 + p2y2 − 2(1− p2)x = p4
(

cos2(ξh) + sen2(ξh)
)
− (1− p2)2,

= p4 − (1− p2)2.

Por lo tanto los puntos(x, y) satisfacen

x2 + p2y2 − 2(1− p2)x+ (1− p2)2 − p4 = 0, (3.22)

el cual es la ecuación de una elipse en el plano complejo con centro en(1 − p2, 0), semieje
enx de longitudp2 y semieje eny de longitud|p|.

Para poder garantizar que|g(ξ)| ≤ 1 basta que la elipse se encuentre contenida en su
totalidad dentro de la circunferencia de radio1. Entonces tenemos que las intersecciones de
la elipse con el ćırculo estan dadas por los puntos(x, y) que satisfacen ambas ecuaciones:

x2 + p2y2 − 2(1− p2)x+ (1− p2)2 − p4 = 0,
x2 + y2 − 1 = 0.

Entonces resolviendo tenemos

x2 − 2x+ 1 = 0,

y aśı llegamos a que láunica raiz esx = 1.

Por lo tanto vemos que la elipseúnicamente intersecta al circulo unidad en(1, 0), en-
tonces si tenemos que algún punto de la elipse esta dentro del cı́rculo unidad, toda la elipse
lo estaŕa. Por lo tanto la condición buscada es

0 ≤ 1− p2 ≤ 1,

o equivalentemente
|p| ≤ 1.

Por lo tanto la condición para que el ḿetodo de Lax-Wendroff Lineal sea estable es∣∣∣∣λkh
∣∣∣∣ ≤ 1, (3.23)

o equivalentemente

|λ|k
h
≤ 1.
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Figura§ 3.4 Regíon de estabilidad del ḿetodo Lax-Wendroff Lineal.

Convergencia

Usando elTeorema de Equivalencia de Laxtenemos que el ḿetodo de Lax-Wendroff
Lineal es convergente si ∣∣∣∣λkh

∣∣∣∣ ≤ 1.

3.2. Métodos en diferencias finitas para sistemas no lineales

Consideremos de forma general el sistema (2.19), el cual modela el fenómeno del flujo
sangúıneo a estudiar,

ut + f(u)x = 0, −∞ < x <∞, t ≥ 0, (3.24)

u(x, 0) = u0(x),

dondeu recibe el nombre de variable conservativa y es una función vectorial dem compo-
nentes yf : Rm → Rm se conoce como función flujo deu.

El sistema (3.24) es no lineal, y escrito de esa forma se conoce como sistema de leyes de
conservacíon de la variable vectorialu.

En el caṕıtulo anterior se presentaron los métodos nuḿericosUpwind y Lax-Wendoff,
aśı como condiciones suficientes para la consistencia, estabilidad y convergencia de los mis-
mos para la ecuación de advección linealizada. En este capı́tulo se adaptarán ambos ḿetodos
para aproximar la solución del sistema (3.24), ası́ como otros ḿetodos derivados de ellos. Se
estudiaŕan las propiedades de error local y consistencia para los métodos no lineales presen-
tados.
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La estabilidad y convergencia aún sigue siendo un problema abierto, es decir, para sis-
temas generales de ecuaciones con condiciones iniciales arbitrarias ningún método nuḿerico
ha sido demostrado ser estable o convergente, aunque actualmente se han obtenido resulta-
dos para problemas escalares o algunos sistemas especiales [19].

La estabilidad de los ḿetodos nuḿericos usados en las simulaciones se realizará lineal-
izando nuestro sistema y vericando que se cumplen las propiedades de estabilidad y conver-
gencia lineal en cada iteración, vease [23].

3.2.1. Métodos conservativos

Afortunadamente existe un requerimiento muy simple y natural que podemos imponer
a nuestro ḿetodo nuḿerico, el cual garantiza que no converge a no-soluciones [19]. Este
requerimiento es que el ḿetodo este enforma conservativa. En el caso ḿas simple este tiene
la forma

Un+1
j = Un

j −
k

h

(
F (Un

j , U
n
j+1)− F (Un

j−1, U
n
j )
)

(3.25)

dondeF es llamado funcíon flujo nuḿerico y en este caso sólo depende de dos variables. A
continuacíon estudiaremos diferentes definiciones paraF , que daŕan como resultado distin-
tos algoritmos conservativos.

3.2.2. Métodos Upwind

Para un sistema no lineal (3.24) para el cual la matriz Jacobianaf ′(Un
j ) tiene todos

sus valores propiosno negativospara todoUn
j , el método upwind se reduce a aplicarEuler

Atrasadas

Un+1
j = Un

j −
k

h

(
f(Un

j )− f(Un
j−1)

)
, (3.26)

es decir
F (v, w) = f(v).

De manera similar si la matriz Jacobianaf ′(Un
j ) tiene todos sus valores propiosno po-

sitivospara todoUn
j , el método upwind consiste enEuler Avanzadas

Un+1
j = Un

j −
k

h

(
f(Un

j+1)− f(Un
j )
)
, (3.27)

es decir
F (v, w) = f(w).

Por supuesto en un caso más general cuando el Jacobiano tiene valores propios de distinto
signo no es posible usar completamente un método unilateral. Tambien hay que notar que
para el problema no lineal ladirección upwinddepende de los datosUn

j y puede variar de
punto a punto. Áun en el caso escalar necesitamos introducir alguna forma de cambiar la
direccíon v́ıa los datos.
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Steger y Warming

Una de los primeros y ḿas representativos ḿetodos tipo upwind conservativo basado en
separar el vector de flujos se debe a Steger y Warming [10]. Su construcción se basa en la
propiedad dehomogeneidad del flujof(u), es decir

f(u) = f ′(u)u, (3.28)

dondef ′(u) es la matriz Jacobiana def(u).

Cada valor propio de la matrizf ′(u) se puede expresar como

µk = µ−k + µ+
k ,

donde

µ−k =
1
2

(µk − |µk|) ,

µ+
k =

1
2

(µk + |µk|) ,

lo que permite escribir la matriz diagonal de valores propios como

Λ = Λ− + Λ+,

siendoΛ− y Λ+ matrices diagonales formadas por los valores propiosµ−k y µ+
k respectiva-

mente, si el sistema (3.24) satisface la propiedad (3.28), entonces

f(u) = f ′(u)u

= L−1ΛLu

= L−1
(
Λ− + Λ+

)
Lu

= L−1Λ−Lu+ L−1Λ+Lu

= f−(u) + f+(u),

con esta definición de flujos asociados a valores propios positivos y negativos, es posible
formular esquemasUpwind en forma conservativa basados en la discretización del nuevo
sistema

ut + f−(u)x + f+(u)x = 0. (3.29)

Usaremos el esquema más simple, proporcionando aproximacionesEuler Avanzadas
para el flujo negativo y aproximacionesEuler Atrasadaspara el flujo positivo, obteniendo el
esquema

Un+1
j = Un

j −
k

h

[(
f−(Un

j+1)− f−(Un
j )
)

+
(
f+(Un

j )− f+(Un
j−1)

)]
. (3.30)
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Error de truncamiento local y consistencia

El error de truncamiento del ḿetodo (3.30) esta definido por

τh,k =
1
k

[u(xj , tn + k)− u(xj , tn)] +
1
h

[
f−(u)(xj + h, tn)− f−(u)(xj , tn)

]
(3.31)

+
1
h

[
f+(u)(xj , tn)− f+(u)(xj − h, tn)

]
.

Para simplicar las operaciones consideremosu = u(xj , tn), aśı de los desarrollos de Taylor

u(xj , tn + k) = u+ kut +
k2

2
utt +O(k3),

f−(u)(xj + h, tn) = f−(u) + hf−(u)x +
h2

2
f−(u)xx +O(h3),

f+(u)(xj − h, tn) = f+(u)− hf+(u)x +
h2

2
f+(u)xx +O(h3),

sustituyendo estos desarrollos en (3.31)

τh,k =
1
k

[{
u+ kut +

k2

2
utt +O(k3)

}
− u

]
+

1
h

[{
f−(u) + hf−(u)x +

h2

2
f−(u)xx +O(h3)

}
− f−(u)

]
+

1
h

[
f+(u)−

{
f+(u)− hf+(u)x +

h2

2
f+(u)xx +O(h3)

}]
,

= −f(u)x +
k

2
utt +O(k2) +

[
f−(u) + f+(u)

]
x

+
h

2

[
f−(u) + f+(u)

]
xx

+O(h2),

=
k

2
utt +

h

2
f(u)xx +O(k2) +O(h2),

entonces
τh,k = O(h) +O(k). (3.32)

Por lo tanto el ḿetodo (3.30) es deprimer ordentanto espacial como temporalmente. La
consistenciase sigue de manera inmediata.

Steger y Warming Modificado

Un sistema con flujo linealf(u) = Au siempre cumple la propiedad de homogeneidad,
dado que el Jacobiano def(u) esA. Pero (3.28) es una propiedad que no cualquier sistema
no lineal satisface, por ejemplo, el modelo del flujo sanguı́neo deducido en el capı́tulo 2. Para
nuestro caso de interés, encontramos que el sistema (3.24) verifica la siguiente igualdad,

f(u) = cf ′(u)u+B(u)u, (3.33)
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dondec 6= 0 es una constante yB(u) es una matriz que no necesariamente es diagonalizable.
Denotemos por

fR(u) = B(u)u,

haciendo referencia a que es unafunción residuoa partir del Jacobianof ′(u).

Entonces bajo el mismo procedimiento hecho por Steger y Warming tenemos que

f(u) = cf ′(u)u+ fR(u) = cL−1ΛLu+ fR(u)

= cL−1
(
Λ− + Λ+

)
Lu+ fR(u)

= cL−1Λ−Lu+ cL−1Λ+Lu+ fR(u)

= cf−(u) + cf+(u) + fR(u),

de manera que nuestro sistema es equivalente a

ut + cf−(u)x + cf+(u)x + fR(u)x = 0. (3.34)

Como al flujof−(u)x le corresponden valores propios negativos lo aproximaremos con
Euler Avanzadas, mientras que af+(u)x lo aproximaremos conEuler Atrasadas, perofR(u)x

no tiene una dirección definida, de manera que le asignaremos una aproximaciónEuler Cen-
tral. Por lo tanto tenemos el esquema numérico

Un+1
j = Un

j −
k

h
c
[
(f−(Un

j+1)− f−(Un
j )) + (f+(Un

j )− f+(Un
j−1))

]
(3.35)

− k

2h
c
[
fR(Un

j+1)− fR(Un
j−1)

]
.

Error de truncamiento local y consistencia

El error de truncamiento del ḿetodo (3.35) esta definido por

τh,k =
1
k

[u(xj , tn + k)− u(xj , tn)] +
c

h

[
f−(u)(xj + h, tn)− f−(u)(xj , tn)

]
+
c

h

[
f+(u)(xj , tn)− f+(u)(xj − h, tn)

]
(3.36)

+
1
2h

[fR(u)(xj + h, tn)− fR(u)(xj − h, tn)] .

Para simplicar las operaciones denotemos poru = u(xj , tn), aśı de los desarrollos de Taylor

fR(u)(xj + h, tn) = fR(u) + hfR(u)x +
h2

2
fR(u)xx +O(h3),

fR(u)(xj − h, tn) = fR(u)− hfR(u)x +
h2

2
fR(u)xx +O(h3)
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y usando (3.32) tenemos que

τh,k = O(h) +O(k)− fR(u)x +
1
2h
[
2hfR(u)x +O(h3)

]
,

= O(h) +O(k) +O(h2),

entonces
τh,k = O(h) +O(k). (3.37)

Por lo tanto el ḿetodo (3.35) es deprimer ordentanto espacial como temporalmente. La
consistenciase sigue de manera inmediata.

3.2.3. Familia Lax-Wendroff

En esta sección desarrollaremos la deducción, error de truncamiento y consistencia de
tres ḿetodos de una misma familia: Lax-Wendroff, Richtmyer-Lax-Wendroff y McCormack.
En el caso lineal todos estos métodos se reducen al mismo esquema numérico (3.20).

Método Lax-Wendroff

Para deducir este ḿetodo tomemos la expansión de Taylor:

un+1
j = un

j + k(ut)n
j +

k2

2
(utt)n

j +O(k3),

pero por (3.24) tenemos que
ut = −f(u)x

y

utt = (−f(u)x)t = −(f(u)t)x = −(A(u)ut)x = (A(u)f(u)x)x,

dondeA(u) = f ′(u) es elJacobianodef .

Entonces sustituyendo obtenemos

un+1
j = un

j − k[f(u)x]nj +
k2

2
[(A(u)f(u)x)x]nj +O(k3).

Ahora usamos aproximaciones centrales de tamañoh

[f(u)x]nj ≈
1
2h
[
f(u)n

j+1 − f(u)n
j−1

]
y usando aproximaciones centrales de pasoh/2 tenemos

[(A(u)f(u)x)x]nj

≈ 1
h

[
[A(u)f(u)x]nj+1/2 − [A(u)f(u)x]nj−1/2

]
,

≈ 1
h2

[
A(u)n

j+1/2[f(u)n
j+1 − f(u)n

j ]−A(u)n
j−1/2[f(u)n

j − f(u)n
j−1]

]
.
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Por lo tanto

un+1
j ≈ un

j −
k

2h
[
f(u)n

j+1 − f(u)n
j−1

]
+
k2

2h2

[
A(u)n

j+1/2

(
f(u)n

j+1 − f(u)n
j

)
−A(u)n

j−1/2

(
f(u)n

j − f(u)n
j−1

)]
.

y aśı obtenemos nuestro esquema

Un+1
j = Un

j −
k

2h
(
f(Un

j+1)− f(Un
j−1)

)
(3.38)

+
k2

2h2

[
An

j+1/2

(
f(Un

j+1)− f(Un
j )
)
−An

j−1/2

(
f(Un

j )− f(Un
j−1)

)]
.

Para no evaluar puntos medios es usual aproximar

An
j+1/2 ≈

1
2
(An

j +An
j+1),

An
j−1/2 ≈

1
2
(An

j−1 +An
j ).

Por lo tanto el esquemaLax-Wendroffes

Un+1
j = Un

j −
k

2h
(
f(Un

j+1)− f(Un
j−1)

)
+

k2

4h2

[
(An

j +An
j+1)

(
f(Un

j+1)− f(Un
j )
)

−(An
j−1 +An

j )
(
f(Un

j )− f(Un
j−1)

) ]
. (3.39)

Figura§ 3.5 Esquema del Ḿetodo Lax-Wendroff No Lineal.

Error de truncamiento local y consistencia

Para simplicar las operaciones denotemos poru = u(xj , tn), aśı el error de truncamiento
de este ḿetodo est́a definido por

τh,k =
1
k

[
u(xj , tn + k)− u

]
+

1
2h

[
f(u)(xj + h, tn)− f(u)(xj − h, tn)

]

− k

4h2

[
(A(u) +A(u)(xj + h, tn))

(
f(u)(xj + h, tn)− f(u)

)
(3.40)

−(A(u) +A(u)(xj − h, tn))
(
f(u)− f(u)(xj − h, tn)

)]
.
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50 CAṔITULO 3. MÉTODOS CĹASICOS PARA SISTEMAS HIPERB́OLICOS

el cual tambíen es equivalente a

τh,k =
1
k

[
un+1

j − u

]
+

1
2h

[
f(u)n

j+1 − f(u)n
j−1

]

− k

4h2

[
A(u)

(
f(u)n

j+1 − 2f(u) + f(u)n
j−1

)
+A(u)n

j+1

(
f(u)n

j+1 − f(u)
)
−A(u)n

j−1

(
f(u)− f(u)n

j−1

)]
.

Entonces de los desarrollos de Taylor

u(xj , tn + k) = u− kf(u)x +
k2

2
(A(u)f(u)x)x −

k3

6
f(u)xtt +O(k4),

f(u)(xj + h, tn) = f(u) + hf(u)x +
h2

2
f(u)xx +

h3

6
f(u)xxx +O(h4),

f(u)(xj − h, tn) = f(u)− hf(u)x +
h2

2
f(u)xx −

h3

6
f(u)xxx +O(h4),

f(u) = f(u)n
j+1 − h[f(u)x]nj+1 +

h2

2
[f(u)xx]nj+1 −

h3

6
[f(u)xxx]nj+1 +O(h4),

f(u) = f(u)n
j−1 + h[f(u)x]nj−1 +

h2

2
[f(u)xx]nj−1 +

h3

6
[f(u)xxx]nj+1 +O(h4),

tenemos que

τh,k =
k

2
(A(u)f(u)x)x −

k2

6
f(u)xtt +O(k3) +

h2

6
f(u)xxx +O(h4)

− k

4h2

[
h2A(u)f(u)xx +O(h4) + h

(
[A(u)f(u)x]nj+1 − [A(u)f(u)x]nj−1

)
−h

2

2

(
[A(u)f(u)xx]nj+1 + [A(u)f(u)xx]nj−1

)
+
h3

6

(
[A(u)f(u)xxx]nj+1 − [A(u)f(u)xxx]nj+1

)
+O(h4).

Pero de los desarrollos de Taylor alrededor de(xj , tn)

[A(u)f(u)x]nj+1 = [A(u)f(u)x] + h[A(u)f(u)x]x +
h2

2
[A(u)f(u)x]xx +O(h3),

[A(u)f(u)x]nj−1 = [A(u)f(u)x]− h[A(u)f(u)x]x +
h2

2
[A(u)f(u)x]xx −O(h3),
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obtenemos

τh,k =
k

2
[A(u)f(u)x]x −

k2

6
f(u)xtt +O(k3) +

h2

6
f(u)xxx +O(h4)

− k

4h2

[
h2A(u)f(u)xx +O(h4) +

{
2h2[A(u)f(u)x]x +O(h4)

}
+
{
− h2[A(u)f(u)xx] +

h4

2
[A(u)f(u)xx]xx +O(h6)

}
+
{h4

3
[A(u)f(u)xxx]x +O(h6)

}
+O(h4)

]
,

entonces

τh,k =
k

2
[A(u)f(u)x]x −

k2

6
f(u)xtt +O(k3) +

h2

6
f(u)xxx +O(h4)

− k

4h2

[
2h2[A(u)f(u)x]x +

h4

2
[A(u)f(u)xx]xx +

h4

3
[A(u)f(u)xxx]x +O(h4)

]
,

aśı si tomamosk/h = r como una constante

τh,k = −k
2

6
f(u)xtt +

h2

6
f(u)xxx +O(k3) +O(h4)

+
h3r

8
[A(u)f(u)xx]xx +

h3r

12
[A(u)f(u)xxx]x +O(h3).

Por lo tanto
τh,k = O(h2) +O(k2), (3.41)

es decir, el ḿetodo es desegundo ordentanto espacial como temporalmente.

La consistenciase sigue de manera inmediata, dado queτh,k → 0, cuandoh, k → 0.

Método Richtmyer-Lax-Wendroff

La dificultad con el ḿetodo Lax-Wendroff (3.38), por su construcción el ḿetodo requiere
evaluar la matriz Jacobiana, de manera que tiene un costo computacional mayor a aquellos
métodos que śolo aproximan el flujo f́ısicof(u) y se producen mayores errores numéricos,
ya que se aproximan dos funciones el Jacobiano y el flujo fı́sico.

Un camino para evitar el uso de matriz Jacobianaf ′(u) es el uso de un procedimiento
de dos pasos. Uno de los métodos ḿas importantes en diferencias finitas de este tipo es el
Método de Richtmyer o Lax-Wendroff de dos pasosel cúal est́a dada por

U
n+1/2
j+1/2 =

1
2

[
Un

j+1 + Un
j −

k

h

(
f(Un

j+1)− f(Un
j )
)]
, (3.42)
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U
n+1/2
j−1/2 =

1
2

[
Un

j + Un
j−1 −

k

h

(
f(Un

j )− f(Un
j−1)

)]
, (3.43)

Un+1
j = Un

j −
k

h

[
f(Un+1/2

j+1/2 )− f(Un+1/2
j−1/2 )

]
. (3.44)

Figura§ 3.6 Esquema del Ḿetodo Richtmyer-Lax-Wendroff.

Deduccíon del ḿetodo

La deduccíon de este ḿetodo es por medio de desarrollos de Taylor, primero calculamos
aproximaciones en el centro de los rectángulos de la malla formada por la discretización y
finalmente usamos estas aproximaciones para calcular la solución en el punto deseado.

Entonces desarrollando en series de Taylor tenemos (denotaremosu = u(xj , tn))

u

(
xj +

h

2
, tn +

k

2

)
= u+

h

2
ux +

k

2
ut +O(h2, k2).

Pero por (3.24) tenemos que
ut = −f(u)x,

entonces

u

(
xj +

h

2
, tn +

k

2

)
= u+

h

2
ux −

k

2
f(u)x +O(h2, k2),

adeḿas tenemos que

ux =
u(xj + h, tn)− u(xj , tn)

h
+O(h),

f(u)x =
f(u)(xj + h, tn)− f(u)(xj , tn)

h
+O(h),

aśı obtenemos

u

(
xj +

h

2
, tn +

k

2

)
= u(xj , tn) +

h

2

[
1
h

(u(xj + h, tn)− u(xj , tn)) +O(h)
]

−k
2

[
1
h

(f(u)(xj + h, tn)− f(u)(xj , tn)) +O(h)
]

+O(h2, k2),
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entonces

u

(
xj +

h

2
, tn +

k

2

)
= u(xj , tn) +

1
2
[
u(xj + h, tn)− u(xj , tn) +O(h2)

]
− k

2h
[
f(u)(xj + h, tn)− f(u)(xj , tn) +O(h2)

]
+O(h2, k2).

Por lo tanto el ḿetodo para calcular la aproximación en el punto central del rectángulo
esta dado por

U
n+1/2
j+1/2 = Un

j +
1
2
(
Un

j+1 − Un
j

)
− k

2h
(
f(Un

j+1)− f(Un
j )
)
,

es decir

U
n+1/2
j+1/2 =

1
2
(
Un

j+1 + Un
j

)
− k

2h
(
f(Un

j+1)− f(Un
j )
)

(3.45)

y analogamente obtenemos

U
n+1/2
j−1/2 =

1
2
(
Un

j + Un
j−1

)
− k

2h
(
f(Un

j )− f(Un
j−1)

)
. (3.46)

Para la aproximación del segundo paso usamos el desarrollo de Taylor y denotandou =
u(xj , tn)

u(xj , tn + k) = u+ kut +O(k2)
= u− kf(u)x +O(k2),

entonces para aproximar la derivadaf(u(xj , tn))x usamos

f(u)
(
xj +

h

2
, tn +

k

2

)
= f(u) +

h

2
f(u)x +

k

2
f(u)t +O(h2, k2),

f(u)
(
xj −

h

2
, tn +

k

2

)
= f(u)− h

2
f(u)x +

k

2
f(u)t +O(h2, k2),

luego

f(u)x =
1
h

(
f(u)

(
xj +

h

2
, tn +

k

2

)
− f(u)

(
xj −

h

2
, tn +

k

2

)
+O(h2, k2)

)
,

aśı obtenemos

u(xj , tn + k) = u(xj , tn)− k

h

[
f(u)

(
xj +

h

2
, tn +

k

2

)
− f(u)

(
xj −

h

2
, tn +

k

2

)]
+
k

h
O(h2, k2) +O(k2).
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Por lo tanto la aproximación deu(xj , tn+1) esta dado por

Un+1
j = Un

j −
k

h

(
f
(
U

n+1/2
j+1/2

)
− f

(
U

n+1/2
j−1/2

))
. (3.47)

Error de truncamiento local y consistencia

Para el primer paso, el error de truncamiento esta definido por

τh,k =
1
k

[
2u
(
xj +

h

2
, tn +

k

2

)
− u(xj + h, tn)− u(xj , tn)

]
(3.48)

+
1
h

[
f(u)(xj + h, tn)− f(u)(xj , tn)

]
,

entonces de los desarrollos de Taylor

u

(
xj +

h

2
, tn +

k

2

)
= u+

h

2
ux −

k

2
f(u)x −

k2

8
f(u)xt − 2

kh

8
f(u)xx

+
h2

8
uxx +O(h3, k3),

u(xj + h, tn) = u+ hux +
h2

2
uxx +O(h3),

f(u)(xj + h, tn) = f(u) + hf(u)x +
h2

2
f(u)xx +O(h3),

tenemos

τh,k = −k
4
f(u)xt −

h

4

(
h

k

)
uxx +O(h2, k2) +O(h2)

y si tomamosk/h = r como una constante

τh,k = k

(
−f(u)xt

4

)
+ h

(
−uxx

4r

)
+O(h2, k2),

entonces
τh,k = O(h) +O(k). (3.49)

Por lo tanto el primer paso es deprimer ordentanto espacial como temporalmente.

Para el segundo paso el orden de truncamiento esta definido por

τh,k =
1
k

[
u(xj , tn + k)− u(xj , tn)

]
(3.50)

+
1
h

[
f(u)

(
xj +

h

2
, tn +

k

2

)
− f(u)

(
xj −

h

2
, tn +

k

2

)]
.
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Tomando en cuenta los desarrollos de Taylor

u(xj , tn + k) = u− kf(u)x −
k2

2
f(u)xt −

k3

6
f(u)xtt +O(k4),

f(u)(xj +
h

2
, tn +

k

2
) = f(u) +

h

2
f(u)x +

k

2
f(u)t +

k2

8
f(u)tt + 2

kh

8
f(u)tx

+
h2

8
f(u)xx +

k3

48
f(u)ttt + 3

k2h

48
f(u)ttx

+3
kh2

48
f(u)txx +

h3

48
f(u)xxx +O(h4, k4),

f(u)(xj −
h

2
, tn +

k

2
) = f(u)− h

2
f(u)x +

k

2
f(u)t +

k2

8
f(u)tt − 2

kh

8
f(u)tx

+
h2

8
f(u)xx +

k3

48
f(u)ttt − 3

k2h

48
f(u)ttx

+3
kh2

48
f(u)txx −

h3

48
f(u)xxx +O(h4, k4),

tenemos que

τh,k = −k
2

6
f(u)xtt +O(k3) +

k2

8
f(u)ttx +

h2

24
f(u)xxx +O(h3, k3),

= k2

(
−f(u)ttx

24

)
+ h2

(
f(u)xxx

24

)
+O(h3, k3),

entonces
τh,k = O(h2) +O(k2). (3.51)

Por lo tanto el segundo paso es desegundo ordentanto espacial como temporalmente.

Claramente se sigue laconsistenciade ambos pasos.

Método McCormack

Otro método del mismo tipo que el de Richtmyer fue propuesto porMcCormack. Este
método primero usa diferencias avanzadas y posterioremente diferencias atrasadas para al-
canzar el segundo orden de exactitud, vease [19].

El método est́a dado por

U∗
j = Un

j −
k

h

[
f(Un

j+1)− f(Un
j )
]
, (3.52)

U∗
j−1 = Un

j−1 −
k

h

[
f(Un

j )− f(Un
j−1)

]
, (3.53)

Un+1
j =

1
2

(
Un

j + U∗
j

)
− k

2h

[
f(U∗

j )− f(U∗
j−1)

]
. (3.54)
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Figura§ 3.7 Esquema del Ḿetodo McCormack.

Deduccíon del ḿetodo

Para deducir el primer paso usamos el desarrollo de Taylor (denotaremosu = u(xj , tn))

u(xj , tn + k) = u+ kut +O(k2)
= u− kf(u)x +O(k2),

adeḿas tenemos que

f(u)(xj + h, tn) = f(u) + hf(u)x +O(h2),

entonces

f(u)x =
f(u)(xj + h, tn)− f(u)(xj , tn)

h
+O(h),

luego

u(xj , tn + k) = u(xj , tn)− k

h
[f(u)(xj + h, tn)− f(u)(xj , tn)] +O(k, h).

Por lo tanto el primer paso esta dado por

U∗
j = Un

j −
k

h

[
f(Un

j+1)− f(Un
j )
]

(3.55)

y ańalogamente

U∗
j−1 = Un

j−1 −
k

h

[
f(Un

j )− f(Un
j−1)

]
. (3.56)

Para la aproximación del segundo paso consideremos

u(xj , tn + k) = u+ kut +O(k2)
= u− kf(u)x +O(k2).

De los desarrollos de Taylor

f(u)(xj − h, tn + k) = f(u) + kf(u)t − hf(u)x +O(k2, h2),
f(u)(xj , tn + k) = f(u) + kf(u)t +O(k2),
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tenemos que

f(u)x =
f(u)(xj , tn + k)− f(u)(xj − h, tn + k)

h
+O(k2, h),

adeḿas

f(u)x =
f(u)(xj + h, tn)− f(u)

h
+O(h),

entonces, de las dosúltimas igualdades obtenemos

f(u)x =
1
2h

[
f(u)(xj , tn + k)− f(u)(xj − h, tn + k)

+f(u)(xj + h, tn)− f(u)(xj , tn)
]

+O(k2, h),

aśı

u(xj , tn + k) = u(xj , tn)− k

2h

[
f(u)(xj , tn+1)− f(u)(xj − h, tn+1)

+f(u)(xj + h, tn)− f(u)(xj , tn) +O(k2, h)
]

+
k

2h
O(k2, h).

Ahora usando el hecho que ya tenemos calculado aproximaciones de

u(xj − h, tn+1) y u(xj , tn+1),

las cuales denotamos
U∗

j−1 y U∗
j

respectivamente, obtenemos el esquema

Un+1
j = Un

j −
k

2h
[
f(U∗

j )− f(U∗
j−1) + f(Un

j+1)− f(Un
j )
]
, (3.57)

despejando de (3.55)f(Uj+1n) y sustituyendo esta expresión en (3.57) se obtiene el segundo
paso

Un+1
j =

1
2
(
Un

j + U∗
j

)
− k

2h
[
f(U∗

j )− f(U∗
j−1)

]
. (3.58)

Error de truncamiento local y consistencia

Para el primer paso, el error de truncamineto esta definido por

τh,k =
1
k

[u(xj , tn + k)− u(xj , tn)] +
1
h

[f(u)(xj + h, tn)− f(u)(xj , tn)] , (3.59)
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entonces de los desarrollos de Taylor conu = u(xj , tn)

u(xj , tn + k) = u+ kut +
k2

2
utt +O(k3),

f(u)(xj + h, tn) = f(u) + hf(u)x +
h2

2
f(u)xx +O(h3),

tenemos

τh,k =
1
k

[{
u+ kut +

k2

2
utt +O(k3)

}
− u

]
,

+
1
h

[{
f(u) + hf(u)x +

h2

2
f(u)xx +O(h3)

}
− f(u)

]
,

=
k

2
utt +

h

2
f(u)xx +O(k2) +O(h2),

entonces
τh,k = O(h) +O(k). (3.60)

Por lo tanto el primer paso es deprimer ordentanto espacial como temporalmente.

De (3.57) tenemos que el orden de truncamiento del segundo paso es

τh,k =
1
k

[
u(xj , tn + k)− u(xj , tn)

]
+

1
2h

[
f(u)(xj + h, tn)− f(u)(xj , tn)

+f(u)(xj , tn + k)− f(u)(xj − h, tn + k)
]
. (3.61)

Tomando en cuenta los desarrollos de Taylor

u(xj , tn + k) = u− kf(u)x −
k2

2
f(u)xt −

k3

6
f(u)xtt +O(k4),

f(u)(xj + h, tn) = f(u) + hf(u)x +
h2

2
f(u)xx +

h3

6
f(u)xxx +O(h4),

f(u)(xj , tn + k) = f(u) + kf(u)t +
k2

2
f(u)tt +

k3

6
f(u)ttt +O(k3),

f(u)(xj − h, tn + k) = f(u)− hf(u)x + kf(u)t +
h2

2
f(u)xx − 2

kh

2
f(u)xt

+
k2

2
f(u)tt −

h3

6
f(u)xxx − 3

k2h

6
f(u)xtt

+3
kh2

6
f(u)xxt +

k3

6
f(u)ttt +O(k4, h4),

tenemos que

τh,k = −k
2

6
f(u)xtt +O(k3) +

h2

6
f(u)xxx +

k2

4
f(u)xtt −

kh

4
f(u)xxt +

1
h
O(k4, h4),
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luego si tomamosk/h = r como una constante

τh,k =
k2

12
f(u)xtt +

h2

6
f(u)xxx −

h2r

4
f(u)xxt +O(k3, h3)

= k2

(
f(u)xtt

12

)
+ h2

(
f(u)xxx

6
− f(u)xxtr

4

)
+O(k3, h3).

Entonces
τh,k = O(h2) +O(k2). (3.62)

Por lo tanto el segundo paso es desegundo ordentanto espacial como temporalmente.

Claramente se sigue laconsistenciade ambos pasos.

3.3. Ejemplos nuḿericos

En esta sección veremos algunas simulaciones numéricas para ejemplificar las ventajas
y desventajas que poseen los métodos vistos en las secciones anteriores.

3.3.1. Lineales

Nuestros primeros tres ejemplos son aplicados a la ecuación de advección

ut + λux = 0,
u(x, 0) = u0(x).

La solucíon puede ser hallada fácilmente mediante el ḿetodo de las caracterı́sticas [19]
y esta es

u(x, t) = u0(x− λt),

el cúal puede interpretarse como la función inicial propaǵandose como una onda en el tiem-
po.

Parafunciones bien comportadas(sin discontinuidades, cambios rápidos,...) ambos ḿeto-
dos funcionan bien. Pero para varios ejemplos con soluciones no tan bien comportadas, al-
guno de los ḿetodosUpwind o Lax-wendroffda una mala aproximación e incluso existen
casos en que ambos métodos fallan. Estos son los casos que ejemplificaremos en esta sección.

Ejemplo 1

En este ejemplo consideramosλ = 0.5, ∆x = 0.04, ∆t = 0.04, [−2, 2] como el intervalo
en el ejex y la condicíon inicial

u0(x) =

{
2 si x ≤ 0

1 si x > 0

3.3. EJEMPLOS NUḾERICOS
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En las figuras§ 3.8 y § 3.9 podemos ver el comportamiento del método Upwind y Lax-
Wendroff en el tiempoT = 1. Se puede apreciar que el métodoUpwindsimula bien la solu-
ción, pero contiene una elevada disipación nuḿerica entorno a la discontinuidad, llevando a
la pérdida de precisión nuḿerica en esta región.. Por otro lado el ḿetodo Lax-Wendroff es
más preciso en algunos puntos que el métodoUpwind, pero este provoca falsas oscilaciones
en la aproximacíon.

Figura§ 3.8 Método Upwind para el ejemplo 1 en el tiempoT = 1.

Figura§ 3.9 Método Lax-Wendroff para el ejemplo 1 en el tiempoT = 1.

3.3. EJEMPLOS NUḾERICOS
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Ejemplo 2

En este ejemplo consideramosλ = 1, ∆x = 0.1, ∆t = 0.081, [0, 25] como el intervalo
en el ejex y la condicíon inicial

u0(x) = exp(−(x− 5)2).

En las figuras (§ 3.10) y (§ 3.11) podemos ver el comportamiento del métodoUpwindy
Lax-Wendroffen el tiempoT = 17. Se puede apreciar que el métodoUpwindno simula bien
la solucíon, mientras que el ḿetodoLax-Wendroffsi proporciona una buena aproximación.

Figura§ 3.10 Simulacíon nuḿericas del ḿetodo Upwind para el ejemplo 2.

Figura§ 3.11 Simulaciones nuḿericas del ḿetodo Lax-Wendroff para el ejemplo 2.

3.3. EJEMPLOS NUḾERICOS
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Ejemplo 3

En este ejemplo consideremosλ = 0.5, ∆x = 0.08, ∆t = 0.04, [−2, 2] como el intervalo
en el ejex y la condicíon inicial

u0(x) =

{
tanh(20(x+ 2)) si x ≤ 0

tanh(20(−x+ 2)) si x > 0

Figura§ 3.12 Simulacíon nuḿericas del ḿetodo Upwind para el ejemplo 3.

Figura§ 3.13 Simulaciones nuḿericas del ḿetodo Lax-Wendroff para el ejemplo 3.
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En las figuras (§ 3.12) y (§ 3.13) podemos ver el comportamiento del métodoUpwindy
Lax-Wendroffen el tiempoT = 1. En este ejemplo donde tenemos cambios rápidos de la
solucíon se puede apreciar que el métodoUpwind no es tan preciso como quisieramos y el
métodoLax-Wendrofftiene nuevamente oscilaciones.

3.3.2. No Lineales

A continuacíon introduciremos dos ejemplos no lineales donde nuevamente se puede ver
los comportamientos no deseados de los métodosUpwindy Lax-Wendroff.

Ejemplo 4

Para nuestro primer ejemplo no lineal consideramos el siguiente problema de Riemann,
con laecuacíon de Burger:

ut +
(

1
2
u2

)
x

= 0

u(x, 0) =

{
uL si x ≤ 0

uR si x > 0

Este problema es muy bien conocido. Con un simple análisis de la curvas caracterı́sticas
podemos encontrar la solución de nuestro problema. En el casouL > uR tenemos unáunica
solucíon [19] dada por

u(x, t) =

{
uL si x ≤ st

uR si x > st

donde

s =
uL + uR

2
,

es lavelocidad de choque, es la decir la velocidad en la cual la discontinuidad viaja.

En particular tomaremos

u(x, 0) =

{
2 si x ≤ 0

1 si x > 0

con un intervalo temporal[0, 1/3] y un intervalo espacial[−2, 2], con un tamãno de paso
∆x = 0.04 y ∆t = 0.0111.

En las figuras§ 3.14 -§ 3.16 podemos ver el comportamiento de lo métodosUpwind, Lax-
Wendroffy McCormacken el tiempoT = 1/3. Se puede apreciar que el métodoUpwind
simula bien la solución aunque no es muy preciso cerca de la discontinuidad. Por otro lado
el métodoLax-Wendroffy el métodoMcCormackprovocan oscilaciones no deseadas en la
aproximacíon.

3.3. EJEMPLOS NUḾERICOS
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Figura§ 3.14 Método Upwind para el ejemplo 4, en el tiempo T=1/3.

Figura§ 3.15 Método Lax-Wendroff para el ejemplo 4, en el tiempo T=1/3.
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Figura§ 3.16 Método McCormack para el ejemplo 4, en el tiempo T=1/3.

Ejemplo 5

Para este ejemplo consideraremos nuevamente la ecuación de Burger, pero ahora con una
discontuidad:

ut +
(

1
2
a(x)u2

)
x

= 0

donde

a(x) =

{
1 si x ≤ 1

2 si x > 1

y la condicíon inicial
u(x, 0) = 1.

Se puede demostrar que la solución exacta [27] parat = T esta dado por

u(x, T ) =



1 x ≤ 0
√

2
2

0 < x ≤ 1 +
√

2T

1−
√

2/2
2T −

√
2T

(x− 1−
√

2T ) +
√

2
2 1 +

√
2T < x ≤ 1 + 2T

1 1 + 2T < x
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Figura§ 3.17 Solucíon exacta del ejemplo 5.

Para las simulaciones de estos ejemplos se utilizó como intervalo temporal[0, 0.336],
intervalo espacial[0, 2] y con un tamãno de paso∆x = 0.0250 y ∆t = 0.0112.

En las figuras (§ 3.18)-(§ 3.20) podemos ver el comportamiento de lo métodosUpwind,
Lax-Wendroffy McCormacken el tiempoT = 0.336. Ahora podemos observar que el méto-
do Upwind no es tan preciso en una parte de la solución. En este casotodoslos métodos
provocan oscilaciones, aunque en los métodosLax-Wendroffy McCormackson ḿas pro-
nunciados.

Figura§ 3.18 Método Upwind para el ejemplo 5, en el tiempoT = 0.336.
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CAṔITULO 3. MÉTODOS CĹASICOS PARA SISTEMAS HIPERB́OLICOS 67

Figura§ 3.19 Método Lax-Wendroff para el ejemplo 5, en el tiempoT = 0.336.

Figura§ 3.20 Método McCormack para el ejemplo 5, en el tiempoT = 0.336.

En el siguiente capı́tulo se desarrollan ḿetodos que combinan ambas familias en base
a los resultados obtenidos en los ejemplos anteriores, de manera que los nuevos métodos
tengan un buen comportamiento en todos los problemas presentados (en soluciones discon-
tinuas, oscilantes o suaves).

3.3. EJEMPLOS NUḾERICOS





4
Métodos Nuḿericos No Est́andar para Sistemas

Hiperb́olicos

En este caṕıtulo desarrollamos nuevos métodos nuḿericos derivados de combinaciones
y modificaciones de los ḿetodos Upwind y de la familia Lax-Wendroff. A estos métodos los
llamaremosMétodos No Estándar.

4.1. Diferencias finitas no est́andar

Los métodos descritos en el capı́tulo anterior usan los tres tipos de diferencias finitas
clásicaso est́andarpara aproximar la derivada,

Atradasadas : (ux)n
j ≈

un
j − un

j−1

h
, (4.1)

Adelantadas : (ux)n
j ≈

un
j+1 − un

j

h
, (4.2)

Centradas : (ux)n
j ≈

un
j+1 − un

j−1

2h
. (4.3)

Las aproximaciones (4.1) y (4.2) son de primer orden y (4.3) es de segundo orden.

Al momento de usar uno de los métodos anteriores usualmente la aproximación de la
derivada no muy precisa en todos los puntos en la que la deseamos aproximar. Por ejemplo,
observemos la función de la figura§ 4.1, graficada en azul. Si calculamos las derivadas con
alguno de los ḿetodos est́andar, ninguno de estos tres métodos nos puede proporcionar de
manera eficiente la derivada en todos los puntos con la malla pintada. También podemos

69
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observar que en el punto 1, la mejor aproximación est́a dada por las diferencias atrasadas, en
el punto 2 por las diferencias centradas y para el punto 3, diferencias adelantadas.

Figura§ 4.1 Aproximaciones por diferencias finitas. De rojo la recta tangente real y de rosado,
amarillo y verde las rectas tangentes calculadas con diferencias finitas atrasadas, adelantadas y

centradas respectivamente.

4.1. DIFERENCIAS FINITAS NO EST́ANDAR
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Por lo tanto serı́a másútil un método que decida por si mismo cual es el mejor método
para calcular la aproximación de la derivada en cada punto. A continuación se presenta un
esquema dediferencias finitas no estándar el cual asigna pesosθ para determinar la mejor
aproximacíon,

(ux)n
j ≈

1
h

[
θ
(
un

j+1 − un
j

)
+ (1− θ)

(
un

j − un
j−1

)]
, (4.4)

donde

θ =
|un

j − un
j−1|

|un
j+1 − un

j |+ |un
j − un

j−1|
. (4.5)

Observacíon 4.1.
El valor deθ siempre se encuentra en el intervalo[0, 1].

Si la distancia|un
j − un

j−1| es mayor que|un
j+1 − un

j | entoncesθ > 1/2 y consecuente-
mente el ḿetodo no est́andar proporciona un mayor peso a las aproximaciones adelantadas.
Si la distancia|un

j − un
j−1| es menor que|un

j+1 − un
j | entoncesθ < 1/2, entonces el ḿeto-

do no est́andar proporciona un mayor peso a las aproximaciones atrasadas. Si las distancias
|un

j+1−un
j | y |un

j −un
j−1| son muy parecidas el valor deθ seŕa muy cercano a1/2 y entonces

nuestro ḿetodo adquiere la forma de diferencias centradas. Podemos observar en la figura§
4.1, que el mejor ḿetodo para aproximar la derivada en cada uno de los puntos sigue la regla
anterior.

Por lo tanto es de esperarse que los métodos no estándar eliminen o hagan menores las
oscilaciones producidas por una discontinuidad o cambio rápido en la solución usando una
aproximacíon de primer orden y adeḿas de recuperar la aproximación de segundo orden
clásica que resulta la mejor para soluciones suaves o regulares.

4.2. Método Richtmyer-Lax-Wendroff No Estándar 1 (RLWNE1)

Consideremos el problema no lineal

ut + f(u)x = 0, −∞ < x <∞, t ≥ 0, (4.6)

u(x, 0) = u0(x),

ya discutido en el capı́tulo anterior.

El métodoRLWNE1inicialmente combina elMétodo Upwindcon elMétodo Richtmyer-
Lax-Wendroffen un primer paso y con el objetivo de evitar los problemas de oscilaciones
provocados por estéultimo se toma aproximaciones ponderadas de la primera derivada es-
pacial en un segundo paso.

En el caso del problema no lineal (4.6) el método consiste en su primer paso por apro-
ximaciones en los puntosUn+1/2

j+1/2 y U
n+1/2
j−1/2 de la misma forma que lo hace el método

4.2. MÉTODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO EST́ANDAR 1 (RLWNE1)
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Richtmyer-Lax-Wendroffdefinido en (3.42)-(3.43) y la aproximación del punto adicional
U

n+1/2
j usando el ḿetodoUpwind Steger y Warming Modificadodefinido en (3.35).

Entonces el primer paso del métodoRLWNE1est́a dado por

U
n+1/2
j+1/2 =

1
2
(
Un

j + Un
j+1

)
− k

2h
(
f
(
Un

j+1

)
− f

(
Un

j

))
, (4.7)

U
n+1/2
j−1/2 =

1
2
(
Un

j + Un
j−1

)
− k

2h
(
f
(
Un

j

)
− f

(
Un

j−1

))
, (4.8)

U
n+1/2
j = Un

j −
k

2h
c
[
(f−(Un

j+1)− f−(Un
j )) + (f+(Un

j )− f+(Un
j−1))

]
(4.9)

− k

4h
c
[
fR(Un

j+1)− fR(Un
j−1)

]
,

dondec y fR est́an determinados a partir de la propiedad de homogeneidad def , analizada
en la seccíon 3.2.2.

El segundo paso del ḿetodo es

Un+1
j = Un

j −
2k
h

[
θ
(
f
(
U

n+1/2
j+1/2

)
− f

(
U

n+1/2
j

))
(4.10)

+(1− θ)
(
f
(
U

n+1/2
j

)
− f

(
U

n+1/2
j−1/2

))]
,

donde

θ =

∥∥∥f(Un+1/2
j )− f(Un+1/2

j−1/2 )
∥∥∥

2∥∥∥f(Un+1/2
j+1/2 )− f(Un+1/2

j )
∥∥∥

2
+
∥∥∥f(Un+1/2

j )− f(Un+1/2
j−1/2 )

∥∥∥
2

. (4.11)

Observacíon 4.2.
Siθ = 1

2 entonces recuperamos el método Richtmyer-Lax-Wendroff.

Figura§ 4.2 Esquema del Ḿetodo Richtmer-Lax-Wendroff No Estándar 1.
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4.2.1. Deduccíon del método

Para el primer paso las ecuaciones (4.7) y (4.8) son los mismos puntos correspondien-
tes al ḿetodoRichtmyer-Lax-Wendroffy (4.9) es deducido por el ḿetodoUpwind con la
pequẽna diferencia que tenemos un tamaño de paso temporalk/2.

Figura§ 4.3 Esquema del primer paso del Método
Richtmer-Lax-Wendroff No Estándar 1.

Para deducir el segundo paso consideremos el desarrollo de Taylor (denotaremosu =
u(xj , tn))

u(xj , tn + k) = u+ kut +O(k2)
= u− kf(u)x +O(k2).

Entonces para aproximar la derivada usamos diferencias ponderadas de tamaño de pasoh/2

f(u)x ≈
2
h

[
θ
(
f
(
u

n+1/2
j+1/2

)
− f

(
u

n+1/2
j

))
+ (1− θ)

(
f
(
u

n+1/2
j

)
− f

(
u

n+1/2
j−1/2

))]
,

dondeθ esta dado por (4.11). Ası́

u(xj , tn + k) ≈ u− 2k
h

[
θ
(
f
(
u

n+1/2
j+1/2

)
− f

(
u

n+1/2
j

))
+(1− θ)

(
f
(
u

n+1/2
j

)
− f

(
u

n+1/2
j−1/2

))]
+O(k2).

Por lo tanto la aproximación deu(xj , tn+1) esta dado por

Un+1
j = Un

j −
2k
h

[
θ
(
f
(
U

n+1/2
j+1/2

)
− f

(
U

n+1/2
j

))
+(1− θ)

(
f
(
U

n+1/2
j

)
− f

(
U

n+1/2
j−1/2

))]
.

4.2. MÉTODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO EST́ANDAR 1 (RLWNE1)
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Figura§ 4.4 Esquema del segundo paso del Método
Richtmer-Lax-Wendroff No Estándar 1.

4.2.2. Error de truncamiento y consistencia

En el primer paso, el ćalculo de los tres puntos nos proporciona unprimer ordentanto
espacial como temporalmente.

Para el segundo paso el error de truncamiento esta definido por

τh,k =
1
k

[
u(xj , tn + k)− u(xj , tn)

]
(4.12)

+
2
h

[
θ

(
f(u)

(
xj +

h

2
, tn +

k

2

)
− f(u)

(
xj , tn +

k

2

))
+(1− θ)

(
f(u)

(
xj , tn +

k

2

)
− f(u)

(
xj −

h

2
, tn +

k

2

))]
.

Tomemos en cuenta los desarrollos de Taylor

u(xj , tn + k) = u+ kut +
k2

2
utt +

k3

6
uttt +O(k4)

= u− kf(u)x −
k2

2
f(u)xt −

k3

6
f(u)xtt +O(k4),

f(u)
(
xj +

h

2
, tn +

k

2

)
= f(u) +

h

2
f(u)x +

k

2
f(u)t +

k2

8
f(u)tt + 2

kh

8
f(u)tx

+
h2

8
f(u)xx +

k3

48
f(u)ttt + 3

k2h

48
f(u)ttx

+3
kh2

48
f(u)txx +

h3

48
f(u)xxx +O(h4, k4),

f(u)
(
xj , tn +

k

2

)
= f(u) +

k

2
f(u)t +

k2

8
f(u)tt +

k3

48
f(u)ttt +O(k4),

f(u)
(
xj −

h

2
, tn +

k

2

)
= f(u)− h

2
f(u)x +

k

2
f(u)t +

k2

8
f(u)tt − 2

kh

8
f(u)tx
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+
h2

8
f(u)xx +

k3

48
f(u)ttt − 3

k2h

48
f(u)ttx

+3
kh2

48
f(u)txx −

h3

48
f(u)xxx +O(h4, k4),

dondeu, ut, utt, uttt, f(u), f(u)x, f(u)xx, f(u)xxx, f(u)t, f(u)tt, f(u)ttt, f(u)xt, f(u)xxt

y f(u)xtt est́an evaluados en(xj , tn).

Tenemos que el primer término de (4.12) es

1
k

[
u(xj , tn + k)− u

]
= −f(u)x −

k

2
f(u)xt −

k2

6
f(u)xtt +O(k3)

y el segundo t́ermino de (4.12) es

2
h

[
θ

(
f(u)

(
xj +

h

2
, tn +

k

2

)
− f(u)

(
xj , tn +

k

2

))

+(1− θ)
(
f(u)

(
xj , tn +

k

2

)
− f(u)

(
xj −

h

2
, tn +

k

2

))]

= f(u)x +
k

2
f(u)tx + (2θ − 1)

h

4
f(u)xx +

k2

8
f(u)ttx + 3(2θ − 1)

kh

24
f(u)txx

+
h2

24
f(u)xxx +O(h4, k4)

2
h
.

Luego si tomamosk/h = r como una constante

τh,k = −k
2

6
f(u)xtt +O(k3) + (2θ − 1)

h

4
f(u)xx +

k2

8
f(u)ttx

+3(2θ − 1)
h2r

24
f(u)txx +

h2

24
f(u)xxx +O(h3, k3),

= (2θ − 1)h
(
f(u)xx

4

)
+ h2

(
f(u)xxx

24
+

3(2θ − 1)f(u)txxr

24

)

+k2

(
−f(u)xtt

24

)
+O(h3, k3),

entonces
τh,k = (2θ − 1)O(h) +O(h2) +O(k2). (4.13)

Por lo tanto el segundo paso es desegundo ordentemporal y deprimer ordeno segundo
ordenespacial dependiendo del valor deθ. Mientrasθ sea ḿas cercano a1/2 el método se
comportaŕa más como uno de segundo orden.

4.2. MÉTODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO EST́ANDAR 1 (RLWNE1)
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PROPOSICIÓN 4.1. Consistencia
El método RLWNE1 definido en (4.7)-(4.10) es consistente.

Demostracíon.

Por la definicíon de consistencia dada en (3.5) y por (4.13).

N

COROLARIO 4.2.
El método RLWNE1 para el caso linealf(u) = Au, dondeA es una matriz constante, es
consistente.

4.2.3. Estabilidad lineal

Si consideramosf(u) = Au, entonces nuestro estudio se reduce al problema lineal

ut +Aux = 0, −∞ < x <∞, t ≥ 0, (4.14)

u(x, 0) = u0(x),

que ya hemos estudiado en el capı́tulo 3. Entonces nuestro ḿetodo adquiere la forma

Primer paso

U
n+1/2
j+1/2 =

1
2
(
Un

j + Un
j+1

)
− k

2h
A
(
Un

j+1 − Un
j

)
, (4.15)

U
n+1/2
j−1/2 =

1
2
(
Un

j + Un
j−1

)
− k

2h
A
(
Un

j − Un
j−1

)
, (4.16)

U
n+1/2
j = Un

j −
k

2h
A+
(
Un

j − Un
j−1

)
− k

2h
A−
(
Un

j+1 − Un
j

)
. (4.17)

Segundo paso

Un+1
j = Un

j −
2k
h
A

[
θ
(
U

n+1/2
j+1/2 − U

n+1/2
j

)
(4.18)

+(1− θ)
(
U

n+1/2
j − U

n+1/2
j−1/2

)]
,

donde

θ =

∥∥∥Un+1/2
j − U

n+1/2
j−1/2

∥∥∥
2∥∥∥Un+1/2

j+1/2 − U
n+1/2
j

∥∥∥
2
+
∥∥∥Un+1/2

j − U
n+1/2
j−1/2

∥∥∥
2

(4.19)
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y
A+ = L−1Λ+L, A− = L−1Λ−L. (4.20)

Las ecuaciones (4.15)-(4.18) se pueden simplificar a una sola expresión.

Un+1
j = Un

j −
2k
h
A

[
θ
(
U

n+1/2
j+1/2 − U

n+1/2
j

)
+ (1− θ)

(
U

n+1/2
j − U

n+1/2
j−1/2

)]
,

= Un
j −

k

h
A

[
θ
(
Un

j+1 − Un
j

)
+ (1− θ)

(
Un

j − Un
j−1

)]

+θ
(
k

h

)2

A

[
(A−A−)Un

j+1 − (A+A+ −A−)Un
j +A+Un

j−1

]

+(1− θ)
(
k

h

)2

A

[
A−Un

j+1 − (A−A+ +A−)Un
j + (A−A+)Un

j−1

]
,

pero recordemos que
A+ +A− = A,

entonces haciendo uso de la expresión anterior y sacando factor común obtenemos una ex-
presíon más simplificada para el esquemaRLWNE1en el caso lineal

Un+1
j = Un

j −
k

h
A

[
θ
(
Un

j+1 − Un
j

)
+ (1− θ)

(
Un

j − Un
j−1

)]
(4.21)

+
(
k

h

)2

A
(
θA+ + (1− θ)A−

)[
Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1

]
.

Tambíen podemos simplificar el valor deθ para no tenerlo en términos deUn+1/2
j+1 ,

U
n+1/2
j y Un+1/2

j−1 . Sear = k/h, entonces

U
n+1/2
j − U

n+1/2
j−1/2 =

1
2
(Un

j − Un
j−1),

U
n+1/2
j+1/2 − U

n+1/2
j =

1
2

[
(1− rA)(Un

j+1 − Un
j ) + rA(Un

j − Un
j−1)

]
.

Por lo tanto

θ =

∥∥∥Un
j − Un

j−1

∥∥∥
2∥∥∥∥(1− k

h
A

)
(Un

j+1 − Un
j ) +

k

h
A(Un

j − Un
j−)
∥∥∥∥

2

+
∥∥Un

j − Un
j−1

∥∥
2

. (4.22)
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Observacíon 4.3.
Si k

h = 1 entoncesθ = 1
2 , de manera que recuperamos el método Lax-Wendroff.

Para estudiar la estabilidad basta trabajar con el caso escalar

ut + λux = 0,

dondeλ es un valor propio deA.

Por lo tanto nuestro ḿetodo para la ecuación escalar de advección esta dado por

Un+1
j = Un

j −
λk

h

[
θ
(
Un

j+1 − Un
j

)
+ (1− θ)

(
Un

j − Un
j−1

)]
(4.23)

+
(
k

h

)2

λ
(
θλ+ + (1− θ)λ−

)[
Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1

]
,

donde
λ+ = máx{λ, 0} y λ− = mı́n{λ, 0}

y

θ =

∣∣∣Un
j − Un

j−1

∣∣∣∣∣∣∣(1− k

h
λ

)
(Un

j+1 − Un
j ) +

k

h
λ(Un

j − Un
j−1)

∣∣∣∣+ ∣∣∣Un
j − Un

j−1

∣∣∣ . (4.24)

Además de (4.23) podemos observar que siλ > 0 tenemos

Un+1
j = Un

j −
λk

h

[
θ
(
Un

j+1 − Un
j

)
+ (1− θ)

(
Un

j − Un
j−1

)]
(4.25)

+θ
(
λk

h

)2 [
Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1

]
y cuandoλ < 0 tenemos

Un+1
j = Un

j −
λk

h

[
θ
(
Un

j+1 − Un
j

)
+ (1− θ)

(
Un

j − Un
j−1

)]
(4.26)

+(1− θ)
(
λk

h

)2 [
Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1

]
.

Factor de amplificación

Nuevamente para simplicar la notación llamemosr = k/h. Entonces sustituyendo

Un
j = gneijhξ,
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en nuestro ḿetodo (4.23), obtenemos

gn+1eijhξ = gneijhξ

−λr
[
θ
(
gnei(j+1)hξ − gneijhξ

)
+ (1− θ)

(
gneijhξ − gnei(j−1)hξ

)]

+r2λ
(
θλ+ + (1− θ)λ−

)[
gnei(j+1)hξ − 2gneijhξ + gnei(j−1)hξ

]
,

entonces

g(ξ) = 1− λr

[
(2θ − 1)(cos(hξ)− 1) + i sen(hξ)

]
+2r2λ

(
θλ+ + (1− θ)λ−

)(
cos(hξ)− 1

)
.

Por lo tanto el factor de amplificación esta dado por

g(ξ) = 1 +
[
(1− 2θ)λr + 2r2λ

(
θλ+ + (1− θ)λ−

)](
cos(hξ)− 1

)
−iλr sen(hξ). (4.27)

Condición para la estabilidad

Tenemos que para obtener estabilidad es suficiente que

|g(ξ)| ≤ 1. (4.28)

Sea

p = λr, (4.29)

q = (1− 2θ)λr + 2r2λ
(
θλ+ + (1− θ)λ−

)
(4.30)

y consideremos

x = 1 + q (cos(hξ)− 1) , (4.31)

y = −p sen(hξ). (4.32)

Entonces el factor de amplificación

g(ξ) = x+ iy =
[
1 + q(cos(hξ)− 1)

]
+ i
[
− p sen(hξ)

]
, (4.33)

por (4.28) se debe cumplir que
x2 + y2 ≤ 1.
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Tenemos que

p2x2 = q2p2 cos2(hξ) + 2q(1− q)p2 cos(hξ) + (1− q)2p2,

q2y2 = q2p2sen2(hξ),

−2(1− q)p2x = −2q(1− q)p2 cos(hξ)− 2(1− q)2p2,

entonces

p2x2 + q2y2 − 2(1− q)p2x = p2q2
(

cos2(hξ) + sen2(hξ)
)
− p2(1− q)2,

= p2q2 − p2(1− q)2.

Es decir los puntos(x, y) satisfacen

p2x2 + q2y2 − 2(1− q)p2x+ p2(1− q)2 − q2p2 = 0, (4.34)

o equivalentemente [
x− (1− q)

]2
q2

+
y2

p2
= 1,

el cual es la ecuación de una elipse en el plano complejo con centro en(1− q, 0), semieje en
x de longitud|q| y semieje eny de longitud|p|.

Figura§ 4.5 Elipse determinada por la imagen deg(ξ) y circunferencia unitaria.

Por lo tanto para garantizar que|g(ξ)| ≤ 1 se debe de cumplir quetodos los puntos de la
elipse determinada por (4.34) deben de estar contenidos dentro el cı́rculo unidad, es decir,
que su distancia al origen sea menor o igual a1.
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CAṔITULO 4. MÉTODOS NUMÉRICOS NO EST́ANDAR 81

Immediatamente podemos observar que la circunferencia y la elipse se intersectan en el
punto(1, 0). Entonces para que se cumpla la condición anterior es necesario que la abscisa
del centro de la elipse este entre 0 y 1, es decir

0 ≤ 1− q < 1,

el cual es equivalente a
0 < q ≤ 1, (4.35)

y que la longitud del semieje eny no sea mayor a1, es decir

|p| ≤ 1. (4.36)

Observacíon 4.4.
Si q = 0, entonces la elipse determinada por (4.34) se reduceúnicamente al punto(1, 0).

Pero como podemos ver en la figura§ 4.5 las condiciones (4.35) y (4.36) no son su-
ficientes para que la elipse este contenida dentro de la circunferencia. Por lo tanto ahora
determinaremos las condiciones adicionales para finalmente obtener la estabilidad de nues-
tro método.

El plan es encontrar todas las intersecciones posibles entre la elipse y circunferencia,
las cúales nos ayudarán a determinar las condiciones para que(1, 0) sea elúnico punto de
interseccíon de estas dos gráficas.

LEMA 4.1
La elipse determinada por la imagen deg(ξ) en (4.33) esta contenida en el circulo unitario
conúnico punto de intersección con la circunferencia en(1, 0) si y solo si se cumple que

0 < q ≤ 1,

|p| ≤ 1

y alguna de las siguientes condiciones

p2 − q2 ≤ 0 (4.37)

ó {
0 < q − p2

0 < p2 − q2
(4.38)

donde

p = λr,

q = (1− 2θ)λr + 2r2λ
(
θλ+ + (1− θ)λ−

)
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y

r =
k

h
.

Demostracíon.

Primero veamos cúales son las intersecciones de la elipse con la circunferencia unitaria,
es decir aquellos puntos(x, y) que satisfacen las ecuaciones

p2x2 + q2y2 − 2(1− q)p2x+ (1− q)2p2 − q2p2 = 0,
x2 + y2 − 1 = 0.

Despejandoy2 de la segunda ecuación, sustituyendola en la primera y reagrupando térmi-
nos obtenemos[

p2 − q2
]
x2 +

[
− 2(1− q)p2

]
x+

[
p2 − 2p2q + q2

]
= 0,

aśı las raices están dadas por

x =
2(1− q)p2 ±

√
4(1− q)2p4 − 4(p2 − q2)(p2 − 2p2q + q2)

2(p2 − q2)
,

simplificando el radicando

4(1− q)2p4 − 4(p2 − q2)(p2 − 2p2q + q2) = 4q2
(
p2 − q

)2
,

entonces

x =
(1− q)p2 ± q(p2 − q)

(p2 − q2)
.

Aśı las raices están dadas por

x1 = 1, x2 =
p2 − 2qp2 + q2

(p2 − q2)
. (4.39)

Parax1 = 1, tenemos quey1 = 0. Por lo tanto como ya habı́amos observado, el punto
(1, 0) siempre es intersección de estas dos gráficas.

Para la segunda raı́z tenemos que las correspondientes ordenadas están determinadas por

y21 =
√

1− x2
2, y22 = −

√
1− x2

2,

entonces las condiciones adicionales estarán dadas de manera que los puntos

(x2, y21), (x2, y22),

no sean ńumeros reales.
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Por lo tanto las condiciones son

p2 = q2 (4.40)

ó
1− x2 < 0 (4.41)

Simplificando la ecuación (4.41) tenemos

1 <
(
p2 − 2qp2 + q2

(p2 − q2)

)2

⇐⇒ 1 <
(

1 + 2
(
q2 − qp2

(p2 − q2)

))2

,

⇐⇒ 0 <
q2 − qp2

(p2 − q2)
ó

q2 − qp2

(p2 − q2)
< −1.

Analicemos que pasa en cada una de las condiciones anteriores.

Teniendo en cuenta que0 < q ≤ 1 por (4.35) entonces

0 <
q2 − qp2

(p2 − q2)
⇐⇒ 0 <

q − p2

(p2 − q2)
,

el cual se cumple si y sólo si

q − p2 < 0, (4.42)

p2 − q2 < 0, (4.43)

ó

0 < q − p2, (4.44)

0 < p2 − q2. (4.45)

De las condiciones (4.42) y (4.43) se deduce que

q − q2 < 0,

aśı
1 < q,

la cual contradice la suposición (4.35), por lo que esta condición no puede ser impuesta, de
manera quéunicamente debemos tomar en cuenta (4.44) y (4.45).

Por otro lado tenemos que

q2 − qp2

p2 − q2
< −1 ⇐⇒ 0 <

q − 1
p2 − q2

,
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el cual se cumple si y sólo si

0 < q − 1, (4.46)

0 < p2 − q2, (4.47)

ó

q − 1 < 0, (4.48)

p2 − q2 < 0. (4.49)

Pero nuevamente, de las condiciones (4.46) y (4.47) tenemos

1 < q,

contradiciendo (4.35). Adeḿas (4.48) siempre se cumple, de manera queúnicamente debe-
mos contemplar (4.49).

Por lo tanto llegamos a las condiciones (4.37)ó (4.38) junto con (4.35) y (4.36).

N

Gracias alLema 4.1ya podemos determinar las condiciones sufientes para obtener la
estabilidad lineal de nuestro método, pero estas aún son muy generales e inclusive algunas
redundantes. De manera que con el siguiente lema reduciremos el número de condiciones
suficientes para la estabilidad.

LEMA 4.2
(i) Si |p| < 1 y 0 < θ < 1, entonces

q2 < p2.

(ii) Si q2 < p2 y p2 < q entonces

0 < q < 1.

(iii) La condiciónp2 < q es equivalente a0 < θ < 1
2 ó 1

2 < θ < 1 cuando
0 < λr < 1 ó −1 < λr < 0 respectivamente.

Demostracíon.

(i)

De (4.29) y (4.30) tenemos que

q2 < p2

⇐⇒
[
(1− 2θ) + 2r

(
θλ+ + (1− θ)λ−

)]2
< 1
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Si λ > 0 entonces0 < p < 1, aśı

0 < 1− p < 1,

y adeḿas0 < θ < 1, entonces

θ(1− p) < 1,

⇐⇒ θ(1− p)2 < 1− p,

⇐⇒ θ + θλ2r2 − 1 + λr − 2θλr < 0,

⇐⇒
[
(1− 2θ) + 2θλr

]2
< 1,

⇐⇒ q2 < p2,

es decir la condición (4.45) se satisface.

Si λ < 0 entonces−1 < p < 0, aśı

0 < p+ 1 < 1,

y adeḿas como0 < θ < 1 se sigue que

p < θ(p+ 1),

⇐⇒ p(p+ 1) < θ(p+ 1)2,

⇐⇒
[
(1− 2θ) + 2(1− θ)λr

]2
< 1,

⇐⇒ q2 < p2.

(ii)

Si q2 < p2 y p2 < q entonces
0 < q2 < q

y por lo tanto
0 < q < 1.

(iii)

Teniendo en cuenta que
0 < |λ|r < 1,

tenemos que siλ > 0,

λ2r2 < λr
(
(1− 2θ) + 2λrθ

)
,

⇐⇒ 0 < (1− 2θ)(1− λr),

⇐⇒ θ < 1
2
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y si λ < 0,

λ2r2 < λr
(
(1− 2θ) + 2λr(1− θ)

)
,

⇐⇒ 0 > (1− 2θ)(1 + λr),

⇐⇒ θ > 1
2 .

N

Por lo tanto tenemos la siguiente proposición sobre la estabilidad lineal del método
Richtmyer-Lax-Wendroff No Estándar 1.

PROPOSICIÓN 4.3. Estabilidad Lineal.
El método lineal (4.21) es estable si cumple alguna de las siguientes condiciones

0 < λ
k

h
< 1, 0 < θ <

1
2
, (4.50)

ó

−1 < λ
k

h
< 0,

1
2
< θ < 1, (4.51)

para cada valor propioλ de la matrizA.

Demostracíon.

Si se cumple (4.50)́o (4.51) entonces|p| < 1 y aśı delLema 4.2tenemos que

p2 < q y q2 < p2,

y
0 < q ≤ 1,

entonces usando elLema 4.1tenemos que la elipse determinada por la imagen deg(ξ) esta
contenida en el circulo unitario cońunico punto de intersección con la circunferencia en
(1, 0). Aśı todos los puntos(x, y) satisfacen quex2 + y2 ≤ 1, es decir

|g(ξ)| ≤ 1,

por lo tanto por elAnálisis de Von Neumannpodemos concluir que el ḿetodoRLWNE1es
estable.

N

En la figura§ 4.6 podemos observar las regiones de estabilidad para dos valores positivos
deλr. En estas gŕaficas se pueden apreciar como las elipses determinadas por valores deθ
entre0 ≤ θ ≤ 1/2 no intersectan al circulo unidad, mientras que aquellas determinadas por
1/2 ≤ θ < 1 si lo hacen. También observamos que si|λr| > 1 nuestras elipses se salen
del ćırculo unidad y aśı de nuestra región de estabilidad. Ańalogamente en la figura§ 4.7
tenemos el caso negativo.
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Figura§ 4.6 Regiones de estabilidad para valores positivos deλr,
variando los valores deθ entre 0 y 1.

Figura§ 4.7 Regiones de estabilidad para valores negativos deλr,
variando los valores deθ entre 0 y 1.
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COROLARIO 4.4
Si0 < q ≤ 1, entoncesp2 = q2 si y solo si se cumple alguna de las siguientes condiciones

θ = 0, θ = 1, ó |p| = 1.

Demostracíon.

La igualdadp2 = q2 implica quep = ±q, entonces las elipses de nuestro problema se
reducen a circunferencias de radio|p| cuyaúnica intersección con la circunferencia unitaria
es(1, 0), de manera que basta pedir que se cumpla (4.35) para que las elipses determinadas
porg(ξ) est́en en el ćırculo unitario.

Si p = q, entonces la condición (4.35) se reduce a

0 < p ≤ 1,

entonces basta considerarúnicamente el caso cuandoλ > 0, aśı

p = q,

⇐⇒ λr = (1− 2θ)λr + 2λ2r2θ,

⇐⇒ 0 = −2θ(1− λr),

el cual es equivalente a que
θ = 0 o p = 1.

Si p = −q, entonces la condición (4.35) se reduce a

−1 ≤ p < 0,

entonces basta considerarúnicamente el caso cuandoλ < 0, aśı

−p = q,

⇐⇒ −λr = (1− 2θ)λr + 2λ2r2(1− θ),

⇐⇒ 0 = (1− θ)(1 + λr),

el cual es equivalente a que
θ = 1 o p = −1.

N

Si consideramos algunas de las condiciones delCorolario 4.2, nuestro ḿetodo queda
reducido a los esquemas numéricos cĺasicos que ya hemos estudiado. Siθ = 0 nuestro se
reduce al ḿetodo unilateralEuler Atrasadas, del cual hemos demostrado que su región de
estabilidad es

0 ≤ λr ≤ 1,
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si θ = 1, entonces nuestro ḿetodo se reduce al ḿetodo unilateralEuler Avanzadascuya
región de estabilidad es

−1 ≤ λr ≤ 0,

y si |λ|r = 1 entonces nuestro ḿetodo se reduce al ḿetodoRichtmyer-Lax-Wendroff, el cual
sabemos que es estable cuando se cumple dicha condición.

COROLARIO 4.5. Convergencia
El método RLWNE1 lineal es convergente si se cumple alguna de las condiciones (4.50)
ó (4.51).

Demostracíon.

Por elCorolario 4.2, Proposicíon 4.3y el Teorema de Equivalencia de Lax.

N

4.3. Método Richtmyer-Lax-Wendroff No Estándar 2 (RLWNE2)

Este segundo ḿetodoúnicamente es una ligera modificación del segundo paso del méto-
do (4.7)-(4.10), pero como veremos a continuación la condicíon de estabilidad lineal para
este ḿetodo es mejor que el de RLWNE1 dado que no dependerá del valor deθ.

Primer paso

U
n+1/2
j+1/2 =

1
2
(
Un

j + Un
j+1

)
− k

2h
(
f(Un

j+1)− f(Un
j )
)
, (4.52)

U
n+1/2
j−1/2 =

1
2
(
Un

j + Un
j−1

)
− k

2h
(
f(Un

j )− f(Un
j−1)

)
, (4.53)

U
n+1/2
j = Un

j −
k

2h
c
[
(f−(Un

j+1)− f−(Un
j )) + (f+(Un

j )− f+(Un
j−1))

]
(4.54)

− k

4h
c
[
fR(Un

j+1)− fR(Un
j−1)

]
,

dondec y fR est́an determinados a partir de la propiedad de homogeneidad def , definada
en la seccíon 3.2.2.

Segundo paso

Un+1
j = U

n+1/2
j − k

h

[
θ
(
f
(
U

n+1/2
j+1/2

)
− f

(
U

n+1/2
j

))
(4.55)

+(1− θ)
(
f
(
U

n+1/2
j

)
− f

(
U

n+1/2
j−1/2

))]
.
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4.3.1. Deduccíon del método

Para el segundo paso consideremos el desarrollo de Taylor (u = u(xj , tn + k
2 ))

u(xj , tn + k) = u+
k

2
ut +O(k2),

= u− k

2
f(u)x +O(k2).

Entonces para aproximar la derivada usamos usamos diferencias ponderadas de tamaño de
pasoh/2

f(u)x ≈
2
h

[
θ
(
f
(
u

n+1/2
j+1/2

)
− f

(
u

n+1/2
j

))
+ (1− θ)

(
f
(
u

n+1/2
j

)
− f

(
u

n+1/2
j−1/2

))]
,

dondeθ esta dado por (4.11). Ası́

u(xj , tn + k) ≈ u− k

h

[
θ
(
f
(
u

n+1/2
j+1/2

)
− f

(
u

n+1/2
j

))
+(1− θ)

(
f
(
u

n+1/2
j

)
− f

(
u

n+1/2
j−1/2

))]
+O(k2).

Y obtenemos la aproximación deu(xj , tn+1) definida en (4.55).

Figura§ 4.8 Esquema del segundo paso del Método
Richtmer-Lax-Wendroff No Estándar 2.

4.3.2. Error de truncamiento y consistencia

Comoúnicamente modificamos el segundo paso, veamos como afecta en el orden.
El orden de truncamiento está definido por

τh,k =
1
k

[
u(xj , tn + k)− u

(
xj , tn +

k

2

)]
(4.56)

+
1
h

[
θ

(
f(u)

(
xj +

h

2
, tn +

k

2

)
− f(u)

(
xj , tn +

k

2

))
+(1− θ)

(
f(u)

(
xj , tn +

k

2

)
− f(u)

(
xj −

h

2
, tn +

k

2

))]
.
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Tomando en cuenta los desarrollos de Taylor (consideremosu = u(xj , tn + k
2 ))

u(xj , tn + k) = u+
k

2
ut +

k2

8
utt +

k3

48
uttt +O(k4),

= u− k

2
f(u)x −

k2

8
f(u)xt −

k3

48
f(u)xtt +O(k4),

f(u)
(
xj +

h

2
, tn +

k

2

)
= f(u) +

h

2
f(u)x +

h2

8
f(u)xx +

h3

48
f(u)xxx +O(h4),

f(u)
(
xj −

h

2
, tn +

k

2

)
= f(u)− h

2
f(u)x +

h2

8
f(u)xx −

h3

48
f(u)xxx +O(h4),

tenemos que

1
k

[
u(xj , tn + k)− u

]
= −1

2
f(u)x −

k

8
f(u)xt −

k2

48
f(u)xtt +O(k3)

y

1
h

[
θ

(
f(u)

(
xj +

h

2
, tn +

k

2

)
− f(u)

(
xj , tn +

k

2

))

+(1− θ)
(
f(u)

(
xj , tn +

k

2

)
− f(u)

(
xj −

h

2
, tn +

k

2

))]

=
1
2
f(u)x + (2θ − 1)

h

8
f(u)xx +

h2

48
f(u)xxx + (2θ − 1)O(h3),

dondeu, ut, utt, uttt, f(u), f(u)x, f(u)xx, f(u)xxx, f(u)xt y f(u)xtt est́an evaluados en
(xj , tn + k

2 ). Entonces

τh,k = −k
8
f(u)xt −

k2

48
f(u)xtt +O(k3) + (2θ − 1)

h

8
f(u)xx +

h2

48
f(u)xxx

+(2θ − 1)O(h3),

= (2θ − 1)h
(
f(u)xx

8

)
+ h2

(
f(u)xxx

48

)
− k

(
f(u)xt

8

)
− k2

(
f(u)xtt

48

)
+O(k3) + (2θ − 1)O(h3),

aśı
τh,k = (2θ − 1)O(h) +O(h2) +O(k). (4.57)

Por lo tanto el segundo paso es deprimer ordentemporalmente y deprimer ordeno
segundo ordenespacialmente dependiendo del valor deθ. Mientrasθ sea ḿas cercano a1/2
nuestro ḿetodo se comportará más como uno de segundo orden.
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92 CAṔITULO 4. MÉTODOS NUMÉRICOS NO EST́ANDAR

PROPOSICIÓN 4.6. Consistencia
El método RLWNE2 definido en (4.52)-(4.55) es consistente.

Demostracíon.

Por la definicíon de consistencia dada en (3.5) y por (4.57).

N

COROLARIO 4.7.
El método RLWNE2 para el caso linealf(u) = Au, dondeA es una matriz constante, es
consistente.

4.3.3. Estabilidad lineal

Si consideramosf(u) = Au, entonces nuestro ḿetodo adquiere la forma

Primer paso

U
n+1/2
j+1/2 =

1
2
(
Un

j + Un
j+1

)
− k

2h
A
(
Un

j+1 − Un
j

)
, (4.58)

U
n+1/2
j−1/2 =

1
2
(
Un

j + Un
j−1

)
− k

2h
A
(
Un

j − Un
j−1

)
, (4.59)

U
n+1/2
j = Un

j −
k

2h
A+
(
Un

j − Un
j−1

)
− k

2h
A−
(
Un

j+1 − Un
j

)
, (4.60)

Segundo paso

Un+1
j = U

n+1/2
j − k

h
A

[
θ
(
U

n+1/2
j+1/2 − U

n+1/2
j

)
(4.61)

+(1− θ)
(
U

n+1/2
j − U

n+1/2
j−1/2

)]
,

donde

θ =

∥∥∥Un+1/2
j − U

n+1/2
j−1/2

∥∥∥
2∥∥∥Un+1/2

j+1/2 − U
n+1/2
j

∥∥∥
2
+
∥∥∥Un+1/2

j − U
n+1/2
j−1/2

∥∥∥
2

. (4.62)

Pero tenemos que de la deducción de (4.21)

−2k
h
A

[
θ
(
U

n+1/2
j+1/2 −U

n+1/2
j

)
+ (1− θ)

(
U

n+1/2
j − U

n+1/2
j−1/2

)]

= −k
h
A

[
θ
(
Un

j+1 − Un
j

)
+ (1− θ)

(
Un

j − Un
j−1

)]

+
(
k

h

)2

A
(
θA+ + (1− θ)A−

)[
Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1

]
,
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entonces

Un+1
j = Un

j −
k

2h
A+(Un

j − Un
j−1)−

k

2h
A−(Un

j+1 − Un
j )

− k

2h
A

[
θ
(
Un

j+1 − Un
j

)
+ (1− θ)

(
Un

j − Un
j−1

)]

+
1
2

(
k

h

)2

A
(
θA+ + (1− θ)A−

)[
Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1

]
.

Por lo tanto nuestro ḿetodo en forma lineal esta dado por

Un+1
j = Un

j −
k

2h

[(
θA+A−

)(
Un

j+1 − Un
j

)
+
(
(1− θ)A+A+

)(
Un

j − Un
j−1

)]
(4.63)

+
1
2

(
k

h

)2

A
(
θA+ + (1− θ)A−

)[
Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1

]
.

Además el valor deθ sigue siendo el mismo que en el métodoRichtmyer-Lax-Wendroff
No Est́andar 1, es decir

θ =

∥∥∥Un
j − Un

j−1

∥∥∥
2∥∥∥∥(1− k

h
A

)
(Un

j+1 − Un
j ) +

k

h
A(Un

j − Un
j−)
∥∥∥∥

2

+
∥∥Un

j − Un
j−1

∥∥
2

. (4.64)

Para estudiar la estabilidad basta trabajar con el caso escalar

ut + λux = 0

dondeλ es un valor propio deA. Entonces nuestro ḿetodo para la ecuación escalar de
adveccíon est́a dado por

Un+1
j = Un

j −
k

2h

[(
θλ+ λ−

)(
Un

j+1 − Un
j

)
+
(
(1− θ)λ+ λ+

)(
Un

j − Un
j−1

)]
(4.65)

+
1
2

(
k

h

)2

λ
(
θλ+ + (1− θ)λ−

)[
Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1

]
,

donde
λ+ = máx{λ, 0} , λ− = mı́n{λ, 0}
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y

θ =

∣∣∣Un
j − Un

j−1

∣∣∣∣∣∣∣(1− k

h
λ

)
(Un

j+1 − Un
j ) +

k

h
λ(Un

j − Un
j−1)

∣∣∣∣+ ∣∣∣Un
j − Un

j−1

∣∣∣ . (4.66)

Factor de amplificación

Nuevamente llamemosr = k/h. Sustituyendo

Un
j = gneijhξ

en nuestro ḿetodo (4.65), obtenemos

gn+1eijhξ = gneijhξ − 1
2
r

[(
θλ+ λ−

)(
gnei(j+1)hξ − gneijhξ

)
+
(
(1− θ)λ+ λ+

)(
gneijhξ − gnei(j−1)hξ

)]

+
1
2
r2λ
(
θλ+ + (1− θ)λ−

)[
gnei(j+1)hξ − 2gneijhξ + gnei(j−1)hξ

]
,

entonces

g(ξ) = 1− 1
2
r

[(
θλ+ λ−

)(
eihξ − 1

)
+
(
(1− θ)λ+ λ+

)(
1− e−ihξ

)]

+
1
2
r2λ
(
θλ+ + (1− θ)λ−

)[
eihξ − 2 + e−ihξ

]
,

= 1− 1
2
r

[
(2θ − 1)

(
cos(hξ)− 1

)
+ i sen(hξ)

]

+
1
2

[
r2λ
(
θλ+ + (1− θ)λ−

)(
cos(hξ)− 1

)]

−1
2
r

[
λ−
(
eihξ − 1

)
+ λ+

(
1− e−ihξ

)]
.

Teniendo en cuenta que

λ−
(
eihξ − 1

)
+ λ+

(
1− e−ihξ

)
= −|λ|

(
cos(hξ)− 1

)
+ iλ sen(hξ),

entonces

g(ξ) = 1 +
[
1
2
(1− 2θ)λr +

1
2
|λ|r + r2λ

(
θλ+ + (1− θ)λ−

)](
cos(hξ)− 1

)
+i
(
− 1

2
λr − 1

2
λr
)

sen(hξ).
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Por lo tanto el factor de amplificación esta dado por

g(ξ) = 1 +
1
2
λr

[
1− 2θ +

|λ|
λ

+ r
(
θλ+ + (1− θ)λ−

)](
cos(hξ)− 1

)
−iλr sen(hξ). (4.67)

Condición para la estabilidad

Tenemos que para obtener estabilidad es suficiente que

|g(ξ)| ≤ 1.

Si ahora definimos

p = λr, (4.68)

q =
1
2
λr

[
1− 2θ +

|λ|
λ

+ r
(
θλ+ + (1− θ)λ−

)]
(4.69)

y nuevamente consideramos

x = 1 + q (cos(hξ)− 1) ,
y = −psen(hξ),

como hemos visto en la sección 5.1.3, los puntos(x, y) del factor de amplificación

g(ξ) = x+ iy =
[
1 + q(cos(hξ)− 1)

]
+ i
[
− psen(hξ)

]
, (4.70)

satisfacen la ecuación [
x− (1− q)

]2
q2

+
y2

p2
= 1,

la cual es una elipse en el plano complejo con centro en(1− q, 0), semieje enx de longitud
|q| y semieje eny de longitud|p|.

Por lo tanto para garantizar que|g(ξ)| ≤ 1 se debe de cumplir quetodos los puntos de la
elipse determinada por (4.70) deben de estar contenidos dentro el cı́rculo unidad, es decir,
que su distancia al origen sea menor o igual a1.

Entonces elLema 4.1se sigue cumpliendo para el valor deq determinado por (4.69),
entonces la elipse determinada por la imagen deg(ξ) esta contenida en el circulo unitario
conúnico punto de intersección con la circunferencia en(1, 0) si y solo si se cumple que

0 < q ≤ 1, (4.71)

|p| ≤ 1 (4.72)
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y alguna de las siguientes condiciones

p2 − q2 ≤ 0 (4.73)

ó {
0 < q − p2

0 < p2 − q2
(4.74)

Ahora procedamos de manera análoga al ḿetodoRLWNE2, para conocer las condiciones
de estabilidad del ḿetodo.

LEMA 4.3
(i) Si |p| < 1 y 0 < θ < 1, entonces

q2 < p2.

(ii) Si |p| < 1 y 0 < θ < 1 entonces

p2 < q.

Demostracíon.

(i)

De (4.68) y (4.69) tenemos que

q2 < p2,

⇐⇒ 1
4λ

2r2
[
1− 2θ + |λ|

λ + 2rλ
(
θλ+ + (1− θ)λ−

)]2

< λ2r2,

⇐⇒
[
1− 2θ + |λ|

λ + 2rλ
(
θλ+ + (1− θ)λ−

)]2

< 4.

Si λ > 0 entonces
0 < 1− λr < 1,

aśı
−2θ(1− λr) < 0 y 0 < 4− 2θ + 2λr,

entonces [
− 2θ(1− λr)

][
4− 2θ + 2λr

]
< 0,

⇐⇒
[
2(1− θ) + 2λrθ

]2
< 4,

⇐⇒ q2 < p2.

4.3. MÉTODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO EST́ANDAR 2 (RLWNE2)
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Si λ < 0 entonces
0 < 1 + λr < 1,

aśı
−2θ(1 + λr) + 2λr − 2 < 0 y 0 < 2(1− θ)(1 + λr),

entonces [
− 2θ(1 + λr) + 2λr − 2

][
2(1− θ)(1 + λr)

]
< 0,

⇐⇒
[
− 2θ + 2λr − 2λrθ

]2
< 4,

⇐⇒ q2 < p2.

(ii)

Si λ > 0 tenemos que

λr < 1,

⇐⇒ 0 < (1− θ)(1− λr),

⇐⇒ λr < 1− θ + λrθ,

⇐⇒ λ2r2 < λr
[
1− θ + λrθ

]
,

⇐⇒ p2 < q.

Si λ < 0 entonces

−1 < λr,

⇐⇒ 0 > −θ(λr + 1),

⇐⇒ λr > −θ + λr − θλr,

⇐⇒ λ2r2 < λr
[
− θ + λr(1− θ)

]
,

⇐⇒ p2 < q.

N

Por lo tanto tenemos la siguiente proposición sobre la estabilidad lineal del método
Richtmyer-Lax-Wendroff No Estándar 2.

PROPOSICIÓN 4.8. Estabilidad Lineal
El método lineal (4.21) es estable si para cada valor propioλ de la matrizA,∣∣∣∣λkh

∣∣∣∣ ≤ 1.

Demostracíon.

4.3. MÉTODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO EST́ANDAR 2 (RLWNE2)
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Dado que|λr| < 1 entonces por elLema 4.3tenemos que

p2 < q y q2 < p2,

entonces facilmente podemos ver que

0 < q y q2 < q,

lo que implica que
0 < q < 1,

entonces usando elLema 4.1tenemos que la elipse determinada por la imagen deg(ξ) esta
contenida en el circulo unitario. Ası́ todos los puntos(x, y) satisfacen quex2 + y2 ≤ 1, es
decir

|g(ξ)| ≤ 1,

por lo tanto por elAnálisis de Von Neumannpodemos concluir que el ḿetodo RLWNE1 es
estable.

N

Observacíon 4.5.
El método RLWNE2 recupera la condición de estabilidad del ḿetodo Lax-Wendroff sin la
dependencia del valorθ.

En la figura§ 4.9 podemos observar las regiones de estabilidad para valores positivos
y negativos deλr. En estas gŕaficas se pueden apreciar como las elipses determinadas por
diversos valores deθ nunca intersectan al circulo unidad más que en el punto(1, 0). Para los
valores|λr| > 1 observamos que nuestras elipses se salen del cı́rculo unidad y aśı de nuestra
región de estabilidad. Ańalogamente en la figura§ 4.10 tenemos el caso negativo.

Figura§ 4.9 Regiones de estabilidad para valores positivos deλr,
variando los valores deθ entre 0 y 1.

4.3. MÉTODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO EST́ANDAR 2 (RLWNE2)



CAṔITULO 4. MÉTODOS NUMÉRICOS NO EST́ANDAR 99

Figura§ 4.10 Regiones de estabilidad para valores negativos deλr,
variando los valores deθ entre 0 y 1.

COROLARIO 4.9
Si |λr| ≤ 1, entoncesp2 = q2 si y solo si se cumple alguna de las siguientes condiciones

θ = 0, θ = 1, o |p| = 1.

Demostracíon.

Tenemos que

q =
1
2
λr

[
1− 2θ +

|λ|
λ

+ 2r
(
θλ+ + (1− θ)λ−

)]
,

entonces

p2 = q2,

⇐⇒ λ2r2 = λ2r2
[
1− 2θ + |λ|

λ + 2r
(
θλ+ + (1− θ)λ−

)]2

,

⇐⇒ 4 =
[
1− 2θ + |λ|

λ + 2r
(
θλ+ + (1− θ)λ−

)]2

,

el cual es equivalente a

1− 2θ +
|λ|
λ

+ 2r
(
θλ+ + (1− θ)λ−

)
= 2,

1− 2θ +
|λ|
λ

+ 2r
(
θλ+ + (1− θ)λ−

)
= −2.

Entonces siλ > 0, se tiene que

2(1− θ) + 2λrθ = 2,
2(1− θ) + 2λrθ = −2.

4.3. MÉTODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO EST́ANDAR 2 (RLWNE2)
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Aśı la primer igualdad es equivalente a

θ(λr − 1) = 0,

es decir,

θ = 0, o λr = 1.

La segunda igualdad nunca se cumple dado que

0 ≤ 1− θ + λrθ.

Análogamente siλ < 0, se tiene que

−2θ + 2λr(1− θ) = 2,
−2θ + 2λr(1− θ) = −2.

Tenemos que la primera igualdad nunca se cumple dado que

−θ + λr(1− θ) ≤ 0.

La segunda igualdad es equivalente a

(1− θ)(λr + 1) = 0,

es decir,

θ = 1, o λr = −1.

N

COROLARIO 4.10. Convergencia
El método RLWNE2 lineal es convergente si∣∣∣∣λkh

∣∣∣∣ ≤ 1.

Demostracíon.

Por elCorolario 4.7, Proposicíon 4.8y el Teorema de Equivalencia de Lax.

N

4.3. MÉTODO RICHTMYER-LAX-WENDROFF NO EST́ANDAR 2 (RLWNE2)
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4.4. Ejemplos nuḿericos

A continuacíon comparamos los resultados obtenidos en los cinco ejemplos presentados
en el caṕıtulo anterior con las simulaciones de los dos nuevos métodos.

Los primeros tres ejemplos utilizan la ecuación lineal

ut + λux = 0,

con distintos tipos de condiciones iniciales.

En los ejemplos 1 y 2 podemos observar la gran ventaja de los métodos no estándar al
combinarUpwind conLax-Wendroff, dado que nos proporcionará una buena aproximación
a la solucíon sin importarle el tipo de problema planteado. En el ejemplo 3 tenemos que la
solucíon de ambos ḿetodos no estándar desarrollados nos dan una mejor aproximación que
los dados por los ḿetodos cĺasicos.

Ejemplo 1

En este ejemplo consideramosλ = 1/2 y la condicíon inicial

u0(x) =

{
2 si x ≤ 0

1 si x > 0

En las siguientes gráficas podemos observar las correspondientes soluciones de los méto-
dosRLWNE1y RLWNE2en el tiempoT = 1.

Figura§ 4.11 Simulacíon nuḿericas del ḿetodoRLWNE1para el ejemplo 1 paraT = 1.

4.4. EJEMPLOS NUḾERICOS
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Figura§ 4.12 Simulaciones nuḿericas del ḿetodoRLWNE2para el ejemplo 1 paraT = 1.

En la figura§ 4.13 est́an las soluciones de todos los métodos nuḿericos aplicados a este
problema.

Figura§ 4.13 Simulaciones nuḿericas de los cinco ḿetodos aplicados al ejemplo 1 paraT = 1.

Por lo tanto en este ejemplo podemos ver como los métodos no estándar tienen un com-
portamiento muy similar al ḿetodoUpwind, de manera que evitan las oscilaciones produci-
das por el ḿetodoLax-Wendroffe incluso el ḿetodoRLWNE2(en amarillo) tiene una mejor
aproximacíon que el ḿetodoUpwind.

4.4. EJEMPLOS NUḾERICOS
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Ejemplo 2

En este ejemplo consideramosλ = 1 y la condicíon inicial

u0(x) = exp(−(x− 5)2).

En las siguientes gráficas podemos observar las correspondientes soluciones de nuestros
métodosRLWNE1y RLWNE2en el tiempoT = 1.

Figura§ 4.14 Simulacíon nuḿericas del ḿetodoRLWNE1para el ejemplo 2.

Figura§ 4.15 Simulaciones nuḿericas del ḿetodoRLWNE2para el ejemplo 2.

4.4. EJEMPLOS NUḾERICOS
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En la figura§ 4.16 est́an las soluciones de todos los métodos nuḿericos aplicados a este
problema.

Figura§ 4.16 Simulaciones nuḿericas de los cinco ḿetodos aplicados al ejemplo 2.

En este ejemplo podemos observar como ahora nuestros métodos no estándar tienen un
comportamiento similar al ḿetodoLax-Wendroffy no al ḿetodoUpwind que en este caso
no es muy preciso. Por lo tanto los métodosRLWNE1y RLWNE2son casi tan precisos como
lo es el ḿetodo de segundo ordenLax-Wendroff.

Ejemplo 3

En este ejemplo consideremos la condición inicial

u0(x) =

{
tanh(20(x+ 2)) si x ≤ 0

tanh(20(−x+ 2)) si x > 0

En las siguientes gráficas podemos observar las correspondientes soluciones de los méto-
dosRLWNE1y RLWNE2en el tiempoT = 1.

4.4. EJEMPLOS NUḾERICOS



CAṔITULO 4. MÉTODOS NUMÉRICOS NO EST́ANDAR 105

Figura§ 4.17 Simulacíon nuḿericas del ḿetodoRLWNE1para el ejemplo 3.

Figura§ 4.18 Simulaciones nuḿericas del ḿetodoRLWNE2para el ejemplo 3.

En la figura§ 4.19 est́an las soluciones de todos los métodos nuḿericos aplicados a este
problema.

4.4. EJEMPLOS NUḾERICOS
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Figura§ 4.19 Simulaciones nuḿericas de los cinco ḿetodos aplicados al ejemplo 3.

En este ejemplo podemos observar como ahora los métodos no estándar tienen un mejor
comportamiento que los ḿetodos cĺasicosLax-Wendroffy Upwind. Ambos ḿetodosRL-
WNE1y RLWNE2evitan las oscilaciones producidas por le métodoLax-Wendroffy son ḿas
precisos que el ḿetodoUpwind.

Ahora consideremos los dos ejemplos no lineales vistos en el capı́tulo 4. En las siguientes
simulaciones podemos observar como los nuevos métodos aproximan de manera eficiente la
solucíon, evitando los problemas numéricos que ocasionan los métodos cĺasicos.

Ejemplo 4

Para este ejemplo no lineal consideramos la ecuación:

ut +
(

1
2
u2

)
x

= 0,

con la condicíon inicial

u(x, 0) =

{
uL si x ≤ 0

uR si x > 0

En las siguientes gráficas podemos observar las correspondientes soluciones de los méto-
dosRLWNE1y RLWNE2en el tiempoT = 1.

4.4. EJEMPLOS NUḾERICOS
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Figura§ 4.20 Simulacíon nuḿericas del ḿetodoRLWNE1para el ejemplo 4 paraT = 1.

Figura§ 4.21 Simulaciones nuḿericas del ḿetodoRLWNE2para el ejemplo 4 paraT = 1.

En la figura§ 4.22 est́an las soluciones de todos los métodos nuḿericos aplicados a este
problema.

4.4. EJEMPLOS NUḾERICOS
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Figura§ 4.22 Simulaciones nuḿericas de los cinco ḿetodos aplicados al ejemplo 4.

En este ejemplo podemos ver que los métodosRLWNE1y RLWNE2se comportan co-
mo un ḿetodoUpwind, de manera que evitan los oscilaciones que producen los métodos de
segundo ordenRichtmyer-Lax-Wendroffy McCormack, inclusive el ḿetodoRLWNE2es el
que proporciona la mejor aproximación a la solucíon del problema.

Ejemplo 5

Para este ejemplo consideremos:

ut +
(

1
2
a(x)u2

)
x

= 0,

a(x) =

{
1 si x ≤ 1

2 si x > 1

y la condicíon inicial
u(x, 0) = 1.

En las siguientes gráficas podemos observar las correspondientes soluciones de los méto-
dosRLWNE1y RLWNE2en el tiempoT = 1.

4.4. EJEMPLOS NUḾERICOS
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Figura§ 4.23 Simulacíon nuḿericas del ḿetodoRLWNE1para el ejemplo 5.

Figura§ 4.24 Simulaciones nuḿericas del ḿetodoRLWNE2para el ejemplo 5.

En la figura§ 4.25 est́an las soluciones de todos los métodos nuḿericos aplicados a este
problema.

4.4. EJEMPLOS NUḾERICOS
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Figura§ 4.25 Simulaciones nuḿericas de los cinco ḿetodos aplicados al ejemplo 5.

Nuevamente los ḿetodos no estándar son los que proporcionan la mejor solución al pro-
blema. Evitan las oscilaciones que producen los tres métodos cĺasicosUpwind, Richtmyer-
Lax-Wendroffy McCormack, y son tan precisos como lo son los métodos de segundo orden
en aquellas partes donde no producen problemas.

Por lo tanto en los cinco ejemplos anteriores logramos mostrar la ventaja de usar los
métodos no estándar sobre los clásicos para encontrar la solución a problemas en forma con-
servativa. Entonces usaremos estos métodos para resolver el problema particular del flujo
sangúıneo en las arterias.

Al inicio de la tesis mencionamos que los métodosUpwindy Lax-Wendroffson los ḿeto-
dos en diferencias finitas de menor costo computacional. Los métodos no estándar desarro-
llados en este capı́tulo combinan ambos ḿetodos, de manera que esperamos que su costo
computacional no exceda la suma de los tiempos de las simulaciones de ambos métodos. En
la siguiente tabla se presenta los tiempos de simulación de todos los ḿetodos aplicados en
este caṕıtulo para el ejemplo 1 y el ejemplo 4, los cuales son lineal y no lineal respectiva-
mente.

Tiempo de las simulaciones en segundos

Richtmyer McCormack Upwind RLWNE1 RLWNE2
Ejemplo 1 1.375 1.375 0.609 1.533 1.562
Ejemplo 4 1.782 1.687 0.891 2.031 2.063

4.4. EJEMPLOS NUḾERICOS
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Observamos que los tiempos deRLWNE1y RLWNE2no son mucho mayores que los de
Richtmyer-Lax-Wendroffy no exceden la suma deRichtmyerconUpwind. Cabe aclarar que
los métodosGodunov, que tienen las mismas consecuencias numéricas que los ḿetodos no
est́andar presentados, requieren un tiempo de simulación mucho mayor que los proporciona-
dos por los ḿetodos est́andar, vease [10],[9].

4.4. EJEMPLOS NUḾERICOS





5
Simulaciones Nuḿericas para el Modelo del

Flujo Sangúıneo

En este caṕıtulo ilustramos algunos resultados numéricos de simular el modelo unidi-
mensional para el flujo sanguı́neo obtenido en el capı́tlulo 2. Tomamos en una de las arterias
más importantes, llamadaaorta.

En el caṕıulo 2 deducimos el sistema de ecuaciones diferenciales parciales en coorde-
nadas adimensionalizadas

x = Mxx̄, t = Mtt̄, u = Muū, A = MAĀ,

que modela el flujo sanguı́neo, dado por Ā

ū


t̄

+

 Āū

1
2
ū2 + P̄


x̄

= 0, (5.1)

en el cual

P̄ = 1−
(

1
Ā

)β1

(5.2)

ó

P̄ = (Ā)β1 − 1 (5.3)

dondeβ1 es un ńumero positivo. En particular nuestro análisis se centra en los valoresβ1 =
1/2, 1, 2 que en la segunda ecuaciónpresíon-áreanos proporcionan una relación de tipo raiz,
una lineal y otra cuadrática, respectivamente.

113
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5.1. Condiciones iniciales y de frontera

En la seccíon 2.8 determinamos que el tipo de problema que trabajamos esta sobre el
dominio

D = {(x̄, t̄) | 0 ≤ x̄ <∞, t̄ ≥ 0},
con las condiciones las condiciones iniciales

Ā(x̄, 0) = Ā0 = 1, (5.4)

ū(x̄, 0) = ū0 = 0. (5.5)

y condiciones de frontera, que en el caso de usar (5.2) están dadas por

ū(0, t̄) = ūpul(0, t̄),

Ā(0, t̄) =
[
−
√
β1

4
(w1(0, t̄) + z1(0, t̄))

]−2/β1

,

donde

w1(0, t̄) = − 2
β1

√
β1Ā(0, t̄)−β1/2 − u(0, t̄),

z1(0, t̄) = w1(0, t̄) + 2ūpul(t̄).

Para no tener expresadas las condiciones de frontera de manera implı́cita, aplicamos la
técnica empleada en [3] tomando la variable caracterı́sticaz fija en sus valores iniciales, es
decir

w1(0, t̄) = − 2
β1

√
β1Ā

−β1/2
0 − u0,

luego comoĀ0 = 1 y ū0 = 0 tenemos

w1(0, t̄) = − 2
β1

√
β1,

entonces

z1(0, t̄) = − 2
β1

√
β1 + 2ūpul(t̄),

aśı la condicíon de frontera correspondiente alárea se reduce a

Ā(0, t̄) =
[
−
√
β1

4

(
− 4
β1

√
β1 + 2ūpul(t̄)

)]−2/β1

,

=
[
1−

√
β1

2
ūpul(t̄)

]−2/β1

.

Por lo tanto tenemos las condiciones de frontera

ū(0, t̄) = ūpul(t̄), (5.6)

Ā(0, t̄) =
[
1−

√
β1

2
ūpul(t̄)

]−2/β1

. (5.7)

5.1. CONDICIONES INICIALES Y DE FRONTERA
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Análogamente si tomamos (5.3), tenemos las condiciones de frontera

ū(0, t̄) = ūpul(t̄),

Ā(0, t̄) =
[√

β1

4
(w2(0, t̄) + z2(0, t̄))

]2/β1

,

donde

w2(0, t̄) =
2
β1

√
β1Ā(0, t̄)β1/2 − u(0, t̄),

z2(0, t̄) = w2(0, t̄) + 2ūpul(t̄).

se reducen a

ū(0, t̄) = ūpul(t̄), (5.8)

Ā(0, t̄) =
[
1 +

√
β1

2
ūpul(t̄)

]2/β1

. (5.9)

5.2. Paŕametros

Para las simulaciones numéricas se utilizaron los siguientes parámetros que corresponden
a las caracterı́sticas de una aorta [12],

Paŕametros Tamãno Unidad
Densidad de la sangre (ρ) 1 g/cm3

Modulo de Young (E) 5 · 105 H ·m−2

Area Inicial (A0) 2 cm2

Distensibilidad (β0) 319225 g/(cm · s2)
Tiempo de la śıstole (Tsys) 0.5 s
Tiempo ciclo cardiaco (T ) 1 s

donde el tiempo de la sı́stole corresponde a60 latidos del coraźon por minuto. Adeḿas la
longitud de la aorta es aproximadamente de25 cm.

Entonces los parámetros para la adimensionalización est́an dados por

Mu =
√

β0

ρ 565 cm/s

MA = A0 2 cm2

Mt 1 s
Mx = MuMt 565 cm

5.2. PARÁMETROS
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5.3. Pulso de entrada

Durante la śıstole laválvula áortica se abre y la sangre es bombeada hacia la aorta, en-
tonces el flujo de la sangre se eleva rápidamente en la entrada de esta arteria.

El volumen de sangre que entra en la arteria en cada ciclo cardiaco esta dado por∫ Tsys

0
u(0, t)A(0, t)dt = Vbom (5.10)

dondeVbom es el volumen de sangre bombeado a la aorta. En [12] encontramos que en el
cuerpo humano esta cantidad es aproximadamente70 cm3.

Inicialmente tomaremos un pulso muy sencillo determinado por

ū(0, t̄) = ūpul(t̄) = αϕ1(t̄− (n− 1))

donde

ϕ1(τ) =

{
(2τ)3(1− 2τ)3 si 0 ≤ τ ≤ 1

2

0 si 1
2 ≤ τ ≤ 1

(5.11)

en el cualn representa el ńumero de ciclos cardiacos completos,śıstole-díastole, desde el
tiempot = 0 y α es una constante a determinar tal que (5.10) sea satisfecha.

Figura§ 5.1. Pulso de entrada de la velocidad en la condición de fronterax = 0, en coordenadas
adimensionalizadas, tomandoα = 13.694473 y ϕ1.

5.3. PULSO DE ENTRADA
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En nuestro caso tenemos queMt = 1 y Tsys = 0.5, entonces para0 ≤ t ≤ 1 nuestras
condiciones de frontera en coordenadas normales usando (5.8) están dadas por

upul(t) = Muαϕ1(t),

A(0, t) = MA

[
1−

√
β1

2
ϕ1(t)

]−2/β1

,

entonces la constanteα esta determinada por cualquiera de la soluciones de la ecuación

αMAMu

∫ 1/2

0
ϕ1(t)

[
1−

√
β1

2
ϕ1(t)

]−2/β1

dt = 70,

o equivalentemente

αMAMu

∫ 1/2

0
(2t)3(1− 2t)3

[
1−

√
β1

2
(2t)3(1− 2t)3

]−2/β1

dt− 70 = 0.

Si usamos (5.9) entonces

A(0, t) = MA

[
1 +

√
β1

2
ϕ1(t)

]2/β1

,

y aśı α esta determinada por

αMAMu

∫ 1/2

0
(2t)3(1− 2t)3

[
1 +

√
β1

2
(2t)3(1− 2t)3

]2/β1

dt− 70 = 0.

A continuacíon presento algunos valores deα determinados nuḿericamente.

Usando P̄ = 1−
(

1
Ā

)β1

β1 α Volumen(Vbom)
1/2 13.694473 69.999998
1 14.496994 69.999998
2 15.145916 69.999998

Usando P̄ = Āβ1 − 1

β1 α Volumen(Vbom)
1/2 13.86160272 70.00000013
1 14.70457100 70.00000023
2 15.39251623 69.99999992

5.3. PULSO DE ENTRADA
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Tambíen trabajaremos con pulsos de velocidades en la fronterax = 0 más realistas.
Inicialmente consideramos una curva de flujo tı́pica a lo largo de una arteria general durante
un ciclo cardiaco [3],

ϕ2(τ) = 0.27 exp(−1.5(9τ − 2)2) + 0.1 exp(−3(9τ − 4)2) (5.12)

+0.04 exp(−(9τ − 6)2).

Figura§ 5.2. Pulso de entrada de la velocidad en la condición de fronterax = 0, en coordenadas
adimensionalizadas, tomandoα = 0.820809 y ϕ2.

Los valores deα para que el volumen de sangre bombeado hacia la arteria sea de70 cm3

en un ciclo cardiaco se presentan en las siguientes tablas.

Usando P̄ = 1−
(

1
Ā

)β1

β1 α Volumen(Vbom)
1/2 0.8208090 70.000002
1 0.8603652 70.000008
2 0.8913802 70.000002

Usando P̄ = Āβ1 − 1

β1 α Volumen(Vbom)
1/2 0.8286859693 69.999999999
1 0.8696769242 70.000000001
2 0.9019950064 69.999999997

5.3. PULSO DE ENTRADA
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Tambíen usaremos un pulso con la forma de los datos experimentales obtenidos por
algunos autores [14], [24]. Este pulso está dado por

ū(0, t̄) = ūpul(t̄) = αϕ3(t̄) (5.13)

dondeϕ3 es la funcíon determinada en la figura§ 5.3.

Figura§ 5.3. Pulso de entrada de la velocidad en la condición de fronterax = 0, en coordenadas
adimensionalizadas con la forma de datos experimentales.

Los valores deα para este pulso se presentan en las siguientes tablas.

Usando P̄ = 1−
(

1
Ā

)β1

β1 α Volumen(Vbom)
1/2 0.5001210 70.0000005
1 0.5156265 70.0000017
2 0.5274258 70.0000011

Usando P̄ = Āβ1 − 1

β1 α Volumen(Vbom)
1/2 0.5017706 70.0000028
1 0.5174762 70.0000034
2 0.5294419 70.0000006

5.3. PULSO DE ENTRADA
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5.4. Simulaciones

A continuacíon se presentan las simulaciones numéricas hechas al sistema unidimen-
sional con las condiciones y parámetros descritos en las secciones anteriores. Aunque las
simulaciones fueron hechas en coordenadas adimensionalizadas los resultados son presenta-
dos en las unidades originales de nuestro problema.

En la figura§ 5.4 se presentan la velocidad y elárea obtenidas en un ciclo cardiaco
en el puntox = 22.6 cm, el cual se encuentra casi al final de una aorta promedio. En la
misma gŕafica se presentan los pulsos para los valores deβ1 igual a1/2, 1 y 2. Para estas
simulaciones se utiliźo la relacíon presíon-área (5.2), el ḿetodo nuḿerico RLWNE1y los
incrementos espacial y temporal∆t = 0.003 y ∆x = 0.008 respectivamente.

Las mismas simulaciones fueron hechas para los otros dos pulsos de velocidad de entra-
da. Estos resultados pueden ser observados en las figuras§ 5.5 y§ 5.6.

Tambíen podemos observar que mientras el valor deβ1 es ḿas grande, la elasticidad de
la arteria (representada por elárea) es menor. Esta propiedad la habı́amos mencionado cuan-
do deducimos nuestras ecuaciones de estado.

Figura§ 5.4. Velocidad ýarea enx = 22.6 cm, usando el pulso de entrada de la figura 5.1.

5.4. SIMULACIONES
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Figura§ 5.5. Velocidad ýarea enx = 22.6 cm, usando el pulso de entrada de la figura 5.2.

Figura§ 5.6. Velocidad ýarea enx = 22.6 cm, usando el pulso de entrada de la figura 5.3.

5.4. SIMULACIONES
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En la figura§ 5.7 podemos ver los resultados de las simulaciones en elárea paraβ1 = 1/2
usando las dos relacionespresíon-área dadas por (5.2) y (5.3). Ambos sistemas tienen un
comportamiento nuḿerico muy similar.

Figura§ 5.7.Área enx = 28 cm, con las dos relaciones presión-́area usando el primer pulso.

En las figuras§ 5.8 y§ 5.9 presento algunas gráficas que simulan el desplazamiento radial
de la arteria en diferentes tiempos.

Figura§ 5.8. Desplazamiento radial de la arteria ent = 0.3 y t = 0.45 segundos.

5.4. SIMULACIONES
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Figura§ 5.9. Desplazamiento radial de la arteria ent = 0.6 y t = 0.75 segundos.

5.5. Comparacíon de resultados

En esta sección comparamos las soluciones obtenidas por los diferentes métodos nuḿeri-
cos que hemos aplicado:Richtmyer-Lax-Wendroff, McCormack, Upwind, RLWNE1 y RL-
WNE2. Usamos la relación presíon-área (5.3), β1 = 1/2 y el pulso con forma de datos
experimentales.

Al igual que en las simulaciones hechas en el capı́tulo anterior áun los ḿetodos cĺasicos
de segundo orden producen oscilaciones al momento de encontrar las soluciones del sistema
(5.1), por ejemplo en la figura§ 5.10 podemos observar elárea en coordenadas adimensio-
nalizadas. Pero ahora no conocemos la solución exacta de nuestro problema, de manera que
debemos de hallar la forma de validar los métodos nuḿericos trabajados.

En el ãno 2006 Suncica [24] realizó un experimento con un tubo de latex utilizando las
siguientes medidas

Paŕametros Tamãno Unidad
Densidad de la sangre (ρ) 1.05 g/cm3

Modulo de Young (E) 105870 g/(cms2)
Radio Inicial (R0) 1,11 cm
Espesor de la pared (h) 0.09 cm
Presion inicial (P0) 111990 g/(cms2)

donde el t́erminoP0 es introducido en la ecuación de estado

5.5. COMPARACÍON DE RESULTADOS
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P (A) = P0 +
Eh

R

(√
A

A0
− 1

)
(5.14)

el cualúnicamente nos esta indicando que inicialmente tenemos una presión deP0 en vez de
cero, como hasta ahora lo habiamos trabajado.

Figura§ 5.10.Área en coordenadas adimensioalizadas.

En [24] se encuentran una serie de resultados, entre los cuales tenemos los datos de la
figura§ 5.11. En esta gráfica podemos observar que el máximo del desplazamiento radial en
cada puntox a trav́es del tiempo, se mantiene casi constante en todo el tubo.

Figura§ 5.11. Desplazamiento radial obtenido por Suncica [24].

5.5. COMPARACÍON DE RESULTADOS
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A continuacíon se presentan una serie de gráficas de los desplazamientos radiales en
cuatro puntosx distintos, usando los datos de la tabla anterior y los incrementos espacial y
temporal∆t = 0.003 y ∆x = 0.015 respectivamente. En la misma gráfica se encuentran los
5 métodos trabajados. Al final se presenta una gráfica con el ḿaximo desplazamiento radial
en cada puntox similar a la figura§ 5.11.

Figura§ 5.12. Desplazamientos radiales parax = 203, x = 284, x = 339 y x = 420 cm.

5.5. COMPARACÍON DE RESULTADOS
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Figura§ 5.13. Máximo de los desplazamientos radiales para cada valoresx.

En estas simulaciones podemos observar como el desplazamiento radial de los méto-
dosRichtmyer-Lax-Wendroffy McCormackempiezan a crecer, mientras que el del método
Upwind decrece. Entre los ḿetodos no estándar propuestosRLWNE2se comporta mejor al
tender a estabilizarse. Aunque el métodoRLWNE2decrece este lo hace mucho más lento que
el métodoUpwind.

5.6. Errores

Para calcular el error ocasionado por los cinco métodos nuḿericos utilizados para re-
solver nuestro problema nos basaremos en la propiedad fı́sica de laconservacíon de la masa.

La propiedad de la conservación de la masa se cumple cuando,la masa del fluido que
transcurre por un volumen de control durante un intervalo de tiempo, no se crea ni se destru-
ye en el interior del volumen. En el caṕıtulo 2 vimos que esta propiedadad puede escribirse
como

∂

∂t

[∫ x1

x0

ρ(x, t)A(x, t)dx
]

= 0.

Teniendo en cuenta que estamos considerando la sangre como un fluido homogéneo, en-
tonces de la propiedad de la conservación de la masa se obtiene la propiedad de conservación
del área pare el caso de conductos elásticos,∫ x1

x0

A(x, t)dx = constante, (5.15)

5.6. ERRORES
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durante el tiempo.

Para esta prueba usamos los mismos datos utilizados para generar la figura§ 5.4, con
x0 = 0, x1 = 144.925 cm, con los incrementos temporales y espaciales dadas respectiva-
mente por∆t = 0.004 y ∆x = 0.0135.

La integral se calcula después de que el pulso de entrada ha abandonado la región de
integracíon, que en este caso sucede aproximadamente ent = 1. Entonces se debe de cumplir
que para cada incremento temporal∫ 107.35

0
A(x, t)dx =

∫ 107.35

0
A0dx = 289.85 cm3.

Un nuevo ciclo cardiaco inicia en el tiempot = 1, de manera que no tendriamos intervalo
de observación. Aśı para evitar este problemaúnicamente introduciremos un pulso, es decir
no tendremos periodicidad, figura§ 5.14.

Figura§ 5.14. A la izquierda el pulso de entrada y a la derecha la región de integracíon deA(x, t)
(recuadro amarillo). La propagación del pulso deĺarea se encuentra en colores cálidos.

A continuacíon se presentan los resultados obtenidos en estas simulaciones. En la figura
§ 5.15 observamos la integral delárea en cada incremento temporal y en la figura§ 5.16
el error relativo obtenido para cada método. En ambas gráficas podemos observar como los
errores producidos por ḿetodosRLWNE1y RLWNE2se comportan mejor que los errores
producidos porRichtmyer-Lax-Wendroff, McCormacky Upwind.

5.6. ERRORES
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Figura§ 5.15. Integral deĺarea de la secciones transversales para cada incremento temporal en el
intervalo[0, 144.925].

Figura§ 5.16. Error relativo para cada incremento temporal.

5.6. ERRORES



Conclusiones

En la presente tesis se trabajó en tres frentes para resolver el problema planteado inicial-
mente, la modelación del problema, desarrollo de métodos nuḿericos eficientes y finalmente
su programación computacional.

Partiendo de propiedades del flujo sanguı́neo en vasos sanguı́neos largos, obtuvimos el
mismo sistema de ecuaciones diferenciales parciales hiperbólico trabajado por varios au-
tores. Estas propiedades fı́sicas fueron usadas para determinar los errores de nuestros méto-
dos nuḿericos.

A partir de ḿetodos cĺasicos en diferencias finitas se desarrollaron dos nuevos méto-
dos nuḿericosRLWNE1y RLWNE2. Estos ḿetodos nuḿericos resuelven un sistema general
hiperb́olico no lineal en forma conservativa. Se establecieron propiedades importantes que
un método eficiente debe de verificar, como lo son el error de truncamiento o de precisión, la
consistencia, estabilidad lineal y consecuentemente la convergencia. Aunque ambos métodos
son muy parecidos la principal diferencia radicó en la estabilidad lineal. El ḿetodoRLWNE1
requiere una condición adicional ḿas de lo que necesitan los métodos cĺasico, cosa que no
sucede conRLWNE2.

Los ejemplos nuḿericos presentados nos mostraron la gran ventaja de los métodos prop-
uestos en esta tesis, al combinarUpwind conLax-Wendroff, dado que nos proporcionó una
buena aproximación a soluciones fı́sicas suaves, oscilatorias o discontinuas de problemas
hiperb́olicos.

Finalmente se realiźo una serie de simulaciones numéricas exitosas al problema del flujo
sangúıneo. Gracias a la adimensionalización de nuestro problema el costo computacional
para obtener las soluciones se redujo aún mas. El tiempo estimado de las simulaciones hechas
en esta tesis fueron de unos pocos minutos e inclusive segundos en una computadora personal
convencional. Finalmente logramos evidenciar un mejor compartamiento de los métodos no
est́andar sobre los ḿetodos cĺasicos en sistemas tipo hiperbólicos lineales y no lineales.
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sidad Polit́ecnica de Valencia, (1995).

[11] G.K. Batchelor, H.K. Moffatt, M.G. Worster:Perspectives in Fluid Dynamics: A Col-
lective Introduction to Current Research. Cambridge University Press, (2003).

[12] Irina Surovtsova:Blood Flow in large vessels: A One-dimensional Model. University
of Heidelberg, Germany, (2001).

131



[13] Irina Surovtsova:Application of the One-Dimensional Model for Blood Flow Through
Vascular Prosthesis. University of Heidelberg, Germany, (2003).

[14] Johnny T. Ottesen, Mette S. Olufsen, Jesper K. Larsen:Applied Mathematical Models
in Human Physiology. Siam, Monographs on Mathematical Modeling and Computa-
tion, (2004).

[15] J. Keener, J. Sneyd:Mathematical Physiology. Interdisciplinary Applied Mathematics.
Volume 8, Springer New York, (1998).

[16] J. Reśendiz:Aplicación de un Modelo de tipo Navier-Stokes al Flujo Arterial. Depar-
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