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Resumen:

Einstein decia en referencia a la mecanica cuantica: “The old one does not
play dice” - y es cierto, porque la probabilidad que se usa en la mecéanica
cuantica no es la probabilidad clasica de juegos como los dados. Es el primer
ejemplo histéoricamente hablando de una probabilidad que se llama no clésica
o no conmutativa. Vamos a presentar lo basico de esta probabilidad a un nivel
introductorio para estudiantes de licenciatura con conocimiento de algebra
lineal. Usamos la teoria de probabilidad con un espacio finito como analogia
para el caso de dimension finita de la probabilidad cudntica. No demostramos
mucho porque el articulo estd basado en una conferencia de noventa minutos.
Entonces, cada afirmacion que el lector no puede entender inmediatamente
por experiencia propia debe ser su ejercicio. También, hay dos apéndices
breves sobre temas relacionados para indicar que las ideas presentadas tienen
otras aplicaciones. Otra vez subrayamos que toda la materia de este articulo
de divulgacién tiene el nivel de algebra lineal de la licenciatura. Conocimiento
de la mecanica cuantica no es necesario.

1 Probabilidad Clasica - Caso Finito

Un caso especial de la Probabilidad Clasica consta de:
1. un conjunto finito €2,

2. todos los subconjuntos £ C €2 que se llaman Eventos,

3. una Funcion de Probabilidad P : E +— P(E) € [0,1] es decir,
0 < P(F) <1 para cada E C Q.

Se dice que P(F) es la Probabilidad del Evento E. Ademas se cumplen las
propiedades siguientes:



1. P(0) =0,

2. P(Q) =1,

3. P(E1UEy,U---UEy) = P(Ey)+ P(E3)+---+ P(Ey) donde Ey, ..., Ey

son Eventos Disjuntos, o sea, E; N E; = 0 si i # j.
Asi es la teoria (1600’s) desarrollada para estudiar juegos de cartas. Hoy dia
tiene muchas aplicaciones en ciencias como biologia, ingeneria, fisica, y por
cierto matematicas entre otras.

La teoria de Probabilidad Cldsica de Kolmogorov (1930’s, véase [7]) para
el caso cuando 2 es infinito no veremos en este articulo, dado que tiene un
nivel mas avanzado con muchos detalles técnicos.

Un comentario clave aqui es que hay experimentos y observaciones con
la propiedad que cuando estdn hechos bajo condiciones iniciales iguales (o
esencialmente iguales) no siempre dan el mismo ndmero como resultado.
Es decir, hay un conjunto de dos o m&as ntumeros que son las mediciones
posibles. Son los casos para los cuales hay necesidad de una teoria que no
es determinista (que es una teorfa que predice exactamente un solo nimero
para un experimento u observacién). En cambio una teoria que describe
situaciones donde hay mas que un resultado posible se llama una Teoria de
Probabilidad que sea la teoria clasica de Kolmogorov u otra.

Entonces son importantes las estructuras matematicas en la teoria que
corresponden a los nimeros medidos (u observados) en experimentos. En la
probabilidad clasica esta estructura se llama una Variable Aleatoria y es por
definicién una funcién con valores reales:

X:0—R.

La idea atras de esta definicién es que los niimeros en el rango (o imagen) de
X (notacién: Ran(X)) son los valores medibles posibles.

Se define el Valor Esperado (o més bien el Valor Promedio) de X con
respecto a P por

(X):=) Pw)X(w) donde P(w)=P({w}).

Noétense que el conjunto { X ‘ X : 2 — R} de todas las variables aleatorias
es un espacio vectorial sobre R de dimension n = card({2). También tiene un
producto conmutativo dado por la multiplicacién usual de funciones:

XY (w) = X(w)Y(w)

para cada w € ) donde X,Y son variables aleatorias.



2 Mecanica Cuantica - Caso Finito

La Mecdnica Cudntica de Pauli y Wigner (~1930) empieza con el espacio
vectorial

C'={z=(#x,%,...,2,) | 2, € C paral < j <n}

de dimension finita n > 1 sobre C con su producto interior

n
(z,w) := Z Zjw.
j=1

Aqui z = (z1,...,2,) € C",w = (wq,...,w,) € C", B* es la conjugada
compleja de f € C. También C" tiene una norma || - || dada por

n
|2]]? = (z,2) = Z |zj|> para cada z € C".
=1

La Mecdnica Cudntica de Heisenberg y Schrodinger (1925-26) para el caso
de dimension infinita no veremos en este articulo, dado que tiene un nivel mas
avanzado con muchos detalles técnicos. Igual como la probabilidad clésica
general de Kolmogorov, es importante pero no tenemos que estudiarla por lo
pronto para nuestras metas. Por cierto, tarde o temprano, el estudiante tiene
que aprender la probabilidad clasica, la mecanica cuantica y la probabilidad
cuantica (entre otros temas) en el caso general. Por lo tanto recomendamos
fuertemente la lectura.

Para definir las estructuras matematicas en la mecanica cuantica que
corresponden a cantidades medidas en experimento, introducimos el conjunto
de matrices complejas n x n

MAT(n;C) := {A = (Aj)), matrizn xn, A;, € C, 1 < j, k <n}.

Nétense que cada matriz A define un mapeo lineal A : C* — C". (Usamos
un abuso comun de notacion; el simbolo A denota a la matriz y al mapeo
lineal correspondiente.) Reciprocamente cada mapeo lineal C" — C™ viene
de una matriz unica en MAT(n;C). Resulta que MAT(n;C) es un espacio
vectorial sobre C de dimension n?. Cuenta con el producto usual de matrices
que es no conmutativo si n > 2. Por ser un espacio vectorial con producto
compatible, resulta que MAT(n; C) es un dlgebra sobre C.
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Toda matriz A tiene una matriz adjunta A* donde (A*) ;1 := (Ag;)* para
1 < j,k < n. Es la matriz transpuesta conjugada. Resulta que A* es la
matriz unica tal que (A*z, w) = (z, Aw) para todos vectores z,w € C".

Si A = A* se dice que A es Auto-Adjunta (o Hermitiana). Notacién:

HERM(n) := {A € MAT(n;) | A= A"}.

Las matrices auto-adjuntas corresponden a las cantidades medidas en
experimentos con sistemas cuanticos. Vamos a ver mas adelante con todo
detalle la correspondencia, pero por lo pronto cabe subrayer que es por eso
que las matrices auto-adjuntas son importantes en fisica cuantica.

Ejercicio: HERM(n) es un espacio vectorial sobre los niimeros reales R y no
lo es sobre los nimeros complejos. C. No es una subalgebra de MAT(n; C).
Ademds: dimg HERM(n) =n% N

Ejemplo: HERM(2) tiene dimensién 22 = 4 y una base estd dada por las
tres Matrices de Pauli

0 1 0 —i 10
= () = () e (o 4)

Lo ) Unas propiedades de ellas:

y la identidad, I = ( 01

0109 = iO‘g = —09071, 0903 = iO'l = —03039, 0301 = iO’Q = —0103.

3 Teoria Espectral

Vamos a usar un teorema fundamental del algebra lineal: cada matriz auto-
adjunta tiene una diagonalizacion. Lo siguiente es una manera para decir
este teorema. Una referencia para esta seccién es el texto [5] por Halmos.

Sea A una matriz en MAT(n;C). Se define su Polinomio Caracteristico por
pa(A) = det(A] — A).

Es un polinomio de grado n > 1 en A con coeficientes complejos, donde A
es una variable compleja. (Aqui I € MAT(n;C) es la identidad y det es el
determinante.) Podemos escribir el conjunto de las raices complejas distintas
de pa(A) como

SPEC(A) :={\, Ag,..., \s} CC
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con 1 < k < n (por el Teorema Fundamental de Algebra). Decimos que
SPEC(A) es el Espectro de Ay que Aq, Ag, ..., A, son los Eigenvalores de A.
Hay varias caracterizaciones de un eigenvalor. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

e 3 € C es un eigenvalor de A.

[ ] pA(ﬁ) = 0
o det(fI —A)=0.
e La matriz I — A no es invertible.

El subespacio ker(31 — A) no es cero. (Aqui ker(B) := {z| Bz = 0}.)
e Existe z € C" con z #0 y Az = Bz. (z se llama un eigenvector de A.)

Quizas la ultima afirmacién sea la propiedad méas familiar para el lector. Sin
embargo, vamos a usar la pentltima afirmacion. Explicitamente, definimos
los subespacios

Vi:=ker(\;I —A)#0 para 1<j<k.

Entonces: z € V; <= (M1 — A)z = 0 <= Az = )z, o sea, la accién de A
en el subespacio V; es igual a la accién de multiplicacién por A;. Se dice que
A tiene el valor )\ en el subespacio V.

Si ademads A es auto-adjunta, entonces tenemos:

e Todos sus eigenvalores son reales.

e Los subespacios V} son ortogonales, o sea, (2;,2;) =0siz € Vi, z; € V;
para i # j.

e C"=Vi®Vo® ---®V,. (Suma Directa)

Entonces, al formar la uniéon de una base ortonormal de V;, de una base
ortonormal de V5, ..., de una base ortonormal de V), obtenemos una base
ortonormal de C" con la propiedad que el mapeo lineal

A=A":C"-=C"

tiene una matriz diagonal en esta base ortonormal nueva. Esto se llama la
diagonalizacion de la matriz auto-adjunta A. Noétense que a lo largo de la



diagonal hay dim V; > 1 ocurrencias de A1, dim V5, > 1 ocurrencias de Ao, ...,
dim V,, > 1 ocurrencias de \j.

Vamos a seguir un paso mas adelante. En lugar de usar subespacios de
C™ vamos a usar proyectores ortogonales. Sea W C C™ un subespacio de C".
Resulta que podemos descomponer C" como

C'=WeaWwt
donde el subespacio
W+ :={veC"| (v,w) =0 para todo w € W}

se llama el complemento ortogonal de W en C™.
Entonces, al subespacio W asociamos el mapeo lineal Ey : C* — C”
definido por
Ewz:=w

para z € C" con z = w + v su descomposicién tnica con w € W, v € W+.
Resulta que
Ew=E;,=FE;, v Ran(Ey)=W.

Si E: C" — C" es un mapeo lineal que satiface £ = E* = E?, se llama un
Proyector Ortogonal. Y se dice que Ey es el proyector ortonormal sobre W.

Reciprocamente, para cada proyector ortogonal tenemos que E = Ey
para un subespacio unico, a saber, W = Ran(FE). En fin de cuentas, tenemos
una correspondencia uno-a-uno y sobre (es decir, una biyeccién) entre el
conjunto de todos los subespacios de C" y el conjunto de todos los proyectores
ortogonales en MAT(n;C).

Por fin, podemos anunciar el teorema de diagonalizacién.

Teorema: Si A € MAT(n, C) es una matriz auto-adjunta, entonces existe un
entero k con 1 < k < n y existen proyectores ortogonales Fy # 0, Es #0,. . .,
Ex # 0 en MAT(n,C) y ntimeros reales distintos A, ..., \, tales que

EZEJIO si Z#],
I'=Fi+ Ey+ -+ E,
A=ME+ XEs+ -+ N Ej.

Ademas, el entero k, los proyectores ortogonales y los niimeros reals (con las
propiedades indicadas) son tunicos. W
Se llama el Teorema Espectral para matrices auto-adjuntas. Reciprocamente,
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si tenemos un entero k£ > 1 y proyectores ortogonales y nimeros reals con
las propiedades indicadas y luego definimos

A= )\1E1 + /\2E2 + -+ /\kEk7

resulta que A es una matriz auto-adjunta. Esta representacion de A se llama
su representacion espectral. Es una forma canodnica de A.
Es importante notar que hay una biyeccién: \; «— Ej.

4 Mas del Mundo Clasico

Vamos a considerar nuevamente la teoria clasica de €2 finito no vacio con
n = card(§2) > 1, pero ahora sin funcién de probabilidad P.
Para cada evento A C €2 definimos su funcion caracteristica xx por

( )_{ 1siweA,
XAW) = 0siwéA.

Se sigue que xa = x4 = X3 v ademds A = x,'(1). (Aqui x3 es el
producto usual de funciones como ya hemos definido.)

Ademas resulta que cada funcién y : Q — C que satiface y = x* = x?
es la funcion caracteristica de un evento unico A, a saber, x = x donde
A = x7'(1). En fin de cuentas tenemos una correspondencia uno-a-uno y
sobre (una biyeccién) entre el conjunto de eventos en 2 y el conjunto de las
funciones caracteristicas con dominio §2.

Ademds supongamos que A : 0 — R es una funcién arbitraria (variable
aleatoria). Entonces Ran(A) = {A1, Ag,..., A} para un entero k tal que
1 <k <nypara A\, Ay, ..., A\x numeros reales distintos.

Noétense que si definimos el espectro de A (notaciéon: SPEC(A)) como
el conjunto de nimeros reales A tal que la funcién A — A no tiene inversa
multiplicativa, entonces SPEC(A) = Ran(A).

Para cada “eigenvalor” \; € SPEC(A) definimos el evento

A ={weQ|Aw) =)\}=A"1N) #0.

Se dice que A; es el evento donde (o cuando) A tiene el valor Aj. Se sigue
que son eventos disjuntos con



Entonces, Ej := xj, # 0 para cada j = 1,2,..., k. Otra vez hay una
biyeccion: \; «— E;. Ademas,

l=E1+Ey+ -+ E,
A=MNME1+XNoEsy+ -+ N Ey.

Se llama la forma canénica de una funcién simple, un lema béasico en un curso
introductorio de la medida. Hay que recordar que una funcion simple es una
funcién (medible) cuyo rango tiene un numero finito de valores. Por cierto,
este lema no dice nada sobre medidas igual como el teorema espectral para
matrices auto-adjuntas no dice nada sobre medidas de probabilidad cuantica.

Entonces, tenemos la misma estructura algebraica en este caso conmuta-
tivo de funciones como en el caso no conmutativo de matrices.

(A veces se dice que Cuantizacion es: “Operadores en lugar de Fun-
ctones”. Pero no es un teorema, tal cual. Resulta que hay muchas cuantiza-
ciones. Mas bien es una idea que puede ser muy 1til, atin mas ttil que unos
teoremas.)

5 Regresando al Mundo Cuantico

Sabiendo como interpretar la forma candnica de una funcién simple, podemos
dar por analogia la intepretacién fisica en la mecdnica cuantica de una matriz
auto-adjunta A = A*, a saber, cada eigenvalor A\; de A es un resultado posible
de un experimento que mide la cantidad fisica correspondiente a A y que no
hay otros resultados posibles.

También el proyector ortogonal asociado E; debe ser el evento cudntico
que corresponde a la medicién de A;. Por lo tanto, definimos un FEvento
(Cudntico) como un proyector ortogonal F en MAT(n;C), o mds bien, un
subespacio V' de C".

Ejemplo: Las matrices %0‘1, %02, %03 corresponden a los tres componentes
del spin de un sistema fisico con spin 1/2 en direcciones ortogonales en el
espacio euclideano R3. (Para aprender la fisica de spin, hay que leer un
texto de fisica cudntica. Aqui hablamos solamente de la matemdtica de spin.)
Ejercicio: Encontrar la representacion espectral para estas tres matrices.

Si E es un evento con dimgc RanF = 1, se dice que es un Estado o més bien
un FEstado Cudntico (Puro). Equivalentemente, un estado es un subespacio



V' C C™ de dimension uno. (Estd dificil explicar esta definicién sin mencionar
la evolucién temporal de un sistema cudntico, cosa que no haremos.)

En fisica se dice que un estado es un vector z € C" con ||z|| = 1, porque
este vector define el subespacio Cz C C" de dimensién uno. Por cierto, hay
que identificar vectores w,z € C" con ||w|| = ||z|]| = 1 <= Cw = Cz <=

existe o € C con |a| =1 tal que w = az.

Los expertos ya saben que el conjunto de los estados cuanticos puros es el
espacio proyectivo complejo de dimensién n — 1 sobre los complejos: CP™1L.
Para ellos que no son expertos recomendamos nuevamente la lectura.

Ya tenemos el lenguaje suficiente para describir la Probabilidad Cuantica.
Un Principio de la Mecanica Cuantica:

Si un sistema cuéntico empieza en un estado z € C" con ||z|| = 1 y se mide
la cantidad fisica asociada a la matriz auto-adjunta

A=A"=ME1 + XNEy+ -+ M\ B,

escrita en su representacion espectral, entonces el experimento da el valor A;
con Frecuencia Relativa

(2, Bjz) = || Ejz|”

(Después de la medicién el estado final es E;z/||E;z||, un cambio que se
llama: el colapso de la funcion de onda. Pero es algo que no usaremos.) W

Primero, debemos notar que

ZEZ

Mw

0<(z,E;z)<1 y

Jj=1

Si se mide \; se dice que el evento cuantico F; ha sucedido. Pero cada evento
cuantico se encuentra en la representacion espectral de alguna matriz auto-
adjunta. Entonces, tenemos que definir la probabilidad para cada evento,
no meramente para los eventos en la representacién espectral de A. Por lo
tanto definimos la Probabilidad Cudntica para que suceda el evento cuantico
E (arbitrario) en el estado z por

Prob(E; 2) := (2, Ez) = ||Ez||*.

Es importantisimo notar que el mapeo E — (z, Ez) € [0,1] (con el estado 2z
fijo) mo es una funcién de probabilidad clésica (de Kolmogorov) si n > 2.
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Supongamos que tenemos una matriz auto-adjunta A = A* = Z?:l N E; (en
la representacién espectral) y un estado z € C", o sea, ||z|| = 1. Entonces el
Valor Esperado de A en el estado z esta definido por

k
<A>Z::ZA (2, E;z) Z)\Ez (2, Az) .
=1

Esto nos da otra manera de pensar en que es el estado z. Se define el
mapeo lineal p : A — C donde A = MAT(n;C) por

p(M) = (z,Mz) para M € A.

Entonces, tenemos las tres propiedades siguientes.

pesreal: p(M*) = (p(M))*  paratoda M € A.

p es positivo: p(M*M) >0 para toda M € A.

p es normalizado:  p(I) = 1.

Asi se puede generalizar la idea de un estado al contexto de una *-algebra A
sobre C con unidad I que es un algebra sobre los complejos C con un mapeo
Ar— A* € A para cada A € A tal que para A,B € A y X € C tenemos

1. (A+ B)* = A"+ B*,
2. (AA)* = A A,

3. (AB)* = B*A*,

4. A~ = A.

Un FEstado de una *-algebra A sobre C es un mapeo lineal p : A — C que
es real, positivo y normalizado (como arriba). Los elementos A € A tal que
A = A* (que se llaman los elementos auto-adjuntos o reales) corresponden a
las matrices auto-adjuntas en la mecanica cuantica y, como veremos al rato,
las variables aleatorias en la probabilidad clésica. (A veces se dice que cada
elemento A € A es una variable aleatoria.) De todos modos hemos llegado
a un nivel de generalizaciéon donde el concepto de evento no desempena un
papel tan importante.

La probabilidad clésica (€, P) es el caso cuando A ={Y | Y : Q@ — C}
es la *-algebra sobre Cy p(Y) = > .o P(w)Y (w) es el estado. Ademads se
suele decir que P es el estado, debido que p determina P tnicamente.

10



6

Conclusion

Entonces la Probabilidad Cudntica (que empezé con los trabajos de Murray
y von Neumann en los 1930’s) en nuestro caso de dimensién finita consta de:

El espacio vectorial C™ con su producto interior.
Los eventos cuanticos.

Los estados cuanticos.

Las matrices auto-adjuntas.

Las férmulas para calcular las probabilidades cuanticas, valores esper-
ados, etcétera.

Preguntas y Respuestas:

7

Einstein decia a proposito de la mecanica cuantica: “The old one does
not play dice.” ;jEs cierto? Si, porque juegos con dados estan descritos
por la probabilidad clasica, mientras que en la mecanica cuantica la
probabilidad es otra.

JHay otras probabilidades no cldsicas? Si, muchisimas. Cada *-algebra
con un estado dado es un ejemplo. Y la probabilidad libre es una teoria
de probabilidad muy estudiada.

La Estadistica (Clésica) estudia grosso modo el problema inverso: como
ir de datos experimentales a modelos probabilistas clasicos.

JHay FEstadistica Cudntica? Claro que si. Véase [11].

Hay sistemas dinamicos cudnticos? Si, son temas como la ecuacion de
Schrédinger y los procesos estocasticos cuanticos.

El Porvenir

La finalidad de este articulo es darle al lector las ganas para seguir adelante
con estudios de la probabilidad cudntica y temas relacionados. Damos ahora
unas referencias, pero es una lista pequena. Son nuestras preferencias. Hay
muchas otras referencias buenas.
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Antes de nada vale la pena aprender un poco de la fisica cuantica. Una
introducciéon muy intuitiva es [4]. Unas referencias para la probabilidad
cudntica son [3], [6] vy [8]. Luego hay que estudiar la teoria espectral en
dimensién infinita. Por eso uno puede leer [9] o volumen I de [12]. Para
la ecuacién de Schrédinger, recomendamos [14] para un nivel introductorio
y los volumenes II, 11T y IV de Reed y Simon [12] para un nivel avanzado.
Para otros modelos de evolucién temporal, incluyendo los procesos cuanticos
estocdsticos, véase [2]. Para una introduccién a spin (y bosones y fermiones),
véase [14]. Para el cdlculo cudntico estocdstico, hay el texto [10].

Por cierto, hay ain més temas interesantes como C*-algebras y algebras
de von Neumann, probabilidad libre, cuantizaciones de todo tipo con sus
probabilidades, etcétera. Pero el lector debe descubrir el placer de buscar
por su propia cuenta en bibliotecas, librerias e Internet.

Apéndice #1: Logica Cuantica

La Ldgica Cudntica, debida a Birkhoff y von Neumann [1], es el conjunto
de todos los eventos cudnticos (por lo pronto, todos los subespacios de C™)
que ahora se llaman Proposiciones Cudnticas.

Tienen las operaciones légicas siguientes:

1. Conjugacion: VAW =VNnW
2. Disjuncion: V VW =V aeW
3. Negacion: ~V =Vt

Hay un orden parcial < definido por
VWS VAW=V=VCW
con un unico elemento minimo
0:={0}ccC"
y un unico elemento mdzrimo
1:=0"=C"
Pero no es un algebra Booleana si n > 2 dado que

Ejercicio: UN(V VW)= (UAV)V (UAW) no es siempre cierto cuando
n>2. N

A pesar de su belleza, no hay mucha actividad en investigacién hoy dia
en logica cuantica. Pero hay algo en el texto [15].
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Apéndice #2: Qubits

Un caso interesante de la mecanica cuantica es n = 2, donde tenemos que el
espacio de estados es CP? = §3/S1 = 52 (Aqui S™ es la esfera de dimensién
n de vectores de norma uno en R"™1))

Un tal estado se llama un Qubit en la Computacion Cudntica y en la Infor-
macion Cudntica. Entonces hay una esfera de qubits.

En el caso n = 2 de probabilidad clasica, tenemos Q = {7,|}, digamos,
que tiene dos estados puros que son {T} y {|}; cada uno se llama un Bit.
Entonces hay solamente dos bits.

Por eso hay una diferencia muy grande entre la computacion cudntica basada
en qubits y la computacion clasica basada en bits. Por ejemplo hay algoritmos
cudnticos muchisimo més rapidos que los algoritmos cldasicos conocidos.

Hay mucha investigacién en estas areas con muchos problemas abiertos.
Véase [11] y [13].
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