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RESUMEN. Este articulo de divulgacién presenta un panorama introduc-
torio de las teorias de ramificacién y superprocesos con énfasis en algunas
de sus facetas y de sus aplicaciones.

ABSTRACT. This article presents an introductory view of the theories of
branching and superprocesses, with an emphasis on some of their aspects
and their applications.

Dedico este articulo a Norma y Anabel

1. INTRODUCCION

La relevancia de la teoria matemadtica de ramificacion se debe a que trata
uno de los procesos primordiales de la naturaleza: la reproducciéon. Los su-
perprocesos nacieron de la teoria de ramificacion. El campo es extenso porque
tiene muchos aspectos y una gran variedad de aplicaciones. La teoria tiene
problemas matematicos interesantes y las aplicaciones tienen sus propias pro-
blematicas. La ramificacién se toca sélo de manera marginal en los cursos de
probabilidad, y los superprocesos requieren conocimientos mas avanzados. Mi
propédsito con este articulo es interesar a los estudiantes en estos temas. Este
articulo estd basado en parte en platicas para estudiantes que he dado en diver-
sas ocasiones, entre otras, un cursillo en la Universidad Nacional de Colombia, y
recientemente, platicas en el XL Congreso Nacional de la Sociedad Matematica
Mexicana en Monterrey (octubre 2007) y en el Congreso Regional de Proba-
bilidad y Estadistica en la Universidad Judrez Auténoma de Tabasco (febrero
2008).

Veremos los procesos de ramificacién y los superprocesos més sencillos, y
algunos resultados sin entrar en cuestiones técnicas ni en demostraciones (las
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cuales en general no son sencillas). Ya que el objetivo es solamente exponer un
panorama introductorio, algunos resultados estdn en forma simplificada. La
seleccién del material es parcial debido a la amplitud del campo y un tanto
sesgada por algunos temas que me han interesado.

Para leer este articulo es ttil tener conocimientos béasicos de teoria de pro-
babilidad y procesos estocdsticos (por ejemplo, al nivel de los libros de Hoel,
Port y Stone, Introduction to Probability Theory, Introduction to Stochastic
Processes), pero si no se tienen, basta con algo de cultura matemdtica e ima-
ginacién para percibir las ideas. Algunas partes del articulo requieren un poco
més de conocimientos. La bibliografia contiene algunos textos que ayudarian
al lector interesado a entrar en materia, y referencias para algunos resultados
especificos que no se encuentran en libros y para temas adicionales. Casi todas
las férmulas estan numeradas para identificarlas en caso que algin lector tenga
preguntas.

2. SISTEMAS RAMIFICADOS DE PARTICULAS

2.1. Ideas generales. Consideremos una coleccién de particulas o individuos
en un espacio que evolucionan a lo largo del tiempo de la manera siguiente.
Al tiempo inicial, t = 0, hay un ntmero aleatorio de particulas distribuidas
aleatoriamente en el espacio. Cada una de esas particulas tiene una duracién
de vida aleatoria, al término de la cual muere o produce un nimero aleatorio de
particulas hijas. Durante su vida, cada particula se mueve de manera aleato-
ria en el espacio. Las particulas hijas actian de la misma forma. Las leyes
probabilisticas de vida, reproduccién y movimiento de cada particula son las
mismas, y las evoluciones de todas ellas son independientes unas de otras. De
esta forma, cada particula inicial genera un arbol aleatorio, como se muestra
en la Figura 1. La ramificacion se refiere a la estructura de arbol. Las ramas
representan las lineas de descendencia y su evolucién temporal y espacial.

En general, el movimiento de las particulas es un proceso de Markov y
puede tener saltos. Si cada particula hace un salto al nacer a partir del lu-
gar de su nacimiento y permanece donde cae, entonces la trayectoria de cada
linea de descendencia es una caminata aleatoria en el espacio, y el sistema se
llama caminata aleatoria ramificada. Si el movimiento de las particulas es el
movimiento browniano, el sistema se llama movimiento browniano ramificado.
Etc.

Un problema importante consiste en demostrar la existencia de un espacio
de probabilidad (€2, F, P) en el que estd definido un sistema de particulas como
el descrito, lo cual es necesario para desarrollar la teoria matematica. Esto ha
sido resuelto y podemos dar por hecho que tal espacio de probabilidad existe.

Si las particulas tienen probabilidad positiva de morir sin dejar descendien-
tes, el sistema se puede extinguir en tiempo finito, es decir, a partir de algun
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instante aleatorio finito ya no queda ninguna particula. Por ello, uno de los
problemas principales de la teorfa es calcular la probabilidad de extincion del
sistema.

Se pueden hacer muchas preguntas sobre este tipo de modelo estocéstico.
Por ejemplo: el sistema se extingue o siempre hay alguna particula viva?,
jcudntas particulas hay al tiempo t7, jcudl es la distribucién espacial de las
particulas al tiempo ¢ y como cambia esta distribucién en funcién de t?, jqué
tanto se aleja de la posicién de una particula inicial la particula descendi-
ente que mas se aleja de ella hasta el tiempo t7, ;cudl es la distribucién de
las edades de las particulas presentes al tiempo t?7, jcudl es la distribucion de
las generaciones de las particulas presentes al tiempo t?, ;jqué comportamientos
asintéticos tiene el sistema al tiempo ¢ cuando ¢t — oo, por ejemplo, leyes fuertes
(convergencia con probabilidad 1) y limites de fluctuaciones (convergencia en
distribucién)?, jcémo es el tiempo de ocupacién de una regién dada del espacio
por particulas en un intervalo de tiempo, y cémo se comporta el tiempo de ocu-
pacién asintéticamente cuando el intervalo crece indefinidamente? Y muchas
preguntas mas. Los métodos que se han desarrollado para responder estas y
otras preguntas son interesantes, y ain quedan problemas sin resolver.

En muchos casos interesa solamente la estructura genealdgica de un sistema
ramificado de particulas, es decir, las particulas no tienen movimiento en un
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espacio; solo se consideran sus vidas, sus reproducciones y las relaciones ge-
nealdgicas entre particulas. La Figura 2 muestra la progenie de la particula a
de la Figura 1. Las primeras preguntas que se hacen se refieren al nimero total
de particulas presentes al tiempo ¢ generadas por una sola particula inicial,
como en la Figura 2.
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Figura 2

Un sistema ramificado de particulas en el espacio como el descrito es relativa-
mente sencillo en el sentido de que todas las particulas evolucionan de acuerdo
con las mismas leyes probabilisticas, e independientemente unas de otras. Aun
en este caso los modelos presentan algunos problemas matematicos dificiles.
Hay sistemas ramificados méas generales, cuyo analisis es mas complicado, que
mencionaré més adelante.

La mayoria de los comportamientos que veremos son de tipo asintético, lo
cual es usual en sistemas complejos porque su andlisis detallado puede ser
sumamente complicado y los limites dan informacién util. Un ejemplo clasico
de ello es el famoso teorema central de limite.

Los individuos de un sistema ramificado pueden ser vistos como entes ab-
stractos, y asi se les trata en la teoria matematica. En las aplicaciones, los
individuos pueden representar objetos muy diversos, como veremos a continua-
cién.

2.2. Los origenes y algunos campos de aplicacién. Los libros [4] y [11] y
el articulo [13] contienen esbozos de la historia de los procesos de ramificacién
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vy muchas referencias. Menciono solamente algunos precursores y pioneros.
Un antecedente es la teorfa de T. Malthus (1766-1834) sobre el crecimiento
geométrico (o exponencial) de la poblacién humana. F. Galton (1822-1911) y
H.W. Watson (1827-1903) propusieron un modelo matemdtico para estudiar
la probabilidad de extincién de los apellidos de alcurnia en la Gran Bretana,
tema que preocupaba a la aristocracia Victoriana. Antes de ellos, I.J. Bienaymé
(1796-1878), cuyo trabajo estuvo casi olvidado por mds de cien afios, ya habia
estudiado ese tipo de problema en Francia. A.N. Kolmogorov (1903-1987), el
padre de la teorfa moderna de la probabilidad, fue de los primeros en investigar
las mateméticas de los procesos de ramificacién en Rusia. S. Ulam (1909-
1984) investigd procesos de ramificacién en relacién con reacciones nucleares en
cadena que ocurren en reactores nucleares y bombas atomicas, en el Laboratorio
de Los Alamos, E.U.A.

Las particulas o individuos de un sistema ramificado pueden ser de tipos
muy diversos, ya que hay muchas “poblaciones” cuyos elementos pueden re-
producirse, fragmentarse o desaparecer. Por ejemplo: moléculas, genes, virus,
células, células cancerosas, bacterias, animales, especies de animales, personas,
apellidos, grupos étnicos, plantas, enfermedades, neutrones, rayos césmicos,
galaxias, piedras, particulas contaminantes, archivos electrénicos, mensajes en
redes de informacién, citas bibliograficas, valores financieros, partidos politicos,
grupos terroristas, lenguajes, religiones, etc. Por ello, las aplicaciones de la
teoria de ramificacién se encuentran en muchos campos: genética, biologia
molecular, biologia celular, evoluciéon, inmunologia, epidemiologia, ecologia,
silvicultura, percolacion, demografia, medicina, salud publica, astrofisica, tele-
comunicaciones, internet, industria minera, linglistica, economia y finanzas,
sociologia, etc. Los temas de investigacion cientifica o matematica son un ejem-
plo de sistema ramificado: algunos generan nuevos temas y otros se extinguen.
El siguiente ejemplo es muy ilustrativo. Los individuos son arboles, sus semi-
llas son transportadas por el viento de manera aleatoria a otros sitios, en los
cuales nacen nuevos arboles. Es una caminata aleatoria ramificada. ;Cémo
evoluciona el bosque de arboles en niimero y en extensién geografica?

Los superprocesos son cierto tipo de limites de sistemas ramificados de
particulas con distribucién espacial. Sus estados no son colecciones de particulas
distribuidas en el espacio, sino nubes de particulas infinitesimales. Los inicia-
dores de la teoria de superprocesos fueron S. Watanabe (alrededor de 1968) y
D.A. Dawson (alrededor de 1975). Este campo tiene mucha actividad de inves-
tigacion. Uno de sus aspectos mas interesantes es su relacién con ecuaciones
diferenciales parciales.
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3. MODELOS BASICOS

En esta seccién consideramos el sistema generado por un solo individuo
inicial y sin movimiento en un espacio. Varios de los resultados se encuentran en
el libro [2]. Los articulos [7] y [8] contienen los resultados principales conocidos
hasta sus fechas de publicacién.

3.1. El proceso de Galton-Watson. El modelo de ramificacién més simple
es el de Galton-Watson, que estd dado por una cadena de Markov (N, )n=0.12,...,
llamada proceso de Galton-Watson, donde N,, es el nimero de individuos pre-
sentes en la n-ésima generacién, con Ng = 1 (un individuo inicial), como se
muestra en la Figura 3. En este modelo la escala del tiempo estd dada por
las generaciones; no se consideran las duraciones de las vidas de los individuos.
Visto de otra forma, cada individuo vive una unidad de tiempo.

— B e L
T =
N= | ¢=— — T _
o S N =
e - 1

L g
T

e B

acneracion

] | 2 3 n
e
Figura 3

La pregunta que Bienaymé, Galton y Watson querian resolver era calcular
la probabilidad de extincidn, es decir, la probabilidad P[N,, = 0 para algin n]
(es claro que N,, = 0 implica N,,, = 0 para todo m > n).

La ley de ramificacidn (o ley de reproduccion) del sistema es la distribucién
de probabilidad

pr = probabilidad de producir k individuos = P[N; = k], k=0,1,2,....

El caso k = 0 significa que el individuo o particula muere sin dejar descendien-
tes. La funcion generadora de esta ley es

(3.1) f(s)zipksk, 0<s<1
k=0
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El valor medio de la ley de ramificacién es
(3.2) m=> kpy=f(1-),
k=1

que representa el nimero promedio de individuos generados en una repro-
duccién. Supondremos que m < oo. Se consideran tres casos:

m < 1: ramificaciéon subcritica,
m = 1: ramificacién critica,
m > 1: ramificacién supercritica.

La funcién f(s) definida por (3.1) es estrictamente convexa y tiene la forma
que muestra la Figura 4.

Figura 4

El valor ¢ es la raiz mds pequena de la ecuacién f(s) = s. Se observa que si
m < 1 (en este caso, necesariamente py > 0), entonces ¢ = 1, y si m > 1,
entonces ¢ < 1. Resulta que q es la probabilidad de extincion del proceso de
Galton-Watson. En los casos critico y subcritico el proceso se extingue con
probabilidad 1, dicho también casi seguramente (c.s.), es decir, P[N,, = 0 para
algin n] = 1, y en el caso supercritico, P[N,, = 0 para algin n] = q. As{
pues, el proceso se extingue con probabilidad ¢ y sobrevive para siempre con
probabilidad 1 — g (ndtese que ¢ > 0 si y sélo si pg > 0).

Supondremos ademéas que la ley de ramificacién tiene segundo momento
finito, es decir, Z,;“;l k?pi, < oo. Esto es una simplificacién, pero se cumple
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en muchos casos. Denotamos el segundo momento factorial y la varianza de la
ley de ramificacién, respectivamente, por

(3.3) mo = Zk(k —Dpr=f"(1-) y o*= Zk‘2pk —m?.
k=1 k=1

Muchos resultados valen con la hipétesis menos restrictiva Y oo, (klog k)py <
00, pero eso es mas complicado.
Para estudiar el comportamiento asintético de NV, cuando n — oo, definimos

el proceso W,, = N,,/m™,n=0,1,.... Es ficil ver que la esperanza condicional
de W, 41 dado el pasado (el cual es Wy,...,W,,) cumple la condicién
(3.4) EWpi1 [Wh,..., W] =W,.

Esto se sigue de la relacion N, 11 = Zjv:"l X, donde X es el nimero de indi-
viduos generados por el j-ésimo individuo de la generacién n, usando el hecho
que las variables aleatorias X; son independientes, todas tienen distribucién
(pk )k, v son independientes del pasado. La expresion (3.4) significa que el pro-
ceso (Wy)n>0 €s una martingala, y, siendo no negativa, por un teorema clasico
de convergencia de martingalas existe el limite

(3.5) lim W, =W cs,

n—oo

donde W es una variable aleatoria no negativa ([2], p. 9). En los casos critico
y subcritico se tiene W = 0. En el caso supercritico W tiene una distribucion
absolutamente continua en (0,00), tiene valor medio E(W) = 1 y varianza
Var(W) = 0?/(m? —m), y P[W = 0] = q (probabilidad de extincién).

En conclusion, sélo existen las posibilidades siguientes: en los casos critico
y subcritico el proceso se extingue, y en el caso supercritico se extingue con
probabilidad ¢ y crece geométricamente como m™W, asintéticamente cuando
n — 00, con probabilidad 1 — ¢q. Esto ultimo es el andlogo estocastico de la ley
de Malthus sobre el crecimiento geométrico de la poblacién.

En el caso critico (m = 1), un resultado interesante es el siguiente limite de
la distribucién de la variable aleatoria N,,/n condicionada a que el proceso no
se haya extinguido:

N, 2
(3.6) limP[—<an>0]=1—exp{——g}, x> 0;
g

n— o0 n

es decir, condicionado a no extincién, N,,/n converge a una distribucién expo-
nencial cuando n — oo ([2], p. 20). También hay limites condicionales para el
caso subcritico.

En el caso supercritico (m > 1), el resultado (3.5) es del tipo de una ley fuerte
para N, andloga a la ley fuerte de los grandes nimeros, pero en este caso el
limite es una variable aleatoria (no una constante). En el caso supercritico
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también se tiene un limite de fluctuaciones de N,,. Si pp = 0 (para simplificar),
entonces

N, —m"W

3.7
(37) et

= N (0,Var (W)) cuando n — oo,

donde = significa convergencia en distribucién y N(0,a) es la distribucién
gaussiana de valor medio 0 y varianza a; es decir, para cada = € (—00,00),
recordando que Var(W) = o2 /(m? — m),

N, — m"W }

—————— <z

(38)  lm P )=

B <27r02/<mi —m)) 172 /; P {;o—/og—m)} W

([2], p- 55). Este resultado se parece al teorema central de limite, pero en este
caso la fluctuacién es con respecto a la variable aleatoria m™W (no al valor
medio de N,,).

3.2. El proceso de Bellman-Harris. En el modelo de Galton-Watson cada
individuo vive una unidad de tiempo, y por lo tanto todos los individuos que
coexisten pertenecen a la misma generacién. En el modelo de Bellman-Harris
los individuos se reproducen de la misma forma que en el de Galton-Watson,
pero cada uno tiene su propia vida de duracién aleatoria (independiente) con
funcién de distribucién G (no degenerada), como se ve en la Figura 5.

Sea Z; el numero de individuos presentes al tiempo . El proceso estocéastico
(Zt)t>0 es el proceso de Bellman-Harris (también llamado proceso de ramifi-
cacién con dependencia de la edad). Si G es la funcién de distribucién expo-
nencial de pardmetro V,

(3.9) Gty=1-e"t t>0,

entonces (Z;);>o tiene la propiedad de Markov. Esto es consecuencia de la falta
de memoria de la distribucién exponencial (si X es una variable aleatoria expo-
nencial, entonces P[X > s+ t|X > s] = P[X > t]). Para otras distribuciones
G (no triviales) el proceso (Z;)>0 no tiene la propiedad de Markov, por lo que
el analisis es més dificil.

Algunos de los resultados del proceso de Bellman-Harris son andlogos a
los del proceso de Galton-Watson, pero hay otros nuevos. (Seguimos con la
suposicién de segundo momento finito de la ley de ramificacién).

En los casos critico y suberitico el sistema se extingue c.s., es decir, P[Z; =0
para algin t] = 1, (es claro que Z; = 0 implica Z;1s = 0 para todo s > 0).

Se define la constante a, llamada pardmetro de Malthus, como la raiz (inica
si existe) de la ecuacién
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Figura 5

(3.10) /0 T ematder) = %

Es claro que « existe en el caso supercritico. Si G es exponencial de pardametro
V, entonces a = V(m — 1). En el caso supercritico se define la constante

m—1

3.11 _ v .
(3:11) ¢ am? [~ te=tdG(t)

En lo que sigue hacemos las siguientes simplificaciones para el caso su-
percritico: py = 0,G no tiene dtomo en 0 (los individuos tienen edad 0 al
nacer), y G no es de tipo latiz (G no esta soportada en una latiz). Considere-
mos el proceso (Wy);>o definido por Wy = (e~*"/¢)Z;. Resulta que existe una
variable aleatoria no negativa W tal que

(3.12) ilim Wy=W cs.

([2], p. 146, 152, [27].) Si G es exponencial, de manera andloga al modelo
de Galton-Watson, la existencia del limite se sigue del hecho que en este caso
(Wi)i>0 es una martingala. En los casos critico y subcritico, W = 0, y en el
caso supercritico la variable aleatoria W es absolutamente continua en (0, 00),
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tiene valor medio E(W) =1y varianza

(m+mz) [;° e 2*%dG(u) — 1
1—m [ e 20udG(u)

y P[W = 0] = ¢ (probabilidad de extincién) ([2], p. 111, 172, [4], p. 146).
Asi, de manera semejante al modelo de Galton-Watson, la poblacién se ex-
tingue o crece exponencialmente como ce®*W asintéticamente cuando t — oo;
de ahi que se haya llamado a « parametro de Malthus, pues determina la forma
del crecimiento exponencial de la poblacion.
En el caso critico, un resultado andlogo a (3.6) es el siguiente: Si [ tdG(t) =
p < ooy t?[1 — G(t)] — 0 cuando t — oo, entonces

2
Zt>0} :1—exp{—g}, z > 0.

(3.13) Var(W) =

Z
(3.14) Jlim P [Tt <z

(12], p. 169).
Un resultado de fluctuacién andlogo a (3.7) en el caso supercritico con G
exponencial (en este caso, ¢ = 1) es el siguiente:

Zy — eV(mfl)tW

zZ}?

(3.15) = N(0,Var (W)) cuando ¢ — oo,

donde W es el limite de e~V (m~D*Z, cuando t — oo, dado por (3.12) ([2], p.
124). Creo que un resultado del tipo (3.15) debe cumplirse en el caso no marko-
viano (G no exponencial, con alguna condicién), pero no lo he encontrado.

., Coémo es la distribucién de las edades de los individuos al tiempo t? La
edad de un individuo presente al tiempo ¢ es el tiempo que ha vivido desde que
naci6 hasta t (Figura 5). Sea Z(z,t) el nimero de individuos cuyas edades al
tiempo t no exceden = > 0. La proporcién de tales individuos es la variable
aleatoria A(z,t) = Z(x,t)/Z;. En el caso supercritico se tiene, para cada x > 0,

(3.16) A(z,t) — A(z) c.s. cuando t — oo,
donde
J e[l — G(u)]du

IS emou [l = G(u)]du’

(3.17) A(z) = x>0,
y A(x) se llama distribucion de edad estacionaria. ([2], p. 179, [27].)

En el proceso de Bellman-Harris los individuos presentes al tiempo ¢ pueden
pertenecer a generaciones distintas. ;Cémo se distribuyen las generaciones al
tiempo t? Sea Y (y,t) el nimero de individuos pertenecientes a generaciones
que no exceden y al tiempo ¢, es decir, que tienen no més de |y| antepasados
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(| | denota parte entera). La proporcién de tales individuos es la variable
aleatoria B(y,t) = Y (y,t)/Z:. En el caso supercritico se tiene

1 s
(3.18) B(y(s),t) — W/ 6_y2/2dy c.s. cuando ¢ — oo,
™ — 00
si
(3.19) ye(s) = st 220732 it —o0 < s < o0,

(es claro que y;(s) > 0 para t suficientemente grande), donde fi y 72 son el
valor medio y la varianza de la funcién de distribucién de probabilidad

(3.20) G(t) = /O e edG(s), £ 0.

(véase (3.10)). Es claro que a medida que ¢ aumenta, aparecen mas y més
generaciones. El resultado (3.18)-(3.19) significa que hay que observarlas de
acuerdo con y;(s) para detectar la distribucién a largo plazo. ([2], p. 233, 242,
[37], la convergencia c.s. es consecuencia de resultados de [31]).

3.3. Relaciones entre los limites de Galton-Watson y de Bellman-
Harris supercriticos. En el proceso de Bellman-Harris estd inmerso un pro-
ceso de Galton-Watson, ya que se puede considerar el niimero de individuos
pertenecientes a una misma generacion, independientemente de las épocas en
que viven. Existen las variables aleatorias no triviales W que hemos visto para
dichos procesos en el caso supercritico, dadas por (3.5) para Galton-Watson y
por (3.12) para Bellman-Harris, pero son distintas, y ahora las denotamos por
W1 v Wa, respectivamente. En general se sabe poco acerca de las distribuciones
de esas variables aleatorias. Sin embargo, es natural preguntarse qué relaciones
hay entre ellas ([2], p. 178, problema 13). Se tienen los siguientes resultados
sobre las esperanzas condicionales de cada una dada la otra [30]:

(3.21) E[Wa|Wh] = Wy,

de donde se sigue que

(3.22) Cov (W1, Wa) = Var(Wy) = m,%m
y si G es exponencial,
1 — m
(3.23) E[W: W] = mﬁ (=W, (W),

donde fyy, es la funcién de densidad de Wa, Uy, (u) = Ee=*W2 4 > 0, es
la transformada de Laplace de (la distribucién de) Wo, y L72{ }(z) denota
transformada de Laplace inversa evaluada en z. Estos resultados se deducen
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de una ecuacion funcional para la transformada de Laplace conjunta de Wy y
W, definida por

(324) \I/Wl,WQ (Ul, UQ) =F (exp{—(u1W1 + ’LLQWQ)}), Uy, U2 2 0.

Dicha ecuacion funcional es

625) V(o) = [ fWw s m T use 0 )dG ()
0

donde f es la funcién generadora de la ley de ramificacién dada por (3.1). (Esta
ecuacion es vélida bajo la condicién ), (klogk)p, < 0o). Haciendo u; =06
us = 0 se obtienen las ecuaciones funcionales conocidas para W7 y para Wy
([2], p- 10, 172). En general no hay forma de resolver estas ecuaciones.

4. PROCESOS DE RAMIFICACION CON ESTADO CONTINUO

Los procesos de Galton-Watson y de Bellman-Harris solamente toman va-
lores enteros no negativos. Ahora veremos unos procesos de ramificacién con
espacio de estados continuo: [0,00). Cuando el niimero de particulas de un
sistema es muy grande, en lugar de considerar las particulas individuales con-
viene estudiar la densidad de particulas. Este enfoque, que se usa en fisica
estadistica, se emplea para obtener los procesos con estado continuo.

Consideremos el proceso de Galton-Watson, pero en lugar de una sola par-
ticula inicial, como antes (Ny = 1), ahora habrd muchas particulas iniciales.
Antes supusimos implicitamente que cada particula tiene una masa unitaria,
y ahora las particulas tendran masas muy pequenas. Ademas, aceleraremos el
tiempo de modo que en una unidad de tiempo ocurrirdan muchas ramificaciones,
y haremos que la ley de ramificacion sea asintéticamente critica. Todo esto se
tiene de la manera siguiente: Sea (N,(f))nzo’l,g,”_,r =1,2,..., una sucesién de
procesos de Galton-Watson. Para cada r definimos el proceso estocdstico en
tiempo continuo (X");¢ en la forma X7 = N L(:Z |/7- Asi, las ramificaciones
ocurren en los instantes i/r,i = 1,2,..., y cada particula tiene masa 1/r.
Hacemos que las leyes de ramificaciéon dependan de r de modo que el valor
medio sea asintéticamente de la forma m(r) ~ 1+b/r, —0o < b < oo constante,
cuando 7 — oo (m(r) es positivo para r suficientemente grande). Si existe el
limite Xér) — a, constante positiva, cuando r — oo (por lo tanto el ndmero de
particulas iniciales tiende a infinito), se obtienen como limites en distribucién
de (Xt(T))tZO, cuando r — oo, procesos (X;):>0 que son difusiones en [0, co)
con ecuacién de Kolmogorov (hacia atrds) de la forma

2

0 0 0
(4.1) af(t,x) = bxa—xf(t,x) + %cxwf(t,x),

con Xy = a y constante ¢ > 0 que depende de los segundos momentos de las
leyes de ramificacién. Esto significa que (X;);>0 es un proceso de Markov con
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trayectorias continuas, tal que

(4.2) E[X; — a|Xo = a] ~ bat
y
(4.3) E[(X; — a)?|Xo = a] ~ cat

cuando ¢ — 0. ([2], p. 260, 262, [35].) Omito el sentido preciso de la conver-
gencia en distribucién del proceso (Xt(r))tzo al proceso (X;)¢>o cuando r — oo,
pero se puede pensar como algo analogo a la convergencia en distribucién de
variables aleatorias.

La probabilidad de extincién del proceso (X;)i>0 (con Xo = a) es

|1, si <0 (casos criticos y subcritico),
1= exp{—2ba/c}, si b>0 (caso supercritico).

El proceso de difusién (X;)>0 con ecuacién de Kolmogorov (4.1) es solucién
no negativa de la ecuacién diferencial estocédstica

(4.4) dX, = bXudt+ (cXy)/%dB,, t >0,
XO = a,

donde (By)¢>0 es el movimiento browniano estdndar (cuyas trayectorias no
son diferenciables). Cabe recordar que una ecuacién diferencial estocéstica de
la forma (4.4) es simbdlica y hay que entenderla en su forma integral. Una
peculiaridad de la ecuacién (4.4) es que no cae dentro de la teorfa cldsica de las
ecuaciones diferenciales estocasticas de Ité porque la funcién z — z'/2 no es
de Lipschitz. (Sobre esta ecuacién, véase [36]). La teoria cldsica de ecuaciones
diferenciales estocasticas en el sentido de It6 puede verse en C. Tudor, Procesos
Estocasticos, Tercera Edicion, y a nivel més avanzado en T. Bojdecki, Teoria
General de Procesos e Integracion Estocéstica, ambos libros publicados por
Aportaciones Matematicas, Sociedad Matematica Mexicana.)

El tipo de procesos estocdsticos vistos aqui se llaman difusiones de Feller
debido a que fueron obtenidas por W. Feller (en modelos de genética).

5. SISTEMAS ESPACIALES RAMIFICADOS

Veremos ahora dos tipos de limites de sistemas ramificados de particulas con
distribucién espacial.

5.1. Limites de alta densidad. El contenido de esta seccién se puede con-
sultar en [3], especialmente las bases para comprender mejor los resultados, asi
como los de la seccién siguiente.

Para ejemplificar este tipo de sistemas espaciales y algunos de sus resultados,
consideremos el siguiente modelo. Las particulas estan en el espacio euclideano

Rd, tienen tiempo de vida con distribucién exponencial de pardmetro V y ley
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de ramificacién con varianza finita, y se mueven de acuerdo con el movimiento
browniano estdndar en dimensién d. Es un sistema de movimientos brownianos
ramificados.

Sea (IVy)>0 €l proceso estocdstico definido por

, , . .. d
N;(A)=ntmero de particulas presentes al tiempo ¢ con posiciones en A C R",

(A es un conjunto de Borel). Para cada t, N; es una medida de contar aleato-

ria en R Sobre la configuracién inicial de particulas, Ny, se pueden hacer
distintas suposiciones, pero la mds sencilla (en el sentido de que simplifica los
cdlculos) es que Ny sea una medida aleatoria de Poisson homogénea, cuya me-
dida de intensidad, E(Np), es la medida de Lebesgue en Rd, denotada por
A. Si Ay B son conjuntos ajenos tales que 0 < A(A), A\(B) < oo, No(A) y
No(B) son variables aleatorias independientes, y la variable aleatoria Ny(A)
tiene distribucién de Poisson con pardmetro A(A), es decir,

(5.1) P[No(A) = k] = %()\(A))ke*’\(“‘), k=0,1,2,....

El proceso (N;);>o tiene la propiedad de Markov debido a que la distribucién
de vida de las particulas es exponencial y a que el movimiento browniano es
un proceso de Markov. Esto simplifica mucho el anélisis.

Queremos estudiar la evolucién del sistema cuando la densidad de particulas
es muy alta, lo cual se tiene tomando la configuracién inicial de Poisson con
medida de intensidad K\ y haciendo la constante K (llamada densidad) tender
a infinito. Denotemos por (N )i>0 al proceso con densidad K. En particular,
queremos encontrar el comportamiento asintotico del proceso de fluctuacion,

(X[)i>0, definido por
NE — E(NK)
r _ 1V ¢
(5.2) Xt = 2

cuando K — oo.

Para empezar, hay que calcular el valor medio y la covarianza del proceso
(N¢)i>0 (con K =1). Usamos a veces la notacién (u, @) para la integral de la
funcién ¢ con respecto a la medida j, [pa @(x)pu(dx). En los célculos interviene
el semigrupo del movimiento browniano, (7;);>¢, definido por el operador

(53) Tipla) = [ el =)y,

donde ¢ es una funcién integrable y p:(z) es la densidad de transicién del

o . d
movimiento browniano en R,

1 lal? d
(54) pt(.f) = W@ |zl /Qt, $ER y t>0.
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(La propiedad de semigrupo es 731, = 7375, que es una forma de expresar la
propiedad de Markov del proceso de movimiento.) La simplificacién que se
obtiene al tomar la medida aleatoria de Poisson con medida de intensidad A se
debe a que A es invariante respecto a 7z: (A, Trp) = (A, ¢).

En lo que sigue, ¢ pertenece al espacio & (Rd) de las funciones infinitamente
diferenciables y rapidamente decrecientes. Pronto veremos la razén para es-
coger este espacio.

Para calcular el valor medio E((Nt, ¢)) y la covarianza Cov((Ns, ), (N, 1)),
primero se obtienen ecuaciones integrales por medio del llamado argumento de
renovacién, que se hace partiendo de una sola particula inicial y condicionando
con respecto al instante de la primera ramificacién ([2], p. 138), se resuelven
esas ecuaciones y se usan férmulas para el valor medio y la covarianza de
sistemas de Poisson. Se encuentran los siguientes resultados:

(5.5) E((Ny, p)) = e /Rd plx)de, t>0, @€ S(Rd),
K(s,pit,9) = Cov((Ns, ), (Ni,¥))

/ T (e T ) () dr
R

d
+ mQV/ /Rd e““ﬂ(cpeo‘(t_s”“)?;,sﬂuw)(;v)dacds,
0

(5.6) 0<s<t p9eSRY,

donde « es el parametro de Malthus, definido por (3.10); en el caso presente,
a=V(m—1), donde m es el valor medio de la ley de ramificacién, y ms es el
segundo momento factorial. Nétese que

(57) K(&@ytvw) :K(S7¢;S7Ut—sw)7

donde (U;)t>0 es el semigrupo U; = e*'T;.
Antes de seguir adelante, hay que hacer una observacién sobre las fluctua-
ciones al tiempo inicial ¢ = 0 cuando K — oo. La configuracién inicial, NX es

una medida aleatoria de Poisson uniforme en R? con intensidad K , v su fluc-
tuacién es NI — E(NE) = NE — K\. ;Qué sucede con ella cuando K — 00?
Para obtener un limite no trivial hay que poner una normalizaciéon adecuada
(de modo que la varianza tenga un limite no trivial):
XK = NI — K

K1/2

. . . . . d
Debido al centramiento, X& es una medida aleatoria con signo en R", pero
sucede que el limite cuando K — 0o, que denotamos X, se sale del espacio de
medidas con signo. Para verificar esto, se puede ver que la medida de variacion
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de Xy es infinita c.s.. Se puede demostrar que Xy toma valores en el espacio de
distribuciones temperadas, S’(Rd), que es el dual topolégico de S (Rd). Esta
es la razén para tomar las funciones ¢ en S(R?). El espacio &'(R?) contiene
funciones generalizadas, por ejemplo la delta de Dirac. En este caso, la notacion
(Xo, ) se refiere a la dualidad en S'(Rd) X S(Rd). El limite X es un elemento
aleatorio de S’(Rd) tal que para cada ¢ € S(Rd), (X0, ) es una variable
aleatoria gaussiana con valor medio 0 y varianza (), ¢?). Las realizaciones de
X (es decir, Xo(w) para cada w en el espacio de probabilidad subyacente §2) son
funciones generalizadas sobre R* que no son funciones ordinarias. La variable
aleatoria Xy en S’ (Rd) se llama ruido blanco en Rd, nombre que proviene de
la ingenieria electrénica. El ruido blanco en dimensién 1 se puede imaginar de
manera intuitiva como un proceso estocdstico cuyos valores en tiempos distintos
son independientes, idénticamente distribuidos, con valor medio 0 y varianza
infinita. Con este antecedente, no es extrano que el limite cuando K — oo de
las fluctuaciones definidas por (5.2) sea un proceso que toma valores en S’ (Rd).

Se obtienen los siguientes resultados:

Ley de grandes nimeros (limite hidrodindmico): para cada t > 0,

1

(5.8) E(NtK, @) — et /Rd p(z)dz en la media cuadrédtica cuando K — oo,

pe S(Rd).

Noétese que el limite es el valor medio dado por (5.5).
Limite de fluctuaciones: el proceso (X/);>o definido por (5.2) converge en
distribucién, cuando K — 00, a (X;)i>0, que es un proceso gaussiano centrado

d .
con valores en S'(R") cuya covarianza es

(5.9) Cov({Xs, ), (X, ) = K(s,0,t,0), s<t, ¢, €SRY,

donde K (s, p;t, 1) estd dado por (5.6). El sentido preciso de esta convergencia
en distribucién requiere bastante informacion técnica que omito.
Usando (5.7) se puede demostrar que el proceso (X;);>¢ satisface la siguiente

ecuacién diferencial parcial estocdstica en S’ (Rd):
1

Xy = ruido blanco en Rd, (A es el Laplaciano en Rd, %A es el generador

infinitesimal del movimiento browniano en Rd, que es la derivada del semigrupo
T, ent =0, y A* es el operador adjunto de A), y (Wy);>0 es un proceso
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. d . [
gaussiano centrado en §’'(IR") cuya covarianza estd dada por

B1) Cod(Waph (W) = [ Quleidu, 5020,
5:12) Qulp.w) = elmaV =) | pla)uia)dat [ Vel Vo(a)dal,

(- es el producto interior en R* y V es el gradiente). El proceso gaussiano

(Wi)e>0 caracterizado por (5.11)-(5.12) es un movimiento browniano en S’(Rd)
con nicleo de covarianza Q. (¢, ). (Este tipo de ecuaciones se pueden ver en
28].)

Lo anterior vale también si no hay ramificacién (V' = 0); es decir, cada
particula se mueve indefinidamente de acuerdo con el movimiento browniano.
En este caso, a = 0 y la ecuacién (5.10) con (5.11)-(5.12) se reduce al andlogo
estocastico de la ecuacion de Fokker—Planck que se estudia en fisica estadistica
respecto a la evolucion de un gas de particulas en el espacio.

5.2. Limites de fluctuaciones del tiempo de ocupacién. El contenido de
esta seccién estd en varios articulos citados en [29], de los mismos autores.

Continuamos con el sistema espacial ramificado de la seccién anterior. Ve-
remos qué ocurre con el tiempo de ocupacién con ramificacién critica (o =
0). Para simplificar, supondremos que la ramificacién es binaria, es decir, se
producen 0 6 2 particulas con probabilidad 1/2 para cada posibilidad.

El tiempo de ocupacion del proceso (Ny)i>o es el proceso (Y:)i>o definido
por

t
(5.13) Yt:/ Nds, t>0.
0

Nétese que (Yi, 14) es la suma de los tiempos que el conjunto A C R? est4
ocupado por particulas del sistema durante el intervalo de tiempo [0,¢]. Ahora
no aumentamos la densidad de particulas, como lo hicimos en la seccién ante-
rior, sino que aceleramos el tiempo por el factor T', de modo que consideramos
el proceso

Tt
(5.14) vl = Ngds, t>0,
0

y el proceso de fluctuacién correspondiente, (X[');>0, esta definido por
vI-EBYS) 1 (™

5.15 XT:¥:—/ N, — \)ds,

donde se ha usado el hecho E(N;) = A (véase (5.5)). Fr es una normalizacién

adecuada que tiende a oo cuando T — oo, tal que el proceso (XtT)tZO tenga
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limite en distribucién no trivial. Hay que determinar Frp y describir el proceso
limite.

Se obtienen los siguientes resultados dependientes de la dimensiéon d. En
todos los casos, los procesos limites toman valores en S’ (Rd).

Sid=3y Fp=T5%*, el proceso (XtT)tzo converge en distribucion, cuando
T — 00, al proceso

(5.16) (Xi)is0 = VI/2)E,
donde & = (&)¢>0 es un proceso real, continuo, gaussiano centrado, autosimilar,
con covarianza

1
(5.17) Cov(€s &) =" +1" = S[(s+ )" +[t—s|"], s5,t>0,

y h =3/2. (La autosimilitud signifca que para cualquier constante positiva a,
el proceso (£4¢)i>0 tiene la misma distribucién que el proceso (a*&;);>o para
una constante k; en este caso k = h/2.) El proceso £ es un caso especial de
movimiento browniano sub-fraccionario, que no es un proceso de Markov y
tiene la propiedad de dependencia a gran distancia (llamada también memoria
larga), en el sentido de que la covarianza de incrementos sobre intervalos decrece
asintoticamente como una potencia negativa de la distancia entre los intervalos;
md&s precisamente, en este caso, siu < vy s <t,

(518) COV(&?) - §u7£t+7— - §s+‘r) ~ %(t - 5)(’02 - UQ)T73/2 cuando T — oo.

El proceso £ con covarianza (5.17) (definido en general para h € (0,2)) se
llama movimiento browniano sub-fraccionario debido a que la correlacién de
los incrementos en intervalos ajenos es mas débil y su covarianza decrece mas
rapido que en el caso del movimiento browniano fraccionario, cuya covarianza
es 2(s" +t" —|s —t|"),h € (0,2). En este sentido, el movimiento browniano
sub-fraccionario es “intermedio” entre el movimiento browniano fraccionario y
el movimiento browniano usual, y de ahi su nombre.

El movimiento browniano fraccionario y el movimiento browniano sub-frac-
cionario no son semimartingalas (véase el concepto de semimartingala en los
libros de Tudor y de Bojdecki mencionados en la Seccién 4), excepto para h = 1,
que en ambos casos corresponde al movimiento browniano usual, por lo que el
calculo estocastico con respecto a ellos tiene que ser diferente del calculo es-
tocastico de It6. Recientemente se han desarrollado teorias nuevas para el caso
del movimiento browniano fraccionario. Los procesos estocasticos de memoria
larga y que no son semimartingalas son tema de gran interés en la actualidad,
debido a que aparecen en muchos campos de aplicaciéon: hidrologia, turbulen-
cia, telecomunicaciones, matematicas financieras, genética, trafico, entre otros
[38].

Sigamos con los resultados.
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Sid=4y Fr = (TlogT)Y?, el proceso (X[ );>o converge en distribucion,
cuando T' — o0, al proceso

V1/2
4

(5.19) (Xt)t>0 = AB,

donde B = (B;)>0 es el movimiento browniano estdndar en dimensién 1.
Sid>5y Fr=T"2 el proceso (X );>o converge en distribucién, cuando

. d .
T — o0, al proceso de Wiener (W;);>0 en S'(R") con covarianza

Con((Wea). W) = (sn 0= {ar(§-1) [ 250 dody

V.(d p()¢(y)
(5.20) +EF<§ - 2) /de dedy}, s,t > 0.

donde T'(+) es la funcién gama. Nétese que la covarianza estd dada en términos
de potenciales de Newton; el segundo término se escribe como integral del
producto de potenciales de Newton. (Véase [28] para esta clase de procesos de
Wiener generalizados.)

Las observaciones principales sobre estos resultados son las siguientes. La
normalizacién del tipo teorema central de limite cldsico, Fr = T2, se tiene
para las dimensiones “altas”, d > 5. En la dimensién “baja’, d = 3, se necesita
una normalizacion més grande que en el caso clasico, lo cual es tipico cuando
el limite tiene memoria larga. En la dimension “critica”, d = 4, que es la
transicién entre los dos casos anteriores, la normalizacién Fr = (T'logT)'/?
representa fluctuaciones de un orden mayor (dado por el factor logT) que el
que se esperaria. Este tipo de fenémeno ocurre en algunos modelos de fisica
estadistica cuando hay una transicién entre fases distintas. En las dimensiones
d > 4 no hay memoria larga, ya que el movimiento browniano (ya sea real o en
S’(Rd)) tiene incrementos independientes. Otra transicién interesante es que
mientras que en las dimensiones d = 3 y 4 las realizaciones del proceso limite
son medidas aleatorias (la medida de Lebesgue A multiplicada por un proceso
estocdstico real), en las dimensiones d > 5 el proceso limite es generalizado,

es decir, toma valores en S’ (Rd) que no son medidas. No hay limites de fluc-
tuaciones en las dimensiones d = 1 y 2 porque en ellas el sistema se extingue
localmente (para d = 2 hay un resultado ergédico); sin embargo, aumentando la
densidad de particulas en forma semejante a la seccién anterior, es posible con-
trarrestar la extincién y obtener limites no triviales de fluctuaciones también
en esas dimensiones. Las propiedades de los limites de las fluctuaciones, de
acuerdo con la dimensién, son importantes en relaciéon con lo que significan
sobre el comportamiento del sistema ramificado de particulas.
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Acerca del movimiento browniano fraccionario, cabe sefialar que para el sis-
tema sin ramificacién (V' = 0), en la dimensién d = 1 se obtiene un limite pare-
cido a (5.16), pero en lugar del movimiento browniano sub-fraccionario aparece
el movimiento browniano fraccionario con covarianza % (s3/2 +13/2 — |s —t[3/2).
Esto es consecuencia de que la medida aleatoria de Poisson homogénea (la con-
figuracién inicial) es un estado de equilibrio del sistema sin ramificacién. El
mismo tipo de fenémeno ocurre en dimensiéon d = 3 para el sistema ramificado,
si se inicia con un estado de equilibrio (el cual es una medida aleatoria que
existe en dimensiones d > 3, pero no es de Poisson). El movimiento browniano
fraccionario es el uinico proceso gaussiano centrado, autosimilar con incremen-
tos estacionarios, y estd ligado a condiciones de equilibrio.

Los resultados de las dos ltimas secciones se pueden extender a movimientos
de particulas y leyes de ramificacién mas generales.

6. SUPERPROCESOS

Los superprocesos, o procesos de Dawson- Watanabe, se obtienen como limites
de sistemas espaciales ramificados de particulas de manera analoga a los pro-
cesos de ramificacién con estado continuo.

Consideremos nuevamente un sistema de movimientos brownianos ramifi-
cados en R? como el descrito en la seccién 5.1, pero ahora con una ley de
ramificacién que no necesariamente tiene varianza finita, cuya funciéon gener-
adora es de la forma

(6.1) f(s)=s+bs—1)+c1—-9)'P 0<s<1,

donde —1<b<e¢, 0<c<(140b)/(1+p0), 0<p8<1 (las condiciones sobre
by c son para que f sea funcién generadora). El valor medio de esta ley de
ramificacién y el parametro de Malthus son m =1+4+by a = Vb, y el segundo
momento de la ley es finito si y sélo si 8 = 1, y en este caso el segundo momento
factorial es mg = 2¢. Si la configuracion inicial Ny es de Poisson con medida de
intensidad F(Ny) = p (una medida localmente finita en Rd, no necesariamente
la medida de Lebesgue), usando un argumento de renovacién se encuentra que
el funcional de Laplace de N, definido por

(6.2) Ly, (¢) = E(exp{—(N;, &)}), ¢ € Cx(RY), ¢ >0,

(CK(Rd) es el espacio de las funciones continuas con soporte compacto), estd
dado por

(6.3) L, (¢) = exp{—={p, v (t)) },
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donde v, (z,t),z € R? ¢ > 0, es la solucién (inica) de la ecuacién diferencial
parcial no lineal

v 1
A4 — = [(zA — Veu't?
(6.4) 9 (2 +Vb)v Vev' P,
v(z,0) = 1—e %@,

(Véase [32]).

Para obtener un limite procedemos de manera semejante a la seccién 4,
tomando una sucesiéon de procesos con r " co. En la r-ésima etapa de apro-
ximacién cada particula tiene una masa pequena, 1/r, el pardmetro de la vida
exponencial es V, = Vr? (de modo que la vida media es 1/Vr?, y por tanto
las particulas viven poco tiempo), la ley de ramificacién es asintéticamente
critica con b, = br—?, esto es, el valor medio tiene asintéticamente la forma
m(r) ~ 1+ br=P y la configuracién inicial de Poisson, N(gr), tiene medida de
intensidad ru, donde p es una medida localmente finita en R* (de modo que
la densidad de particulas es alta en el soporte de u). Esto se parece mucho a la
manera como se obtiene el proceso de ramificacién con estado continuo como
un limite cuando r — 0o, excepto que ahora partimos del proceso de Bellman-
Harris markoviano en lugar del proceso de Galton-Watson (pero se pueden
obtener los mismos resultados usando Galton-Watson). Con la suposicién sobre
la configuracién inicial de Poisson se tiene que NéT)/r = p cuando r — 0.

Sea (Nt(r))tzo el proceso definido por
Nt(r)(A):nﬁmero de particulas presentes al tiempo ¢ con posiciones en A C R?.
(A boreliano). A partir de (6.2)-(6.4) se demuestra que el proceso (Nt(T))tZO

converge en distribucién, cuando r — oo, a un proceso (X¢);>¢ con valores

en /\/I(Rd)7 un espacio adecuado de medidas localmente finitas en R?. La
distribucién de la medida aleatoria X; estd caracterizada por su funcional de
Laplace,

(65) Lx,(¢) = E (exp{~(X0,0)}), ¢ € Ck(R), >0,
que esta dado por
(6.6) Lx,(¢) = exp{— (1, up(t))},

donde u,(z,t), x € Rd, t > 0, es la solucién (dnica) de la ecuacién diferencial
parcial no lineal

ou 1 148
(6.7) il (2A+Vb)u Veu ™7,

u(z,0) = o).
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Noétese que Xo=py 0<ec<1/(1+p3). (Véase [32]).

El proceso (X;)i>0 es un super movimiento browniano, que es un caso espe-
cial de superproceso. Una imagen intuitiva de un superproceso es una nube de
particulas infinitesimales que evoluciona de manera aleatoria en el espacio y en
el tiempo (algo semejante a las nubes de la vida real).

Las ecuaciones (6.4) y (6.7) son iguales, pero sus condiciones iniciales son
distintas. Comparando los funcionales de Laplace de Ny, (6.3)-(6.4), y de X4,
(6.6)-(6.7), se advierte la siguiente relacién entre X, y el proceso (N;)¢>0 que
le dio origen:

(6.8) Ly, (p) = Lx,(1—e7%).

Esto significa que NV; tiene la distribucién de una medida aleatoria de Cox
dirigida por X, es decir, IV; es una medida aleatoria de Poisson doblemente
estocdstica, cuya medida de intensidad aleatoria es X;. (El funcional de Laplace
de una medida aleatoria de Poisson con medida de intensidad p estd dado por
exp{— [(1 — @) pu(da)}.)

Si las particulas no tienen movimiento (dicho de otra forma, si el espacio
se reduce a un punto) y consideramos el caso 8 = 1, el proceso estocdstico
(X¢)1>0 no es otra cosa que el proceso de ramificacién con estado continuo, que
cumple la ecuacién diferencial estocdstica (4.4). Lo mismo ocurre si p es una
medida finita (lo cual implica que X; es una medida aleatoria finita para cada
t) y se considera la masa total de X;. Entonces, una pregunta natural es si
el super movimiento browniano satisface una ecuacién diferencial estocastica
andloga a (4.4), y sucede que as{ es, pero en versiones mds complejas. Resulta
que el proceso (X¢)¢>o es singular en las dimensiones d > 2 (para cada t, X; es
una medida aleatoria singular), pero en la dimensién d = 1 es absolutamente
continuo, y el proceso de densidad correspondiente, (X(z))¢>0, satisface la
ecuacion diferencial parcial estocdstica
(6.9)

dX,(z) = (;A* + Vb) Xy (z)dt + (VeXy(x)YV?W (dt, dx), t >0, z € R,

donde W (dt,dz) es un ruido blanco en espacio-tiempo con intensidad dtdx
(medida de Lebesgue en R, x R). El significado preciso de la ecuacién (6.9)
requiere elementos avanzados que omito, pero se observa su semejanza con
la ecuacién (4.4), quitando la parte del movimiento, dada por A (y V = 1,
sin pérdida de generalidad). En las dimensiones d > 2 también se tiene una
ecuacién diferencial parcial estocéstica para (X;);>0, pero involucra concep-
tos todavia mas complejos; en particular, el término (VeXy(z))'/?W (dt, dx)
es sustituido por un proceso estocastico del tipo llamado medida martingala.
(Véase [36].)
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Hay muchos otros resultados sobre superprocesos. Solamente mencionaré
uno que tiene relacién con una de las aplicaciones que veremos més ade-
lante. Consideremos el superproceso (X;);>o en dimensién d que corresponde al
movimiento de particulas dado por el proceso a-estable esféricamente simétrico
de Lévy, 0 < a < 2 (este proceso tiene incrementos independientes y esta-
cionarios, la funcién caracteristica del proceso al tiempo ¢ es z — exp{—t|z|*},
la distribucion correspondiente se conoce explicitamente sélo en los casos o = 1
(proceso de Cauchy), a = 2 (movimiento browniano) y & = 1/2; no confundir
« con el pardmetro de Malthus), y a una ley de ramificacién determinada por
(6.1) en el caso critico, b = 0. Entonces, si Xy = A (medida de Lebesgue en

Rd), se tiene que para d > «/f el sistema persiste, lo cual significa que X;
converge en distribucién, cuando t — oo, a un limite X, que es una medida
aleatoria en R? tal que E(X) = A, y X €s un estado estacionario del proceso
(Xt)t>0, mientras que para d < a/f3, el limite es la medida nula. Esto se llama
dicotomia de persistencia/extincion [33]. Este resultado tiene interpretacion.
La constante o representa la movilidad de las particulas, ya que en un instante
dado el proceso a-estable esféricamente simétrico tiene momentos finitos sola-
mente de orden estrictamente menor que «, si @ < 2. Al disminuir «, aumentan
las fluctuaciones del proceso. La constante ( representa la fertilidad de la ley
de reproduccién, ya que el niimero de particulas producidas tiene momentos
finitos solamente de orden estrictamente menor que (3, si § < 1. Al disminuir
0, aumentan las fluctuaciones del nimero de particulas producidas, pero como
la ramificacién es critica, también aumenta la probabilidad de muerte. En-
tonces, para una dimension d dada, si 8 disminuye, quedan regiones vacias
debido a la extincién local, pero disminuyendo « suficientemente (de modo que
se preserve la relacién d > «/3), se aumenta la probabilidad de que algunas
particulas lleguen a las regiones vacias desde otras regiones antes de morir,
contrarrestando asi la extincion y restableciendo la persistencia.

El super movimiento browniano tiene una propiedad de universalidad. Para
explicar esto partamos del teorema central de limite clasico, ampliamente cono-
cido (tanto, que algin diputado lo mencioné en las discusiones sobre la eleccién
presidencial de 2006 en México, a propésito de los errores cometidos en las
casillas de votacién). El teorema central de limite vale para sumas de cua-
lesquiera variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas cuya
distribucién tenga segundo momento finito. Esta generalidad es impresion-
ante, y el hecho que el limite sea la distribuciéon gaussiana significa que esta
distribucién de probabilidad tiene una propiedad de universalidad. De manera
analoga, el movimiento browniano es el limite de caminatas aleatorias genera-
das por sumas de variables aleatorias independientes como a las que se refiere el
teorema central de limite; esto es el “principio de invarianza” de Donsker. Pero
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el movimiento browniano también ocurre como limite de muchos otros pro-
cesos mas complejos, y es un concepto esencial en matemaéticas y en muchas
ciencias. Es un paradigma de universalidad. Algo semejante ocurre con el su-
per movimiento browniano. En sus origenes aparecié en relaciéon con modelos
estocasticos de ramificacion, como lo hemos visto, pero recientemente se ha
demostrado que también surge como limite de otros sistemas estocéasticos con
mecanismos distintos de la ramificacién.

En general, dado un proceso de Markov en R* que representa el movimiento
de las particulas individuales, se puede construir un superproceso correspon-
diente, que es un proceso de Markov con valores en un espacio de medidas
M(Rd). El término “superproceso” fue introducido por E.B. Dynkin para ex-
presar la idea de que ese proceso en M(Rd) se construye “arriba” del proceso

en RY. Lo mismo se puede hacer con procesos de Markov en otros espacios.
La teoria de superprocesos es extensa y dificil, y tiene muchos contactos con
el andlisis; en particular son importantes sus relaciones con ecuaciones diferen-
ciales parciales [14], [15], [16], [17], [18], [19], [20], [21], [22].

7. MODELOS MAS GENERALES

Algunos ejemplos de modelos de ramificacién més generales, o con algunas
caracteristicas especiales, son los siguientes.

En los modelos de Galton-Watson y de Bellman-Harris la poblacién se ex-
tingue o crece indefinidamente de manera exponencial. En las poblaciones
bioldgicas reales esto no sucede porque hay factores que inhiben el crecimiento
desmedido, como la falta de alimento o de espacio para todos los individuos.
Algunos autores han formulado, analizado y aplicado modelos de ramificacion
que representan méas fielmente a las poblaciones bioldgicas reales y sus evolu-
ciones. En particular, en el modelo de Crump-Mode-Jagers (en tiempo con-
tinuo) cada individuo puede generar descendientes varias veces durante su vida,
como ocurre en la mayoria de las poblaciones biolégicas [11].

Hay modelos donde la distribucion del tiempo de vida y la ley de ramificacién
dependen del tiempo y/o de la posicién de la particula en el espacio.

En los modelos multitipo cada particula tiene un tipo que la distingue,
perteneciente a un conjunto de tipos (que puede ser finito o infinito), y cada tipo
de particula tiene sus propias leyes de evolucién y puede producir particulas de
tipos distintos del suyo. En el andlisis de los modelos multitipo hay resultados
andlogos a los de Galton-Watson y de Bellman-Harris. En ello juega un papel
importante la teoria de Perron-Frobenius de matrices no negativas.

En los modelos que hemos visto se estudia la progenie de las particulas
iniciales. En los modelos con inmigraciéon hay ademads particulas que aparecen
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de manera aleatoria en el tiempo (y en el espacio, si es el caso), las cuales
también producen nuevas particulas.

Otro tipo de modelos son los referentes a medios aleatorios. En ese caso las
propiedades del sistema, por ejemplo la ley de ramificacién, pueden cambiar de
manera aleatoria. En los modelos cataliticos la ramificacién sélo puede darse
en presencia de un catalizador, que es una especie de medio aleatorio.

Hay modelos donde no hay independencia de las evoluciones de las particulas.
Por ejemplo, modelos con interacciones, en los que la evolucién de una particula
depende de alguna manera de otras particulas, y modelos con ramificaciones en
dos niveles, donde, ademéas de la ramificacién individual, grupos de particulas
(por ejemplo, descendientes de un antepasado comun) pueden desaparecer to-
das juntas o generar un nimero aleatorio de copias de todo el grupo.

Hay modelos en los que se introduce un control estocastico sobre la ley de
ramificacién para evitar la extincion y la explosién de la poblacién.

También hay modelos en los que las particulas tienen sexo, y se necesita la
colaboracion de particulas de distintos sexos para la reproduccién.

En los modelos con distribucién espacial la estructura del espacio juega un
papel importante. Por ejemplo, los sistemas tienen comportamientos distintos
en espacios euclideanos y en espacios ultramétricos.

Algunos de los modelos de ramificacién mencionados también tienen ver-
siones superprocesos, y los superprocesos tienen su propio desarrollo, como ya
se ha dicho.

Otra rama que ha salido de los procesos de ramificacién esta formada por los
drboles aleatorios continuos, tema que fue iniciado por D. Aldous [39], y que a
su vez tiene muchas ramas y contactos con otras areas de las matematicas.

8. ALGUNAS APLICACIONES

Muchas de las aplicaciones de las teorias de ramificacién y superprocesos se
encuentran en biologfa [10], [11], [12], [13] y en otras ciencias, pero también las
hay dentro de las propias mateméaticas. Aqui veremos dos aplicaciones de este
tipo en dreas matematicas que no tienen relacion aparente con la ramificacion.

8.1. Gréficas aleatorias. La teoria cldsica de graficas aleatorias se inici6 con
los trabajos de Erd6s y Rényi alrededor de 1950. Una clase de esas graficas
es G(n,p), con 0 < p < 1, definida como sigue: hay n vértices, y cada par de
ellos se conecta con probabilidad p, o no se conecta con probabilidad 1 — p,
independientemente para cada par de vértices. Se buscan propiedades de la
grafica G(n, p) cuando n — oo, para lo cual la probabilidad de conexién p debe
depender de n de la forma p = ¢/n, donde ¢ es una constante positiva (¢ < n).
Existen resultados referentes a los tamanos de las componentes de la grafica,
que son conjuntos de vértices que estan todos conectados. Uno de los resultados
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principales es el siguiente. Si ¢ < 1, la componente més grande de G(n,p) tiene
orden O(logn) cuando n — oo. Si ¢ > 1, hay una tinica componente, llamada
“gigante”, que contiene asintéticamente rn vértices cuando n — oo, donde
r € (0,1) es solucién de la ecuacién

(8.1) e =1-r,

y todas las demds componentes tienen a lo més orden O(logn). Asi, la proba-
bilidad de que un vértice dado pertenezca a la componente gigante es r cuando
n — o0o. Al pasar ¢ de la izquierda a la derecha de 1, ocurre un doble salto en
el tamano de la componente més grande (el orden cambia primero de logn a
n?/3 y luego de n?/? a n). Estos resultados se han obtenido de varias maneras,
principalmente con métodos combinatorios.

. Qué tienen que ver los procesos de ramificacién con las gréficas aleatorias
G(n,p)? Empezando con un vértice dado, la probabilidad de que esté conectado
a k vértices estd dada por la distribuciéon binomial

P = (ngl) (%)k(l—g)nﬂ%, k=0,1,2,....

(¢ < n). Esta distribucién converge a la distribucién de Poisson de pardmetro
¢ cuando n — oo, dada por

e~cck

Kl

La funcién generadora de esta distribucién de Poisson es

Pk = k‘=0,1,2,...,

CkSk

_ _—c _ —c(1-s)
f(s) =e€ k! =€ )
k=0

0<s<1.

De lo visto en la seccién 3.1, sabemos que la probabilidad de extincién del
proceso de Galton-Watson con ley de ramificaciéon Poisson de parametro c, es
la rafz mds pequenia de la ecuacién f(s) = s, que en este caso es emcl=s) — g,
Haciendo r = 1 — s se tiene e "¢ =1 — r, que es la ecuacién (8.1), y el proceso
de Galton-Watson no se extingue con probabilidad r. Resulta asi que hay una
relacién entre la no extincién del proceso de Galton-Watson y la existencia
de la componente gigante de la grifica G(n,c/n). Aunque esto parece ser
s6lo una analogia rudimentaria, esta idea ha sido empleada para demostrar
rigurosamente el resultado de Erdés-Rényi sobre la existencia de la componente
gigante. Esto se puede ver en [23], [24], [25], [26].

A pesar de que los procesos de ramificacion y las graficas aleatorias son
modelos distintos, se pueden relacionar debido a que hay una ecuacién que
les es comun. Este tipo de analogias suelen ocurrir en las matematicas y vale
mucho la pena aprovecharlas.
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8.2. Ecuaciones (seudo) diferenciales parciales no lineales. Es conocido
el hecho que algunos problemas analiticos se pueden resolver con métodos pro-
babilisticos, a veces en casos mas generales que con métodos analiticos y con
la ventaja de tener modelos que permiten interpretaciones concretas de las
soluciones. Son ejemplos clasicos el problema de Dirichlet en teoria de potencial
y la féormula de Feyman-Kac para perturbaciones de la ecuacion del calor.
Consideremos la ecuacién diferencial parcial (6.7), que es una perturbacién
no lineal de la ecuacién del calor. Mas generalmente, sustituyamos a %A por
una potencia fraccionaria del Laplaciano, A, = —(—=A)*/2,0 < a < 2, que no
es un operador diferencial si & < 2; es un operador seudodiferencial. (Para
« = 2 denotamos Ay = %A) Se sabe que A, es el generador infinitesimal del

proceso a-estable esféricamente simétrico en Rd, que ya fue introducido en la
seccién 6. Pongamos b = 0 (caso critico) y V' =1 (sin pérdida de generalidad)
en la ecuacién (6.7). Para el superproceso (X):>o correspondiente con Xg = A
(medida de Lebesgue), se tiene, como en (6.5), (6.6) y (6.7):

(82)  Elexp{—(Xs,9)}) = exp{—(\uu(t)}, ¢ € Cx(RY), 0 >0,

donde u(x,t) satisface la ecuacién (seudo) diferencial parcial no lineal

8U - 1+
(8.3) % = Aqu —cu P,
u(z,0) = o).

.Qué se puede decir sobre el comportamiento de u,(x,t) cuando t — oo?
Resulta que si ¢ # 0, entonces

. >0, si d
(8.4) lim o |u¢(x,t)|da:{ — 0, d

t—o00

QIR ™[R

> 3
si d<%.

Este es un resultado puramente analitico, que se obtiene como consecuencia
inmediata de la dicotom{a de persistencia/extincién mencionada en la seccién
6, la cual es un resultado puramente probabilistico, y de la relacién (8.2).

El resultado (8.4) ha sido demostrado también con métodos analiticos para
el caso a = 2, en que el operador A, es diferencial, pero es mas dificil hacerlo
de manera analitica para a < 2. Con el método probabilistico, usando el
superproceso es practicamente lo mismo hacerlo con o < 2 que con a = 2.
(Véase [33]). Estas mismas ideas han sido usadas para obtener resultados
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andlogos a (8.4) para soluciones de sistemas de ecuaciones (seudo) diferenciales
parciales no lineales a partir de superprocesos multitipo [34].

Conclusion

Espero que la lectura de este articulo le haya permitido al lector formarse
una idea general, aunque parcial, de la temédtica de las teorias de los procesos
de ramificacién y los superprocesos, y apreciar lo fructifero que puede ser el
combinar distintas areas de las matematicas, como se ha visto en los ejemplos.
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