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Prefacio

Este libro esta pensado como texto para un primer curso sobre medida e
integral de Lebesgue en IRY y se originé a partir de la catedra respectiva
que el autor ha tenido oportunidad de impartir en varias ocasiones tanto
en la licenciatura como en la maestria en Matematicas en el Centro de
Investigacion en Matematicas (CIMAT). Su intencién no es desarrollar
exhaustivamente la teoria correspondiente, sino buscar una presenta-
c16n interesante, constituida por temas bésicos, que sirva como motiva-
cién para un posterior tratamiento abstracto y que en su mayor parte
pueda cubrirse a lo largo de un semestre. Aunque esta tltima condicién
obliga a dejar a un lado algunos temas importantes, creemos que es util,
ya que, durante su preparacién académica, el contacto formal de muchos
estudiantes con la integral de Lebesgue es unicamente a lo largo de un
curso.

Son seis los capitulos en que se divide el presente trabajo: Prelimina-
res, Medida de Lebesgue en IR, Integral de Lebesgue en IR, Medida de
Lebesgue en R”, Integral de Lebesgue en IR™ y los espacios £'(E) y
L' (E). Elpaso de R a IR" permite hacer la observaciéon fundamental de
que la construcciéon de la integral en IR sélo depende de un nimero re-
ducido de propiedades sencillas de la medida de Lebesgue, lo cual motiva
el concepto abstracto de medida. La comparacién de una medida abs-
tracta conla medida de Lebesgue lleva naturalmente hacia algunos con-
ceptos en la teoria de la medida que se examinan en los capitulos 4y 5.
Gran parte del desarrollo presentado en los capitulos 4, 5y 6 es valido en
un contexto abstracto. Sin embargo, también se destacan propiedades
especificas de la medida de Lebesgue en IR". Por ejemplo, en el capitulo 4
se analiza el comportamiento de la medida de Lebesgue respecto a las
traslaciones y a las transformaciones lineales. Asimismo, en el capitulo 6
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se usa de forma esencial de la estructura topolégica en IR, es decir, de las
propiedades de sus conjuntos abiertos, cerrados y compactos.

Como antecedentes, la mayor parte de este trabajo sélo requiere ma-
durez matematica y familiaridad con los conceptos y las técnicas que se
tratan usualmente en un primer curso de Analisis.

Esperamos, por consiguiente, que pueda ser util tanto para estudian-
tes de licenciatura como de posgrado. Con este propdsito se han incluido
un poco mas de 200 ejercicios, que se encuentran distribuidos, tanto en
numero como en dificultad, alo largo de casitodas las secciones que con-
forman los distintos capitulos. La mayoria de ellos intenta ayudar en la
comprension de los conceptos y reforzar su manejo. Nunca esta de mas la
recomendacién de intentar hacerlos sistemadticamente.

Agradezco con gusto las correcciones v los comentarios realizados a
este trabajo por un arbitro anénimo y por Helga Fetter N.

Para terminar, es una enorme satisfaccion dedicar este trabajo a to-
dos mis ex alumnos del curso, de quienes, en su momento, siempre he
aprendido y sin cuya interaccién no hubiera sido posible llevarlo a buen
término.

Fernando Galaz Fontes
Guanajuato, Gto. 16 de diciembre de 2000

Introduccion

El concepto formal de integral fue iniciado por A. Cauchy (1789-1857) y
desarrollado por B. Riemann (1826-1866) en la primera mitad del siglo
XX La integral de Riemann (como simplemente se le conoce) tiene pro-
piedades muy utiles que permiten tratar satisfactoriamente con una clase
grande de funciones, en particular con aquellas definidas sobre un inter-
valo compacto v son monétonas o continuas por pedazos. Sin embargo,
por los dos puntos que comentaremos en seguida, el andlisis requiere un
conepto de integral mas aumplio y flexible que el de la integral de Riemann.

El primer punto es que la integracién de Riemann solo se realiza so-
bre intervalos. Bl segundo se refiere al comportamiento respecto al limi-
te de funciones. Para fijarideas, consideremos una sucesion de funciones
{f 1, donde n e IN y cada f, : [a, b] - I es R-integrable (Riemann-
integrable), a, b € IR, a < b. Supongamos que la sucesién de funciones
converge puntualmente, digamos

[ — flv), asx=0D. (1)

La cuestion fundamental estriba entonces en determinar si [ es R~
integrable y, cuando asi suceda, establecer s

[ lim /, = lim e 2)

i3

es decir. g1 se puede sacar el “limite de la integral

En general. la convergencia puntual (1) por si sola no es una condi-
cién suficiente para que la funcién limite f sea integrable y. en el caso en
que lo sea, puede suceder que no se cumpla (2). Luego. para concluir que
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f es integrable y que (2) se satisface, ademéds de (1) se requieren otras
condiciones. Una condicién suficiente es que la convergencia sea unifor-
me en el intervalo [, b]. Desafortunadamente, en la mayoria de las apli-
caciones la convergencia uniforme es una condicién demasiado fuerte
para utilizarse. Esto conduce a intentar establecer criterios adecuados
para tratar con limites de funciones.

El concepto de integral introducido por H. Lebesgue (1875-1943) a
fines del siglo XIX y principios del XX aparece como respuesta a las cues-
tlones anteriores.

1. Preliminares

El propésito de este capitulo es considerar algunos conceptos generales,
relativos a conjuntos y funciones, indispensables para el estudio adecua-
dodelamedida de Lebesguey, mas generalmente, de una medidg abstrac-
ta. En particular, sefialaremos las propiedades que mds nos interesan
y fijaremos la notacién que emplearemos en adelante.

1.1. Operaciones con conjuntos
Dada una familia (no-vacia) de conjuntos, {4, : e I}, su unién se denota-

| i 16 . ecir,
ra por Uad A,. v suinterseccién por ﬂ&d A,. Esdec

U A, ={xe A,, paraalgin « e [}

cel

—_f . . 1
ﬂA& ={x e A,, paracada « e I}.

cel
S1 A, By E son conjuntos, observemos que se cumple

AUB=BUA ANB=BNA

AUBUE=AUBUE),(ANBNE=AN(BNE).



