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Prélogo

El propésito de este libro sigue siendo, como en la primera edicién (en inglés), proporcionar a los
alumnos que inician sus estudios de calculo una serie de problemas representativos, resueltos con todo
detalle. Por sus caracteristicas serd asimismo de gran utilidad para los estudiantes de ciencias e ingenieria
que necesiten consultar o repasar conceptos fundamentales de la teoria y encontrar el modo de resolver
ciertos problemas, relacionados con alguna aplicacién practica. Por otra parte, al figurar en esta edicion
demostraciones de los teoremas y deducciones de las férmulas de derivacién e integracién, junto con
una amplia relacién de problemas resueltos y propuestos, también se puede utilizar como libro de texto
para desarrollar un curso de calculo.

La disposicién del libro es, en lineas generales, andloga a la de la ediciéon anterior. Cada capitulo
comienza por establecer las definiciones, principios y teoremas de los temas a tratar en él. Los ejemplos
ilustrativos y los problemas resueltos que figuran a continuacion se han seleccionado no solo con ¢l objeto
de ampliar o completar la teoria, sino también con el de que el alumno adquiera practica en la formula-
cidn y resolucidén de problemas; para que éste pueda aplicar repetidamente los principios fundamentales
y para que la ensefianza sea verdaderamente eficaz; para prevenirle ante las dificultades con que normal-
mente se tropieza el principiante y, finalmente, para mostrar el amplio campo en el que el céilculo tiene
aplicaciéon. En la explicacidon de los problemas resueltos se incluyen numerosas demostraciones de teo-
remas y se razonan, detalladamente, los resultados. Para sacar el maximo partido de este libro, bien se
utilice como texto suplementario, bien como texto propiamente dicho, es necesario estudiar detenida-
mente los problemas resueltos. En cada uno de ellos hay algo que aprender y lo mas practico serd que
el alumno los vuelva a resolver él solo, justificando los sucesivos pasos o etapas de los mismos. De esta
forma no se encontraran grandes dificultades para resolver la mayor parte de los problemas propuestos.

El aumento de, aproximadamente, un cincuenta por ciento, que ha experimentado el contenido de
esta edicion se debe, solo en parte, a las adiciones resefiadas anteriormente. Otras innovaciones que me-
rece la pena destacar son el estudio mas completo del concepto de limite, de la continuidad de funciones
y de las series infinitas, asi como la introduccién mas extensa que se ha dado a los vectores en el plano
y en el espacio. ‘

Con objeto de que la parte en que se exponen las aplicaciones mas elementales de la integracion,
como son el calculo de areas, volumenes, etc., se pueda estudiar en orden de capitulos diferente al que
aqui aparece, estos han sido expuestos de forma que en su mayor parte se puedan asimilar, una vez es-
tudiados los seis primeros. Asi, quienes utilicen este texto como libro de consulta o suplemento, encon-
trardn pocas dificultades para acomodarlo a sus necesidades. ”

El autor quiere aprovechar la oportunidad de poder expresar su gratitud a la Schaum Publishing
Company por su magnifica cooperacidn.

FRANK AYRES, JR.
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Capitulo 1

Variables y funciones

EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES esta formado por el de los numeros racionales (enteros
positivos y negativos, cero y los fraccionarios de la forma a/b siendo a y b numeros enteros) y el

de los niimeros irracionales (de infinitas cifras decimales, como por ejemplo v/2 = 1,4142. ..
y = = 3,14159. .. que no se pyeden expresar como una relacion entre enteros).

El algebra de los nimeros complejos no juegan aqui papel alguno y como no puede haber con-
fusién siempre que se hable de un nimero, se sobrentendera que se trata de un nimero real.

EL VALOR ABSOLUTO O NUMERICO (|N|) de un ntimero (real) N se define por:

[N| = N si N es cero o un nimero positivo,
|N| = —N si N es un nimero negativo.
Por ejemplo,
3l =1-31=3, B=5=1[5—3]=2
|x —al=x—asix2a y |x—al=a—xsix<a.

En general, si a y b son dos niimeros cualesquiera,
—lal < a < |a|

a—

3=

a

la+ b = [b 4 al; l|abl = |a] " |b]; T b+#0;

la + b| 2 |a| — |b]; la—b| < |a|l + |bl;
la + b| < la| + |bl; la—b| > |a| — |b].

UNA ESCALA NUMERICA es una representacion grafica de los niimeros reales por medio de los puntos
de una recta. A cada numero le corresponde un solo punto de la recta y reciprocamente. Por tanto,
los vocablos numero y punto (en una escala numérica) se pueden utilizar indistintamente.

Para establecer una escala numérica sobre una recta hay que efectuar las siguientes operaciones:
(i) tomar un punto cualquiera de ella como origen (asignandole el 0), (ii) elegir un sentido positivo
(se indica por medio de una flecha) y (iii) con una unidad de medida adecuada situar el punto +1
a una distancia del O igual a dicha unidad. Los nimeros (puntos) N y —N estan a ambos lados
de 0 y a |N| unidades de él.

1 L] L] ¥
—4 -8 —-6/2 -2 -8/2 -1 0 12

a1
Y

[
|
L]

[ % of



2 VARIABLES Y FUNCIONES [CAP. 1

Si a y b son dos numeros diferentes, a < b significa que a est4 situado a la izquierda de b en la
escala, mientras que a > b quiere decir que a estd a la derecha de b.

El segmento dirigido de @ a b viene representado por b — a, siendo negativo si a > b y posi-
tivo si @ < b. En cualquiera de estos casos, b estd a una distancia de a igual a |b — a| = |a — b]|.

INTERVALOS FINITOS. Sean a y b dos numeros tales que a < b. El conjunto de todos los niimeros x
comprendidos entre a y b recibe el nombre de intervalo abierto de a a b y se escribe a < x < b.
Los puntos a y b reciben el nombre de extremos del intervalo. Un intervalo abierto no contiene
a sus extremos. - :

El intervalo abierto @ < x < b junto con sus extremos @ y b recibe el nombre de intervalo ce-
rrado de a a b y se escribe a < x < b.

——On e e —- —-
] b a b
intervalo abierto: a <z < b intervalo cerrado: a =z =}

INTERVALOS INFINITOS. Sea g un niimero cualquiera. El conjunto de todos los niimeros x tales que
x < a recibe el nombre de intervalo infinito. Otros intervalos infinitos son los definidos por x < g,
x>ayx>a.

(Ver Problemas 1-2.)

CONSTANTE Y VARIABLE. En la definicién del intervalo a < x < b:
(i) cada uno de los simbolos a y b representan un solo nimero que se denomina una constante.

(i) el simbolo x representa un nimero cualquiera del conjunto de nimeros y se denomina va-
riable.

E! campo de variacion de una variable es otra caracteristica del conjunto de nimeros que ella
representa. Por ejemplo:

(1) si x es un libro de un conjunto formado por diez volimenes, el campo de variacién de x es
el conjunto formado por los nimeros enteros 1, 2, 3, .. ., 10.

(2) Si x es un dia del mes de julio, su campo de variacién estara formado por el conjunto de ni-
meros 1, 2, 3,..., 3.

(3) Si x es la cantidad de agua (en litros) que se puede sacar de un depésito lleno de diez litros,
su campo de variacidn es el intervalo 0 < x < 10.

LAS DESIGUALDADES, como por ejemplo 2x —3 > 0 y x® — 5x — 24 < 0, también definen inter-
valos sobre una escala numérica.

Ejemplo 1: Resolver la desigvaldad @) 2x —3 >0, (B) x' —5x—24 < 0,

(@) Se resuelve 2x — 3 = 0 y se obtiene x = 3/2; consideramos los intervalos x < 3/2y x > 3/2. Para un valor
cualquiera de x del intervalo x < 3/2, tal como x = 0, se verifica 2x — 3 < 0; para un valor cualquiera de x del
intervalo x > 3/2 tal como x = 3, se verifica 2x — 3 > 0. Por tanto, 2x — 3 > 0 para todo valor de x perte-
neciente al intervalo x > 3/2.

(b) Se resuelve x* —5x —24 =(x + 3)(x —8) = 0 y se obtiene x = —3 y x = 8; consideremos los intervalos
x <—3, —3 < x <8, x>8 Ahora bien x* — 5x — 24 > 0 para todos los valores de x pertenecientes a los
intervalos x < —3 y x > 8. Por otra parte x® — 5x — 24 < 0 para los valores del intervalo —3 < x < 8.
Por tanto, x* — 5x — 24 < 0 en el intervalo —3 < x < 8.

(Ver Problema 3.)
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FUNCION DE UNA VARIABLE. Se dice que una variable y es funcidn de otra x, cuando ambas estan
relacionadas de forma que para cada valor de x perteneciente a su campo de variacién le corresponde
un valor de y. La variable y, cuyo valor depende del que tome x, recibe el nombre de variable de-
pendiente, mientras que x es una variable independiente. La relacién que liga a la funcién con la
variable puede ser una tabla de valores en correspondencia (por ej., una tabla de logaritmos), una
grafica o una ecuacion.

Ejemplo 2:

La ccuacion x* — y = 10, siendo x la variable independiente, asigna un valor a y para cada valor que se dé a x.
La funci6n definida es y = x* — 10. La misma ecuacién, tomando a y como variable independiente, hace correspon-
der dos valores de x con cada uno de los que se den a y. Por tanto, se pueden definir dos funciones de y: x = /104 y

yx=—4/10+ y.

Algunos autores definen a y como funcién de x, cuando a cada valor de x, perteneciente a su
campo de variacion, le corresponde uno o mas valores de y. Asi, pues, en el Ejemplo 2, y es una
funcién uniforme de x, mientras que x ¢s una funcidn multiforme de y. Sin embargo, en el Calculo,
es conveniente descomponer las funciones multiformes en dos o mas funciones uniformes.

Por ello, la definicion que hemos dado de funcién lleva implicita esta propiedad de uniformidad.

El simbolo f(x) se lee «funcién de x» o bien f de x, pero nunca «f veces x». Si en un mismo
problema intervienen otras funciones de x se emplearan letras diferentes para denominarlas: g(x),
h(x), F(x), 0(x), . .. ’

Para poder estudiar una funcion y = f(x) se necesita siempre conocer el campo de variaciéon
de la variable independiente, que también recibe el nombre de dominio de definicion de la funcion.

Ejemplo 3:

(@) Lafunciénf(x) = 18x — 3x* est4 definida para todo valor de x;
es decir, que siempre que x sea un numero real, 18x — 3x* tam-
. bién lo es. Por consiguiente el campo de variacién de x o domi-
nio de definicién de la funcién esta formado por el conjunto de

los numeros reales.

(b Si el area de un rectangulo determinado viene dada por
y = 18x — 3x?, siendo x uno de sus lados, tanto x como
18x — 3xt deben ser positivos. De la figura adjunta o bien del
Problema 3 (a) se deduce que el dominio de definicidn es el
intervalo 0 < x < 6.

(c) El dominio de definicién de la funcién y = xt — 10 del Ejem-
plo 2 es el conjunto de los numeros reales. En las funciones L
x =4/10 + yy x = —4/10 + y es necesario que 10 + y > 0; o &
por tanto, el dominio de definicién de cada una de ellas es .
y = —10. Fig. 1-1

Se dice que una funcién f(x) esta definida er un intervalo, cuando lo esta en un punto cualquiera
de dicho intervalo.

Si f(x) es una funcién de x y a es un valor de su dominio de definicién, la expresion f(a) significa
el valor numérico obtenido al sustituir x pcr a en f(x) o sea el valor que toma f(x) cuando x = a.

Ejemplo 4: Sif(x) = x* —4x + 2, tendremos

f() =P —aNN+2=1—4+2=—1,
(=) =(—2)P—4-—-2)+2=—8+8+2=2
fl@ = a®—4a + 2, etc.
(Ver Problemas 4-13.)
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UNA SUCESION INFINITA es una funcion de una variable (representada normalmente por ») cuyo

campo de variacién estd formado por el conjunto de los niimeros enteros positivos. Por ejemplo,

i 1 < ..
cuando n va tomando los valores 1, 2, 3, 4, .. ., la funcién P ET da lugar a la sucesidn de térmi-
n

nos %, 4, 1, 3, . . . La sucesidn se denomina infinita para indicar que no tiene ultimo término.

. 1
El término P

Una sucesion se representa por su término general encerrado entre llaves 1

1

do algunos de los términos que la componen, 4, 4, $, %, .. .,

Problemas resueltos

1. Enunciar y dibujar los intervalos: (@) —3 <x <35, (0)) 2<x<6,(c) 4 <x<0,({d)x>5()x<2

— de la sucesién anterior recibe el nombre de término general o término enésimo.

o bien indican-

n+100 (Ver problemas 14-15).

(a) Todos los nimeros mayores que —3 y menores que 5, ﬁ_-‘s‘; \5';
() Todos los nimeros igual o mayor que 2 e jgual o menor que 6. g ’6
(¢) Todos los nimeros mayores que —4 ¢ igual o menor que 0, _c4 .o

Este intervalo finito que contiene a uno de sus extremos, recibe el nombre de intervalo sermiabierto.

(d) Todos los nimeros mayores que 5. {5;

() Todos los niimeros igual o menor que 2. g

2. Enunciar y dibujar los intervalos:

@ IxI<2;, B x1>3; @ x—3[<1; @ |x—2]/<6,d6>0;, )0< x+3]<4, >0

(@) Intervalo abierto —2 < x < 2. f{ 42—-——
(b)) Dos intervalos infinitos: x < —3 y x > 3. ——3——%——

(¢) Intervalo abierto que contiene al punto 3. Para hallar los extremos hacemos x -3 =1, con lo cual, x =4 y
3 —x =1, de donde x = 2. (Hay que tener en cuenta que |x — 3| = x — 3 6 3 — x segun el valor de x.) Los
extremos son 2 y 4 y el intervalo es el 2 < x < 4, Obsérvese que el intervalo esta formado por todos los puntos

cuya distancia a 3 sea menor que 1.

0

L—
4

(d) Siendo d un numero positivo dado, el intervalo 2 —d < x < 2 + 8§ estad formado por todos los puntos cuya dis-

tancia a 2 sea menor que 6. Fste intervalo es un enrorne del punto 2,

(e) La desigualdad |x + 3| < d define el intervalo —3 — 8 < x < —3 + J que contiene al punto —3, La condicién
0 < |x + 3| implica que x# —3. Por tanto, el campo de variacién de x estd formado por los dos intervalos abier-
tos —3 —0 <x<—3y—3 <x< —3+ 9. Los dos intervalos constituyen el entorno reducido del punto —3.

 — oo O—

3-8 -8 -8+
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K}

4.

90

Resolver las desigualdades: (a) 18x —3x2 >0, (B (x+3IN(x—2D{(x—4) <0, (c) (x + H*(x—3) > 0.

(@) De la igualdad 18x — 3x* = 3x(6 — x) = 0, se deduce, x = 0 y x = 6; a continuacion, se determina el signo
de 18x — 3x2 para los valores de x pertenecientes a los intervalos x < 0, 0 < x < 6 y x > 6. La desigualdad se
verifica para los valores de x comprendidos en el intervalo 0 < x < 6.

() Una vez determinado el signo de (x + 3)(x — 2) (x — 4) en cada uno de los intervalos x < —3, —3 < x < 2,
2<x<4yx>d4, sellega a la conclusiéon de que la desigualdad se satisface para todos los valores de x de los
intervalos x < —3 y 2 <x <4,

(¢) Los intervalos que se deben estudiar son x < —1, —1 < x < 3 y x > 3. La desigualdad se cumple para x > 3.
Obsérvese que como (x + 1)? > 0 para todos los valores de x, no es preciso tenerlo en cuenta. ;Se podria decir
lo mismo del factor (x + 1)3?

Dadaf(x) = ;:Lz hallar £(0), f(—1), f(2a), £1/x), f(x + h).
0—1 1 —1—1 2 2a— 1
fO=%57 =7 V=757 =3 /=%y
_Mx=) o x—x _ xFh—1 _ xth—1
SR = 52 =TTz St B = Y T S sy Rt 2

Sif(x) = 27, demostrar que (a)f(x + 3) —f(x— 1) =—122f(x) y (& ﬁ;i ?;- =f(4).

@ flc+ ) —flx— D =282 =20 —h = D@ ®) %‘}%’ - =2 =fW).

Si f(x) = log, 1/x, demostrar que (a) f(a®) = —3 y (&) f(@a'*) = 1/z.

(@) f(a®) = log, 1/a® = log,a™3 = — (b) f(a='") = log, l/a~'* = log, a'* = 1/z.

Si f(x) =log, x y F(z) = a*, demostrar que F(f(x)) = f(F(x)).
F(f(x)) = F(log, x) = a"%* = x = log, a* = f(a*) = f(F(x)).

Determinar el campo de variacion de la variable independiente x en las funciones siguientes:

@ry=Vi—2 G r=Va—T6@r= 1 @ r= 4ig, €=

X
x—3" : A

{a) Como y debe ser real, 4 — x® > 0, o sea, x? < 4; el campo de variacion de x es el intervalo —2 < x < 2 o bien

|x| < 2. Es decir, f(x) = v/ 4 — x® estd definida en el intervalo —2 < x < 2 y solo en él.

(b) En este caso x?— 16 = 0 o bien x® > 16; el campo de variacion de x estd formado por los intervalos x < —4
y x > 4, o bien |x] > 4,

(c) La funcién esta definida para todos los valores de x excepto para x = 2. El campo de variacién de x se puede
expresar por x << 2, x > 2 o por x # 2.

(d) La funcién esta definida para x # +3. -

(¢) Como x* + 4 5 0 para todo valor de x, el campo de variacién de x es el conjunto de los nimeros reales.

Representar graficamente las funciones definidas por:

f(x) =5 cuando0 < x <1 fix) =10cuando 1 < x <2
f(x)=15cuando 2 < x < 3 f(x) =20cuando3 <x < 4 etc.

Determinar los campos de variacion de x y de y = f(x).



10.

11.

12.

13.
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+U
20 o
15 O—
10 o—
5
' , — , x
0 1 2 3 4
Fig. 1-2

La funcién f(x) representa el coste (en unidades arbitrarias) de la franquicia de correos por el interior para ¢l envio
de un peso x (en unidades arbitrarias). El campo de variacién de x es el intervalo x > 0 y el de y = f(x), es el conjunto
formado por los nimeros §, 10, 15, 20, ...

Para proteger un terreno rectangular se precisaron 2 000 m de alambrada. Si una de las dimensiones es x m, expresar
el drea, y (m?), en funcién de x. Determinar el campo de variacion de x.

Como una de las dimensiones es x, la otra sera (2 000 — 2x) = 1 000 — x.

El drea es y = x(1 000 — x) y el campo de variacion de x es 0 < x < 1 000. : l
Expresar la longitud ! de una cuerda de una circunferencia de 8 cm de radio en '
funcién de su distancia x cm al centro de la misma. Determinar el campo de

variacion de x.
De la Fig. 1-3 se deduce, ¥ =4/ 64 —x* y | = 24/ 64 — x\. Fig.1-3

El campo de variacién de x es el intervalo 0 < x < 8,

En cada uno de los vértices de una placa cuadrada de estaiio de 12 cm de lado,
se cortan pequefios cuadrados de x cm de lado, dobldndose a continuacién los
bordes hacia arriba para formar una caja abierta, Expresar el volumen ¥ (cm?)
en funcién de x y determinar el campo de variacién de cada una de las variables.

|
|
|
La base de la caja es un cuadrado de (12 — 2x) cm de lado y su altura es |
de x cm. El volumen, ¥V = x(12 — 2x)* = 4x(6 — x)2 El campo de variacién de x |
es el intervalo 0 < x < 6. |

A medida que aumenta x, dentro de su campo de variacién, también lo ’
hace ¥ hasta un determinado valor para luego disminuir. As{ pues, de todas las
cajas que se pueden construir hay una, M, de volumen médximo. Para deter-

minar M es preciso conocer el valor de x para el cual ¥ comienza a disminuir. Fig. 1-4
Este problema se resolvera en un capitulo posterior.
Si f(x) = x* + 2x, hallarM+—’;‘)—f‘@ e interpretar el resultado. L4
fl@a+h—fl@  [a+ h)+ 2a+ h)]—(a® + 2a)
B k
=2a+2+h

‘Qla+h, flat+h))

Sobre el grafico de la funcién (Fig. lfS) situamos los puntos P y Q cuyas / L+ /(a+h) — (a)
abscisas respectivas son ay {a + A). La ordenada de Pesf(a) ylade Q esf(a + A). 0

Por tanto, z
f(a+ h)—f(a) _ diferencia de ordenadas P(a, /(a))
e |~

diferencia de abscisas

h——

= pendiente de PQ Fig. 1-§
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14. Escribir los cinco primeros términos de cada una de las siguientes sucesiones:

1 _ 1 1 1
(a) 31 ™ g Tendremoss.-—l—-z—", por tanto sl—l—Tl—=—2—.
1 3 1 5 1 7
=l———__=—— Ha = —_—— = = —_— ==
. 72 - 3 Tl T s=l-gg=%

Yy 55 = 9/10. Los términos pedidos son 1/2, 3/4, 5/6, /8, 9/10.

()] g(—l)"”:ml—_]% Tendremos s, = (—1)¢ o 11__1 =12,
1
5 = (—1)* I 27 - —1/5, 5= (—l)‘T-s—l:—l— = 1/8,

s¢ = —1/11, 5, =1/14. Los términos pedidos son 1/2, —1/5, 1/8, —1/11, 1/14.
2n .
(©) ; T+ ; Los términos son 1, 4/5, 3/5, 8/17, 5/13.

v " { Los términos son 1 = =
n+1Dn+2) 2-3” 3:4" 4-5" 5-6" 6-7°

@ g(—n"

() {}{(—D* + 1]}). Los términosson 0, 1,0, 1, 0.

15. Escribir el término general de cada una de las siguientes sucesiones:

@ 1,—1/3,1/51/7,1/9,..,

Los términos son los reciprocos de los nuimeros impares positivos. E! término general es 2 l_ T
b 1,—1/2,1/3, —1/4,1/5, ...
Prescindiendo del signo, se trata de los reciprocos de los enteros positivos. El término general es

)2 o iy L

© 1,1/4,1/9 1/16, 1/25,....
Los términos son los reciprocos de los cuadrados de los enteros positivos. El término general es 1/n®.

1'3:5...2n—1)
2:4:6...(2n)

1 1-3 1-3°5 1:3-5-7
(d) _2'| 2'4i 2'4'6' 2.4_6'8,....

(e) 1/2, —4/9, 9/28, —16/65, . ...

El término general es

Sin teneren cuenta el signo, los numeradores son los cuadrados de los enteros positivos, y los denominadores son
"a
P+t

los cubos de dichos enteros incrementados en una unidad. El término general es (—1)**!

16. Demostrar que si @ y b son dos nimeros cualesquiera, |a + b| < la| + {b.

Consideremos los siguientes casos: (a) a y b ambos positivos, (b) a y b ambos negativos, (c) a y b uno positivo y otro
negativo.
(@) Como |a| = a, |b| = b, Yy a + b es cero 0 un niimero positivo, tendremos

la + bl =a+b=|a] + b

() Como |g] = —a, |b} = —b, y a + b es negativo, tendremos
la + bl = —(a + b) =—a+ (—b) = |al + |b]
~

L]

(¢) Supongamosa >0yb < 0; entonces [a| =ay |b] = —b.

Si la| > |bl, entonces |a + b =a + b < a—b = |a] + |bl.
~~ 8i |al < |b|, entonces la + b| = —a—b <a—b = |a} + |b].
Si |a| = |b|, entonces @ + b] =0 < |a] + |b].

Portanto;/sia>0yb<005ia<0yb>0,entonces l@ + bl < lal + 1b].
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Problemas propuestos

. Representar cada uno de los intervalos siguientes:
(@ S5<x<0 () 2<x<3 () Ix}<3 (@ Ix—2|<t NDO0<|x—2l<]l *) x—2/21

b x<0 @ x=1 N x1=5 &) x+3/>1 (DOo<x+3 <}
. Si f(x) = x*—4x + 6, hallar (a) f(0), (b)f(3), © f(=2). Sol. (a) 6, (b) 3, (c) 18
Probar que f D =,TDy fQ—hH=f2+ h).

. Sif(x) = + i hallar (a) £(0), (&) f(1), (¢) f(—2). Sol. (@) —1, ® 0, (0 3
Probar que f(1/x) = —f(x) y f(—1/X) = —1/f(x).

. Si f(x) = x* — x, demostrar que f(x + 1) =f(—x).

. Si S = 1/x, demostrar que f@) —f&) =1 (52

. Si y =f(x) = (5x + 3)/(dx — 5), demostrar que x = f(»).

. Determinar el dominio de definicion de cada una de las funciones siguientes:

(@) y = 2*+4 () ¥y = Vxr—4 (e) y—(x——%l_)- (9) u=::::
® y=Vetd (@ = v = \/91_ " v =Yg
—x!

Sol. (a), (b), (g) todos los valoresde x; (c) |x] = 2; (@) x #= —3; (e) x # —1,2; (f) —3 <x<3} MO x <2

. Hallar w, siendo: (@ f(x) = paraa +2, a+ h#2, b fix)= v x — 4 para

—2

az4,a+h=4; (©)fx) =x—’-‘+-T para a # —1, a + h # —1.

- (8) - (e) !
a—2){a+h—2)’ Va+h—4 + Va—4' (a+1)a+h+1)

Sol. (a) {

. Escribir los cinco primeros términos de cada una de las sucesiones.

(a) {1 + :—l} (¢) {a+ (n—1)d} {e) {‘/#n'} (g) {(_1)-“:_5}
(®) { n(n;ﬁ)} @ (Dt () {—” b 1} ) { 3(.2;‘.’.’1}

Sol. (a) 2, 3/2, 4/3, 5/4, 6/5 (e) 1/V2, 2/v/5, 31/10, 4/V17, 5/\/26
(b) 1/2, 1/6, 1/12, 1/20, 1/30 () V2, 3V3, 2/3, V5, VeIs
(¢) a,a+d, a+2d, a+3d, a+ 4d (9) 1, —1/2, 2/9, —3/32, 24/625
(d) a, —ar, ar®, —ar®, art 2? 2¢ 72T 7.2

N , _ ® 3 55 £F w5 T8
. Escribir el término general de cada una de las sucesiones.

(@ 1/2,2/3,3/4, 4/5, 5/6, ... (d) 1/52, 3/58, 5/57, 7/5°, 9/51, ...
) 1/2,—1/6,1/12, —1/20, 1/30, ... () 1/21,—1/41,1/6!, —1/8!, 1/]10}, ...
(© 1/2,1/12,1/30, 1/56, 1/90, . ..

n—1 1 1 2" 1 —1in—1 1
Sol, ( ) +1l (b)( 1) n+n’ (6) (21’! 1)2,": (d) Fintl ? (e)( 1) (21!-)'

. «Siempre que |x — 4] < 1, [f(x)| > 1» significa: «siempre que x esté comprendido entre 3 y §, f(x) es menor que —1,
o bien mayor que + 1». Interpretar las siguientes expresiones:

(a) Siempre que [x — 1] < 2, f(x) < 10, (¢} Siempreque 0 < |x—6| <1, f(x) > 0,

(b) Siempre que [x — 5| < 2, f(x) > 0. (d) Siempre que |x — 3| < 2, If{(x) —9| < 4.

. Dibujar la funcién y = f(x) = 6x — x* y determinar cual de las expresiones (a) — (d) del Problema 27 son verdaderas
o falsas. Sol. (b) es falsa.

. Demostrar que, siendo a y b dos nameros cualesquiera: |a + b| = 1b + al; labl = |al - |bl; la/bl = lal/ |b]l, b # O;
la + bl 2 la| — 1b]; la— b| < la]| + |bl; la— b| = ]a]l — [b].



Capitulo 2

Limites

LIMITE DE UNA SUCESION. Si se sitian sobre una escala numérica los puntos correspondientes a los
términos de la sucesién

1, 3/2, 5/3, 7/4, 9/5, ..., 2—1/n, ... 0]

se observa que se van aproximando al punto 2 de manera que existen puntos de la sucesién cuya
distancia a 2 es menor que cualquier cantidad dada por pequefta que sea. Por ejemplo, ¢l pun-

7/4
EQ/S

e

Ll L v

1 3/2 5/

— 1 i i
6 LR A A

—
1
2

to 2001/1 001 y todos los siguientes distan de 2 una cantidad menor que 1/1 000; el punto 20 000 001/
10000001 y todos los siguientes distan de 2 una cantidad menor que 1/10 000000, y asi sucesiva-
mente. Estas condiciones se expresan diciendo que el limite de la sucesion es 2.

Si x es una variable cuyo campo de variacién es la sucesién (/) se dice que x se aproxima al
limite 2, o bien que x tiende a 2, y se representa por x— 2.

La sucesion (/) no contiene a su limite 2. Sin embargo, 1a sucesién 1, 1/2, 1, 3/4, 1, 5/6, 1, .. .,
en la que todos los términos impares son iguales a 1, tiene por limite 1. Por tanto, una sucesion
puede o0 no contener a su propio limite. Sin embargo, como se vera mas adelante, decir que x—a

implica x # a, esto es, se sobrentenderd que cualquier sucesion dada no contiene a su limite como
término.

LIMITE DE UNA FUNCION. Si x— 2 segin la sucesion (1), f(x) = x®— 4 segun la sucesién 1, 9/4
25/9, 49/16, . . ., (2 — 1/n)8, . .. Ahora bien, si x — 2 segiin la sucesién

2,1; 2,01; 2,001; 2,0001; ...; 2 + 1/10; ... )

x2— 4 segin la sucesidn 4,41; 4,0401; 4,004001; ..., (2 + 1/107)%; ... Parece razonable esperar
que x? tiende a 4 siempre que x tienda a 2. En estas condiciones s¢ establece que «el limite de x®
cuando x tiende a 2 es igual a 4», y se representa por el simbolismo lim x* = 4.

x-2

(Ver Problemas 1-2.)

LIMITES POR LA DERECHA Y POR LA IZQUIERDA. Cuando x— 2 segun la sucesién (1), cada
término es siempre menor que 2. Se expresa diciendo que x tiende a 2 por la izquierda, y se repre-
senta por x— 2-. Andlogamente, cuando x— 2 segln la sucesién (2), cada término es siempre
mayor que 2. Se expresa diciendo que x tiende a 2 por la derecha y se representa por x— 2+. Es evi-
dente que la existencia del lim f(x) implica la del limite por la izquierda lim f(x) y la del limite

x—*a x—+ra”

por la derecha lim f(x), y que ambos son iguales. Sin embargo, la existencia del limite por la derecha

g
(izquierda) no 1mp11ca necesariamente la existencia del limite por la izquierda (derecha).

9
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Ejemplo 1:
Sea la funcion f(x) = v/ 9 — x*. El dominio de definicion es el intervalo —3 < x < 3. Si g €s un ntimero cual-
quiera del intervalo abierto —3 < x < 3, lim 4/ 9 — x*® existe y es igual a 4/ 9 — a'. Considérese ahora que a = 3.

x—>a

Si x tiende a 3 por la izquierda, lim 4/ 9 — x® = 0, y si x tiende a 3 por la derecha, lim 4/ 9 — x® no existe, pues-
X—+3= x>+

to que para x > 3, v/ 9 — x? es un nimero imaginario. Por tanto, no existe lim 4/ 9 — xt.
Xx—3

Analogamente, lim 4/ 9 — x® existe y es igual a 0; sin embargo, no existen ni lim 4/9 — x®* ni lim 4/ 9 — x*
E 3

—> =3 X—>-—9— Xx—»—

TEOREMAS SOBRE LIMITES.

1. Si f(x) = ¢, constante, tendremos lim f(x) = ¢.

X—+a

Si lim f(x) = A y lim g(x) = B, resulta:

II. lim k- f(x) = kA, siendo k una constante.

1L lim [f()*g(x)] = limf(z) = limg(x) = A * B.
-B.

IV. lim [f(z)-9(@)] = limf(x)-limg(z) = 4

- f@) lim f(z)
A :1:111: 9@ = fl%n%—(x—) E,siempre que B#0.

VL lim VF@) = " lim f(x) = VA, siempre que Y/A sea un nimero real.

X=+a

INFINITO. Sea el campo de variacion de la variable x la sucesién s,, s,, $3, ¢, - . -, Sa, - . . En estas con-
diciones s¢ cstablece:

(i) x tiende a mds infinito [x > +.c0] si a partir de un determinado término, éste y todos los que
le siguen, son mayores que cualquier nimero positivo dado, por grande que éste sea. Por
ejemplo, x > + oo en la sucesién 1, 2, 3, 4, ...

(i) x tiende a menos infinito [x > — oo] si a partir de un determinado término, éste y todos los
que le siguen son menores que cualquier nimero negativo dado, por pequeiio que éste sea.
Por ejemplo, x - — oo en la sucesion —2, —4, —6, —8, ...

(iii) x tiende a infinito [x — oo] si |x| > + oo, esto es, x> + oo, 0 bien, x > — oo.

Se dice que una funcidn f(x) riende a mds infinito cuando x — a, [lim J(x) =+ oo—‘, si cuando x
x—ra

. se aproxima a a (sin tomar el valor a), f(x) se mantiene, a partir de un determinado término en
adelante, superior a un nimero positivo dado, por grande que éste sca.

Se dice que una funcion f(x) tiende a menos infinito cuando x — a, llim S(x) =— oo1 , i cuando x

x—ra pu
se aproxima a a (sin tomar el valor a), f(x) se mantiene, a partir de un determinado término en ade-
lante, inferior a un nimero negativo dado, por pequefio que éste sea.

Se dice que una funcidn f(x) tiende a infinito cuando x — a, [lim fix) = oo], si lim f(x) = + o

x—>a
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Ejemplo 2:
, . 1 ; .. .
(@) Cuando x — 2 segin la sucesion (1), f(x) = % + oo segdn la sucesion 1,2, 3, 4, - - - En general, si
21 o 1
x-—=>2-, ¥ - + ooyseescnbe,llr.:’l_ % = + oo,

(b) Cuando x — 2 segun la sucesion (2), f(x) = >

1 . .
—+ — o0 y se escribe lim
2—x e 2—x

1
2—x

1 ,
— — — oo segun la sucesiébn —-10, -—100, —1 000, —10000, - - -

En general, si y » 2+,

= —00,

(¢) Cuando x — 2 seglin (J) y (), | f(x)| = ’ l —+ 4+ oo y se escribe lim ! T 0o,

g X —

Nota. Los simbolos + oo, —o0, 0o no deben considerarse como nuevos nimeros a afadir al
conjunto de los nimeros reales, sino que se utilizan para indicar un cierto comportamiento de una
variable o de una funcién. Cuando una variable o el valor de una funciéon aumenta constantemente
sin llegar a alcanzar nunca un determinado valor M el limite de dicha variable o funcién sera M
o un nimero inferior a él. Cuando no existe tal nimero M, se dice que la variable o funcién tiende
a infinito. En este Gltimo caso no existe limite; la designacién de limite se sigue empleando solo por
conveniencia.

(Ver Problemas 3-12.)

LA DEFINICION lim f(x) = A se¢ ha establecido estudiando el comportamiento de f(x) cuando x—a

x—ra
segun varias sucesiones. En todos los casos se dedujo que f(x)— A4, por lo que se puede pensar que
a este mismo resultado se habria llegado (sin comprobar) para todas Jas sucesiones que tengan
por limite a. Ahora bien, cuando x-> a segin cada una de las sucesiones quiere decir que el valor
de x se aproxima a a. La nocion fundamental del concepto de limite es la de que siempre que x se
aproxime a a, sin llegar nunca a alcanzar este valor, f(x) se aproxima a A. Este hecho se puede esta-
blecer en términos mas precisos, en la forma siguiente:

A. lim f(x) = A si dado un niimero positivo € tan pequefio como se quiera, existe otro nimero
xX—>a
positivo é tal que cuando 0 < |x — a| < § se verifica |f(x) — 4| < e
Estas dos desigualdades establecen los intervalos:

-*-n

I z o Wl o)
at+s A—c¢ A A+

(in

—— N — -

- -~
a—3§ a

) Fig. 2-1

De aqui resulta otra forma de establecer la esencia del concepto de limite: fijado el nimero € [con
lo cual queda definido el intervalo (ii)], se puede encontrar un niimero 4 [y determinar el intervalo (i),]
de forma que, siempre que x # a en el intervalo (i), por ejemplo x,, f(x) esté contenido en el in-
tervalo (ii).

Ejemplo 3:
Utilizando la definicién de timite, demostrar que lim (x* 4+ 3x) = 10,
N s ]

~_Elegido un valor de ¢, se debe encontrar un & > 0 de forma que, siempre que 0 < [x — 2| <4, se veriﬁqt_xe,
| (x2 + 3x) — 10 | < €. Observemos que si 0 < |x — 2| < 4 < 1, también se verificard |x — 2| < A para cualquier
valor positivo de n. Por tanto,

G2+ 3x)—10] = |[(x—2+Tx—21 € x—21*+71x—2] < 24+72 = 84

Ahora bien, para que 81 < ¢ basta con que 1 < ¢/8. Por consiguiente, dado el niimero ¢, se puede encontrar un §,
menor que ¢/8, que satisface la condicion de limite.
(Ver Problemas 13-14.)

OTROS TIPOS DE LIMITES.

B. lim f(x) = oo si dado un niimero positivo M, tan grande como se quiera, existe otro 4 tal que,
para 0< |x — a| < & se verifica | f(x)| > M.
Cuando f(x) > M, lim f(x) = + oo; si f(x) < —M, lim f{x) = —oo.

X-+g
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C. lim f(x) = A si dado un nimero positivo ¢, tan pequerio como se quiera, existe un numero

X—r a0
positivo M tal que, para |x| > M, se verifica |f(x) — 4| < .

D. lim f(x) = oo si dado un nimero positivo M, tan grande como se quiera, existe un numero
XD

positivo P tal que, para |x| > P, se verifica |f(x)| > M.
(Ver Problema 15.)

Cuando existen los limites, lim f(x) y lim g(x), son validos todos los teoremas de este capitulo.

X—> X—CO

Sin embargo, estos teoremas no se pueden aplicar cuando lim f(x) = oo y lim g(x) = oo 0 cuando
lim f{x) = oo y lim g{x) = oo. Por ejemplo, lim ¥ = y lim = 00, pero lim
x—> 0 x>0 x—1 I — X x—>1 l _x2 x—1

I )/» ! = lim x(1 + x) = 2. Igualmente, im (x2 +5) = + oo y lim (2 — x?) = ~—-o0

[ —x [ ]—x? x—>1 x->+® x—++®
pero lim {(x* +5) +2—x?)} = lim 7=1.
X 00 X400

Problemas resueltos

Calcular el limite de las sucesiones siguientes:

(@ 1,1/2,1/3,1/4,1/5, ... (©) 2,5/2,8/3, 11/4, 14/5, ... () 1/2,1/4,1/8,1/16, 1/32,...
) 1,1/4,1/9, 1/16, 1/25, ... (d) 5,4,11/3,7/2,17/5, ... (f) 0,9;0,99;0,999;0,9999; 0,99999;.

(a) El término general es 1/n. A medida Que » toma los valores 1, 2, 3, 4 ..., va disminuyendo 1/r pero conserviandose
siempre positivo. El limite es 0.

(b) El término general es (1/n)?; el limite es 0.

(¢) El término general es 3 — 1/n; el limite es 3.

(d) El término general es 3 + 2/n; el limite es 3.

(e) EIl término general es 1/2*; como en (a), el limite es 0,
(f) El término general es 1 — 1/10*; ¢l limite es 1.

Calcular el limite de y = x + 2, siendo x los términos de cada una de las sucesiones del Problema 1.

(a) y — 2 segiin la sucesién 3, 5/2, 7/3, 9/4, 11/5, ..., 2 + 1/n, ...

(b) y — 2 segin la sucesion 3, 9/4, 19/9, 33/16, 51/25, ..., 2 + 1/nt, ...
(c) y — 5 segun la sucesion 4, 9/2, 14/3, 19/4, 24/5, ..., 5 — 1/n, ...

(d) y —> 5segln la sucesién 7, 6, 17/3, 11/2, 27/5, ..., 5 + 2/n, ...

(e) y — 2segun la sucesion 5/2, 9/4, 17/8, 33/16, 65/32, ...,2 + 1/27, ..

(f) y — 3 segun la sucesién 2,9; 2,99; 2,999; 2,9999; ...; 3 — 1

I—O";...

Calcular:
(a) llm5x—511mx=5-2:10 -2 iim’(x—z) 1

= @ lm e = Tm@sy ~ 5
(b) lim (2x+3) = 2limz + lim3 = mEry

I — Ty 2 T 2
. xt—4 4—4

= 2:2+3 =7 @ lim g = 774 = O

(¢} lim (z—4x+1) = 4-84+1 = -3 T 1im\/25—x’ - lim (25 — 2?) = Ve =

Nota. Del resultado de estos problemas no se debe sacar la conclusion de que lim f(x) es invariablemente f(a).

El término f(a) significa el valor de f(x) cuando x = a, y, se ha visto en el primer parrafo del Capitulo, que cuando x —a,
la variable x nunca llega a ser igual a a.
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4. Hallar el limite de f(x) = (—1)* siendo x los términos de las sucesiones

(@) 1/3,15,1/7,1/9, ... y (B) 2/3,2/5,2/7, 2/9, ...

({Qué se puede decir acerca de lim (—1)* y f(0)?
z—>p

(@) (—1F - —1 en la sucesibn —1, —1, —1, —1, ...
() (—1)* > 41 enlasucesiéon +1, +1, +1, 41, ...

Como (—1)* tiende hacia limites distintos cuando x toma los valores de las dos sucesiones, lim (—1)* no existe;
f0) =(—1)r = +1. -0

5. Hallar:

x—4 r—4 1 1

x!

(@ lim o1z = Imeqge=g = limz33 = 7

La divisién por (x — 4), antes del paso al limite, es védlida, porque como se ha dicho, cuando x - 4 es x # 4;
por tanto, x — 4 nunca es igual a cero.

oz =27 _ . (x—8)x*+3x+9) _ . 2*+3x+9 _ 9
O lim Sy = M ey - Mt s < 3
S 3 g 3 __ .2 I
(@ lim EXR =2y A Bhed W oat g PR R o pt ) = 2
hee O h hee 0 h Aee 0 h A0

Aquf, y también en los Problemas 7 y 8, h es una variable y, por ello, se podria pensar en una funcién de dos
variables. Sin embargo, el que x sea una variable no juega papel alguno en estos problemas, de forma que se puede
considerar a x como una constante, es decir, un valor particular de su campo de variacién. El fundamento de este
problema, como se verd en el Capitulo 4, es que si x es un valor cuaiquiera, como por ejemplo x = x,, en el do-
minio de y = x?, se verifica .

. (x +hA)?— 2t
lim —

he 0

) 4 — xt o (4—2°)8 + Va*+ 5) L {(4—2N)3 + V22 +B)
(d) lim ——— lim

lim =

= 1
=23 2 +5 =2 (3 — V2 +5)(3 + V2 + b) Y 1-o
= lm@+Va¥5) = 6

es siempre igual al doble del valor de x.

(¢) lim 2 +x—2 = lim (—1)}{z=+2) _ lim:a:+2

— = = »; no existe limite.
E ) (1—1)’ ] (I—I)’ rep1Z—1

6. Hallar los siguientes limites, dividiendo el numerador y denominador por la potencia mayor de x en la fraccién, teniendo
en cuenta luego que lim 1/x = 0.
2—»0

@ lim %2 - [ 3=z _ 3-0 _ 1
e 92+7 = L. 9+Tx T 940 T 3
(5) lim S H22+1 N i §12zt1/at 64040 )
e G2 —8z+4 o 6—8/xt4/x*  6—0+0
© 1 ?+x—2 _ T Yz +1/2'—2/=° _ 0 _ o
| T -1 T IR 4—1/2° 4
3
(d} lim a:’2:-1 = limm%/—x; = «; po existe limite.

7. Dada f(x) = x? — 3x’ hallar im M{)— .
[ h

Como f(x) = x* —3x, f(x + ) =(x + A*—3(x+ h) ¥y
Yim flx+h) — flx) - lim (x* 4+ 2hx + R? — 3z — 3h) — (x*— 3x) = lim 2ha + A*—3h
hes h A 0 h hee 0 h

= lin})(2z+h—3) = 2z — 3
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9.

10

11.
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Dada f(x) = v/5x 4 1, hallar l.im L(iiil)'i(x)— para x > —1/5,
-0

lim\/57c+5h+1 — bz +1

hao h

lim L&+ hl);— f(x)

hey O

_ limVBx+5h+1—\f5x+1_'\/5x+5h+1+\/5:c+1

hso h VB +6h+1 + VEz+1
. (6x+Bh+1) — (Bx+1)

= lim

=0 h(vVBx + 5k +1 + Bz +1)

b b

lim =
Mo Bx+Bh+1 + Vb +1 2ybx+1

En las funciones siguientes, determinar los puntos x = a para los cuales se anula el denominador, y calcular €l limite
de ycudndo x »a~y x —+a*.

(@) y =f(x) = 2/x. El denominador es cero para x — 0. Cuando x - 0-, y - —o0;cuando x -+ 0+, y - + 0.

x—1 . - .

b)) y=fx)= Ty —" El denom\mador es cero para x = —3 y x = 2. Cuando x - —3—, y - —oo; cuando
X =+ —3+ y—+ +oo, Cuando x + 2-,'y &+ —oo; cuando x - 2+, y - J 00,

© y=fx)= _(x—-i-iZ—)_(_xstT) El denominador es ceto parax = —2y x = 1. Cuandovx —- —2-, y - —o0; cuando
x> —2%*y—» 400, Cuandox > 1,y > 4o0;cuando x — 1+, y & —o0,

d) y=f(x)= 9‘—%—-2)—('%;—-9— El denominador es cero para x = 3. Cuando x -+ 3~, y &> 4 00; cuando x —» 3+,
y = o0,

) y=f(x)= ﬂx_+f)(l_3—xﬁ)_ El denominador es cero para x = 3. Cuando x - 3~, y > 4-00; cuando x — 3+,
y = oo,

: . 1 D
Estudiar (q) lim ———p, (B) Yim .

(@) Sea x — 0—; entonces 1/x - —oo, 2Vf & 0, y lim = 1/3.

1
- 3 F 2%

Sea x — 0+:%entonces 1/x — ;l-oc. 2Vz o 400,y lim =0,

o+ 3 + 22

Por tanto, lim no existe.

1
—o 3+ 2=

(b) Seca x = 0-: entonces 2\/: -0 lim -1_-'-_31_!‘— _ l
’ y;—bo-3+2lll_3'

142V V24 o . e . 27V 41

VI RE T 3R T ycomo‘l_l’nom+ 2-Y= =0, J_nm{ SV EEeE =1
. 1 4 2V=

Por tanto, ’lgr: EEI

Seax— 0+ Parax # 0

no existe,

Estudiar el limite de cada una de las funciones del Problema 9 cuando x -+ —oo y cuando x — + oo,

(@) Cuando |x| es grande, |y| es pequefio.
Para x = —1 000, y < 0; cuando x - —oo, y - 0-, Para x = +1 000, y > 0; cuando x - +oo0, ¥ — 0+,

(), (¢) Igual que en (a).
(d) Cuando |x| es grande, |y| es aproximadamente 1.

Parax = —1000, y <1;cuandox > —o0, y > 1-. Para x = +1000, y > 1; cuando x = +o0, y —> 1+,
(¢) Cuando (x| es grande, |y| es grande.

Para x = —1 000, y > 0; cuando x —+ ~—o0, y &+ + o0, Parax = +1 000, y < 0; cuando x + {00, y > —o0,
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12. Estudiar el limite de la funcién del Problema 9 del Capitulo 1 cuando x — &~ y cuando x — a* siendo a un niimero
cualquiera entero y positivo:

Consideremos @ = 2. Si x — 2~ segtin la sucesién (J), f(x) — 10 segtin la sucesién §, 10, 10, 10, ...; si x —» 2+ segin
la sucesioén (2), f(x) — 15. Por tanto, no existe hm f(x) ni tampoco llm f00).

13. Aplicando la definicién de limite, probar que:

@ lim@x + 32— 24x +22) =5, (5) lim (—2x* + 9x + 4) = —3
z—1 r>—1

(@ Dadoune, paral0 < x—1| <d <},

[(@x® + 32— 24x + 22) — 5, = [4(x —D* + 15x2 — 36x + 21| = |[4(x—1)% + 15(x — 1)* — 6(x — 1) |
S 4lx—1P +1Sx—12+6|x—]1]
< 4A + 151 + 64 = 254

Para que |(4x® + 3x? — 24x + 22) — 5 | < ¢, basta con que 4 < ¢/25; por consiguiente, dado un e existe un é
menor que €/25, que satisface la condicién de limite.

() Dadoune,para0 < x + 1| <A< 1,

=2+ 9% + D +3 | = | 2x+ 1P +6(x+1D2+3x+1)|
€S2 x+1P+6x+124+31x+1] < 114

por lo que, dado un e, existe un &, menor que ¢/11, que satisface la condicién de limite.

14, Siendo lim f(x) = A4 y hm 2(x) = B, probar que

5a

@ lim (f) + g} = A+B, (B lim (f()-g()} = 4B, (I lim T);% 2. 820

Como lim f(x) = Ay llm g(x) = B, de la definicidn de limite se deduce que dados los ndmeros ¢, > 0y ¢ > 0,

tan pequefios como se quiera, existen dos valores §, > 0 y 6, > 0, o tales que:

(i) para0 < |x —al <dyes|f(x) — Al < ¢, ¥y
(ii) para® < |x —a| < 8, es |gx) — B| < «.

Si se elige un nimero 4 menor que &, y &, se verificard
(iii) para 0 < [x —al < Aque [f(x) — 4] < ¢y |g(x) —B| < €,

(@) Elegido un valor de ¢, se necesitaund > 0 tal que para 0 < [x — a| < 8, se verifique |[{f(x) + g(x)} —{A+B} | <e,

Ahora bien, [{f(x) + g(x)} —{A4 + B} | = | {f(x) — A} + {g(x) — B} | < [f(x) — A| + |g(x) — BI. De (iii)
[f(x) — A| < ¢ siempre que 0 < lx —a| <l y lg(x)— A| < ¢ siempre que 0 < lx—a] < A, siendo 4
menor que 6, y 6,. Por tanto,

[{f() + g(x)} —{A + B} | <€ + ¢ siempre que 0 < |x—a| < A
Tomando ¢, = ¢, = $¢ y § = 4 se tiene,.
[{f(x) + g(x)} —- {4 + B} | < 4e + de = ¢ siempreque 0 < |x —a| <6
(b) Elegido un ¢, se debe encontrar un § tal que
sieﬁpre qut;, 0 < |x —a| < § se verifique | f(x) - g(x) —AB| < ¢

Ahora bien | f(x) * g(x) — AB | = | {f(x) — A} - {g(x) — B} + B{f(x) — A} + A{g(x) — B} |
< [fix) — A]* lg(x) — B} + Bl * f(x) — A] + 4] |g(x) —

Por tanto, de (iii), [f(x) g(x) — AB | < €,¢5 + |Bl ¢, + |A| ¢, siempre que 0 < |x —a| < A.

1 . . :
Tomando ¢ ¥ ¢; de forma que ¢, ¢; < %¢, € < % —I-;I— Yy o6 < 3 IT: se satisfagan simultineamente y 6 = 4

se tiene,
1f(x) g(x) — AB| < €/3 + ¢/3 + ¢/3 = ¢ siempreque 0 < |[x —a] < 4§
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15.

16.

17.
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1
(¢) Como ﬁ—)— =f(x)- ( ok como se ha visto en (b), hay que demostrar que hm ( 200 = j,B;& 0.
Elegldo un ¢, se debe encontrar un § tal que
siempre que 0 < |x —a| < d se verifique ?(lx—)— 5 ’ < €,
. 1 1 B —g(x) lg(x) — B| ig(x) — Bl 1 =
Ahora b |————‘= = - . . De (i),
ora bien | 20y — B Bz |~ 1Bl 150 B oo 2@

1g(x) — B| < ¢, siempre que 0 < |x —a| < &

. . . 1 .
Como la funcién objeto de estudio es -sTx)- hay que asegurarse de que 9, es suficientemente pequeiio para que

en el intervalo a — 8; < x < a + 6, no exista una raiz de g(x) = 0. Sea 8, < d; un valor que satisfaga a esta

condicién, de forma que [g(x) —B| < e ylg(x)| > 0 en 0 <I [x —a| < ;. Ahora bien, si |g(x)] > 0 en este
intervalo, se verificard [g(x)| > & >0y W < —:; en el mismo intervalo. Por tanto,

1 1

< -2 siempre que 0 < |x —a| < &

‘ o) B 1Bl & Gl | S

Tomando ¢; < b [B| y & = &,, se verificard ———— < ¢ y en consecuencia,

IBI

\—1 ! ~<esiemprequc0<|x al <48
gx) B
Demostrar que: {a) li I . () lim -2 _ =1, (¢) lim 2w
que: {e zl_.lnz(x_2)3— ’ T @ I+1_" ' s — 1 _.
(@) Elegido un M, para todos los valores de x del intervalo 0 < |x — 2| < 6,
_ > L Por tanto SR ! i L
(x—2) 6’ (x—2)° 49 M
(b) Elegido un ¢, para todos los valores de x tales que |x| > M, \ ST ~—1 ' = _l}_ T < lel__l < Ml_ i
Por tanto x —1 <ecando—1—< 0M>l+l
1 v e
(¢) Elegido un M suficientemente grande, para todos los valores de x tales que |x| > P > 1,
> > o == l x| > lP. Por tanto 2 > M cuandb P > 2M.
x—11" |xI+1 2 |x} 2 2 x—1

Problemas propuestos

Estudiar el limite de y = 2x + 1 cuando x toma los valores de los términos de las sucesiones del Problema 1.

Sol. @ y—> 1,0 y—> L Q)y=>1,dy—>71(y—>1L,{f)y—>3

Calcular:

@t (e~ 42 CRLES 0 tm =

() lim («*+ 22" — 3z —4) ) l‘.."}x_f_s_xi_s ) gi_p;:{f—_Tf—

@ lm Ty 0 Jim e e
@ lim &3 ) lim 55 ® “1“\/:—;312

Sol. (a) —4; (6) 0; (c) 4; (@) 0; (e) 1;(f)—4: () §; (A 1; () 0;(j) oo, no existe limite; (k) 3xt; (J) 2
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18,

19.

20.

21.

26.

27.

29.

30.

Calcular:
. 2x 43 x . x+3 3F—3-¢
lim =12 S S ="

(@ lim 27— © lim 545 © Im T @ lim 3
. 2xt + 1 . x*45x+6 —3-=

b ———tt —a s T s =

& lim T @ lm — (f),l‘f; ¥ 13

Sol. (a) §; (b) —2/3; (c) 0; (d) oo, no existe limite; () 0;(f)1;(g) —Ii

Hallar lim f_(aihz_—-& para cada una de las funciones del Problema 24, Capitulo 1.
A0
Sol. (a) O e @ 5
g ( )z » a—4 [ (a T 1)2

ax™ + ax™ 4 o0+ a,
Estudiar el ,I_Ln:o box™ + byx"~t + <+ + b,

Bym=mn, (c) m<n, Sol. (a) no existe limite; (b) ay/b,; (c) O

,siendo aghy # 0y m, n dos niimeros positivos enteros, cuando (a) m > n,

Hallar el limite de f(x) = |x| cuando x — 0,
Ind. Estudiar lim f(x) y lim f(x). Sol. lim |x| =0
Fad i I —ro+ =*0

f(x)=x, x>0
f)=x+1,x<0
Sol. lim f (x) no existe.

0

Hallar el limite de cuando x — 0.

(a) Aplicando el Teorema IV y el método matemdtico de induccién completa, demostrar que

lim x* = a®, siendo n un numero entero y positivo
z—>a
() Aplicando el Teorema III y el método de induccién completa, demostrar que

m {A) + L&) + ...+ i)} = limfx) + limfix) 4+ ... + lim f4(x)
zre z—ra z>a T>a
Aplicando el Teorema II y los resultados del Problema 23, demostrar que
lim P(x) = P(a), siendo P(x) un polinomio en x.

Siendof(x) = 5x — 6, encontrarun J > O tal que siempre que 0 < |x — 4| < § se verifique | f(x) — 14| < ¢, cuando
(@ =1}, (b) e =0,001. Sol. (a) 1/10, (b) 0,0002

Aplicando la definicién de limite, demostrar que:

(@) lim 5x = 15, (b) lim x* = 4,(c) lim (x®-—3x + 5) = 3,
>3 >3 r>2

Aplicando la definicién de limite, demostrar que:

. 1 . X . X . xt
@ lim =@ Im 7y =@ lim 77 =L@ lim =y =
1 1
Sol, (a)6<1/M,(b)6<W,(c)M>l+—€.(d)P>2M

Demostrar que si f(x) estd definido para todos los valores de x proximos a x = a y tiene limite cuando x — a, este
limite es unico.

Ind.: Suponer que hm f(x) A, llm f(x) = B, siendo B # A. Elegir ¢, ¢ < }|4 — B| y determinar &, y &,

para los dos limites. Tomando & mds pequefio que d, y d, se obtendra |4 — B| = {4 —f(x)} + {f(x) —B}|<|4 — B,
lo cual es una contradiccion.

Siendo f(x), g(x), A(x) tales que (i) f(x) < g(x) < h(x) para todos los valores de x proximos a x = a, y (ii) llm f(x)
= lim A(x) = A, demostrar que llm glx) =

e

Ind.: Elegido un € > 0 tan pequeﬂo como se quiera, existird un é > 0 tal que, para 0 < |x — a] < §, se verifique
f(x)—A| < ey |A(x)—A| <€ 0o bien, A — e < f(x) <gx) <h(x) <A+ e

Demostrar que sif(x) < M para todos los valores de x, y lim f(x) = A, se verifica 4 < M,

—ra

Ind.: Supongamos A > M. Eligiendo € = $(4 — M), se llega a una contradicciOn.



Capitulo 3

Continuidad

UNA FUNCION f(x) es continua en el punto x = x, si (i) esta definida f(x,), (ii) existe 11m f(x), (iii)
lim f(X) S(xo).

Por ejemplo, f(x) = x? + 1 es continua en el punto x = 2 ya que hm f(x) = 5 = f(2). La condicidn (i)

expresa que una funcién puede ser continua nicamente en puntos de su dominio de definicion.

Asi, pues, f(x) = v4-—x% no es contmua en x = 3 puesto que f(3) es imaginario y la funcién
no esta definida en este punto.

Se dice que una funcién es continua en un intervalo (abierto o cerrado), cuando es continua en
todos sus puntos. Se dice que una funcién es continua, cuando lo es en todos los puntos de su do-
minio de definicién. Asi, pues, f(x) = x? + 1 y todos los polinomios en x son funciones continuas;
otros ejemplos son e*, sen x, cos x.

Si el dominio de definicién de una funcién es un intervalo cerrado a < x < b, 1a condicién (ii)
no se cumple en los extremos a y b. En estos casos se dice que la funcién es continua, cuando lo es
en el intervalo abierto a < x < b y ademas, lim f(x) =f{a) y lim f(x) = f(b). Por ejemplo,

x—+a* xX—>h~ .

J(x) = v 9—x2, es una funcién continua (ver Ejemplo 1y Capitulo 2). Las funciones que se manejan
normalmente en el calculo elemental son continuas en sus dominios de definicién excepto en algin
punto aislado.

UNA FUNCION f(x) se dice que es discontinua en el punto x = x, cuando no se cumple una o varias
de las condiciones dichas de continuidad. A continuacién, se presentan algunos ejemplos de dis-
continuidad:

(@ flx)= po l 7 €s discontinua en el punto x = 2 porque

(i) f(2) no esta definido (se hace nulo el denominador)
(if) no existe lim f(x) (es infinito).
X2

La citada funcion es continua en todos los puntos salvo en el x = 2, en el que presenta una discon-
tinuidad infinita. Ver Figura 3-1. -

Fig. 3-1 Fig. 3-2

¢ J—
B f(x)= '; — ; es discontinua en el punto x = 2 porque

(I  f(2) no esta definido (se anulan el numerador y el denominador)

@) lim f(x) = 4.
x—+2

18
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En este caso la discontinuidad recibe el nombre de evitable ya que asignando a la funcién

Jx) = ) el valor Sf(2) = 4 para x = 2, ya es continua. (Obsérvese que la discontinuidad xiuc

se presenta en (a) no se puede evitar puesto que alli no existe el limite.) Las curvas representativas
—4

de f(x) = — Y de g(x) = x + 2 son idénticas excepto en el punto x = 2, en el que la primera

presenta un «hueco» Evitar la discontinuidad consiste simplement. en llenar de forma adecuada
dicho «hueco»

(. f(x)= 32 7 x # 3; f(3) = 9 es discontinua en el punto x = 3 porque

® A =9 @) limf)=2% (i) lim/()#S)

3__
La discontinuidad se puede evitar asignando a la funcién f(x) = —fx—*—iz el valor f(3) = 27
para x # 3.

(d) La funcién del Problema 9, Capitulo 1, estd definida para todo x > 0, pero presenta discon-
tinuidades en los puntos x = 1, 2, 3, . .. (ver Problema 12, Capitulo 2) ya que lim f(x) + lim
f(x) (siendo s un numero cualquiera entero y positivo). xaa- xas"

La diferencia entre los valores de estos dos limites recibe el nombre de salto de discontinuidad.

(Ver Problemas 1-2.)

PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS. Los teoremas sobre la continuidad de funciones
se deducen rapidamente de los teoremas sobre limites del Capitulo 2. En particular, si f(x) y g(x)
son continuas para x = g, también lo son f(x) + g(x), f(x) * g(x) y f(x)/g(x) siempre que, en esta
tltima, g(a) s 0. Es decir, mientras todos los polinomios de x son funciones continuas para todos
los valores de la variable, las funciones racionales son continuas para todos los valores de x excepto
en aquellos que anulan al denominador.

En 4lgebra se aplican algunas de las propiedades de las funciones continuas, como por ejemplo:

(@) En la curva representativa de una funcion polinémica y = f(x), dos puntos cualesquiera de
ella [a, f(a)] y b, [f(b)] estan unidos por un arco continuo.

(b) Sif(a) y f(b) tienen signos opuestos, la curva de la funcién y = f(x) corta al eje x por lo menos
una vez, y la ecuacion f(x) = 0 tiene, por lo menos, una raiz entre x =ay x = b.

La propiedad de las funciones continuas que aplicamos aqui es:

I.  Si f(x) es continua en el intervalo a < x <b, y si f(a) # f(b), todo valor, ¢, comprendido
entre f(a) y f(b) lo toma la funcién al menos para un valor de x del intervalo, como por ejem-
plo x,, de forma que f(x,) = c.

Las Figuras 3-3a y 3-3b ilustran las dos aplicaciones de esta propiedad, mientras que las
3-4a y 3-4b nos muestran como es esencial la continuidad en el intervalo.

v

O f - ———

———f
Q

f(x) = 0 tiene tres raices
entre x = ayx = h.

Fig. 3-3a Fig. 3-3b
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f(x) = 0 no tiene raices
entre x =ayx = b.

Fig. 3-4a Fig. 3-4b
Otras propiedades de las funciones continuas son:

O. Sif(x)es continua en el intervalo a < x < b, f(x) toma un valor minimo m y otro maximo M
para dos puntos del intervalo.

Aun cuando la demostraciéon de la Propiedad II se sale de los margenes de este libro, sin
embargo, se utilizard con plena libertad en capitulos posteriores. En las figuras siguientes se
explica esta propiedad de un modo intuitivo. En la Fig. 3-5q4 la funcién es continua en el
intervalo a < x < b; la funcién toma el menor valor m y el mayor M en los puntos x = ¢
y x = d respectivamente, que pertenecen al intervalo. En la Fig. 3-5b la funcién es continua
en a < x < b; la funciéon toma el menor valor.en el extremo x = a mientras que el mayor
lo alcanza en el punto x = ¢ de dicho intervalo. En la Fig. 3-5¢ se representa una discon-
tinuidad en el punto x = ¢, siendo @ < ¢ < b; ¢l menor valor de la funcién corresponde
a x = a pero, en este €aso, no existe valor maximo.

v y
|
]
| 1
! |
M! |
& |
! |
| |
jm ] i
x 1 | L x
ol ol e c b
Fig. 3-5b
v '
|
i
|
{ e+
| e
: . fle—%)
i i
| |
™ ] I ‘,' 4
! ' ! x i
0 a c b Lo’
Fig. 8-5¢ " Fig. 3-6

II. Si f(x) es continua en el intervalo a < x < b y ¢ un nimero cualquiera comprendido entre

ay b, si f(c) >0 existe un nimero A > 0 tal que, para ¢ — 1 < x < ¢ + A, se verifica
fx)>0.

Esta propiedad, cuya demostracién puede verse en el Problema 4, estd representada en la Fi-
gura 3-6.
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s,

9'

10.

Problemas resueltos

Del Problema 9, Capitulo 2, se deduce:
(@ f(x) = 2/x tiene una discontinuidad infinita en x = 0.

x—1

®) f(x) = CrHIe—2) tiene una discontinuidad infinita en x=—3 y x = 2.
© fx) = %ﬂ tiene una discontinuidad infinita en x = 3.

Del Problema 5, Capitulo 2, se deduce:

3
@ flx)= —);’Tz-’ tiene una discontinuidad evitable en x = 3.

9
Presenta también una discontinuidad en x = —3.
4 —xt
(b) f(x) = ——————— tiene una discontinuidad evitable en x = 2.
Vo33
Tiene también una discontinuidad evitable en x = —2.
© flx)= x(%xl)Z tiene una discontinuidad infinita en x = 1.

Demostrar que la existencia de lim le(a_)
A—>p .
De la existencia del limite se deduce f(a + k) —f(a) - 0. Por tanto, llm f(a + h) =f(a) y f(x) es continua en
el punto x = q.

implica que f(x) sea continua en x = a.

Demostrar que si f(x) es continua en el intervalo @ < x < b y ¢ es un niimero cualquiera comprendidoentre ay b, y
si f(¢) > 0, existe un numefo A > 0 tal que, para c— A < x < ¢ + 4, se verifica f(x) > 0.

Como f(x) es continua en el punto x = ¢, lim f(x) = f(c) y dado un ¢ > 0, existird un § > 0 tal que
—re
(i) siempre que 0 < |x —¢| < & se verifica |f(x) —f(c) | < e.
Ahora bien, f(x) > 0 en todos los puntos del intervalo ¢ —d < x < ¢ + & con lo cual, f(x) > f(c). Para los
demds puntos de dlcho intervalo se verifica f(x) < f(c), de forma que |f(x) —f(c) | =f(c) —f(X) < e yf(x) > flc)—e.
Por consiguiente, en estos puntos, f(x) > 0 a menos que € > f(c). Asl pues, para determinar un intervalo que satisfaga las

condiciones del teorema, se elige € < f(c), con lo cual & verificard (i) y se toma 4 < 8. Ver Problema 10 para la expresion
del teorema correspondiente.

-

Problemas propuestos

Determinar los puntos de discontinuidad de las funciones del Problema 17 (a)-(k) del Capitulo 2.
Sol. (a), (b), (d) ninguno; (c) x = —~1; (€) x =+1; () x =2,3; (g) x=—1,—3; () x=+2

Demostrar que f (x) = |x| es continua.

—
Demostrar que f(x) = :_*_7;1: presenta un salto de discontinuidad en x = 0.
1 . . . x . .
Demostrar que para x = 0 (a) f(x) = T tiene un salto de discontinuidad y (b) f(x) = IEIT tiene una dis-
continuidad evitable.
xt—4x—21

En la Fig. 3-4 a se representa la funcién f(x) = ; demostrar que sia =3y b=11,es c = 10.

x—1

Demostrar que si f(x) es continua en el intervalo a < x < b y ¢ es un nimero cualquiera comprendido entre a y &, si
f(c) < 0 existe un numero 4 > 0 tal que, para ¢ — 1 < x < ¢ + 4, se verifica f(x) < 0.



Capitulo 4

Derivada

INCREMENTOS El incremento Ax de una variable x es el aumento o disminucién que experimenta,
desde un valor x = x, a otro x = x, de su campo de variacién. Asi, pues, 4x = x; — x,, o bien
x; = x4 + Ax.

Si se da un incremento Ax a la variable x, (es decir si x pasa de x = x,a x = x, + 4x), la fun-
cién y = f(x) se vera incrementada en Ay = f(x, + 4Ax) — f(x,) a partir del valor y = f(x,). El
‘cociente

Ay  incremento de y

Ax ~  incremento de x

recibe el nombre de cociente medio de incrementos de la funcién en el intervalo comprendido en-
tre x = x, hasta x = x, + 4dx.

Ejemplo 1:

Cuando x aumenta en Ax = 0,5 a partir de x, = 1, la funcién y = f(x) = x* + 2x se incrementa en
dy =11 + O,S)A— f(1) = 5,25 — 3 = 2,25. Por tanto, ¢l cociente de incremento de y, en el intervalo entrex =1
— ALY _ L5
yx=1.5es Jx 05 4,5,

(Ver Problemas 1-2.)

DERIVADA de una funcién y = f(x) con respecto a x en un punto x = x, se define por el limite
Ay

Ay _ o SO0+ 40— 1 (x)

Ax->0 Ax Ar»0 Ax

siempre que exista. Este limite se denomina también cociente instantineo de incrementos (0 sim-
plemente cociente de incrementos) de y con respecto de x en el punto x = x,.

Ejemplo 2:
Hallar la derivada de y = f(x) = x® + 3x con respecto a x en un punto x = x,. Como aplicacion, calcular la
derivada en los puntos: (@) x, =2 y () x, = —4.

Yo =Sfxo) = x* + Ix,
Yo+ A4y =f(xo + Ax) = (xq + Ax)® + 3Hxy + Ax)
= xg® + 2x,4x 4 (4x)* + 3x, + 34x
Ay = f(xy + Ax) —f(xe) = 2x,4x + 34x + (Ax)?
dy _feat A0—f00 _ 5 3 g
dx Aax

La derivada en el punto x = x, es

llm—A— =Tim 2x; + 3 + 4x) = 2x, + 3
Az->o Aax Ax>0

(a) Para x, = 2, el valor de la derivadaes 22 + 3 =17.
(b) Para x, = —4, el valor de la derivada es 2(—4) + 3 = —S5.

22
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EN EL CALCULO DE DERIVADAS se suele prescindir del subindice 0 con lo que la derivada de

|

y =f(x) con respecto a x se escribe en la forma
Ay

4850 Ax 4350 Ax

Véase la nota del Problema 5(c), Capitulo 2. ,
La derivada de y = f(x) con respecto a x se puede representar por uno cualquiera de los simbolos

d dy ' g d
Tx—y' 7;’ D’ s Y ’f (x)’ o Xf(x)
(Ver Problemas 3-8.)
Problemas resueltos
Dada y =f(x) = x* + 5x — 8, hallar Ay e Ay/Ax cuando x varia
@ dexo=1lax,=xo+Ax =12y (b) de xo=1a x, =0,8.
@ Ax=x,—x,=12—1=0,2
A Ay 1,4
y = fxe + Ax) —f(xg) =f(1,2) —f(1) = —0,56 —(—2) = 1,44 y Ix =02 7,2
b) Ax=08—1=—0,2
- - _ dy  —1,36 _
dy = £(0,8) —f(1) = —3,36 —(—2) = —1,36 y dx - =02 - 6,8

A .
Geométricamente, —Z% en (a) es la pendiente de la recta que une los puntos (1, —2) y (1, 2, —0,56) de la pardbola
y =x"+ 5x —8, y en (b) es la pendiente de la recta que une los puntos (0,8, —3,36) y (1, —2) de la misma pardbola.

La ecuacidn s = 5¢* representa el espacio, s(m), recorrido por un cuerpo que cae libremente a partir del reposo, Calcu-
lar As/At cuando ¢ varia de £, a 7, + 4¢: Como aplicacién, calcular As/At cuando ¢ varia: (@) de 3 a.3,5, (b)de 3 a 3,2
y (¢) de 3 a 3,1,

ds  S(ty + Ar)* — 518 _ 10z At + 5(4Ant

At At At

= 10ty + 54t -

@ Aquity=3, At =0,5, y As/Af — 103) + 50,5) = 32,5 ms. P
®) Aquit, =3, At =02, y ds/ds = 1003) + 5(0,2) = 31 mys.
(¢) Aquiyy =3, At =0,1, y As/4t = 30,5 m/s.

Como As es el desplazamiento del cuerpo desde el instante ¢ = #, hasta t = 1, + 4¢,

4s desplazamiento

= - = velocidad media del cuerpo en el intervalo de tiempo dado
At tiempo
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3, Hallar dy/dx, siendo y = x? — x* — 4, Hallar también dy/dx en el punto: (@) x =4, (5)) x =0, (¢) x = —1.

) y+ Ay =(x+ Ax)3* —(x + Ax)* —4 :
= x% + Ix1(4x) + 3x(dx)? + (dx)® — x? — 2x(dx) — (4x)* — 4

) Ay =(3x?—2x)* dx + (3x — 1)(Ax)* + (dx)?
3 %’—_3x*—zx+(3x—-l)~dx+(dx)-
4) %= Lim (3x* —2x + 3x — ) 4Ax + (4x)?} = Ix* —2»

@ 2| =sup-20 =40, & Y =30r-20=0 L =s-n-2-1=

4, Hallar la derivada de y = x* + 3x + §.
(1) y+ay = (x+az)* + 3(zx+Az) + 6 = =x2*+ 2zAx + Ax* + 3z + 3az + 6

@) Ay = (2z+3)dz + Axd
Ay _ (2x+3)ax + Ax®  _
(3) & v = 22+ 3 + Az
) gﬁ = lim @z+3+4z) = 2z + 3
X Armr 0

8. Hallar la derivada de y = en los puntos x = 1 y x = 3. Demostrar que la funcion no es derivable en el

1
x—2
punio x = 2, en el que presenta una discontinuidad.

_ 1

1) y+ay = z+Ax—2
2) Ay = 1 1 _ (z—=2)—-(z+Az—2) _ —Az
( Y = ZT+az—-2 z—2 = (x — 2)(x + Az — 2) (x—2)(z+ Az —2)

Ay _ -1
@ 2z = @ DE+oz—2)

dy _ —1 _ -1
“ & Am e tar—2 ~ @-2p

. =1 _ dy __—1 __

Parax—l,dx—w,——lyparax-3,dx G—2F 1,
Para x = 2, Zx no existe porque el denominador es cero.

6. Hallar la derivada de f(x) = —— 3 y demostrar que la funcién no es derivable en el punto x = — 4, en ¢l que pre-
senta una discontinuidad, 3* +4

2(x + Ax)—3

3(x + dx) + 4

2x+24x—3  2x—3
Ix +34x + 4 3x + 4

(1) fx + 4Ax) =

Q@ flx+ dx)—f(x) =

_ (x4 Hl2x —3) + 24x] —(2x — 3)[(3x + 4) + 34x]
o (3x + 4)(3x + 3dx + 9)

_ (6x +8—6x + 9NAx 174x
Gx+4)03x+34x+4) (Bx+4G3x +34x + 4
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Jx+A)—fx) _ 17

3 Ax T @Bx +403x + 34x + 4

L 17 _ 17
@ S = T DGx 3 dx + ) ~ Gx

Para x = —4/3, la funci6n no es derivable porque se anula el denominador. En general, una funcidn no es derivable
en los puntos en que presenta una discontinuidad.

7. Hallarla derivadade y = 4/2x + 1.
) y+ 4y =@x+ 24x + 1y

@ Ay = Qx + 24x + D2 —(2x + 1)

(x + 24x F D)2 + (2x + )

= y2 __ 12
[@x +24x + D= + W] G T D T T

@x+24x+1)—(2x + 1) . 24x

T @x+2Ax + 1P+ (2x + DV T (2x + 24x + 1)+ (2x + N

@ - 2
Ax 2x + 24x + 1)V + 2x + 1)
@) Y _ lim 2 !

dx  gems @x 4+ 2Ax + DEF x + D Qx + DB

En la funcién f€x) = v/2x + 1, lim f(x) = 0 == f(—3$) mientras que no existe lim f(x);la funcién es continua a la

X“"‘llz"' Z—’—l/n"
derecha de x = —3%. En ¢l punto x = —% la derivada es infinita.

8. Calcular la derivada de f(x) = x¥* y, como aplicacion, estudiar £(0),

) f(x + Ax) = (x + Ax)u3
2) fix+ Ax)—f(x) = (x + Adx)4® — x¥*

[+ AxpP— 2 PY(x + 4KV + xU(x + A + x¥9)
= (x + 40" + xXB(x + A + X

_ x+ dx—x
T (x + Ax)¥ + XV (x + Ax)V3 + x5

3) fx + Ax) —f(x) 1

Ax T (x F Ax) 4 xW3(x + Ax) + X3

e e o 1 1
@ IS clilgvlo (x + Ax)*P 4+ x3(x + AXV3 + x¥® 3

La funcién no es derivable en el punto x = 0 porque el denominador es cero. Obsérvese que la funcion es continua
en el punto x = 0. Teniendo esto en cuenta asi como la nota final del Problema 7 se puede afirmar que: Si una funcién
es derivable en el punto x = a, es continua en dicho punto aunque el reciproco no es cierto.
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9. Interprelacion geométrica de dy/dx. . v = f(z)

La Fig. 4-1 muestra que Ay/dx es la pendiente de la
secante que une un punto fijo P(x, y) cualquiera de la curva
con otro Q(x + Adx, y 4+ Ay). Cuando 4dx — 0, P perma-
nece fijo y @ s¢ mueve sobre la curva acercandose a P; la
recta PQ va girando alrededor de P hasta que llega a su po- Q(z + Az, ¥y + Ay)
sicién limite que es la tangente PT a la curva en el punto P.
Asi pues, dy/dx es la pendiente de la tangente a la curva
» = f(x) en el punto P.

Por ejemplo, en el Problema 3, la pendiente de la cu-
bica y = x*—x*—4 en ¢l punto x =4 es m =40, en
x=0esm=0yenx=—lesm=2>5.

0
10. Hallar ds/dt en la funcion del Problema 2. Interpretar el resultado. Fig. 4-1

As ds .
En este caso T 101, + 54t y - = j:r_nw(lOto + 548 = 10¢,.

Cuando 4t - 0, As/A¢ representa la vé}ocidad media del cuerpo en intervalos de tiempo At cada vez mds peque-
fos. El valor de ds/dt es la velocidad instantdnea v en el instante t = ¢,. Por ejemplo, para x = 3, v = 10(3) = 30 m/s.

11. Calcular f(x) en la funcidén f(x) = |x|.

La funcion es continua para todos los valores de x. Para x < 0,/(x) = —x y f'(x) — - 1iparax > 0, f(%) — 2 v

fx)=1

Para x =0,f(x) =0y lim
Ax—>9

fa+ 40 —f6) _ L fO+A0—f©@ _ | |4x]
Ax ‘ Ax—+0 dx dx—0 dx

|4x| 1Ax| -
Ax Adx

Por consiguiente, la funcién no es derivable en el punto x = 0.

Cuando 4x — 0, , — —1 mientras que si Ax — 0+,

12. Calcular € = % —_ % para la funcién de los Problemas (a) 3 y (b) 5. Demostrar que ¢ — 0 cuando dx — 0.

(@) €= {3x*—2x + 3x — 1)Ax + (4x)?} — {3x* — 2x} = (3x — 1 + dx)4x.

—1 —1 —x—)F(x+Ax—2) _ 1

x—2x +4x—2)  (x—2  (x—2x+ dx—2) (x_-z)*(x+Ax—2i'Ax

® =

-

13, Interpretar geométricamente la expresion Ay = % + Ax + €+ Ax del Problema 12.

En la figura del Problema 9, 4y = RQ ¥y ix—y * Ax = PR tag /. TPR = RS; por tanto, € Ax = SQ. Cuando x se in-

. . . dy ‘
crementa en Adx desde P(x,y), Ay es ¢l incremento correspondiente de y contado hasta la curva mientras que - Axesel
incremento correspondiente de y contado hasta la tangente PT. Como la diferencia entre ambos incrementos €+ Ax

. ., dh .
= (...)(4x)?* - 0 mas rapidamente que 4x, en el Capitulo 23 se empleara la expresién 2 . Ax como una aproximaci6n de

Ay cuando |dx| sea pequefio. dx
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l‘i

18.

16.

17.

18.

19.

20.

Problemas propuestos

Calcular 4y e Ay/Adx, en los casos siguientes:

(@ y=2x—3yxpasade33a3ls.
b y=x*+ 4xy x pasa de 0,7 a 0,85.
(¢) y=2/xyxpasade0,75a0,5.

Sol. (a) 0,4; 2, (b) 0,8325; 5,55,(c) 4/3; —16/3

Dada la funcién y = x* — 33: + 5, caloular 4y én el puato x = § para dx = —0,01. Hallar el valor de y para x = 4,99.
Sol. 4y = —0,0699; y = 14,9301

Calcular la velocidad media de los siguientes movimientos:

@ s=(r+ 5 myrpasa de2a3seg.
b s=Q+ 5t—3)mypasade?2asseg.

Sol. (a) 15 m/seg, (b) 19 m/seg.

Calcular el aumento de volumen de un balén esférico cuando su radio se incrementa desde 7 hasta r + Ar cm, (b) desde
2 hasta 3 cm.

Sol. (@) 43_" Grt + 3r- Ar 4+ ArY) - Arem®, (®) s cm?,

Hallar la derivada de las siguientes funciones:

(@ y=4x—3 d) y = 1/x @ y=vVx M) y=vV1+Zx
®) y=4—3x () y=@x—1)/2x + 1) ) y=1vx D y=1V2+x
(€ y=x*+2x—3 () y=0U+ 20/(1 —2%)
1 1 R 1
Sol. (a) 4 © STy ® v (i) VT
® 3
4 1 . 1
© 2(x+ 1) (f) T—29° " — TovE - P
) —2/x?

Hallar la pendiente de las siguientes curvas ¢n el punto x = 1:
2

4
— 2 — — T e——
@ y=8—5x% (b y Py © y TT3"

Sol. (a) —10, (b)) —1, (c) —1/8.

Calcular las coordenadas del vértice de la pardbola y = x* — 4x + 1 teniendo en cuenta que la pendiente de la tangente
en dicho punto es igual a cero. Sol. V(2,-=3).

21, Calcular la pendiente de las tangentes a la pardbola y = —x* + 5x — 6 en los puntos de interseccién con el eje x.
Sol. Parax =2, m=1;parax = 3, m=—I1.
22, Calcular la velocidad de los siguientes movimientos en el instante ¢ = 2; s viene expresado en metros y f en segundos:

@ s=24+3Bs=r—-30C)s=vVt+2
Sol. (@) Tm/s, (b) 0 m/s, (¢} } m/s

Demostrar que la variacién instantinea del volumen de un cubo con respecto a su arista x(cm) es de 12 cm®/cm
cuando x = 2 cm.



Capitulo 5

Derivacion de funciones algebraicas

UNA FUNCION que tiene derivada en un punto x = x, se dice que es derivable en él. Una funcidn es
derivable en un intervalo cuando lo es en todos los puntos del mismo.

Las funciones que aparecen en el cilculo elemental son, en general, derivables en sus intervalos
de definicién, pudiendo no serlo en algin punto aislado.

FORMULAS DE DERIVACION. En las férmulas siguientes u, v y w son funciones derivables de x.

d , dfwy_1,4d

1. e (¢) = 0, siendo ¢ una constante 7. ﬂ(c ) = 2o (u), e+#0

Lo d e _
2 Fw=1 L <u) - (u) u" da: (w),
3. E(u+v+~-) = E(u)-i-a-;(v)-*-'-- T

. LW -l

d — 9. > , v¥*0
4. dz (eu)y = ¢ (%)

i —_— i i —_— m m—1
5. o (uv) = wu dn (v) + v iz (u) 10. 7 (x ) = ma™

d = ol d 4 o mer D
6. E(uvw} = uvoo (w) + uw i ) + vw e (u) 11. dx (u ) = mu ld (u)

(Ver Problemas 1-13.)

FUNCION INVERSA. Sca la funcién y = f(x) derivable en el intervalo a << x < b y supongamos que
dy/dx no cambia de signo en dicho intervalo. Las funciones representadas en las Figs. 5-1a y 5-1b
toman una sola vez cada uno de los valores comprendidos entre f(a) = ¢ y f(b) = d. Por tanto,
a cada valor de y perteneciente a dicho intervalo le corresponde un tnico valor de x, con lo cual
X es también funcién de y, es decir x = g(»). Las funciones y = f(x) y x = g(») reciben el nombre
de funciones inversas.

28
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Ejemplo 1:
(@ y=f(x)=3x+2yx =g() = }»— 2) son funciones inversas,

() Cuandox <2ey > —1,y =x*—4dx + 3yx = 2 — v/y + | son funciones inversas. Cuando x = 2¢y = —I,
y=x*—4x + 3yx =2 + 1/y + 1 son funciones inversas.

Para calcular dy/dx en la funcion x = g(y):
(@) Despejar y si es posible y derivar con respecto a x

(6) Derivar x = g(y) con respecto a y y aplicar

dyv 1
12. ax E
dy
Ejemplo 2:
Calcular dy/dx en la funcién x = vy + 5.
Aplicando (@): y = (x — 5)! ydy/dx = 2(x — 5).
dx 1 dy —
Aplicando (): — = }y~1* = ——: por tanto, — = 24/ »y = 2(x — 5\
P 4 1 SWals =2V

(Ver Problemas 14-15.)

J

DERIVADA DE UNA FUNCION DE FUNCION. Si y = f(u) y u = g(x) resulta que y = f{g(x)} es
una funcion de x. En el caso en que y sea una funcion derivable de u y u lo sea respecto de x, la
funcién y = f{g(x)} también serd derivable con respecto a x. La derivada dy/dx se puede obtener
por uno de los procedimientos siguientes:

(@) Despejar y en funcién de x y derivar

Ejemplo 3:
Siy=ut+3yu=2x+ 1, tendremos y = (2x + 1)* + 3 y dy/dx = 8x + 4.

(b) Derivar cada una de las funciones con respecto a la variable independiente y aplicar la férmula

13 dy _ dy du
: dx  du dx
Ejemplo 4:
. dy du dy dy du
— 2 = —_— = —_— = —_—— e — e = =
Siy=u'+ 3yu=2x + 1, tendremos au Zu,‘br Zydx T 4u = 8x + 4.

(Ver Problemas 16-20.)

DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR. La derivada de una funcion de x, y = f(x), recibe el nombre
de primera derivada de la funcidn. Si la primera derivada es a su vez una funcion derivable, su deri-

vada se denomina derivada segunda de la funcién original y se representa por uno cualquiera de los
2

d ] . . .
simbolos E};—, Y o f"(x). La derivada de esta segunda derivada, si existe es la derivada rercera

M da e s
de la funcion y se representa por d—;;’ Yo fr(x)

Nota. La derivada de un orden determinado en un punto solo puede existir cuando todas las
funciones derivadas de orden inferior son derivables en dicho punto.

(Ver Problemas 21-23.)
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Problemas resueltos
1. Demostrar: 4 @ =0, siend tante; () — (1) = 1; () - (ex) = ¢, siend -
. ostrar: (a) Tt(c = 0, siendo ¢ una constante; ( d—x-(x) =1; (o) E;(cx = ¢, siendo ¢ una constante;
(d) % (x™} = nax"~1, siendo n un némero positivo entero.

Como -d‘—’; fx) = _:"jf, f—(’iA—z)f—ﬂ—") .

d — . €—C _ . —
(a) E(c) = lim = lim 0 = 0

Ar=o AZ Areeo

d - i EtAT)—x . Ax . _
) gr) = Jlim Ax = Jim e T i1 =1

qa _ s elr+Ax)—ex . _
@ gplen = Jim DL < i e = o

J N '+ et ar + "(;' ‘-21) "7 {ax) + -+ (Aa:)“} -z
@ @) = lim (Ct 10 ilhonlt R P

Ry Ar—s 0 Ax Ares 0 Ax

= lim {11.!"‘" + %r"’.&r + o0+ (.\.r.)""} = nx""!

Ar=0

2. Sean u y v funciones derivables de x. Demostrar: (a) {; w+v) = dix (w) + —}x‘(v)

d d
d E)_ oo ) — e (v)
v

d
(b) ‘%(u-v) = u-;’d;(u) + v-H;(u) (c) i " v+ 0

(@) Sea f(x) = u + v = u{x) + ¥(x); tendremos:
jl\' + 4x) ——j;({)_ _oulx + Ax) 4+ x4 dx)—ux) —v(x)  ulx + Adx) —u(x) " x + Ax) — v(x)

Ax Ax Ax Ax
. d d ,_ d d _d d
Tomando el limite cuando Ax-> 0, Ef(x) = 4 u+v)= P ulx) + Fm v(x) = ™ () + o ().

(b) Sea f(x) = u'v = u(x)* v(x); tendremos:

flx+Ax) — f(#) _  w(xr+ar)-v(x+ dx) — u(x) * v{x)
Az - Az
[l + Ax) » v{x + A2) — v(x) cu(z + Ax)] + [v(x) *ule + Az) — u(x) * v(x)]
= Ax
_ v(x + Azx) 2 vx) u(x + Ax) — u(x)
= u(r+ Ax) Ax + v(x) Ax

y E(j'--f('r) = %(u-v) = u(x)(—;i—v(.:) + v(a:)% wx) = uf;(v) + v‘%(u).

© Sea f») = ¥ = MX).

+4  tendremos
it v{x)

1u(x + Ax) u(z)

flr+ax) — flx) _ v{x+ax) - viz) _  u(z+ Azx)-v{x) — ulx) * vix + Ax)
Ax - Az - Ax{v(x) * v(x + Ax)}
B Tu(e + Ax) = v(x) — w(x) « v(x)] — [wiz)*viz + A2) — ulx) * v{)]

- Az{v(x) * v(x + Ax)}
() u(r+f:) —ule) +::l— v(x)
- v(x) * v(x + Ax)

d
1'(r)%u(x) - 7t(r):7V(x) vd%(u) — ug-(v)

d _ dfu _ _
y ;ﬁ;’f(x) = E(U) -~ {v(x)}’ - )
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Derivar las siguientes funciones.

. y=4 4 2x — 3x¥*— 5x3 — 8x*' + 9x5

%=0+2(1)—3(2x)—5(3x’)—8(4x°)+9(5x‘)=2—6x-—15x'—32x’+45x‘
4 .._1 3 2 -1 -2 -3
.)’-—-;+—x—,+?=x + 3x? + %
dy —_ _ x-2 -3 -y = -2 __ Gx-9 -4 = i i_i
pedialia +I—2x") + 2(—3x"Y = —x 6x-3 —6x =S—a T e

5. y = 2x'7 + 6x'F — 223
dy _ 1 __y 1 _:s _ 3 - -1/2 -3 _ v o 1 2 _ 1/3
a; = 2(2:6 g ') -+ 6<3 x 2 23: L = =z + 2z 3x = + 23 3x

2 6 2 4

6. ¥ = st gm g g = 287V BTV — 27V — g ) ,
ﬂ/_ — __1_ -3/1 _l -4/3 ) _?_ -s/2 ) _g =74
d = 2( 5% + 6 3% 2 5% 4 i
- _ _ _ 1 2 3 3
, = —x~¥F _ 9y 43 + 32 5/2 + 3z 74 = _1—3/7 _ W + posi + a:”‘

7. y = \’/5;1___1_ = (329V° — (Bx)~ 1
x

=

dy _ 1. s, 1 s 20 5 2 1
d_x_ - _3_(3x|) 3. Gy — <—E>(51) e = (gx")“a -+ 2(51)(51:)”2 == .Vg—x + ox ,__5’:

8 = (-3

L = -3 @) = 8yr—3y
9 2z = (a.’_—gyz—)’- = 3(a*—y""*
12
£ = Y@ -G @) = D@ =
10. f(z) = Vx*+6x+3 = («*+ 6z + 3)!2
Pa) = Lwrterty e l@reets = Loty n@pts = ———o—
= 3 &z 2 Vo r6a73
1. y = (2 +4)* (22* —1)2
v o= @ttt o1+ e -1 Dty
= (@432 1) @20 —1) + (22— 1) 2+ ) 2 (4 1)
= (2*+4)-322°—1)*+62* + (2x*—1)*2(x*+4)°2x = 2x(z*+ 4)(22° — 1) (132" + 362 — 2)
_ 3—2z
12 ¥ =372, ; |
Btea) gy @20~ @-2) g G20 panp - @-2m@) _ 12

Vo= @y = T @toey = @tz
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_ 22 _ Cx?
B,y = rpp! = d— )"
! 1 .
dy (4_1::)1/1.-(;—1;(11) — Iz'af.r (4-1;1) /2 (4_22)”2 (2.70) » x"§(4—w’)"/’ (__21)
dz 4 -2 T 4—a?
_ 4 - xz)m (21) + xa(4 — xvz)—uz . (4 _ xZ)l/Z _ 2.‘6(4 —_ xz) + xB _ 8x — x*
- 4 — :';2 (4 _ xz)uz - (4 — xz):llz (4 —_ xa):l/z

14. Hallar dy/dx, en la funcién * = yV1—¥*.

dz i _ 12y dy _ 1 _ V1-¥
@ = WTmERASTEOW = =S Y & T wa T 1

15. Calcular la pendiente de la curva x = y* — 4y en los puntos de interseccién con el eje y.

Los puntos de corte son (0,0) y (0,4).

dx dy 1 1 . .
=2y—4,y I = idy = Ty En (0,0) 1a pendiente es —}, y en (0,4) la pendiente es }.

FORMULA DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION DE FUNCION

dy dy , du
16. Deducir 1a férmula —— il o

Sean Au y Ay los incrementos experimentados por las funciones u y y cuando x aumenta o disminuye en Ax.
Siempre que Au 5 0 podremos escribir,

Ay Ay  Au

dx ~ Au  Ax
. . dy _dy du
y siendo Au # 0, cuando 4x — 0 se verificard = d

Se puede prescindir de la condicién impuesta a Au tomando |4x| suficientemente pequefio. Cuando esto no sea
posible, la férmula se puede deducir de la manera siguiente:

Sea Ay = % + Au + €+ Au donde ¢ — 0 cuando 4x — 0. (Ver Problema 13, Capitulo 4.) Por tanto,

Ay dy Au Au

Ax  du Ax &I

dy _du du dy du
y, tomando limites cuando Ax — 0, dx el + 0 il ril como antes.
2 __ e —
17. Hallar dy/dx, en las funciones y = H yu=YxtF 2.
dy 4u du _nZ_X_g _ 2x
du ~ @+ Y I TETFYN O3
dy dy du 4u 2x 8x

] C = —_— = ,— =
LR dx ~ dd dx T W+ DT 3 3uGe + 1)

18. Un punto se mueve sobre la curva ¥y = x> —3x + 5deformaque x = $1/1 + 3 siendo 1 el tiempo. Calcular la variacién
de y con respecto al tiempo en el instante ¢ = 4.

Se trata de calcular el valor de dy/dr para ¢ = 4.

B gy, L o bk we—
dx - ’ dt - 4\/7, dt == dx d’ — 4\/7
Cuandor=4x=}V4+3=4 vy % = ﬂf_z—l) = ‘—tsi unidades por unidad de tiempo.

19. Un punto se mueve en el plano segtin la ley x = £* + 2¢, y = 23 — 6¢. Calcular dy/dx pata t = 0, 2, 5.

De la primera ecuacidn se puede despejar ¢ y sustituirlo en la segunda, resultando y en funcién de x.

dy dx dt 1 dy dy dr 1
—_— == 6 z — . —  —_—
a =g Tt Y T W & G+

Los valores pedidos de dy/dx son —3 para ¢t = 0,3 parat =2,y 12 parat = 5.

=3¢ —1).
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20. Siy = x*—dxyx = 4/21 + 1, hallar dy/df cuando ¢ = 4/ 2.

%:z(x—z), dx 2 dy _dy dx  4(x—?2)

dt - Q8+ &t dx dr QO+ )P

dr W2V 5-2 42
= Ve = 5 6—2%).

Cuandor =42, x=4/5y

21. Demostrar que la funcion f(x) = x? + 3x* — 8x -+ 2 tiene derivadas de todos los 6rdenes para x = a

fx) =3x"+6x—8 y f(@ =3a"+6a—38
f(x) =6x+6 y f'(@ =6a+6
f(x) =6 y f'@=6

Todas las derivadas de orden superior son idénticamente nulas

22. Hallar las sucesivas derivadas de f(x) = x%/* para x = 0.

f'x) = ;xl/’ y f'(0) =0

4 — 4 27, -
Sf'(x) = 5 Y £7/(0) no existe.

Por tanto, para x = 0 solamente existe la primera derivada.

23, Dada la funcién f(x) = T_i_x = 2(1 — x)~*, calcular £ (x).
Tendremos
S0 =2—=DA="*(=D=20—x)"2*=2+11{1 —x)~?
f(x) =20N2)1 —x)"3(—1)=2-2!(1 —x)~*
7)) =229(--3)1 —x)4(—1) =2-31(1 —x)*

con lo cual f™(x) =2-n!(1 —x)~"+D,
Esto se puede demostrar por el método de induccién, suponiendo que f™® (x) = 2« kI (1 — x)~®+), se verifica

FEN(x) = —2 k! (k + DA —)=®D(—1) = 2+ (k + )11 —x)=¢+

Problemas propuestos

24. Deducir la formula 10 en ¢l caso en que m = —I1/n, siendo #» un mimero positivo, aplicando la férmula 9 para
d 1

llar — {—|.

hallar e (x")

En el caso en que m = p/q, siendo p y ¢ enteros, ver Problema 4, Capitulo 6.

Hallar la derivada de las funciones de los Problemas 25-43.

25, y = x*+ bx* — 102" + 6 Sol, dyldx = Bx(x*+ 4x* — 4)
- dy 3 3 1
26. = 8x/* — g¥% 4 242 Sol, = = — ——Vx — 55
I} dx ovE 2 \'£3 P
-1 4 _1 . 13 dy _ _1 _ 2
2. y = 2x’+\/E ol 7'+ 4 Sol. dz = B Z"
8.y = Voz +2va Sol. y’=1+‘/§
Ve
2 6 g 4 gpn
2, f(t) = —+-— Sol. fi(t) = — =
VAT v
30. y = (1-—5z) Sol. y' = —30(1 — 5z)°
3. fix) = (x—=34+1)* Sol. f'(x) = 12(1 — 2*)(3z — 2* + 1)°
32 y = (3+4x— 2?1 Sol. y = 2=%

v
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_ 3r+2 de _ 5
8. 0 =373 Sol. G = @ ¥y
34 = _T__ ’ Sol. ' = bzt
C ¥V T\1T+= ¥ ST
x(8 — bx)
— 9.0 /5 — Sol, y = ———=
35. y 2z*V2 —~x \/E
oy 3—dx?
3. . f(z) = xV/3— 22* Sol. f'(z) =
3 — 2zt
dy 2x* — 4z + 3
= = 2 Sol. = = = ___—__ =
37. y (x—DVar—2x+2 dz 2 —2z+ 2
___w d _ 1
38- z = ﬁ SOI. dw = (1__4w!)8/l
, 1
39. y=Vi+Vz Sol. v’ = ————=
e+ aVz
—_ 1 ’ 1
0. f(z) = \/f—— Sol. f(x) =
®) z+1 (x+1)Vz*—1
4. y = (z*+ 3)* (22° ~ 6)° Sol. y' = 2x(x* + 3)* (2x® — 5)* (17x% + 27x — 20)
_ 42 ds _ 108
42. 38 = 3¢ Sol. dt — (3_tl)2
VA Y , _ 36x¥z>—1)*
3. y = <'—'_'2z3+ 1) Sol. ¥y = —(W

44. Calcular dy/dx por dos métodos diferentes y comprobar que s¢ llega al mismo resultado: (@) x = (1 + 2y)?*

) x =12+ y).
Calcular dy/dx en los Problemas 45-48.

u—1 dy 1
5.y =2 =, u=Vzx Sol. & — 1
LT | ve dz vz (l+Vz)
6. y=w+d, u=2+2 Sol. g-:-: 62z + 2)* (x + 1)
47. y=V1¥+uwu=+/x Sol. Ver Problema 39
48. y=1uu=v3—2),v=2x Ind: & & de dv (Sol.

Calcular las derivadas indicadas en los Problemas 49-52.

49. y = 3x*— 22+ x—5; y" Sol. y'" =72z
105

50. y = 1/Vz; y"» Sol. y" = {em

1’ — _6
5. f(x) = v2—3x% f'(x) Sol. f'(z) = (2= 3207

"o 4—z
52. y = 2z —1, ¢’ Sol v" = q—1w
Calcular la derivada enésima en los Problemas 53-54.

w _ (=D + D!
53. y=1/x* Sol. y™ = T

L, al

54. f(x) =1/3x + 2) Sol. f(x} =(—1) Bx + 2

585, Siy =f(u) y u = g(x), demostrar:

dy _ dy du &y ldu Ly _ dy duw Gdy du du  dyldu
W~ wtaw\s) P dn ' a’ a\s
] d!x yll dax _ 3(ylf)’ — ylylll

dx .
56. A partirde — = —-, deducir = = — — = -
part dy y dy* oy 7 B oy

Ver Problema 36)



