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Ventajas computacionales de las factorizaciones ...
en segundos

- ;donde se usan factorizaciones en la vida real? ....

- Si hacemos una descomposicion ( O(n3)), de tal forma que resolvemos el
sistema Axi=b; para diferentes vectores bi.

 Entonces la solucidn estara dada por el orden O(n?) en lugar de O(n3).
- Para sistemas de tamano, digamos de 1000x1000

- 1000% = 1,000,000 = 0.001 * 1,000,000,000 = 0.001 * 1,000°
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Matrices con diagonal estrictamente-dominante

- La definicion de una matriz cuadrada estrictamente diagonal-dominante es la
siguiente:

'
jaiil > ) lasj|
i=1

J#i
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Matrices con diagonal estrictamente-dominante

- La definicion de una matriz cuadrada estrictamente diagonal-dominante es la
siguiente:

'
jaiil > ) lasj|
i=1

J#i

- Notese que dada una matriz estrictamente diagonal-dominante, su
transpuesta no tiene por que serlo.
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Matrices con diagonal estrictamente-dominante

- La definicion de una matriz cuadrada estrictamente diagonal-dominante es la
siguiente:

T
laii| > > lasj)
i=1

J#i

- Notese que dada una matriz estrictamente diagonal-dominante, su
transpuesta no tiene por que serlo.

- Una matriz estrictamente diagonal-dominante tiene inversa. Se puede
aplicar eliminacion Gaussiana sin necesidad de hacer intercambio de
renglones, y los calculos seran estables con respecto a los errores de
redondeo.
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Una matriz estrictamente diagonal-dominante tiene
inversa, demostracion:

 Prueba por contradiccion: consideremos que es singular, entonces
consideremos Ax=0, con solucidon x = (xj) que no es cero. Sea k un indice para
el cual 0 < |xk| = max 1<j<n |Xjl.
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Una matriz estrictamente diagonal-dominante tiene
inversa, demostracion:

 Prueba por contradiccion: consideremos que es singular, entonces
consideremos Ax=0, con solucidon x = (xj) que no es cero. Sea k un indice para
el cual 0 < x| = max 1<i<n [X].

n
Dado que Ej_, a;x; = 0paratodai = 1,2,..., n, tendremos, cuando i = k,

n

2 Vil X,
VAP Rl 1

Esto implica que

n

lagllxd = D lagllx].

J=1
j#k
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Una matriz estrictamente diagonal-dominante tiene
inversa, demostracion:

 Prueba por contradiccion: consideremos que es singular, entonces
consideremos Ax=0, con solucidon x = (xj) que no es cero. Sea k un indice para
el cual 0 < |xk| = max 1<j<n |Xjl.

n
Dado que :,\:j_, a;x; = 0paratodai = 1,2,..., n, tendremos, cuando i = k,

1 B
s KJTJ

Esto implica que

n

lagdix = D lagllx,
=1

: J#k
0 bien
Il
la,, | = Iakjl —I—I- = Y la“
j L j—l
j#k Jj#k

Esta desigualdad contradice el dominio diagonal estricto de A. En consecuencia, la tnica
solucion de Ax = 0, es x = 0, condicién que equivale a la no singularidad de A.

Wednesday, August 31, 16



Matrices definidas positivas

 Aqui trabajaremos con aquellas matrices cuadradas y simétricas tales que
x'A x > 0 para todo vector x diferente de 0. Es decir que la matriz de tamano
1x1 (escalar) resultante de la operacion es positiva.

@01 25 VRUp ety |10
: 21, . .99 = . EDnTs g
AKXy ooy X ; :
(l" | an?_ L ann X"
L= 1015 .
2 3
W S
— ' n Zaj=1"2 —
[ X35 Koy lek o5 R Pl ?alfri,x .
. —l j=1
Y‘n L -
Loa]= |all_j ‘j

Wednesday, August 31, 16



Matrices definidas positivas

 Aqui trabajaremos con aquellas matrices cuadradas y simétricas tales que
x'A x > 0 para todo vector x diferente de 0.

» Ejemplo, una matriz positiva: o

A"Io —

_— O

-
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Matrices definidas positivas

 Aqui trabajaremos con aquellas matrices cuadradas y simétricas tales que
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A"IO —_ -0 1-
1 0] [z
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Matrices definidas positivas

 Aqui trabajaremos con aquellas matrices cuadradas y simétricas tales que
x'A x > 0 para todo vector x diferente de 0.

- Ejemplo, una matriz positiva: 1 0
A"IO — -0 1-
1 0] [z
[ZO 21] _0 1_ _21_ N
-Zoq .2 2
[ZOI'I'ZIO 200+Z11] 21 —ZO+21
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Matrices definidas positivas

 Aqui trabajaremos con aquellas matrices cuadradas y simétricas tales que
x'A x > 0 para todo vector x diferente de 0.

- Ejemplo, una matriz positiva: 1 0
i‘d’i} — .‘() :l_
1 0] [z
[ZO 21] _0 1_ _21_ N
PZOq .2 2
[20'1+21'0 zO-O—I-Zl'l] 2 = Zy T 21

A esta forma se le llama forma cuadratica asociada a la matriz.
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Matrices definidas positivas

- Una matriz no positiva pero que es definida positiva 2 1.0
0 -1 2
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Matrices definidas positivas

- Una matriz no positiva pero que es definida positiva 2 1.0
0 -1 2
2 —1 07 [z]
z' Mz = [331 L2 173] -1 2 —1| |z
0 —1 2 I-3—
-CC1-
- [(21"1 o IQ) (_Il + 2172 - I‘3) (—1:2 21‘-3)] T9
hI3-

= 2712 — 22129 + 275° — 2a013 + 223°

= z1% + (1 — 332)2 + (29 — 3?3)2 + x3°
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Matrices definidas positivas

- Una matriz no positiva pero que es definida positiva 2 1.0
0 -1 2|

2 —1 0 1 —Il—
z' Mz = [371 L2 173] -1 2 —1| |z
0 —]. 2 | -Ig_

-171-

= [(221 — ) (=21 + 225 — 23) (—3 + 223)] | 25

-1:3-

= 21.'-12 — 21119 + 21—'—22 — 2x913 + 23732

e 2 2 2 2
= 1"+ (21 — X2)" + (T2 — X3)" + T3
La expresion solo puede ser cero cuando todos los x; son cero.
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Matrices definidas positivas

- Las matrices positivas definidas aparecen mucho en problemas de CNyE, por
ejemplo en las matrices de covarianza.

. "'

Yij =cov(X;, X;) = E[(Xi — ) (X — pj)]
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Matrices definida positiva
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* Propiedades de estas matrices:
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* Propiedades de estas matrices:

* A es no singular.
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Matrices definida positiva

* Propiedades de estas matrices:
* A es no singular.

- Demostracion por contradiccion:_ Suponemos singularidad: Ax=0,
para x diferente cero, entonces x'Ax =0, lo cual contradice que A es
definida positiva.
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Matrices definida positiva

* Propiedades de estas matrices:
* A es no singular.

- Demostracion por contradiccion:_ Suponemos singularidad: Ax=0,
para x diferente cero, entonces x'Ax =0, lo cual contradice que A es
definida positiva.

- aii > 0 para toda i=1,...,n, por lo tanto la traza es postiva.

 Demostracion: Para una i cualquiera, definamos x = (xk) por xi = 1y X;
=0, sij #i. Entonces x # 0, por lo que 0 < x'Ax = ai.

- aj? < ajaj para cadai # |

« Demostracion: Tarea.
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Matrices definida positiva

- Propiedades de estas matrices (2):

- Se pluede aplicar eliminacion Gaussiana si necesidad de intercambio de
renglones.

 Se puede factorizar en la forma L LT, donde L es una matriz triangular
inferior con entradas positivas en la diagonal.

 Se puede factorizar en la forma LDL", donde L es una matriz triangular

inferior con unos en la diagonal y D es una matriz diagonal con entradas
positivas.
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Descomposicion (factorizacion) de Cholesky

« André-Louis Cholesky (15 de Octubre de 1875 - 31 de Agosto de 1918).

» Se factoriza A =L L", donde L es una matriz triangular inferior con
entradas positivas en la diagonal.

« La descomposicion es unica,
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Descomposicion (factorizacion) de Cholesky

« André-Louis Cholesky (15 de Octubre de 1875 - 31 de Agosto de 1918).

» Se factoriza A =L L", donde L es una matriz triangular inferior con
entradas positivas en la diagonal.

« La descomposicion es unica,

L 11 0 0 L 11 L 21 L31
A = LLT r— Lg 1 Lg-g 0 0 LQQ L32
L3y Lz La 0 0 L
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Descomposicion (factorizacion) de Cholesky

* Algoritmo

Ly 0 0 Ly Loy Ly
Loy Ly 0 0 Lo Ly | =
L3y Lzp Lag 0 0 Las

72 o
B 11 ... 8s simetrica...
— | La1 L1 L3, + L3,
L3iLyy LajLoy + LapLoy L%, + L2, + L3,
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Descomposicion (factorizacion) de Cholesky

)y @ A3 72 -
11 ... €S simétrica...
— 2 2
“a “%m “z = | La1Lny Ls, + L3,
2 2 2
(31 dxp dgp L31 L’ll L31 L‘Ql L‘32L‘22 L31 -+ L32 — L33

Alonso Ramirez Manzanares Métodos Numeéricos 31.08
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Descomposicion (factorizacion) de Cholesky
- ES positivo

) @ A3 72 -
11 ... €S simétrica...
— 2 2
“a “%m “z = | La1Lny Ls, + L3,
2 2 2
(31 dxp dgp L3y Lyy L3y Loy + LagLoyy L3, + L3, + L3,

Alonso Ramirez Manzanares

Métodos Numeéricos
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Descomposicion (factorizacion) de Cholesky
- ES positivo

) @ A3 72 -
11 ... €S simétrica...
— 2 2
“a “%m “z = | La1Lny Ls, + L3,
2 2 2
(31 dxp dgp L31 L’ll L31 L‘Ql L‘32L‘22 L31 -+ L32 — L33

- De tal manera, que procedemos al calculo columna por columna, v las
entradas de L quedan como:
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Descomposicion (factorizacion) de Cholesky
- ES positivo

) @ A3 72 -
11 ... €S simétrica...
— 2 2
“a “%m “z = | La1Lny Ls, + L3,
2 2 2
(31 dxp dgp L31 L’ll L31 L‘Ql L‘32L‘22 L31 -+ L32 — L33

- De tal manera, que procedemos al calculo columna por columna, v las
entradas de L quedan como:

j—1
— 1.. 2
L'JaJ o \ ‘_lJaJ Z Lj,k
k=1

Alonso Ramirez Manzanares Métodos Numeéricos 31.08

Wednesday, August 31, 16



Descomposicion (factorizacion) de Cholesky
- ES positivo

) @ A3 72 -
11 ... €S simétrica...
— 2 2
“a “%m “z = | La1Lny Ls, + L3,
2 2 2
(31 dxp dgp L31 L’ll L31 L‘Ql L‘32L‘22 L31 -+ L32 — L33

- De tal manera, que procedemos al calculo columna por columna, v las
entradas de L quedan como:

j—1
— 1.. 2
L'JaJ o \ ‘_lJaJ Z Lj,k
k=1

1 7~
L—z‘,‘ - — fli,' — L—z‘,kL ik
] I . j 7
;]“] Fc:::l

Alonso Ramirez Manzanares Métodos Numeéricos 31.08

Wednesday, August 31, 16



Descomposicion (factorizacion) de Cholesky
- ES positivo

) @ A3 72 -
11 ... €S simétrica...
— 2 2
“a “%m “z = | La1Lny Ls, + L3,
2 2 2
(31 dxp dgp L31 L’ll L31 L‘Ql L‘32L‘22 L31 -+ L32 — L33

- De tal manera, que procedemos al calculo columna por columna, v las
entradas de L quedan como:

j—1
— 1.. 2
L'JaJ o \ ‘_lJaJ Z Lj,k
k=1

1 "

L;;i=—| A;; — E L:.L:: o

N P & S para > |
‘]”J ‘82211
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Una forma alternativa que evita calcular raices
cuadradas

10 0\ /Dy 0O O 1 Loy Lay
A= LDLT — L‘Ql 1 U U DQ 0 U 1 ng
Lay Lapp 1 0 0 Dy \0O 0 1
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Una forma alternativa que evita calcular raices
cuadradas

10 0\ /Dy 0 0 1 Loy Ly
A = LDLT — L‘21 1 0 0 DQ 0 0 1 L32
Layy Ly 1J\NO0O 0 DyJ\0O 0 1

« De tal manera que L es una matriz triangular inferior con unos en la diagonal y
D es una matriz diagonal con entradas positivas.

- multiplicando las matrices tenemos
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Una forma alternativa que evita calcular raices
cuadradas

1 0 0\ /Dy 0O 0 1 Loy La
A — LDLT — L?l 1 0 0 DQ 0 0 1 L32
Lay L 1 0 0 D3/ \0O 0O 1

- De tal manera que L es una matriz triangular inferior con unos en la diagonal y
D es una matriz diagonal con entradas positivas.

- multiplicando las matrices tenemos

Dy
LDLT = | LaDi L3 D1+ Dy
Lay Dy LayLoyDy + L Dy L?;l Dy + L?;gDz + Ds.

... s simétrica...
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Una forma alternativa que evita calcular raices cuadradas

@ @ g3 D,
— L21 D1 Lngl T D2
La1Dy LzjLoyDy + Las Dy L§1 Dy + ngDg + Ds.

@y dn dg

@z A dgp
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Una forma alternativa que evita calcular raices cuadradas

@ @ g3 D,
— L21 D1 Lngl T D2
La1Dy LzjLoyDy + Las Dy L§1 Dy + ngDg + Ds.

@y dn dg

@z A dgp

 Quedando las entradas definidas como:

Wednesday, August 31, 16



Una forma alternativa que evita calcular raices cuadradas

@ @ g3 D,
— L21 D1 Lngl T D2
La1Dy LzjLoyDy + Las Dy L§1 Dy + ngDg + Ds.

@y dn dg

@z A dgp

 Quedando las entradas definidas como:

j—1
= 4. 2
Dj = Aj; = ) LDy
k=1

1 —
Lz_] — HJ (:11‘.]' — Z Liijka) y for 1 > ]
k=1
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Una forma alternativa que evita calcular raices cuadradas

@) @3 3 D
— L21D1 Lngl T DQ
La1Dy LzjLoyDy + Las Dy L—§1D1 + L-;2;2D2 + Ds.

@y Hxn dxg

@z A dgp

* Quedando las entradas definidas como:
7—1
Dj = Aj; = Y_ LDy
k=1
1

j—1
Li;j = B, Aij— Y LiLyDy |,  fori>j
k=1

De tal forma que, de nuevo, hacemos el calculo columna por columna.

Alonso Ramirez Manzanares Métodos Numéricos 31.08
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Relacion entre las 2 factorizaciones

- Las 2 factorizaciones LLT y LDL" (notese que son diferentes L’s) se relacionan
asi:
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Relacion entre las 2 factorizaciones

- Las 2 factorizaciones LLT y LDL" (notese que son diferentes L’s) se relacionan
asi:

A =LDL" = LD’D’L" = LD?(D?)"L" = LD?(LD?)"
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Solucion del SEL dada la factorizacion LL!
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Solucion del SEL dada la factorizacion LL!

- Si tenemos Ax=b entonces usamos LL"x=Db,

- primero hacemos y = L'x y solucionamos Ly=b con sustitucion hacia
adelante, con:

 Luego solucionamos para x el sistema L'x = y con sustitucién hacia atras.
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Solucion del SEL dada la factorizacion LL!

- Si tenemos Ax=b entonces usamos LL"x=Db,

- primero hacemos y = L'x y solucionamos Ly=b con sustitucion hacia
adelante, con: - , -

bl 1 1—1
Yy = E Yy, = E bi_;lz’jy_j

 Luego solucionamos para x el sistema L'x = y con sustitucién hacia atras.
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Soluciéon del SEL dada la factorizacion LDL'
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Soluciéon del SEL dada la factorizacion LDL'

» Si tenemos el sistema A x=b como LDL" x = b haciendoy =DL" x, y
resolviendo para y el SEL Ly=b con sustitucion hacia adelante.
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Soluciéon del SEL dada la factorizacion LDL'

» Si tenemos el sistema A x=b como LDL" x = b haciendoy =DL" x, y
resolviendo para y el SEL Ly=b con sustitucion hacia adelante.

 Luego usamos z = L'x de tal forma que resolvemos para z el SEL Dz=y. Pero
D es diagonal, por lo que esto es muy facil:
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Soluciéon del SEL dada la factorizacion LDL'

» Si tenemos el sistema A x=b como LDL" x = b haciendoy =DL" x, y
resolviendo para y el SEL Ly=b con sustitucion hacia adelante.

 Luego usamos z = L'x de tal forma que resolvemos para z el SEL Dz=y. Pero
D es diagonal, por lo que esto es muy facil:

» Finalmente resolvemos L'x = z para x con sustitucion hacia atras y
TERMINAMOS.
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