SOLUCIONES A LA TAREA 1

1. Sea n > 2 un natural. En este ejercicio consideramos a Z/n como anillo con la suma
y producto de representantes.

(a) Sea M un grupo abeliano. Demuestra que M tiene una estructura de Z/n—mddulo
izquierdo con la suma que ya tiene si y solo si nm = 0 para todo m € M. Ademas,
prueba que si M tiene tal estructura, entonces es unica.

Solucion:

Supongamos primero que M es un grupo abeliano que satisface nm = 0 para todo m € M.
Definimos

[klp - m = km
Esté bien definida pues si [k], = [£'],, entonces k — k' = rn y entonces
km = (k' +rn)m = Km+rnm =k'm

pues rnm = 0. Notemos que el producto escalar por elementos de Z/n esta definido mediante
el producto escalar por elementos de Z que ya cumple los axiomas de médulo. Ademaés el
producto escalar por la suma de dos elementos de Z/n corresponde al producto escalar por
la suma de los representantes, y lo mismo para el producto de elementos de Z/n. Por tltimo,
el producto escalar por [1], es el producto escalar por 1. Como los axiomas de médulo se
cumplen para el producto escalar por elementos de Z, también se cumplen para el producto
escalar por elementos de Z/n. Asi que M es un Z/n-mdédulo con la suma que ya tenia y
este producto escalar que definimos.

Por otra parte, si M es un Z/n—médulo izquierdo con la suma que ya tenia M, en particular
es un grupo abeliano. Pero ademas

nm=m+...+m=[1,m+...+[1,m=1],+...+[1]n)m = [n],m = [0l,m =0

como queriamos probar.
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Por ultimo supongamos que M tiene dos estructuras de Z/n—modulo izquierdo, pero con la
misma suma, la que ya tenfa M. Denotemos [k, -m y [k], *m a los dos productos escalares.

Fo-m= ([t -+ 1) - m
=[], -m+...+[1],-m
=m+...+m
=[]p*xm+...+[1],xm
=([Un+ ...+ [1]n) *m
= k], xm

Luego el producto escalar es tinico. Ademads notemos que en esta demostracion se prueba
que [k], - m = km. O

(b) Enuncia y demuestra un teorema de clasificacién de Z/n-mdédulos finitamente gen-
erados.

Solucion:

Sea M un Z/n—mébdulo finitamente generado. Por el ejercicio anterior, es un grupo abeliano
tal que nm = 0 para todo m € M. Como M es finitamente generado como Z/n—mddulo,
existe X = {my,...,mp} C M tal que M estd generado por X como Z/n—médulo. Es decir,
dado m € M, existen [r1],, ..., [rk|n € Z/n tales que

m = [r1]pmy + . PRl = rima 4 ey,

donde la segunda igualdad se cumple porque en la demostracién de la parte (a) vimos que
[7]n - m = rm. Pero esto muestra que M es finitamente generado como grupo abeliano. Asi
que podemos aplicar la clasificacion de grupos abelianos finitamente generados de donde

M=ZZ"®Z/s1®...0ZL/s;

para cierto r € N y enteros 2 < s; | so | ... | s;. Claro, esto es un isomorfismo de
grupos abelianos nada mds. Ahora Z" no puede ser un Z/n—mdédulo si r > 0, porque
n(l,...,1) = (n,...,n) # (0,...,0). Por otra parte, si Z/s es un Z/n—mddulo, se debe
cumplir

de donde s divide a n. Asi que los s; que aparecen en la descomposicién deben dividir a
n. Ahora podemos enunciar nuestro candidato a teorema de clasificacién de Z/n—médulos



SOLUCIONES A LA TAREA 1 3

finitamente generados.

Teorema: Sea M un Z/n-mddulo finitamente generado. Entonces existen enteros 2 < sy |
So|...|s;j|n tales que
MgZ/Sl@@Z/S]

Ademas esta descomposicion es unica.

Demostracién: Por el argumento del parrafo anterior, existen enteros 2 < sy | so | ... | s; |
n tales que

MgZ/Sl@@Z/S]

como grupos. Pero de hecho, si f es un isomorfismo de grupos entre dos Z/n-médulos, se
cumple

f(Klwm) = f(km) = kf(m) = [k]nf(m)
asi que es un isomorfismo de Z/n-mddulos. Para la unicidad, si Z/s;y & ... & Z/s; =
Z)r@...®Z[r; como Z/n—mdbdulos para otros enteros 2 < 7y | ... | r; | n, en particular son

isomorfos como grupos abelianos. Por la unicidad en el teorema de clasificaciéon de grupos
abelianos finitamente generados, obtenemos 7 =1 y s = r, para todo k. ([l

2. Calcula los grupos de homologia del complejo de grupos abelianos
s 0— 7 20—
donde Oy(z,y,2) = (x — y, 42 + 3y — 2,9y + 32,3z + 13y + 22) y Oi(z,y,2,w) =
(y+2z—x—w,—2z+ 2y + 2z — 2w).
Solucion:

Llamémosle C, a este complejo. Puesto que hay ceros en esas posiciones, obtenemos H,, (C,) =
0sin<0d6n>2 Vemos que

01(1,0,0,0) = 0,(0,0,0,1) = (—1,-2) 0:1(0,1,0,0) = 0,(0,0,1,0) = (1,2)
asi que

72 Z(0,1) ® Z(1,2)

Ho(C) = Z(1,2) Z(1,2)

12

Z
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Ahora vamos a calcular H;(C\). Por otra parte, (x,y, z,w) estd en Ker(d) si y solo si
y+z—x—w=>0 —2r -2y +22—-2w=0
y esto se cumple si y solo si w =y + 2z — x. Por lo tanto
(x,y,z,w) = (z,y,2,y+ 2 —x) = x(1,0,0,—1) + y(0,1,0,1) + 2(0,0, 1, 1)
Por otra parte, la imagen de 0y estd generada por las imégenes de (1,0,0), (0,1,0) y (0,0, 1),
que son
(1,4,0,3),(—1,3,9,13),(0,—1,3,2)
Sean v; = (1,0,0,—1), v, = (0,1,0,1) y v3 = (0,0,1,1). Usaremos esta base para Ker(0;).
Ademsas se tiene
(1,4,0,3) = vy + 4vs
(—1,3,9,13) = —v; + 3vs + v
(0,—1,3,2) = —vs + 3us
Vemos que Im(9y) + (v3) = Ker(0;), pues vo = 3v3 — (0,—1,3,2) y
v = (1,4,0,3) — dvy = (1,4,0,3) — 1203 + 4(0, —1,3,2)
Sea A =1Im(0y) y B = (v3). Entonces por el segundo teorema de isomorfismo

. Ker((’?l) . A+B ~ B
~ Im(@) A  ANB

Hi(C%)

Siz € AN B, se tiene

r = Mg = a(vy + 4vy) + b(—v1 + 3vy + Yv3) + ¢(—vy + 3vs)

de donde
a—b=20
da+30—c=0
A=9b+ 3c

Despejando, tenemos a = b, luego ¢ = 7b y entonces A = 30b. Es decir, x = 30bvs € 30Zvs
por lo tanto AN B C 30Zvs3. Por otra parte, se tiene claramente que 30vs € B y

301}3 = (Ul + 41)2) + (—Ul + 3’1}2 + 9?]3) + 7(—U2 + 3’03) < Im(82> =A

asi que AN B = 30Zvs. Por lo tanto

B ZUg
H,(C,) = - =~ 7./30
1(C) ANB ~ 30Zuvs /
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Por ultimo debemos calcular
HQ(C*) == Ker(ag)

El elemento (x,y, z) estd en el nicleo de 0y si y solo si

r—y=20
dr+3y—2=0
9y +32 =10

3r+ 13y +22=0

de donde obtenemos x = y de la primera ecuacion, después z = 7x de la segunda y z = —3y
de la tercera. Igualando obtenemos

Tr=-3y=-3r=>10c0=0=2=0

asi que el nucleo de 0y es trivial. Para resumir

0 sin<0én>2
7/30 sin=1
y con esto concluimos el ejercicio. O

También podriamos haber calculado H;(C)) usando el algoritmo de Smith, ya que lo que
queremos calcular
Z’Ul D ZU2 D ZU3
Z(v1 + 4vg) + Z(—v1 + 3vg + v3) + Z(—vy + 3vs)

coincide con el contcleo del homomorfismo f: Z3 — Z3 que estd tinicamente determinado
por

f£(1,0,0) = (1,4,0)
£(0,1,0) = (—1,3,9)
£(0,0,1) = (0,—1,3)

es decir, f(n,m,k) = (n —m,4n 4+ 3m — k,9m + 3k). Aplicamos ahora el algoritmo

1 -1 0 1 -1 0 1 0 0 1 0 0
4 3 -1 — 0o 7 -1 — 07 —1 —> 0o 7 -1 —
0 9 3 0 9 3 09 3 0 30 O
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1 0 0 1 0 0
=10 0 -1 |—=]0 -1 0
0 30 0 0 0 30

Con lo cual
Zw1 D Zw2 D ZU)g

1%

H,(C.) =~ 7,/30

3. Sea R = Z[X]. Podemos ver a Z/2 como R-mé6dulo mediante la operacién p(x)-[n]s =
[p(0)n]s. Calcula la homologia del complejo de R—médulos

0 —Z[X] B zX]? B 7] B 72— 00— .
donde 95(p(x)) = (xp(),2p(x)), %2(p(x),q(x)) = 2p(x) — zq(x) y Oi(p(x)) = [p(0)]2.
Solucion:

Sea C, este complejo. Puesto que C,, = 0sin <06 n > 3, tenemos que H,(C,) = 0 si
n <06 n > 3. Vemos que 0; es sobreyectivo, pues

asi que

Ahora calculemos en dimensién uno. Por una parte, p(z) € Ker(0;) si y solo si p(0) es par.
Entonces

p(x) = zq(z) + 2m
donde ¢(x) € Z[X]| y m € Z. Luego Ker(0;) C (z,2). Pero también x y 2 estdn en el nicleo
de 0y, luego Ker(0;) = (x,2). Por otra parte
0a(p(x), q(x)) = 2p(x) — wq(x) € (2,2)
es decir, Im(dy) C (2,x). También se tiene 2 = 05(1,0) y x = 0»(0, —1), luego Im(dy) =
(2, x). Por lo tanto

Pasemos a dimensién dos. El elemento (p(x),q(x)) estd en el nicleo de 0y si y solo si
2p(x) = zq(x). Como 2p(0) = 0g(0) = 0, el coeficiente de x° en p(z) es 0 y por lo tanto
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p(r) = ar(z) para algin r(z) € Z[X]|. También de esa igualdad vemos que todos los
coeficientes de ¢(x) son pares, es decir, ¢(x) = 2s(x) para algun s(x) € Z[X]. Entonces

2xr(x) = 2zs(x)
Como Z[X] es un dominio y 2z # 0, se tiene r(z) = s(x), es decir,

(p(x), q(x)) = (wr(x),2r(x)) = O5(r(x))

Esto prueba que Ker(d;) C Im(0ds). Puesto que C, es un complejo, la otra inclusién se
cumple automaticamente y entonces tenemos

Hy(C,) =0

Por tltimo, tenemos que p(z) estd en el nicleo de 03 si y solo si zp(x) = 0y 2p(z) = 0.
Como Z[X] es un dominio y 2 # 0, de la segunda igualdad, obtenemos p(z) = 0 y por lo
tanto Hs(C,) = 0. Para resumir hemos probado que

H,(C,)=0

para todo n € Z. O

4. Sea R un anillo conmutativo con unidad que no sea el anillo cero y sean I, J conjuntos.
Demuestra que RI = RJ si y solo si existe una biyeccion entre [ y J. Pista: Se
cumple si R es un campo.

Solucion:

Supongamos primero que hay una biyeccién f: [ — J. Consideremos ¢;f: I — RJ. Por
la propiedad universal del R—moddulo libre, existe un tinico homomorfismo F': RI — RJ tal
que Fuy = 1;f y de hecho en la demostracion de esta propiedad universal vimos su féormula
explicita:

icl iel
Si hacemos lo mismo con f~!: J — I, obtenemos un homomorfismo G: RJ — RI que esté
dado por

G (Z m> = rif 1)

i€l i€l
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Ahora notemos que

FG (ZTJ) =F (Zrzf_l(@)) = Zriff_l(i) = Zni

iel i€l i€l i€l

GF (Z rz) =G (Z mf(i)) = rf ) =) wi

el el iel el

Luego RI = RJ.

Ahora supongamos RI = RJ y sea f: RI — RJ un tal isomorfismo de R—-mddulos. Como
R es un anillo conmutativo con unidad que no es el anillo cero, tiene al menos un ideal
maximal m. Recordemos que R/m es un campo que denotaremos k. Consideramos los
submédulos mRI y mRJ de RI y RJ, respectivamente. La composicion de f con el cociente
m: RJ — RJ/mRJ cumple que si as € my z, € RI, entonces

f <Z asx8> =7 (Z asf(xs)> =mRJ

porque 22:1 asf(zs) € mRJ. Por la propiedad universal del cociente, existe un tnico
homomorfismo de R-mdédulos F': RI/mRI — RJ/mRJ que al componer con el cociente
RI — RI/mRI nos da 7f. De hecho en la demostracién vimos que F(x +mRI) = nf(z) =
f(x) + mRJ. El mismo argumento con f~! nos darfa un homomorfismo de R-mddulos
G: RJ/mRJ — RI/mRI que estarfa dado por G(y + mRJ) = f~'(y) + mRI. Claramente
G es la inversa de F, asi que RJ/mRJ = RI/mRI como R-médulos.

Por otra parte consideremos la funcién % : J — kJ y veamos a kJ como un R-médulo con
la multiplicacién escalar

rx (Z(rj —|—m)j> = Z(Trj +m)j

Por la propiedad universal del R—modulo libre, existe un iinico homomorfismo de R—mddulos
h: RJ — kJ tal que W = /%, Es decir

h <erj> :er*j :er*(1+m)j22(rj+m)j

J
Es claramente sobreyectiva, asi que por el primer teorema de isomorfismo hay un isomorfismo
de R-médulos RJ/Ker(h) = kJ. Pero vemos que > _;r;j estd en el niicleo si y solo si 7; € m
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para todo j, luego Ker(h) C mRJ. Por otra parte, si a; € my z; = >, 15j € RJ, se tiene

() =S (0] = 3 (0 4 ) = T <0

s=1 s=1 J s=1 j 5,3
pues a,r; € m, asi que Ker(h) = mRJ. Hemos probado que RJ/mRJ = kJ como R-
moédulos. Igualmente se tendria RI/mRI = kI como R-moédulos. Por lo tanto kI = k.J
como R—modulos. Pero por la manera que definimos su estructura de R—moddulos, veremos
que también es un isomorfismo de k—modulos. Para empezar notemos que si r +m € k se
tiene
(r+m) ) (ri+m)i =) (rry+m)i=r%» (r;+m)i
y lo mismo para kJ. Por lo que si ¢: kI — kJ es un isomorfismo de R—mddulos y r+m € k,
x € kI se tiene
p((r+m)x) = o(rxz) =rxpr) = (r+m)p(z)

Asi que ¢ es un isomorfismo de k—moddulos, es decir, de espacios vectoriales sobre k. Entonces
las bases [ y J de kI y kJ deben tener la misma cardinalidad, es decir, existe una biyeccién
entre [ y J. U

La primera implicaciéon también se podria haber probado usando que la asignacion [ — RI
es parte de un funtor, y los funtores envian objetos isomorfos a objetos isomorfos.

5. Se dice que un R-mdédulo es simple si sus tinicos submdédulos son {0} y M.

(a) Demuestra que todo R—mdédulo simple es ciclico, pero que existen R—mdédulos ciclicos
que no son simples.

Solucion:

Sea M un R-médulo simple. Si M = {0}, ciertamente estd generado por 0, asi que es
ciclico. Supongamos que M # {0}. Entonces existe my # 0 en M. El submédulo generado
por mg debe ser entonces {0} 6 M, pero no puede ser {0} porque contiene a mg # 0. Asi
que M = (my), es decir, M es ciclico.

Sea R = Z y consideremos M = Z/6. Es un Z-moédulo ciclico pues estd generado por [1]g,
pero no es simple pues contiene al submddulo

L = {[0]g, [3]6} = {[3m]e¢ | m € Z}
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Es un submodulo pues es no vacio y

[3m]e + [3n]s = [3(m + n)]s
—[3ms = [3(=m)]s

n[3mlg = [3nm]g
pero no es M ni {0}. O

(b) Clasifica todos los R—médulos simples salvo isomorfismo, cuando R es un campo y
cuando R = 7.

Solucion:

Recordemos que en general, si M es un R-modulo ciclico, existe un ideal izquierdo J de R
tal que M = R/J como R-mddulos.

Cuando R es un campo, sus unicos ideales son {0} y R, asi que M = R 6 M = {0}.
Claramente {0} es simple. Los R—submédulos de R son sus ideales, asi que solo son {0} y
R, es decir, R también es simple. Los campos son diferentes de {0} por definicién, asi que
todos los R-mddulos simples salvo isomorfismo serfan R y {0}.

Cuando R = Z, sus ideales son todos de la forma nZ para algin enteron > 0. Sin =1, el
cociente es {0}, que es simple. Si n = 0, el cociente es Z que no es simple pues contiene por
ejemplo al submdédulo 2Z que no es {0} ni Z. Ahora estudiemos cuando n > 2, en cuyo caso
el cociente es Z/n. Si n no es primo y se rompe n = pi'...p* con k > 2 6 algin r; > 2.
Entonces por la clasificacion de grupos abelianos finitamente generados

k
zjn=Pz/p;
j=1

Si k > 2, entonces Z/p;* es un submdédulo del lado derecho distinto de {0} y del total. Si
algin r; > 2, entonces Z/p; es un submdédulo del lado derecho distinto de {0} y del total.
Como un isomorfismo envia submdédulos distintos de {0} y del total a submédulos distintos
de {0} y del total, obtenemos que Z/n no es simple.

Por lo tanto, se debe tener que n = p es primo. Sabemos que los unicos subgrupos de Z/p
son {0} v Z/p, asi que es simple. Adem4s, si p y ¢ son primos, se tiene Z/p = 7 /q si y solo
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si p = q. Para concluir, los Z-mddulos simples salvo isomorfismo son {0} y los Z/p, para p
primo. 0

6. Encuentra una familia { M, };c; de R—mdédulos (para algin R) tal que la suma directa
y el producto no son isomorfos.

Solucion:

Sea R = 7Z. Consideremos la familia {Z};cy de Z-mddulos. Por conveniencia no incluimos

M=]]z

jeN

0 en N. Comencemos con

y consideremos el subconjunto
X = {(aj)j eM | 7] S {0, 1}}

Supongamos que X es numerable, es decir, existe una biyeccion f: N — X. Se tiene
f(n) = (a}); para ciertos a} € {0,1}. Ojo, a? no se refiere a la n-ésima potencia de a;, la n
de arriba es simplemente otro indice. Consideremos la tupla (b;); definida mediante

bj::l—ag:

Ciertamente (b;); € X. Pero (b;); # (a}); porque b, # a;. Esto contradice que f sea
sobreyectiva. Por lo tanto X no es numerable y como X C M, tampoco M es numerable.

Por otra parte, consideremos

N=z

JjEN

Para cada r > 1, definimos
N, ={(a;); € N|a;=0sij>r}

La funcién (a;); — (a;);<, define una biyeccién (de hecho un isomorfismo, pero esto no
importard) entre N, y Z", luego N, es numerable. Como

N=JN
reN

es una uniéon numerable de conjuntos numerables, es numerable. Asi que M no puede ser
isomorfo a N, pues ni siquiera existe una biyeccion entre ellos. O
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Extra. Sea V' la suma directa de la familia {C},cy de C—espacios vectoriales y sea R =
End¢ (V). Demuestra que R = R? como R-mddulos. Pista: Construye un isomor-
fismo lineal V' — V @ V y tsalo para obtener dos endomorfismos de V' a partir de
uno.

Solucion:

Consideremos la funcién
e V= V2
(a;); = ((az;);, (azj-1);)
Cumple
e((aj); + (b);) = e((aj + b;);)
= ((agj + byj);, (azj—1 + bzj-1);)
= ((ag;);, (azj-1);) + ((b2;);, (b2j-1);)
= p((a;);) + ¢((b;);)
p(Aaj);) = w((Aaj);) = ((Aag;)j, (Aaj-1);) = Al(as;);, (az;-1);) = Ap((ay);)
asi que es una transformacién C-lineal. Si ¢((a;);) = 0, entonces todas las coordenadas

pares e impares son cero, luego (a;); = (0);, es decir, ¢ es inyectiva. Por otra parte, dada
(b)), (¢;);) € V* podemos definir

0 bj/2 si j es par
J C(j+1)/2 Sl J es impar

y vemos que ¢((a;);) = ((bj);,(¢;);), luego ¢ es un isomorfismo C-lineal. Definimos ahora
f:R— R?
hi— (ho iy, ho )
donde ¢j: V — V? es la inclusién candnica en la j-ésima coordenada. También definimos
g: R* =R
(h1, ho) = hipry o + ha pry

donde pr;: V2 — V es la proyeccion a la j-ésima coordenada. Ahora notemos que

gf(h) = g(he ', hpty) = hp lipry o + hp tiepra = hp o = h
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donde la tercera igualdad se cumple porque
t1pry(a,b) + tapry(a,b) = vi(a) + t2(b) = (a,0) + (0,b) = (a,b)
Por otra parte
fg(hi,he) = f(hipryp + hapry )
= ((hipry @ + hapry @)~ ua, (hipry @ + ha pry)p™ 1)
= (hypry t1 + hopry i1, hy pry Lo + ho pryta)
= (h1, ha)

donde la tdltima igualdad se cumple porque pr;¢; = 0;;1y. Esto muestra que f es una
biyeccion. Veamos que es un morfismo de R-modulos.

fh+E) = ((h+k)o tu, (h+k)o o) = (hg iy + ko™t ho o+ ko~ b)) = f(h) + f(k)
f(koh) = (khg iy, khp ti) = k(he i, hp t) = kf(h)

Por lo tanto, es un isomorfismo de R—moddulos izquierdos. U

Con otros homomorfismos entre R y R? se podria lograr probar que también son isomorfos
como R-moddulos derechos.



