SOLUCIONES A LA TAREA 2

1. El lema de los cinco. Consideremos el siguiente diagrama de R—modulos y homomor-

fismos

A-l.p . c " . p_F. F

U S O
g Lo p o p

en el que los cuadrados son conmutativos y las dos filas son exactas. Supongamos

que s y u son isomorfismos, r es sobreyectiva y v es inyectiva. Prueba que t es un
isomorfismo.

Solucion:

Inyectiva. Sea ¢ € C tal que t(c) = 0. Entonces uh(c) = vt(c) = 0. Como u es inyectiva,
h(c) = 0, es decir ¢ € Ker(h) = Im(g). Es decir, ¢ = g(b). Ahora fs(b) = tg(b) = 0, luego
s(b) € Ker(f8) = Im(«). Es decir, s(b) = a(a). Como r es sobreyectiva, existe ay € A tal
que r(ag) = a(a). Ahora

sf(az) = ar(az) = a(a) = s(b)

y como s es inyectiva, entonces b = f(as) y por lo tanto ¢ = g(b) = gf(as) = 0.

Sobreyectiva. Sea ¢ € C'. Como u es sobreyectiva, existe d € D tal que u(d) = ~(c).
Ahora

vk(d) = eu(d) = ey(c) =0
Como v es inyectiva, k(d) = 0, es decir, d € Ker(k) = Im(h). Luego d = h(cz). Consideremos
t(c2) — c. Se tiene

V(t(e2) =€) = yt(c2) —7(¢) = uh(cz) — ul(d) = u(h(cz) —d) =0

Por lo tanto t(cy) — ¢ € Ker(y) = Im(f3), es decir, t(c3) — ¢ = (b). Como s es sobreyectiva,
existe by € B tal que b = s(bg). Entonces

t(c2) — ¢ = Bs(bz) = tg(b2)

de donde ¢ = t(ca — g(b2)) y hemos probado que ¢ es sobreyectiva. O
1
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2. Sea AL B = C — D% E una sucesion exacta. Demuestra que existe una sucesion
exacta corta 0 — Coker(f) — C' — Ker(g) — 0.

Solucion:

Le damos nombre a los otros morfismos
ALphodpSE

El morfismo h: B — C factoriza a través del cociente B — B/ Ker(h) por la propiedad
universal del cociente. Como Ker(h) = Im(f), obtenemos un morfismo ¢: Coker(f) — C.
Este morfismo esta dado por ¢(b+ Im(f)) = h(b).

Por otra parte el morfismo j: C' — D restringe a un morfismo C' — Im(j). Como Im(j) =
Ker(g), asi obtenemos un morfismo ¢: C' — Ker(g) que de hecho esta dado por ¥ (c) = j(c).
Veamos que la sucesion

0 — Coker(f) % C 5 Ker(g) — 0

es exacta. En primer lugar, b + Im(f) pertenece al nicleo de ¢ si y solo si h(b) = 0, es
decir, b € Ker(h) = Im(f) y entonces b + Im(f) = Im(f). Luego ¢ es inyectiva. Como
Ker(g) = Im(j) y v es la restriccién de j a su imagen, vemos que 1 es sobreyectiva.

Por tltimo, como v es la restriccién de j a su imagen, Ker(¢)) = Ker(j) = Im(h). Pero

o(b+1Im(f)) = h(b), asi que Im(h) = Im(y). Es decir, Ker(¢)) = Im(y). O

3. Para cada n > 0, definamos C,, = Z @& Z y sea C,, = 0 si n < 0. Esto define un
complejo C, donde todas las diferenciales C,, — C,,_1 con n > 1 estan dadas por

(m,n) — (m +n,—m —n). Demuestra que C, es homotépicamente equivalente a
Z[0],.

Solucion:
Primero definimos f,: C. — Z[0]. mediante f; =0si j #0y

foZ@Z—)Z

(m,n) —m+n
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Similarmente, definimos g, : Z[0], — C, mediante g; =0si j #0y
9go: L —> 7L D7
m — (m,0)

Puesto que todas las diferenciales de Z[0], son cero, es obvio que f, y g. son morfismos de
complejos. Notemos que fogo = 1z, ¥ fj9; = 0 = 1z, si j # 0. Asf que f.g. = 1zp),. Por
otra parte g;f; =0si j #0y

gofo(m,n) = (m+n,0)
Asi que g, f, no es igual a 1o,. Pero veremos que es hométopa a la identidad. Para ello
consideremos h; = 0si j < 0y cuando j > 0 definimos

hji Cj — Cj-‘rl

(m7 n) = (_n7 O)
Si j < 0, tenemos

djflhj + hjfldj = 0 = 10], — gjfj
Por otra parte
(diho + h_1dy)(m,n) = dihg(m,n) = di(—n,0) = (—n,n)
(100 - gOfO)(m7 n) = (m7 n) - (m +n, 0) = (_n7 n)
Y si 7 > 0, tenemos
(djs1hj+h;1d;)(m,n) = djr1(—n,0)+hj—1(m+n,—m—n) = (—n,n)+(m+n,0) = (m,n)
(1Cj - gjfj)(mvn) = 1Cj (m,n) = (m’n)
Con todo esto hemos probado que g.f. es homdétopa a la identidad. Y como ya teniamos
también que f.g. = 1zp),, concluimos que C, es homotépicamente equivalente a Z[0],. O
4. Consideremos la siguiente sucesién exacta de grupos abelianos

0—>2Z/3—>A—>7/4—>7)2 —>T.

f

0 C 72 7?2 B

donde f(z,y) = (3x 4+ 2y, x + y). Determina A, B y C salvo isomorfismo.

Solucion:
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Le damos nombre a algunos de los morfismos

0—=7Z/3—>A——>7/4—2>7/2- 7

|

U B

0 C 7?2

Por el ejercicio 2, hay una sucesion exacta corta

0 — Coker(f) = C —0—0
luego C' = Coker(f). Puesto que (1,0) = f(1,-1) y (0,1) = f(—2,3), la funcién f es
sobreyectiva, luego C' = 0.
De nuevo por el ejercicio 2, hay una sucesion exacta corta

0—2Z/3—A— Ker(g) —0
Hay dos posibilidades para g([1]4), o bien es [1]y o bien es [0]s. Notemos que

2h([1]2) = h(2[1]2) = h([0]2) =0
Como h([1]z) € Z, esto nos dice que h([1]s) = 0. Es decir, h es el homomorfismo cero. Por
lo tanto Im(g) = Ker(h) = Z/2 de donde g es sobreyectiva. Luego ¢([1]4) = [1]2 y entonces
9([mls) = g(m[1]s) = mg([1]a) = m[1]s = [m]:

y entonces Ker(g) = {[0]4, [2]4} = Z/2. Es decir, hay una sucesién exacta corta

0-2Z/35 A—=7/2 0

y entonces
Z]2 = Coker(h) = A/ Im(h)

Pero como h es inyectiva, Im(h) = Z/3. Como A es la unién de las dos clases laterales de
A/Im(h) y cada clase lateral tiene |Im(h)| = 3 elementos, esto nos dice que A es un grupo
abeliano de orden seis, es decir, A = Z/6.

Finalmente, usando otra vez el ejercicio 2, tenemos una sucesién exacta corta.
0 — Coker(h) - B — Ker(f) = 0

Ya vimos que h es el homomorfismo cero, asi que Coker(h) = Z. Por otra parte, si f(z,y) =
(0,0), entonces

r+y=0=3z+2y
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y entonces 0 = (3x+2y)—2(x+y) = x y por lo tanto también y = 0. Por lo tanto Ker(f) =0
v B~17. 0

5. Dado un complejo (C, d,), definimos Cone(C),, = C,,_1 & C,, vy d,,: Cone(C), —
Cone(C),,—1 mediante d,(x,y) = (—0nh-1(x), 0n(y) — ).

(a) Prueba que (Cone(C)y,d,) es un complejo y que es homotépicamente equivalente al
complejo cero.

Solucion:

Como 0,1 y 0, son homomorfismos, también lo es d,,. Para ver que es un complejo, sim-
plemente calculamos

dn—1dn(,y) = dn1(—0n-1(), On(y) — )

= (On—20p-1(2), On1(On(y) — x) — (=0n1(2)))

= (0,00-10,(y) — On-1(2) + On-1())

=(0,0)
Sea D, el complejo cero. Consideremos los morfismos fu: Cone(C), — D,y gu: D, —
Cone(C). que son cero en cada dimensién. Como las diferenciales de D, son todas cero, se

sigue que fg vy gy son morfismos de complejos. Claramente fugy = 1p,, pero gufu es el
morfismo Cone(C'), — Cone(C'), que es cero en cada dimension.

Consideremos
hy,: Cone(C),, — Cone(C'),11
(z,y) = (y,0)
que es claramente un homomorfismo. Calculamos
[dns1ln + hp1dn](2,y) = dps1 (Y, 0) + A1 (= 0n-1(2), On(y) — )
= (=0n(y), —y) + (On(y) — 2,0
= (=z,-y)
= 9414 — Lcone(c). (7, Y)

ast que gx f# ~ lcone(c). ¥ por lo tanto Cone(C'). es homotdpicamente equivalente al complejo
cero. 0J
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(b) Sea i,: C,, — Cone(C), dada por i,(c) = (0,c). Prueba que estos homomorfismos
definen un morfismo de complejos iy : C, — Cone(C'). que es hométopo al morfismo
cero.

Solucion:

Comprobamos
dpin(c) = dn(0,¢) = (0,0,(c)) = in_10,(c)

luego 74 es un morfismo de complejos. En la parte anterior comprobamos que loone(c), €s
hométopa al morfismo cero 0. Entonces

Z.# = 1Cone(C‘)* © Z# ~0o Z# =0
como queriamos probar. La homotopia en el segundo paso se cumple pues vimos en clase

que si fy =~ [, entonces fygy =~ fLg4. U

(c) Sea fyu: C. — D, un morfismo de complejos. Demuestra que fi es homdtopa al
morfismo cero si y solo si existe gx: Cone(C'), — D, tal que guiy = fu.

Solucion:

Denotaremos por 0 al morfismo cero. Si existe gx: Cone(C), — D, tal que guiy = fgu,
entonces

f#:g#i#:g#oO:O

Por otra parte, si fy ~ 0, sea h,: C, — D,1; una homotopia de 0 a fy, es decir
;H_lhn + hn—lan - _fn
para todo n. Definimos
gn: Cone(C),, — D,
(,9) = haa(2) + fuly)

Esta funcion es la que resulta de aplicar la propiedad universal de la suma directa a los
homomorfismos h,_1: C,_1 — D, v f.: C, — D,, asi que es un homomorfismo. Veamos
que todas las g, definen un morfismo de complejos.

8;971(1'7 ?J) = aqllhn—l(x) + aqqun(y) = _fn—l(x) - hn—2an—1(x) + fn—lan(y)
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gn—ldn(xv y) = gn—l(_8N—1(x)7 an(y) - ZL’)
- hn—2(_an—1(x)) + fn—l(an<y> - .T)
== _hn—Zan—l(aj) + fn—lan(y) - fn—l(x)
Vemos que 0/,g, = gn—1dn, luego gx es un morfismo de complejos. Por tltimo
Inin(€) = gn(0,¢) = fu(c)

como se queria probar.



