SOLUCIONES A LA TAREA 6

1. Sea J un conjunto y sea R — Mod” la categoria producto. Es decir, sus objetos son
tuplas (M) c; de R—moédulos y los morfismos son tuplas (f;);es donde cada f; es un

homomorfismo de R—mddulos.

(a) Demuestra que existe un funtor covariante @: R — Mod” — R — Mod que envia

(M;)jes a @ M;.

jeJ
Solucion:

En objetos ya nos dice el enunciado que debe estar definido como
M;)jer = EP M,
jeJ
Sea (f;)jes: (M;); — (N;); un morfismo en la categoria R —Mod”, es decir, cada f;: M; —
N; es un morfismo de R-moédulos. Para cada k € J, definimos
fo: My — N,
jeJ
m — (aj ) jeJ
donde a,, = fix(m) y a; = 0si j # k. Es claramente un homomorfismo de R-mddulos. Por
la propiedad universal de la suma directa, existe un tinico homomorfismo

@jfji @MJ — @N]
jeJ jeJ
tal que (®;f;)ux = f;, para cada k € J. En la demostracion de esta propiedad universal se
vio que este homomorfismo esta dado por

(®;7)(a;); ka (ar) = (fi(a;))jes

Asi que definimos en morfismos

(f])]eJ @jf]
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Resta comprobar que se comporta bien con los morfismos identidad y con la composicién.

S(1n;)jer = Bjlm; = la;u;

O[(fi)jer0(95)jer] = ®(fi09)jes = ®;(fiogs); = [®;(fi)ilo[®;(9:)5] = ©(f1)jero®(9s)jer

donde la penultima igualdad se cumple por la expresién explicita de lo que hace @& en
morfismos. O

Nota: Notemos que como @;f; es el unico homomorfismo que cumple (B;f;)ee = fi. vy
f1. = tifr, ast que tenemos la igualdad (&, f;)u = tx fx.

(b) Construye un funtor covariante A: R — Mod — R — Mod” que sea adjunto por la
derecha de .

Solucion:

Buscamos A que cumpla una biyeccion
Morg-moa(B(M;)jes, N) = Morg_yoa7 ((Mj)jes, AN))

que sea natural en N y en (M) ec;. Denotemos A(N) = (A(N););es. Entonces este isomor-
fismo tendra la forma

Homp (EB M;, N) =~ | [ Homp(M;, A(N);)
Jje€J JjeJ

Recordemos que por la propiedad universal de la suma directa, es equivalente dar un homo-
morfismo desde la suma directa a dar un homomorfismo desde cada uno de los sumandos.
Asi que parece que deberfamos definir A(N); = N. Es decir, A(N) = (N);jes. Por otra
parte, dado un homomorfismo f: M — N definimos A(f) = (f)jes: (M)jes — (N)jes, que
en efecto es un homomorfismo de A(M) a A(N). Vemos que

A(lar) = (1ar)jes = Ly,

Algf) = (9f)jes = (9)j 0 (f); = Alg)A(f)

asi que A es un funtor covariante.
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Sea Z = (M;); y consideremos la funcién

pzn: Homp (@ Mj, N) — Morg_yjea7 (Mj)jes, (N);)

Jj€J

y también

YzN: Morg_yoqr((Mj)jes, (N);) — Homp (GB M;, N)

(f.7> = T f]

donde 7(y,), es el homomorfismo determinado por la propiedad universal de la suma directa.
Se cumple

0zNYzN((f);) = pan(riy),) = (rg,ti)i = (f);

Vanezn(f) = Yzn((f1;);) =75y,

Por definicion, r(y, ), es el tinico homomorfismo tal que 7(,,),t; = fi; para todo j. Pero
claramente f también cumple fi; = fi;, asi que f = r(,,),. Esto prueba que ¢z n es una
biyeccién y solo resta comprobar que es natural en Z y N.

Comencemos con Z. Sea W = (Kj); y (gj);: W — Z. Debemos probar que el siguiente
cuadrado es conmutativo

¥Yz,N

Homp (@jeJ M, N) — Morg_yia7 (M) jes, (N);)
L [©(g;)51" (95);

PW,N

Homp (€D, K, N ) = Mot _ygoar (K;)ses (N);)

Hagamos las dos composiciones. Sea s: .., M; — N.

(95);pz.n(s) = (95);(st5); = (st5);(95); = (5t595);

ew,n[B(95);]7(5) = pwns[®(g5);] = (s[B(g5)5]¢5);

Coinciden porque [#(g;);]t; = tjg;. Esto lo vimos en la nota de la parte anterior.
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Por otra parte, sea h: N — N’y veamos que el siguiente cuadrado es conmutativo

$zZ,N

Homp <@jej M;, N) — Morp_yioas (Mj)jers: (N);)

L B ‘ [(R);]«

Pz ,N'

Homy (@),c, Mj, N') — Mot _yyos (My)jes: (N);)
Sea s: ,c; M; — N. Se tiene
[(h)ilspzn(s) = [(h);]u(st;); = (h); o (st;); = (hstj);
oz hi(s) = @z ni(hs) = (hst;),
y vemos que coinciden. ([l

>~

2. Sea A un grupo abeliano y n > 2. Demuestra que Tor(Z/n,A) = ,A y que este

isomorfismo es natural en A.
Solucion:

Consideremos una resolucién libre
o0 R3R S A0
Tenemos que calcular el primer grupo de homologia del complejo
.= 0=2Z/n® Fy 1§>dZ/n®Fo—>0

Es decir

Tor(Z/n, A) = Ker(1 ® d)
Por otra parte, recordemos el isomorfismo fy: Z/n ® M — M/nM que envia ([k],,m) a
km + nM. Consideremos el diagrama

ZinoF 2% 2/ne F,

Ir l lfFo

Fl/nFl Fo/nFo

d
donde d,(p + nFy) = d(p) + nky. Es conmutativo, pues en generadores se tiene
fFo(l ® d)([k]n ®p) = fFo([k}n ® d(p)) = kd(p) + nki
di fr, ([k]n ® p) = di(kp + nFy) = d(kp) + nth
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De aqui obtenemos
Tor(Z/n, A) = Ker(d,)
Ahora consideremos el diagrama conmutativo

0 J Gy AR

E O

0 Fy £y A 0

d €

con filas exactas. Usamos el lema de la serpiente y nos quedamos con el siguiente pedazo
nFO — nA 3} Fl/nFl E} Fo/TLFO

Se cumple , Fy = 0 pues Fj es libre, luego libre de torsién. Asi que 0 es inyectiva y Im(9) =
Ker(d,). La restricciéon de codominio nos da un isomorfismo , A — Ker(d,). Por lo tanto,
obtenemos un isomorfismo 74: ,A — Tor(Z/n, A). Retracemos nuestros pasos para dar una
férmula explicita de n4. El isomorfismo , A — Ker(d,) es la restriccién de codominio del
morfismo de conexién. Dado a € ,A, debemos escoger © € Fy con e(xr) = a. Entonces
nx = d(y) para algin y € F} y se tiene d(a) = y + nF;. Por otra parte el isomorfismo
Ker(d.) — Tor(Z/n, A) envia y + nFy a [1], ® y. Asi que

na(a) = [Hn Xy

donde nx = d(y) y €(x) = a. Sea g: A - By P, 4 Py = B — 0 una resolucién libre de
B. Sabemos que existen morfismos g;: Fy — Py go = Fy — F, formando un diagrama
conmutativo entre las resoluciones, y que el mapeo inducido en Tor(Z/n,—) es

gs: Ker(1®d) — Ker(1®d')

Z%’@ﬂ?i = Zzz ® g1(;)

Veamos ahora que el siguiente diagrama es conmutativo

pA s Tor(Z/n, A)

g*l lg*

nB —— Tor(Z/n, B)

Sea a € ,A y encontremos =z € Fy, y € Fj tales que €(x) = a y d(y) = nz. Entonces
w(go(z)) = ge(z) = gla). y d'(91(y)) = god(y) = go(nz) = ngo(x). Entonces np(g(a)) =
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[1], ® g1(y). Por lo tanto, se cumple
n8(9+(a)) = ns(g(a)) = [l ® g1(y)

g*nA(a> = g*([l]n & y) = [Hn @ gl(y)
como queriamos probar. O

3. Demuestra que Tory (@ M;, N) >~ @ Tory (M;, N).
ieJ ieJ

Solucion:

Usaremos una resolucién proyectiva P, — N — 0. Entonces

Torf (@ Mi,N) = H, ((@ MZ») ®r P, — 0)

ieJ ieJ
= H, (@(Mi ®r P.) — o)
i€

= P H(M; @5 P. - 0)

ieJ

= @ Torf(M;, N)
icJ
donde hemos usado que el producto tensorial distribuye respecto a la suma directa y que la
homologia de la suma directa de complejos es la suma directa de las homologias.

4. Sea F': Ab — Ab el funtor dado por F(A) = Hom(Z/2,A) & (A ® Z/2) y definido
en morfismos usando los mapeos inducidos de Hom(Z/2,—) y — ® Z/2 en cada
coordenada. Calcula L F(Z/2) y R'F(Z/2).

Solucion:

Notemos que F' es un funtor covariante, asi que para calcular sus funtores derivados por la
izquierda necesitamos una resolucién proyectiva de Z/2. Por ejemplo, podemos usar

0523725 7/250
donde q es el cociente usual Aplicamos el funtor F' al complejo

...—>0—>Z£>Z—>()
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y obtenemos
.= 0= Hom(Z/2,2) & (Z © Z/2) "8 Hom(Z/2,2) & (Z® Z/2) — 0

Sabemos que Hom(Z/2,Z) =0y Z ® Z/2 = 72, asi que tenemos que identificar en qué se
convierte F'(2) cuando usamos estos isomorfismos. Como el funtor F' funciona en morfismos
coordenada a coordenada y en la primera coordenada ambos grupos son cero, es el morfismo
cero en la primera coordenada. En la segunda coordenada, consiste en lo siguiente

m]s = 1® [m]s — 2® [m]s — [2m]s = [0]2
asi que es el morfismo cero. Es decir, es el complejo
o0 7Z/257/2 50
y por lo tanto L1 F(Z/2) = Z/2.

Para calcular sus funtores derivados por la derecha, necesitamos una resolucién inyectiva,
como por ejemplo

072/2-5Q/225Q/2—50— ...
donde i([m]s) = m +2Z y f(m+ 2Z) = m + Z. Ahora tenemos que aplicar el funtor F' al

complejo de cocadenas

0-50Q/2Z L Q/Z—0— ...

y nos queda
0 — Hom(Z/2,Q/2Z) & (Q/2Z  Z/2) ¥ Hom(Z/2,Q/Z) & (Q/Z & Z/2) — 0 — ...

Primero recordemos que Hom(Z/2, M) = M. Si m/n + Z € ;Q/Z, entonces

9
Z:Q(T+Z>:_m+z
n n

Asi que 2m/n es un entero o equivalentemente m/n = k/2 para algun k € Z. Pero ademds
se tiene k/2 +7Z = k'/2+ Z si y solo si k — k' es par, asi que ;Q/Z = {Z,1/2+ Z} = 7/2.
Sea m/n+27 € 5Q/2Z. De la misma manera que antes, esto quiere decir 2m/n es un entero
par, luego m/n es entero. Entonces oQ/2Z = {2Z,1 + 27} = 7./ 2.

Por otra parte, sabemos que M ® Z/2 = M /2M. Primero vemos que

QJQ/Z’L-’QQ —
Q/Z@Z/2_m_2(@_<@®2/2—0
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De la misma manera se prueba que Q/2Z ® Z/2 = 0. De nuevo, como los homomorfismos
inducidos por el funtor F' van a coordenada a coordenada y la segunda coordenada es cero,
es suficiente ver lo inducido en la primera coordenada, es decir f,.: Hom(Z/2,Q/2Z) —
Hom(Z/2,Q/7Z) pero visto como morfismo Z/2 — 7Z/2. Dado m € M, denotamos por
hpm: Z)2 — M el homomorfismo dado por h,,([n]s) = nm.

[n]e = hnioz = fehnioz = fhngoz = fhogoz([l2) = f(n+2Z) =n+Z =7
Es el homomorfismo cero, asi que el complejo tiene la forma

0 Z/2357/2—50— ...
y por lo tanto R'F(Z/2) = Z/2. O



