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Introduccion

En matematicas es comun introducir primero un concepto en un contexto especifico y
posteriormente generalizarlo para obtener un marco mas amplio de estudio. Un ejemplo
tipico es el calculo diferencial: originalmente concebido como una herramienta para medir
la tasa de cambio de funciones reales R — R, luego evoluciond naturalmente hacia el
calculo de varias variables. Las variedades surgen como una generalizacion de los espacios
euclidianos: intuitivamente, son espacios que localmente se parecen a R™. En el contex-
to de variedades suaves se exige, ademés, que localmente sean difeomorfos a abiertos de
R™, lo que permite introducir nociones de diferenciabilidad, espacios tangentes, derivadas
parciales y demas herramientas del calculo diferencial sobre una variedad suave. La defi-
nicion moderna de variedad aparece por primera vez en [Veb62|; no obstante, conceptos
analogos ya aparecian en la literatura matematica anterior (véanse [Gau28| y |[Rieb4]), lo
que sugiere que esta definicion es esencial en el campo de las matematicas.

Nuestro objetivo en el primer capitulo es introducir las formas suaves: dada una va-
riedad M y un entero k& > 0, una forma suave de grado k (6 k-forma) es, de manera
conceptual, una asignacion suave que asocia a cada punto de M un tensor alternante de
grado k en el espacio cotangente. Un caso particular son las O-formas, que cominmente
llamamos funciones real-valuadas. Siguiendo la narrativa de generalizacién antes descrita,
las formas suaves extienden la nociéon de funciéon y permiten definir integrales sobre va-
riedades; en particular, para una variedad orientada de dimension n existen integrales de
n-formas que generalizan la integral clésica de funciones. En ese entorno adecuado y ele-
gante se unifican los Teoremas de Green, Gauss y el Teorema clasico de Stokes en un tinico
enunciado general: el Teorema de Stokes. Sin duda, este caso representa adecuadamente
el espiritu de las matematicas, que busca crear un sistema consistente en donde expresar
ideas abstractas, destacando el caracter constructivo y creador de las matematicas, tal
como expres6 Janos Bolyai: “Out of nothing I have created a strange new universe’.

En el segundo capitulo presentamos la cohomologia de De Rham, una de las herramien-
tas fundamentales que relacionan el anélisis diferencial con la topologia. La cohomologia
de De Rham asigna a cada variedad suave una sucesion de espacios vectoriales (los grupos
de cohomologia), y esta asignacion es funtorial: un morfismo suave entre variedades induce
morfismos lineales entre sus grupos de cohomologia. Conviene entender la cohomologia de
De Rham como una forma sistemética de transformar problemas topologicos en problemas
algebraicos, de modo que técnicas algebraicas permitan estudiar invariantes topologicos.
El propoésito de esto es poder calcular invariantes que distingan variedades y describan su
estructura. En el Capitulo 2 establecemos las hipotesis necesarias para definir la cohomo-
logia de De Rham, demostramos su invarianza homotoépica y presentamos herramientas



que facilitan el calculo de estos grupos en ejemplos concretos. El final de este capitulo sirve
como una introduccion de lo que veremos en el tercer y tultimo capitulo, donde, usando la
dualidad de Poincaré calcularemos el anillo de cohomologia de CP" como &lgebra.

El tercer capitulo profundiza en la estructura de algebra graduada que poseen los
anillos de cohomologia. En particular, estudiaremos la riqueza algebraica que emerge al
considerar los anillos de cohomologia de grupos de Lie. Los grupos de Lie son variedades
que ademés poseen una estructura de grupo suave; este doble caracter los convierte en
objetos de interés central en muchas areas de la matemaética y la fisica. El término grupo
de Lie es debido a Sophus Lie, quien inici6 el estudio sistemético de estas estructuras en
una serie de trabajos a partir de 1874. Para abordar la cohomologia de ciertos grupos
de Lie necesitaremos resultados que permitan calcular productos y tensores de anillos de
cohomologia. Un teorema clave en este sentido es el teorema de Kiinneth, que relaciona la
cohomologia de un producto de variedades con el producto tensorial de las cohomologias
de cada factor; su demostraciéon no es trivial y serd un objetivo central del Capitulo 3,
donde ampliaremos el lenguaje desde espacios vectoriales a R-médulos segtin sea necesario.
Con estas herramientas, procederemos al célculo explicito del anillo de cohomologia del
grupo de Lie U (n), que constituyen el objeto de estudio de esta tesis.

Este trabajo sigue la estructura establecida por Alexander Kupers en sus notas [Kup20].
Por razones personales y de estilo, los nombres de los capitulos toman como referencia
obras literarias del llamado “boom latinoamericano” y de la literatura posterior; el primer
capitulo esta inspirado en Chen anos de soledad de Gabriel Garcia Marquez, el segundo
capitulo es una referencia a Rayuela de Julio Cortazar, y el tercero es una alusiéon a Los
detectives salvajes de Roberto Bolano. Después del nombre de cada capitulo aparece un
epigrafe del respectivo libro en el que estan basados los nombres de los capitulos, con el
objeto de establecer cierta relacion entre la obra y el contenido del capitulo. Estos titulos y
epigrafes son apreciaciones personales que buscan subrayar analogias tematicas y aportar
un matiz creativo a la estructura del trabajo; no pretenden implicar correspondencias
estrictas entre periodos literarios y desarrollo matematico.

Finalmente, este trabajo pretende ser, por un lado, una exposiciéon ordenada y rigurosa
de conceptos fundamentales: formas suaves, teorema de Stokes, cohomologia de De Rham
y, por otro, una demostracion practica de técnicas de calculo de cohomologia en ejem-
plos relevantes en donde son imprescindibles técnicas de calculo multivariable y algebra
lineal, cursos basicos en la licenciatura. Por otro lado, busca mostrar de forma accesible
conexiones profundas que podemos encontrar en la estructura algebraica de los grupos de
cohomologia, ademéas de establecer una conexion con la topologia algebraica.



Capitulo 1

Cien Anos de Variedades

El mundo era tan reciente, que
muchas cosas carecian de nombre, y
para mencionarlas habia que
senalarlas con el dedo.

Gabriel Garcia Mdrquez.

1.1. Variedades Suaves

En este primer capitulo vamos a generalizar varios conceptos y teoremas vistos en nuestros
primeros cursos de céalculo, empezando con la definicién de variedad suave.

Definiciéon 1.1.1. Una variedad suave de dimension n (6 n-variedad suave) es un espacio
topoldgico Hausdorff, sequndo numerable, junto con una estructura diferenciable definida
por un atlas mazrimal suave.

Un atlas de una variedad suave M es una coleccion de cartas {(U,, ¢a)}, es decir,
una coleccion de tuplas (U,, ¢,), donde U, C M es un subconjunto abierto de M y
®o : Uy — R™ es un homeomorfismo de U, a un subconjunto abierto de R™. El mapeo ¢, es
llamado un mapeo local coordenado, ya que se puede ver como ¢, (p) = (1 (p), ..., 2, (p)),
las funciones componentes son llamadas coordenadas locales en U,,, por lo que tiene sentido
denotar a una carta como (U,, ¢) = (Us,1,...,2,). Para que esta coleccion de cartas
sea un atlas se debe cumplir que M = |, U,. Decimos que un atlas es suave si todos los
mapeos

bap = P30 0y 1 o (Ua NUs) = ¢ (Ua N Up)

son mapeos suaves, es decir, mapeos de clase C*° entre conjuntos abiertos de R™. A los
mapeos ¢op los vamos a llamar mapeos de transicion.



Po (Ua N Up) b5 (Ua NUp)
R"™ R"™

Ademés, los mapeos de transicién en un atlas suave son difeomorfimos, es decir, tienen
inversa suave. En efecto ¢, 0 90 = ¢aa = Idrn ¥ ¢ap © ¢ = ¢ps = Idrn y por lo tanto
®sq s la inversa de ¢4, ¥ ya que estamos suponiendo que es un atlas suave, entonces el
mapeo de transicion ¢g, es suave y por lo tanto ¢,s es un difeomorfismo.

Dos atlas de M se dicen compatibles si su unién es un atlas. Decimos que un atlas
{(Ua, b))} es maximal si cualquier atlas compatible que lo contiene esté forzado a ser él
mismo. Sin embargo, para mostrar que algo es una variedad suave basta con dar un atlas
suave, esto debido a la siguiente proposicion:

Proposicion 1.1.2. Todo atlas suave estd contenido en un unico atlas maximal.

Demostracion:

Sean A" = {(Ué,qﬁg)} y A" = {(U;’,%’)} dos atlas suaves que contienen un atlas
suave A = {(U,, ¢o)}. Consideremos, para cada 3,7,

6y =00 (¢5) 10 (UpUY) = o (U UY).

Vamos a demostrar que ¢, es suave y por lo tanto A’ y A” compatibles. Ya que la suavidad
es una propiedad local, basta con demostrar que cada x € ¢ (U 5N UY ) tiene una vecindad
abierta tal que la restriccion de ¢3, a esa vecindad abierta es suave.
—1
Tomemos una carta (U,, ¢,) € A tal que (gb’ﬂ) () € U,. Podemos escribir la restric-

cion de ¢g, a ¢ (Ua NU;zN U§’> como

= (¢ (@a)")

s (UamUéng)

o (90 (9)")

que es composicién de dos mapeos suaves, ya que A" y A” son compatibles con A, y ya
.« ., . /
que composiciéon de mapeos suaves es suave, se tiene que ¢g, es suave y por lo tanto A" y

¢Bw

o (UanUsNUZ) %(UamU'ng)

B

4



A" son compatibles. Ahora que hemos probado que si A C A’y A C A”, implica que A" y
A" son compatibles, podemos construir un tnico atlas maximal de la siguiente manera:

Apax 1= U A

ACA’

donde A’ contiene a A. O

Veamos algunos ejemplos de atlas en variedades suaves:

Ejemplo 1.1.3. El ejemplo mds trivial que podemos encontrar de una variedad suave es
R", notemos que {(R",Idgn)} es un atlas suave para R™.

Aqui un ejemplo no tan trivial, pero muy conocido. Antes de introducirlo, enunciaremos
un resultado general sobre mapeos cocientes que utilizaremos méas adelante. Este resultado
puede encontrarse en [Leel3, A.27].

Teorema 1.1.4. Sean X y Y espacios topoldgicos y m: X — Y un mapeo cociente. Si B
es un espacio topologico, un mapeo F 1Y — B es continuo si y solo si Fom: X — B es
continuo.

Ejemplo 1.1.5. Sea CP! definido como (C*\ {0}) /~, donde (z1,29) ~ (21,24) si y solo
si existe A € C\ {0} tal que (z1,22) = A (2], 25). A la clase de equivalencia la denotamos
[21 1 29]. Como cociente de C*\ {0} existe una proyeccion natural, llamado el mapeo cocien-
te, m: C*\ {0} — (C*\ {0}) /~, que manda x € C* a su clase de equivalencia. Definimos
la topologia en CP' declarando que U es abierto si m' (U) es abierto en C*\ {0}.

Definamos:
U, =CP"\{[0:1]}, Uy =CP"\ {[1:0]},
Y
Q01:U1—>(C, [1:22]|—>22,
QDQ:UQ—>(C, [21:1]|—>21,
donde
o7t C — Uy, z[1: 2],
05t C — Uy, z [z 1].

Ahora veamos que 1, s son homeomorfismos. Consideremos primero el caso de p,. Para
ello, observemos el siguiente diagrama:

a1 (Ul) C (CQ\{O} —r U, C CP!

\ prl
@p10m
C

La restriccion w|—1qy) : 71 (U1) — Uy es un mapeo cociente, véase el Teorema 22.1 de
[Mun00)]. Sea (z1,22) € 7= (U;). Entonces,

@10 (21, 22) = ¢1([21, 22])
%)

Y

21



es un mapeo suave. Por el teorema[I.1.]] se sigue que @1 es un mapeo continuo. Por otra
parte, el mapeo o1 puede escribirse como la composicion

o =mof,

donde
f:C— C*\ {0}, 2z (1, 2),

7 : C* {0} — CP, (21,22) = 21 29,

es el mapeo cociente. Como ambos mapeos son continuos se concluye que oy es continuo.
Por lo tanto ¢y es un homeomorfismo. Andlogamente se prueba que o es un homeomor-
fismo. Vamos a ver que {(U1, ¢1) , (Us, 2)} es un atlas suave para CP*, por la Proposicion
no es necesario que este atlas sea mazximal para concluir que CP' es una variedad
suave. Primero observemos que Uy U Uy = CPY. Ahora vamos a mostrar que los mapeos
de transicion @12 Y P21 SON suaves. Sea

P12 = w2001 " o1 (U NUs) = C\ {0} — ¢, (U3 NTs) = C\ {0}

uno de los mapeos de transicion y z € C\ {0}, veamos que:

pa 007 (2) = @2 ([1:2])

~ou ([ 11)

et Z717
donde la sequnda igualdad es debido a que (1,2) = z (271, 1) implica [1 : 2] = [z~ : 1]. De
manera similar para el otro mapeo de transicion s tenemos

prowy (2) = @1 ([z:1])

~a (=)

= 2_17
donde la sequnda igualdad es debido a que (2,1) = z (1,271) implica [z : 1] = [1 : z7Y]. Los
mapeos de transicion Yis, o1 Son suaves en el sentido real, pues ambas corresponden a la
funcion

FRA {0} > B2\ {0} (x,ym( : v )

,—
22 + y2 x2 + y2
que es suave.

Ejemplo 1.1.6. Sea S? = {z € R?®: ||z|| = 1}. Definamos:

Vi :SQ\{(070>1)}7 Va :SQ\{(070>_1)}7

1 : Vi = C, (a,b,c) — +1




Py 2 Vo — C, (a,b,c) — +1

1+c¢ 1+¢’

donde

_ _ 2
n . 1
41 C 3 B ( z24z z2—ZzZ |z ) |

21 (14 ]2) |22+ 1

Vi C oV, n z+Z z2—Z 12|* — 1
: ) z ) [ :
2 ? 12]* +1 i(l + |z!2) 2% + 1

El mapeo 1 (a,b,c) = % +i-2 es continuo en el sentido real, pues corresponde al mapeo

1—C

1-27 1-2
estaria en el dominio pues a S? le removimos el punto (0,0,1). El mapeo ¥7" es suave pues
igualmente la podemos ver como un mapeo de R? — R3 que en este caso siempre es suave,
ya que los denominadores de las tres entradas siempre son distintos de cero. Andlogamente
se prueba que 1y es un difeomorfismo y por lo tanto ambos son difeomorfismos.
Ya que Vi U Vy = S?, entonces {(Vy,11), (Va,12)} es un atlas para S* conocido como
la proyeccion estereogrdfica. Ahora veamos que es suave. Sean

iy = a0yt Py (Vi N V) = C\ {0} — 4o (Vi N V) = C\ {0},
o1 = 1oyt : C\ {0} — C\ {0},

los mapeos de transicion de este atlas. Tomemos z € C\ {0}, entonces

Y R — R? que envia (1,y,2) a ( - ), que es suave si z # 1, que en este caso no

ot (2) = ¥ z2+7Z z—z |2 -1
z - Y Y
2 1 2 ’Z‘2+1 Z(1+|Z|2) ’Z‘2+1

et 2717

por otro lado

_ = 2__
wlowgl(azwl(”z 2=z K 1)

P17 (14 12%) " 2+
=271
que son suaves para todo z € C\ {0}.
Ahora vamos a definir los mapeos suaves entre variedades.

Definicion 1.1.7. Sea F : M — N un mapeo entre una n-variedad M y una m-variedad
N. Decimos que F es suave en el punto p € M si existen cartas (V,v) y (U,¢) con
F(p) eV ypeU tales que la composicion h = |varw) o Flr-1(vynw © 0~ sr-1(v)nu) €8
suave en ¢ (p),

FlWnUcM -+t VchN

| J
$(F1(V)NU) ——— R™

esto es, el mapeo del subconjunto abierto ¢ (F~1(V)NU) de R™ a R™, es suave en ¢ (p).

7



A continuacion vamos a dar un ejemplo de difeomorfismo entre variedades:
Ejemplo 1.1.8. CP? es difeomorfo a S?.

Demostracion:
Usando la notacién de los Ejemplos y |1.1.6| definamos F : CP! — S? como

) _ Ui (g1 ([21 1 22])) st 211 2] € Uy,
Pl zl) = { Gt (oo (215 ) si [21: ] € U,

Primero, vamos a ver que esté bien definida. Supongamos que [z; : 23] € U; N Us, esto es,
21, 73 # 0, veamos que se cumplen las siguientes igualdades:

vt e (s ) =i (o (|22 2]))
=i (3)
(3
= vyt (o2 (|241])) = i (e s 2l

por lo tanto F' esté bien definida. Para probar que F' es suave vamos a verificar que para
todo par de indices 7, j € {1,2}, el mapeo h es suave.

FY(V;))NnU; cCP' —X— Vv, C 52

yi ﬁj

gpi(F_l(Vj)ﬂUi)CCT(C

Para ello vamos a separarlo por casos. Si i = j entonces
h=1;0Fop;':C— C, 2 2,
ysii# ]

h=ty0Fop i C\{0} = C\{0}, 227,
por lo tanto h es un mapeo suave. Solo falta verificar que su inversa, F~! : §? — CP!,
definida de la siguiente manera:

-1 .
_ eV
F 1 ) = 901_ (¢1 (‘/L‘)) S%ZL’ 1,
W={ it wren
es suave. Para ello, vamos a verificar que para todo par de indices 7,5 € {1,2}, el mapeo
h~! es suave. Si j = i entonces

hfl:gpioFfloqu*l:(C%(C, Z 2,
ysij#i
h'=goF toy;!:C\{0} = C\{0}, 22

y ambos son suaves en su respectivo dominio. Concluyendo que CP? es difeomorfo a S2.
O



1.2. Haz Tangente

Ahora vamos a definir el espacio tangente en un punto de un variedad. Existen distintas
formas de definir este espacio, nosotros la definiremos usando gérmenes. Vamos a definir
una relacion de equivalencia ~ en el conjunto de mapeos suaves entre variedades en una
vecindad de p € M. Consideremos

{f:UCM — N : My N variedades, U es una vecindad abierta de p, f es suave},

diciendo que f ~ g si existe una vecindad abierta V' de p tal que f|y = g|y. Comprobemos
que en efecto se trata de una relacion de equivalencia.

s Reflexividad: Es claro que f ~ f, ya que para cualquier vecindad abierta U dep € M,
flo = flu.

» Simetria: Si f ~ g entonces existe una vecindad abierta V' de p tal que f|y = g|v,
pero esto es lo mismo que g|y = f|y, por lo tanto g ~ f.

» Transitividad: Supongamos que f ~ gy g ~ h, entonces existen vecindades abiertas
V. W dep € M tales que f|y = glv v glw = hlw, peroVNW Cc Vy VW C W asi
que también se cumple que flvaw = glvaw ¥ glvaw = hlvaw. Ya que p pertenece
tanto a V' como a W también va a pertenecer a la interseccion V' N W y ademas la
interseccion de dos vecindades abiertas es una vecindad abierta. Hemos encontrado
una vecindad abierta V N W en p tal que flyaw = hlvaw v f ~ h.

Definicion 1.2.1. La clase de equivalencia de f: U — N bajo ~ se llama germen de f
en p. El conjunto de gérmenes de mapeos con valores reales suaves f : U —- R enp e M
es denotado por C3° (M).

El espacio tangente de una variedad M en un punto p, denotado por 7, M, es el conjunto
de todas las derivaciones en p. Una derivacion en p es un funcional lineal X : C7° (M) — R
que asigna a cada funcion diferenciable f € Cp° (M) un niimero real X (f) tal que satisface
la regla de Leibniz:

X(fg)=fwX (@ +gp)X(f), VfgeCr(M).

El conjunto de todas las derivaciones de C}° (M) es cerrado bajo suma y producto escalar
con las operaciones

(X1 4+ Xo) () = X0 (/) + X2 (f),  (X)(f) = (X (),

para f € C}° (M), c € R. Es facil comprobar que T, M es un espacio vectorial con estas
dos operaciones.

Proposiciéon 1.2.2. Sea M una variedad, p € M, X € T,M y f,g € C;° (M), entonces
se cumplen las siguientes afirmaciones.

1. Si f es una funcion constante, entonces X (f) = 0.



2. Si f(p)=g(p) =0, entonces X (fg) = 0.

Demostracion:

1. Supongamos que f = cte., donde cte. es la funcién constante que manda todo a
c € R. Entonces por linealidad de las derivaciones

X (f) = X (cte.) = X (ctey),
por lo que basta probar el caso cte;. Luego

X (cte;) = X (ctey - cteq)
= 1X (cter) + 1.X (cteq)
= 2X (ctey),

por lo tanto X (cte;) = 0, completando la prueba.

2. Por la regla de Leibniz,
X(fo)=g@)X(f)+f(p)X(g9)=0. O

El uso de gérmenes para definir el haz tangente esta justificado, pues queremos que
T,R" sea generado por el conjunto {9/0r|,,...,0/0r,|,}, donde ry, ..., r, son las coorde-
nadas usuales en R™. Veamos el caso para T,R: sea f € C)° (R), por el Teorema de Taylor
se tiene, como igualdad de gérmenes en p:

d 1 [ &
dxp<f)) (l’—p)+2!(dx2p

+~--+,€1!(CZC,€p(f)>(x—p)’“+~-

=f + fi(z)(x—p),

(f) + 5 (ji (f)) (r—p)+ 5 (ci'fs

f(x)Zf(p)Jr(

(f)) (z—p)°+-y filp) =

p p

f = ctegp) + f1(Idr — ctey) . (1.1)
Sea X una derivacion en p, por (|1.1)) se cumple
X (f) = X (ctesg) + X (fi (Idz — ctey))
=0+ X (fl (IdR - ctep))

= X (f1) (Idg — cte,) (p) + X (Idg — ctep) f1 (p)
= X (f1) (0) + X (Idg — ctep) f1 (p)

(f)-

T=p

d
= X (Idg — cte,) e
T

10



Por lo tanto toda derivacién X de T,R se puede ver como una combinacién lineal (de un
elemento) de la derivada de f respecto a x en p y la derivada usual es una base para el
espacio tangente de R en p.

Veamos que existe una manera natural de definir las derivadas parciales en una variedad
suave.

Definicion 1.2.3. Denotemos como ry,...,r, a las coordenadas usuales en R"™. Sea M
una n-variedad y (U, ¢) = (U, x1, . .., T,) una carta alrededor de p € M, donde x; = r;o¢ :
U—R. St f esun mapeo suave en una vecindad de p, definimos:

0
3@

0
87"2‘

=

p

(foo')eRr
#(p)

También se suele escribir

0

p 81‘,

of
ﬁxi

f.

P

Ahora veamos que

0
81’7;

p

0

= f(p) oz,

p

Cumple la regla de Leibniz, por lo tanto a%ilp es una derivacion en p, por lo tanto un
vector tangente en p.

Definicion 1.2.4. Sea F' : M — N un mapeo suave de variedades, donde M y N tienen
dimensiones n y m respectivamente. Para cada punto p € M, el mapeo F' induce un mapeo
lineal entre espacios tangentes, llamado la diferencial de F' en p

(dF)p : TpM — TF(p)N,

que estd dado como sigue: si X € T,M, entonces (dF'),(X) estd definido por

((dF), (X)) (f) =X (foF)€R  para f € C7, (N).

11



Para ver que lo anterior tiene sentido, notemos que si f € C’;O(p) (N) entonces fo F €
Cpe (M). Luego el operador (dF), (X) es lineal ya que X es lineal, y cumple la regla de
Leibniz debido a que para f,g € Cf,) (N) se cumple:

(dF), (X) (fg) = X ((fg) o F)
=X ((foF)(goF))
= (foF)(p) X (9o F)+ (9o F)(p) X (foF)
= [(F(p) (dF), (X)(9) + g (F (p)) (dF), (X) .

Por lo tanto (dF'), (X) € Try)N.

Teorema 1.2.5. (Regla de la cadena) St F: N — M y G : M — L son mapeos suaves
entre variedades y p € N, entonces

(d(G o F)), = (dG) o (dF), .

Demostracion:

Sea X € T,N y sea f un germen en G (F (p)) € L entonces:
((d(GoF)),X)(f)=X(foGoF), (1.2)

y por otro lado

(([@G) gy 0 (@F),) X) (£) = ((dG) gy ((dF), X)) ()
= ([dF), (X)) (fo @)
— X (foGoF). (1.3)
De y (1.3) se tiene que
(G0 F)), = (dG)gy o (dF),. a

A lo largo de este trabajo estaremos usando el espacio tangente de una variedad en
un punto, por lo que nos conviene tener una base “candnica”’ para este espacio, y ahora
usando la diferencial de un mapeo podemos probar una proposicion que nos da esa base.
Pero antes vamos a mostrar algunas cosas que necesitaremos.

La diferencial del mapeo identidad Id,; : M — M esta dada por

((d1da), X,) (f) = X, (f o Tdar) = X, (f),
para todo X, € T,M y f € C;*(M). Y por lo tanto

(d IdM)p = IdTpM : TpM — TpM

12



Sea (U, ¢) una carta de M y p € U. La diferencial de ¢ en p induce un mapeo lineal
(d(b)p : TpM — T¢(p)Rn.

Ya que ¢ : U — V C R" es un difeomorfismo, existe ) : V. — U tal que ¢ o) = Idy y
1o ¢ = Idy. Por la regla de la cadena

(dY) g © (d9), = (d (¢ 0 9)), = (d 1dp),, = Idz, 1,

(dp), o (dip) gy = (d (D 0 1))ypy = (d 1dv) ) = Idz, mn-

Concluimos que (d¢), es un isomorfismo de espacios vectoriales y T),M tiene la misma
dimension que M, de manera analoga se puede probar lo siguiente:

Corolario 1.2.6. Si F': N — M es un difeomorfismo de variedades y p € N, entonces
(dF)p : TyN — TrpyM es un isomorfismo de espacios vectoriales.

La siguiente proposiciéon muestra que la derivada parcial proporciona de forma natural
una base para el espacio tangente de R".

Proposicion 1.2.7. El conjunto {0/0r|,,...,0/0r,|,} genera T,R".

La demostracion de esta proposicién es anédloga al caso de T,R, usando el Teorema de
Taylor en varias variables:

Teorema 1.2.8 (Teorema de Taylor en varias variables). Sea f : R — R una funcion

de clase C* en una vecindad de un punto p = (p1,...,p,) € R". Entonces, para x =
(x1,...,2,) suficientemente cercano a p, se tiene
fx) = f(p) ;axi@x ]Zl axl(%] pi)(x; — p;)

k! iy -+ Oy LV T P i T P

S 1.t =1

Véase [MTMO1] §3.2], donde se presentan explicitamente los casos hasta tercer orden, es
decir, para funciones f : R® — R de clase C', C? y C3 respectivamente. La forma general
se puede probar por induccién, usando el método de demostraciéon que se da para el caso
de segundo orden.

A continuacion vamos a dar una base para el espacio tangente de M en un punto p.

Proposicion 1.2.9. Sea (U, ¢) = (U, 1, ..., x,) una carta alrededor de p € M. Entonces,
{0/0z1|p, -+ ,0/0x,|,} es una base para T,M.

Demostracion:

13



Dada f € C;° (R"), tenemos que

((dq»p - )<f>= o
0
B 87’2-

0
_87"1‘

(fod)

p

(fopos™)

#(p)

(f)-

#(p)

Y ya que {8/87’1|¢(p), . ,a/arny¢(p)} es una base para el espacio tangente Ty, R" y

que (dqﬁ)p : T,M — Ty R™ es un isomorfismo de espacios vectoriales se sigue que
{0/0z1|p, . ..,0/0x,|,} es una base de T, M. O

Proposicion 1.2.10. Sea M una variedad suave y U C M wuna vecindad de p € M.
Entonces,
T,U =T,M.

Demostracion:

Sea (V,1)) una carta de M alrededor de p, entonces U NV # () es un conjunto abierto
en M porque tanto U como V son abiertos en M. Asi existe una carta (UNV,¢) =
(UNV,xq,...,z,) donde T,U y T,M estan generados por el conjunto

o, .9,
0x; """ 0, T

Entonces T,U = T,M. O

Ahora vamos a definir el haz tangente, que en particular es un haz vectorial sobre M.

Definicion 1.2.11. Para cualquier n-variedad suave M se define el haz tangente de M,
denotado por T'M, como el conjunto determinado por la union disjunta de los espacios
tangentes en todos los puntos de M :

T™ = | | T,M.

peEM

Vamos a darle una topologia al haz tangente. Para ello, vamos a construir una base para
dicha topologia. Recordemos la definiciéon de una base de una topologia.

Definicion 1.2.12. 57 X es un conjunto, una base para la topologia de X es una coleccion
B de subconjuntos de X tal que:

1. Para cada x € X, existe al menos un elemento en la base B € B, que contiene a x.

14



2. Si x pertenece a la interseccion de dos elementos de la base By, By € B, entonces
existe un elemento en la base By € B que contiene a x tal que Bz C B1 N Bs.

Sea (U, ¢) una carta alrededor de p € M y ¢ = (x1,...,x,), entonces

TU = | | T,U = | | T,M,

peU peU
ya que por la Proposicion [1.2.10| para p € U,
T,U =T,M.

Una base para T,M es el conjunto de vectores {0/0z1|p,...,0/0,|,}, asi un punto v €
T,M se puede ver como la combinacién lineal

0

0331‘ ’
p

v=3 e (v)

donde ¢; : U — TU es una funcion en U que depende de ¢. Ahora consideremos la funcion
¢:TU = ¢(U) x R”

dada por
v (21 (p), . sxn (), a1 (p), ..y en(p))- (1.4)

Notemos que P tiene inversa y podemos darla explicitamente como

(¢(p)7ala---7an) Hzgzaaxz p7

por lo tanto ® es biyectivo.

Vamos a transferir la topologia de ¢ (U) x R™ a TU de la siguiente manera: un conjunto
Aen TU es abierto siy solo si ® (A) es abierto en ¢ (U) x R™ con la topologia de subespacio
que hereda de la topologia estandar de R?". Notemos que con esta definicién tenemos que
® es un homeomorfismo. De lo anterior tenemos que si V' C U, la topologia relativa de
TV como subconjunto de TU es la misma que la topologia inducida por la biyeccion
STV — ¢ (V) x R™.

Sea B la coleccidon de todos los subconjuntos abiertos de T'U, con U, recorriendo todos
los conjuntos abiertos coordenados en M, es decir:

B = U {A : A abierto en TU,, U, abierto coordenado en M} .

Ahora vamos a mostrar que esto es una base para una topologia en T'M. Para ello vamos a
ver que satisface la condiciones de la Definicion [1.2.12] Si B satisface estas dos condiciones,
entonces podemos definir la topologia 7 generada por B. En nuestros términos lo que
debemos probar es que se cumplen los dos incisos de la siguiente proposicion:

Proposicion 1.2.13. 1. Para cualquier variedad M, el conjunto T'M es la union de
todos los elementos de B.

15



2. Sean U,V conjuntos coordenados en una variedad M. St A es un abierto en TU vy
B es un abierto en TV, entonces AN B es abierto en T (UNV).

Demostracion:

Primero demostraremos el inciso 1. Sea {(U,, ¢o)} €l atlas maximal de M. Entonces

T™ =JTU,c |JAcCTM.
a AeB

Ahora tratamos el inciso 2. Ya que T (U NV) C TU, por la definicién de topologia
relativa, ANT (U NV) es abierto en T (U N'V). Anélogamente BN T (U NV) es abierto
en T (UNV). Pero

ANBCTUNTV =T({UNV),

de ahi

ANB=ANBNT({UNYV)
— (ANT(UNV)N(BATUNV)),

es abierto en T (U NV). O

Ya que B satisface las condiciones 1 y 2 de la proposicién anterior, la coleccion B es
una base. Vamos a darle al haz tangente T'M la topologia generada por la base B. Veamos
que si M es suave, entonces T'M es suave:

Proposicion 1.2.14. Si {(U,, ¢a)} es un atlas suave para M, entonces {(TU,, P,)} es
un atlas suave para TM, donde ®, es el mapeo en TU,, definido como en .

Demostracion:

Es claro que TM = U, TU, y que ®, es un homeomorfismo por lo que solo faltaria
probar que las cartas son compatibles. Sean (T'U,, ®,),(TUs, ®3) dos cartas de TM y
consideremos el mapeo de transicion @,z : ¢ (Uy NUg) X R™ — ¢5 (U, NUg) x R™

TU, N TUj

ba (Ua NUpg) x R” ds (U, NUg) x R"

Pop=0god !

dado por
(o (p) a1, an) = (950 0a") (90 (P)) b1, ba) (L.5)

donde a; y b; estan definidos como los niimeros reales que satisfacen que sobre las cartas
(Ua, 00) = (Uas 1, ... 20) , (Us, 03) = (Us,y1, ..., yn) de M, un elemento en 7,M se vea
localmente para todo p € U, N Ug como

0 0

i Y

(1.6)

p
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Usando ([1.6) y la definicion de derivada parcial tenemos

- 'axi ,
d (yr o d,")
zﬁ': K or; ¢a(p)
(re o ¢pod,’)
- Z or; : $a(p)
_ Pp ° Oy
- XZ: ai or; k ¢a (p)'

Asi el mapeo (1.5]) se puede ver como

(G p), a1, 00) ((% 0 6:") (6a () s 20 e

Y

$a(p)

7

.,Zaia(gbﬁogb;l)”

873-

Do (P))

que es suave entrada a entrada ya que por hipotesis (¢35 o ¢, 1) es suave (pues es la funcion
de transicion en el atlas de M) y las derivadas parciales son suaves. Por lo tanto @50 ®_!
es suave y {(TU,, ®,)} es un atlas suave para T'M. O

Definicion 1.2.15. Sea M una variedad suave. Un haz vectorial real suave de rango k
sobre M es una variedad suave E junto con un mapeo sobreyectivo m : E — M que
satisface:

1. Para cada p € M, el conjunto E, =7 (p) C E (llamado la fibra de E sobre p) es
dotado de un estructura de espacio vectorial.

2. Para cadap € M existe una vecindad U de p en M y un difeomorfismo ® : 7= (U) —
U x RF tal que el siguiente diagrama conmuta

N (U) —2 U x R¥

\ lm

U

donde 1 es la proyeccion sobre U.
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3. Para cadap € U
¢, = ®|g, : B, = {p} x R",
es un isomorfismo de espacios vectoriales. A dichos isomorfismos se les llama tri-
vializactones locales.

El haz tangente de una n-variedad suave es un haz vectorial suave de rango n, donde
E=TM, E,=T,M es un espacio vectorial y 7 : TM — M esta definido como 7 (p, X') =
p. En efecto, las trivializaciones locales son los mapeos ® definidos antes.

Definicion 1.2.16. Una seccion suave de un haz vectorial m: E — M es un mapeo suave
s: M — E tal que mo s =1dy,;.

De ahora en adelante, cuando se mencione una seccién nos estaremos refiriendo a una
seccidon suave a menos que se indique lo contrario.
Veamos una forma de poder calcular las bases del haz tangente.

Proposicion 1.2.17. Supongamos que (U, ¢) = (U, x1,...,x,) es una carta alrededor de
p € M. Entonces:
ox; ,
Ly g
al'j »
Demostracion:
Sea p € U. Notemos que x; = r;0¢ : U — R, donde rq,...,7, son las coordenadas
usuales en R". Entonces
Ox; (o)
01, I o
(riogod¢ 1)
orj ¢(p)
a /L. ) . . .
o L .
Tilotr) R

Sea I : R" — R™ y consideremos la diferencial (dF), : T,R" — Tp)R™ para cierto
p € R". Sean z1,...,x, coordenadas en R" y y1,..., ¥y, coordenadas en R™, entonces

teR.
( P (9(131 Z Jays Fip a]
Notemos que usando la Proposicion [1.2.17;
Zajas| Y —Zaséz =al (1.7)
s 0y gy,

Por lo tanto tenemos una manera de calcular el - ésimo coeficiente de la combinacion lineal
de (dF) %b € TrpR™ con la base %|F( |F(p)> lo que es muy T1til para calcular
las bases explicitas del espacio tangente.

P B
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1.3. k-Formas Suaves

1.3.1. Algebra Exterior sobre Espacios Vectoriales

Antes de continuar, vamos a presentar algunos conceptos y resultados del dlgebra exte-
rior de espacios vectoriales que nos seran tutiles mas adelante para definir las k-formas.
Empecemos definiendo que k-tensores en un espacio vectorial V.

Definicion 1.3.1. Un k-tensor en un espacio vectorial V es una funcion real-valuada T
en el producto cartesiano V¥ =V x .- x V, que es multilineal, esto es:
—_——

k wveces
T(Ul,...,vj—l—avg-,...,vk) :T(vl,...,vj,...,vk)+aT<vl,...,v;-,...,vk)
para toda 1 < j < k.

Un tensor T es alternante si

T (Uﬂ(l), . ,vﬂ(k)) =sgn (m) T (v1,...,0) V€ Sy,

donde Sy, es el grupo simétrico de k elementos. Denotemos 7™ (vy, ..., vg) =T (vﬂ(l), e ,v,r(k)).
Existe una forma canoénica de “convertir” cualquier k-tensor T' a uno alternante que deno-
taremos como Alt (T) de la siguiente manera:

Alt(T) = kl:' > sgn(m) T
* wES)

Si T es un k-tensor y S un [-tensor, definamos su producto tensorial como
(T® S) (Ula vy Uk Upg1y - - - 7Uk+l> - T<Ula s ,Uk)S(Uk+1,. - ,Uk_;,_l) .

A continuacién presentaremos un lema con dos enunciados que nos permitiran de-
mostrar en la Subseccion que el espacio de k-formas junto con una operaciéon que
definiremos mas adelante (el producto cuna) es un algebra graduada conmutativa. En
particular el inciso que nos servira es el 2, sin embargo para probar dicho inciso debemos
probar el inciso 1 primero.

Lema 1.3.2. 1. Sean R,T un k-tensor y un l-tensor respectivamente y Alt (R) = 0,

entonces
At (R®T)=Alt (T ® R) = 0.

2. Siw,n,0 son un k-tensor, un l-tensor y un q-tensor respectivamente, todos alternan-
tes, entonces

Alt (At (w®n) ®0) =Alt (wRn® ) = Alt (W@ Alt (n®0)) .
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Demostracion:

1. Se tiene, por definicién, que

(]{J + l)'Alt (R X T) (Ul, e 7Uk+l)

= Z sgn (71') R (Uw(l), Ce ,vﬁ(k)) T (Uﬁ(k_i_l), c. 7U7r(k+l)> .

ﬂESk+[
Si G C Sgy; consiste en todas las permutaciones que dejan fijo k + 1,...,k + [,
entonces
Z sgn (m) R (Uw(l), . J&(k)) T (Uﬂ-(k+1)a e ,Uﬂ(ml))
TeG

== ( Z sgn (7?’) R (Uﬂl(l), . ,Uﬁf(k))> T (Uk+1, Ce 7Uk+l> = O,

' €Sk

ya que por hipotesis Alt (R) = 0.

Supongamos que my ¢ G. Sea G -7y = {7 -7mo: T E G}y 8€a Vry(1), - - - Ung(ktl) =
Wi, ..., Wk Entonces

Z sgn (m) R (Uw(1)7 cee 7U7T(k)) T (Uw(kﬂ), . 7U7T(k+l))
TeG- Ty

= (sgn (m0) > sgn(n) R (wﬂl(l), . ,wﬂl(k)>> T (Wg1y - - W) = 0.

' eG
Notemos que GNG -7y = (), ya que son dos conjuntos de clases laterales diferentes.
Podemos continuar de esta manera, separando Sj.; en subconjuntos disjuntos donde

la suma es 0 por lo tanto la suma en Sy ; debe ser 0. De manera analoga se prueba
que Alt (T'® R) = 0.

2. Tenemos que

At (At (T @ w) —TQw) = Alt (T @ w) — Alt (T Q w)

entonces por el inciso anterior

0=Alt (w® (Alt (T®0) — T ®80))
=Alt (W@ ALt (T®0)) —Alt (W@ TR 0)

At (w@ Alt (T®0)) =Alt (wRT®0).

La igualdad Alt (Alt (w®n)®60) = Alt (w®n ® ) se prueba de manera analoga.
[
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Vamos a definir el producto cunia como la forma alternante del producto tensorial,
salvo un escalar. Si T' es un k-tensor y S es un [-tensor, definimos

k+1)!
TAS:(JZ')AM(T@)S). (1.8)
Si Ty S son k-tensores alternantes la suma (T'+ S) (v, ..., vx) =T (v1, ..., v0)+S (v1, ..., V)
y la multiplicacion por un escalar A € R, (AS) (vq,...,vx) = AS (v1,...,v;) son k-tensores

alternantes y forman un espacio vectorial denotado como A* (V'), usualmente llamado la
k-ésima potencia exterior de V. Ademas un teorema de élgebra lineal nos dice cémo son
las bases de A* (V). Recordemos el siguiente resultado clasico sobre bases de las potencias
exteriores.

Teorema 1.3.3. Sea {¢1,...,¢r} una base para el espacio vectorial real V, entonces el
conjunto
{¢I:¢i1/\"'/\¢il : 1§21 < "'<’il Sl{?}

es una base para A* (V).

Veéase |Gre78|, §5.6] para una demostracion de este teorema. Como consecuencia inmediata
del teorema anterior se obtiene:

Corolario 1.3.4. Si dimV =, entonces dim (Ak (V)) = (’;) = ﬁ

1.3.2. k-Formas Suaves

El concepto de k-forma suave sera fundamental en este trabajo, pues funciona como una
generalizacion de funciones real-valuadas (0-formas), nos permitiran hablar de integracion
sobre variedades en la Subseccion [I.5.2] proporcionan un “lenguaje” ideal para formular
una generalizacion de los teoremas clasicos de célculo vectorial con el Teorema de Stokes
que veremos en la Subseccion y en el Capitulo [2 nos permitiran construir el k-ésimo
grupo de cohomologia de una variedad.

Definicion 1.3.5. Sea M una variedad suave y p un punto en M. El espacio cotangente
de M en p, denotado por Ty M, se define como el espacio dual del espacio tangente T, M :

T*M = (T,M)" = Hom (T,M,R) .

Sea (U, ¢) = (U, z1,...,x,) una carta alrededor del punto p € M, entonces para cada
Li,
(dz;), : T,M — R,
X = X (x;),
es lineal y (dz;) p €ET;M. Como vamos a ver en la siguiente proposicion, estas forman una

base para el espacio cotangente en p. A los elementos del espacio cotangente se les llama
covectores.

Proposicion 1.3.6. Para cada puntop € M el conjunto de covectores {(dazl)p ey (dazn)p}

forman una base para el espacio cotangente Ty M dual a la base {0/0x1|p, -+ ,0/0v,l,}
para el espacio tangente T,M.
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Demostracion:

Por definicién:

9,
p

Al igual que al haz tangente, al espacio

M= || ;M

pEM

llamado haz cotangente, se le puede dar una topologia. Sea (U, ¢) = (U, x1,- - ,z,) una
carta alrededor de p € M. Entonces un elemento v € Ty M se puede ver como la combi-

nacion lineal
v = Z ¢ (p dxl
donde ¢; : U — T*U. Ahora, consideremos la funcién
. T"U — ¢ (U) xR"

dada por
v (21 (p)y. .y (p),C1ye ).

® tiene inversa y la podemos dar explicitamente

(x1(p), ..y xn(p),cry--vyCn) Hiq(dwi)p

por lo tanto es biyectiva. Declarando que un subconjunto A de T*U es abierto si y solo si
® (A) es abierto en ¢ (U) x R™, de manera analoga a T'M. El espacio T*M obtiene una
topologia inducida por esta identificacion, que a su vez induce un atlas suave.

Definicion 1.3.7. Sea M una variedad de dimension n. Definimos:

AT M) = | A (T M),

peEM
donde AF (T;M) es el espacio de k-tensores alternantes sobre T,M .

Vamos a darle una estructura de variedad suave a A* (T*M), de manera analoga a los

casos anteriores. Por el Teorema |1.3.3| una base para A* (T;U ), donde (U, x1,...,x,) es
una carta alrededor de p € M, es el conjunto

{(dxy), = (dwi)), A+ A (dy,), 1 1<y < - < i <

Por lo tanto si v € A* (T*U), se puede ver como una combinacién lineal

U—ZC[ dx]
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y definimos
O A(T'U) — ¢ (U) x RG)
dada por
v (¢ (), er () (1.9)

que es una biyeccion, ya que su inversa es la siguiente

(¢(p).ar) — ZaI (dil?[)p.

De manera anéloga a los casos anteriores, para darle una topologia a A* (T*M), usamos
® para definir los abiertos y el atlas suave. También, A* (T*M) — M es un haz vectorial
sobre M con trivializaciones dadas por {®} definidas en (1.9)).

Definicion 1.3.8. Una k-forma suave de M es una seccion del haz k-potencia exterior
AR (T*M) — M.
Sean w, v k-formas y A € R. La suma de k-formas esta definida como
(W) (v1,...,0) = w (V1,09 ..., 0) + v (V1,09,...0)
y la multiplicaciéon por escalar
(Aw) (v1,v9,...,08) = Aw (v1, Ve, ..., V).

Con estas operaciones el conjunto de k-formas es un R-espacio vectorial y lo denotaremos
por QF (M).

En particular, una O-forma es una seccion de A° (T*M) = M x R. Por lo tanto las
0-formas son secciones M — M x R de la proyeccion M x R — M, que son equivalentes
a funciones suaves. Ademas vale la pena considerar las 1-formas, que por la definiciéon que
dimos, son secciones de A' (T*M) = T*M. Sea f es una funcion real-valuada suave en una
variedad M. Para cada p € M, su diferencial (df )p es un funcional lineal sobre T,M, es
decir, (df), € T, M. En consecuencia, la asignacion

p— (df),

define una seccion del haz cotangente T* M. Més adelante probaremos que es una 1-forma
probando que es suave. Asi tenemos que si (U, ¢) es una carta, entonces las diferenciales
(dzy), ..., (dz,) son secciones locales.

Proposicion 1.3.9. Si f : M — R es un mapeo suave en una variedad M, entonces la
diferencial en un punto (df), es una 1-forma en M.

Demostracion:

Sea (U,¢) = (U,z1,...,2,) una carta alrededor de p. Por la Proposicion [1.3.6, si
restringimos (df )p a U, tenemos que localmente es

(df)p = Z a; (dl‘l)p .
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Notemos que si evaluamos ambos lados en £|p entonces
J

0 0
(df), % =2 aldr, 5l
= 8xj ) Z;azé = a;.

Por lo que podemos dar una expresion local para (df) , COmO

dxz

Z 8931

Como esto sucede para cualquier carta se sigue que (df)p es suave porque los coeficientes
97| son todos suaves. O
Ox; P

Corolario 1.3.10. Las diferenciales (dz), de las coordenadas de una carta (U, xy, ..., xy)
alrededor de p € M son 1-formas suaves en M.

Demostracion:

Aplicamos la proposiciéon anterior, pues z; : M — R es un mapeo suave. O

1.4. EIl Algebra de k-Formas

1.4.1. Producto Cuna

Tal como mencionamos anteriormente, el producto cuna que definimos dota al espacio
de formas suaves de una estructura de &algebra, la cual sera relevante en los siguientes
capitulos. Definamos primero a qué llamaremos algebra.

Definicion 1.4.1. Un dlgebra A sobre un campo F es un F-espacio vectorial V' con una
operacion bilineal
VXV =V,

tal que se cumplen las siguientes condiciones
1. (z4vy)-z=x-24+y- 2.
2.0-(y+z2)=x-y+x-z.
3. (ax)-y=a(z-y) =z (ay).

para cualesquiera a € Fox,y,z € V.
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En este trabajo vamos a considerar algebras asociativas y con unidad, es decir
x(yz)z(:l:y)z Va:,y,zGA,

y existe 1 € A tal que
l-z=x-1=2 Vo e A

Definicion 1.4.2. Un dlgebra graduada sobre un campo F es un dlgebra A sobre F tal que,
como F-espacio vectorial, admite una descomposicion en suma directa

A=A,
n=0

donde A,, es un subespacio vectorial de A, y cuya multiplicacion respeta la graduacion, es
decir:
ArA; C Agyy para cualesquiera k,l > 0,

donde
AkAl:{my::ceAk, yeAl}.

Los elementos de A,, se denominan elementos homogéneos de grado n. Si z € A,, es un
elemento homogéneo, definimos su grado como deg (z) := n. Una algebra graduada A es
conmutativa (en el sentido graduado) si para cualesquiera elementos homogéneos z,y € A
se cumple

(_ 1)deg(w) deg(y)

TY = Yx.

A continuacién vamos a ver que las k-formas suaves junto con la operacién que definimos
en (1.8) y que llamamos producto cuna, admiten una estructura de R-algebra conmutativa
graduada.

Teorema 1.4.3. Sea M una variedad de dimension n, entonces el producto cuna hace a
O (M) =P (M),
k=0

un R-dlgebra conmutativa graduada.

Demostracion:

1. Veamos primero que tiene unidad.
Sean w € Q* (M) y f = cte; € Q° (M), entonces fw =wf = w.

2. Veamos que es bilineal.

Sean w,0 € Q% (M) y 7 € Q' (M), que localmente se ven como:

w:Zalde, 9:bedx1, T:ZCdeJ.
I I J
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Entonces

(wWH+O)AT=) (ar+br)de; AT
I

= Z (ar +by) (dxy A T)

— (Zajdxj /\7') + (Zb;dm; /\7')
:w/<7'+0/\7-. ]
Anélogamente se muestra que si w € QF (M) y 0,7 € Q' (M), entonces
WAO+T)=wAl+wAT.

Por tltimo supongamos que localmente w = Y, aydz; € QF (M), § € Q' (M) y
A € R, entonces

(Aw) A6 = <Azlja1dx1> N
= A (zj:aldaq/w)

=A(wAb).

Y analogamente
WA M) =A(wAB).

3. Veamos que es asociativa. Sean w, 7,6 una k-forma, [-forma y g-forma respectiva-
mente,

(k+149q)!
WAM (WAT)®0)

(k1 +q)! (k+1)!
= kg Alt T At (w®T)® 0

kI D e @ 0)

(WAT)AO =

k+Dlg &l
(k14 q)

la dltima igualdad se cumple por inciso 2 del Lema [1.3.2] De manera andloga se

prueba que

(k+14+m)!

probando la asociatividad del producto cuna.

wA(TNO) =
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4. Veamos que es conmutativa. Si w tiene grado k y 7 tiene grado [, entonces w A T
tiene grado k 4 [ y veremos que

WAT = (—1)“7/\w.
Supongamos que dz; y dy; tienen longitud &’ y I’ respectivamente, entonces
(dxl-l A A dmlk’) A (dyj1 VANEERIVAY dyjl’) = (—1)k/ dyjl VAN (dl’“ A A d.ﬁCZk,>
A (dys, A+ A dy;, )
= (—1)2k/ d?/j1 A dyj2 A (dl’zl VAR d[L‘Zk,)
N (dyj3 VANEERIVAN dyjl’)
= (=" (dyj, A+ Ady;, ) A (da, A day,)
(=¥ dy,y A da;. (1.10)

Asi, sea w =Y ardzr € QF (M) y 7 =3, bydy; € Q' (M), entonces
WAT = (Z anl:x;) A (Z deyJ> )
T 7
y por ({1.10]

wAT=(=1)" <§Jj deyJ> A (ZI: a[dx1>

= ("7 Aw. O

1.4.2. Pullback

Una construccion importante sera la del pullback de un mapeo entre variedades, pues mas
adelante demostraremos que es un mapeo entre R-algebras conmutativas graduadas. Pero
primero vamos a verlo con el enfoque de dlgebra exterior.

Un mapeo lineal L : V — W induce un mapeo pullback L* : A* (W) — A* (V) definido
como:

(L*T) (vy,...,v) = T (Lus, ..., Lvy)

para T € A¥ (W). Vamos a ver algunas de sus propiedades en los siguientes lemas:

Lema 1.4.4. L* es un mapeo lineal.

Demostracion:
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Bastara con hacer un par de cuentas:

L*(Ty + 1) (v1, ... v,) = (Th + T3) (Lovn, . . ., Luyg)
=T (Lvy,...,Lvog) + T (Lvy, ..., Luy)
=L'T) (v1,...,08) + L™T5 (v1, ..., 08)
= (L'Ty + L*Ty) (vy, ..., vk) ,

(AT) (Lvy, ..., Loyg)
(T (Lvy, ..., Lug))
(L*T) (v1, ..., k) - O

L*(AT) (vi, ..., vg)

A
A

Lema 1.4.5. Sea L : V — W un mapeo lineal. Entonces, para cualesquiera T, S € A* (W),
L(TANS)=L"TANL"S.

Es decir, el pullback se distribuye con el producto cuna.

Demostracion:

Sea T un k-tensor y S un [-tensor. La igualdad se probaréd mediante un calculo directo:

L*(TANS)(v1, ey Uk, Uity - - 0pg) = (TAS) (Lo, ..., Log, Logyq, . . ., Lugy)
=T (Lvy, ..., Log) NS (Lvgsa, ..., Logyy)
= (L'T) (v1, ..., vk) A(L*S) (Vkg1, -+ Vkit)
= (L*T)N(L*S) (v1, ..., V1) - O

Lema 1.4.6. Si A:V - W y B: W — U se obtiene la composicion

1% BoA U
A /
B
w

(BoA)*T = (A*o BT

para todo tensor T € A* (U).
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Demostracion:

Sea T € A* (U),

(BoA)*T (vy,...,v1) =T (B(A(v1)),...,B(A(w)))
=(B*T)(A(v1),...,A(v))
= A" (B'T) (v1,...,vg)
= (A" o BT (vy,...,v). O

Ahora vamos a definir el mapeo pullback para un mapeo suave entre variedades. Sea
F : M — N un mapeo suave entre variedades. Para cada punto p en M, la diferencial

de : TpM — TF(p)N

es un mapeo lineal entre espacios vectoriales. Siguiendo lo anterior, vamos a definir el
pullback F* como sigue: si w es una k-forma suave en N, entonces el pullback F*w es la
k-forma en M definida puntualmente por

(F'w), (v, ., vx) = wrgy ((dF), (v1) ..., (dF), (vg)) . (1.11)

F* es lineal por el Lema Vamos a resumir las propiedades mas importantes de F*
en el siguiente teorema:

Teorema 1.4.7. Cada mapeo suave F': M — N induce un mapeo F* : Q* (N) — Q* (M)
de R-dlgebras conmutativas graduadas que cumple las siguientes afirmaciones:

1. En 0-formas (funciones), F* es dado por la composicion:

F*g=goF.

3. Conmuta con el producto cuna:

F*(wAT) = F* (w) A F* (7).

4. Conmuta con la derivada de funciones:

F* (dg) = dF™(g) .

Demostracion:

1. Sea g una funcion suave, por la definicion del pullback ([1.11]) tenemos que para cada
pe M
(F79), = grep) = (9o F) (p) -
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2. (Go F)" = F* o G* se sigue inmediatamente del Lema Para (Idy/)*, sea una
k-forma suave w € Q* (M). Usemos la definicion

((1dar)* @), (v, v8) = Wiay ) ((d Tdar), v, (d Tdas) vy
=wp (v1,..., k).
Por lo tanto (Ida)" = Idg«(an)-
3. Se sigue del Lema [1.4.5]

4. Hay que demostrar que para cada p € M y cualquier vector tangente X € T,M,
entonces

(F"dg), (X) = (dF"g), (X).
Procederemos de la siguiente manera:
(F*dg), (X) = (dg) () ((dF), (X))
=d(goF),(X)
=X (goF)
=X (F"g)
= (dF"g), (X). O

1.5. Integracién en Variedades

1.5.1. Integraciéon en R"

Antes de empezar esta subseccion es importante definir otro tipo de variedades suaves, las
variedades suaves con frontera.

Variedades Suaves con Frontera

Definiciéon 1.5.1. Definimos el semiespacio H™ de dimension n como
H" ={(z1,...,2,) € R" 1z, > 0}.

Definiciéon 1.5.2. Una n-variedad topoldgica con frontera es un espacio topologico sequndo
numerable Hausdorff que localmente es homeomorfo a H".

Tal como para variedades vamos a definir las cartas como una tupla (U, ¢) donde U es
un abierto en M y ¢ es un homeomorfismo

¢o:U—oU)CH",

tal que ¢ (U) es abierto en H". De manera analoga, una coleccion {(U,, @)} es un atlas
si M = U, U, y decimos que es suave si todas las funciones de transiciéon son suaves.
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Definiciéon 1.5.3. Una variedad suave con frontera es una variedad topoldgica con frontera
con un atlas suave.

De ahora en adelante usaremos el término “variedades con frontera” para referirnos a
una variedad suave con frontera. Se define la frontera de H" por OH" = {x € H" : x, = 0}.

Definicion 1.5.4. Sea M una variedad con frontera de dimension n. Definimos la frontera
de M como el conjunto

OM :={p € M : Euziste(U, ¢) alrededor de p tal que ¢ (p) € OH"}.

Sea M una variedad con frontera y seap € OM.Si f: U — Ry g:V — R son mapeos
suaves real-valuados, donde U y V' son dos vecindades de p, de manera analoga al caso de
variedades sin frontera, decimos que f y g estan en la misma clase de equivalencia si existe
una vecindad W de p contenido en U NV tal que f|lw = g|w. Un germen de un mapeo
suave en p es la clase de equivalencia de dicho mapeo suave. Denotamos por Cp° (M) al
conjunto de gérmenes de mapeos suaves en p. El espacio tangente 7,M en p es el espacio
vectorial (con las mismas operaciones para el caso de variedad sin frontera) formado por
todas las derivaciones en C3° (M). El espacio cotangente Ty M se define como el dual del

espacio tangente en p,
T, M = Hom (T,M,R).

Las k-formas suaves en M se definen como secciones suaves del haz vectorial AF (T*M).

Orientaciéon

Vamos a definir una orientacion en espacios vectoriales. Sean (u1,...,u,) vy (vi,...,v,)
dos bases ordenadas de un espacio vectorial finito V', decimos que son equivalentes, y
escribimos (1, ..., u,) ~ (v1,...,v,), si

(Ugy .y ty) = (U1, ..., 0,) A,

para una matriz A de tamano n x n con determinante positivo. Una orientacién de V' es
una clase de equivalencia de bases ordenadas. Denotamos por [(u1, ..., u,)] a la clase de
equivalencia de la base ordenada (ui,...,u,). Cualquier espacio vectorial de dimension
finita tiene dos orientaciones.

Definicion 1.5.5. Una orientacion puntual j1 en una n-variedad M es una eleccion para
cada p € M de una una orientacion p, del espacio tangente T,M.

Definicion 1.5.6. Un marco para un haz vectorial w: E — M sobre un conjunto abierto
U es una tupla de secciones (si,...,s,) de E sobre U tal que cada punto p € U, los
elementos (s1 (p), ..., s (p)) forma una base ordenada de la fibra E, = 7" (p).

Definicion 1.5.7. Un campo vectorial X en una variedad M es un mapeo que asigna un
vector tangente X, € T,M a cada punto p € M,

X: M —=TM.

31



En términos del haz tangente, un campo vectorial en M es una secciéon del haz tangente
m:TM — M. Decimos que el campo vectorial es suave si es suave como un mapeo de M
a T'M. Un marco del haz tangente sobre un abierto U C M es una tupla (X,...,X,,) de
campos vectoriales definidos en U tal que, para todo p € U, los vectores (Xi,,...,X,,)
forman una base de T}, M. Decimos que el marco es suave si cada X; es un campo vectorial
suave. A partir de ahora, cuando hablemos de un marco nos referiremos siempre a un
marco suave. Sea M una n-variedad y U un subconjunto abierto de M. Definimos una
relacion de equivalencia de marcos en U de la siguiente manera:

(Xp, oo, X))~ (Y1, ) (Xap, oy Xop) ~ Yip, oo, Yoy,
para todo p € U. A la clase de equivalenciade (X7, ..., X,,) la denotaremos por [( X7, ..., X,)].

Definicion 1.5.8. Una orientacion puntual i en una variedad M se dice suave enp € M
st p tiene una vecindad en la cual es representada por un marco suave. Es decir, existen
campos vectoriales suaves Yy,...,Y, en U tal que pg = [(Yiq,- .-, Ynq)] para todo q € U.

Una orientacion p es suave en M si es suave para cada punto p € M. Una orientacion
puntual suave en M es llamada una orientaciéon en M. Una variedad M se dice orientable
si tiene una orientacion.

Ejemplo 1.5.9. Seap € R" y (U, x1,...,x,) una carta alrededor de p. Entonces para cada

p, la clase de equivalencia 8%1, e 8% } es una orientacion suave. A esta orientacion
n

se le conoce como la orientacion estandar de R™.

Definicién 1.5.10. Un vector tangente X, € T,M apunta hacia adentro si X, ¢ T,0M y
eziste un nimero real positivo € y una curva vy : [0,€) — M tal que v (0) = p, y+' (0) = X,.

Definicion 1.5.11. Un vector tangente X, € T, (M) apunta hacia afuera si —X, apunta
hacia dentro.

A continuacion, presentaremos un resultado que relaciona la orientacion de la frontera
de una variedad orientada OM con la orientacion de M. Vease [Leel3| §15].

Proposicion 1.5.12. Sea M una n-variedad suave orientada con frontera, n > 1. Enton-
ces OM es orientable, y todo campo vectorial que apunta hacia afuera sobre OM determina
la misma orientacion en OM.

Esta proposicién nos dice que si M es una n-variedad con una orientacion pu, OM es
orientable con una orientacion 4’ definida para cada p € M por la condicion:

,u;,: [(Xla-'an—l)] tal que Hp = [(X,Xl,...,Xn_l)],

donde X es un campo vectorial que apunta hacia afuera.
Determinemos la orientacion inducida en OH™ cuando H" tiene la orientacion estandar
heredada de R™. Podemos identificar OH™ con R"~! bajo la correspondencia

(Il, R ,ZL’n_l,O) — (fL‘l, RN ,[L’n_l) .
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Dado que el campo vectorial —% apunta hacia afuera a lo largo de H", el sistema

de coordenadas estandar para R™! tiene la misma orientacién para OH" si y solo si

-0 0 0 es la orientacion estandar para R™. Esta orientacion satisface
Oxyn’ 011’ ? OTn,

00 a|_ (o 0 @
ox, 0xy T Oxn )| 0x, 0xy’ ~~ O0xn_

nl O 0 0
(i)

Entonces la orientacion inducida en OH™ es igual a la orientacion estandar en R"~! cuando
n es par, pero es opuesta a la orientaciéon estandar cuando n es impar. Esto nos sera de
atilidad en la demostracion del Teorema de Stokes.

Vimos anteriormente que de una carta ¢ : U C M — R” podemos obtener una
trivializacion local de T*M y por lo tanto también de A* (T*M). Es decir, si w € QF (V),
la podemos escribir en coordenadas locales como

w(z) = XI:CLI (x) dxy,

donde por cada conjunto indice I = 1 < 13 < -+ < 4 < n podemos escribir dr; :=
dr;y N---Ndx;, y ar : U — R es alguna funcion suave. En particular, una forma suave
de dimension méxima puede escribirse como w = a (z)dx; A - -+ A dx,. Sea w una forma
suave de dimensién méxima en un conjunto abierto U C R". Entonces vamos a definir la
integral de w en U como la integral de Riemann de a (z):

/w:/a(a:)dxl/\---/\dxn::/a(a:)dxl---dxn. (1.12)
U U U

Si F': U — U es un difeomorfismo, sean x1,...,x, las coordenadas locales en U, sean
Y1, - - -, Yn las coordenadas locales en U’ y sea y € U’. Por un lado tenemos de la definicion

de integral que
Fro= / (F*a) (y) F*dai A -~ A Frda,
U/ !

= (aoF)(y)dFy N--- NdF,

U
= U,(aoF)(y)det(C(;Z)dyl/\.../\dyn
=/, (ao F)(y)det (J(F))dy; - dyp. (1.13)

Sin embargo, como podemos notar por el Teorema de Cambio de Variables en integrales
multiples, como se puede ver, por ejemplo en [Apo69, §11.32|, que cambiando un poco la
notacion afirma lo siguiente:

Teorema 1.5.13.
/Ua(x) dxl---d:vn:/l(aoF) (y) |det (J (F))| dys - - - dyn. (1.14)
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Notemos que ([1.13)) y (1.14) podrian diferir en un signo, es decir:
Frw= i/ a(z)dxy - doy,
of U

y por (|1.12)

F*w:j:/w.
U’ U

Sin embargo, si consideramos un difeomorfismo F' : U’ — U que preserva orientacion,
entonces el determinante del Jacobiano J (F') es positivo en U’ y asi tenemos el siguiente
corolario:

Corolario 1.5.14. Siw € Q" (U) es una forma de dimension mdzima, integrable y F :
U CR™ = U CR" es un difeomorfismo que preserva orientacion,

F*w:/ w.
U U

1.5.2. Integracién en Variedades

Vamos a definir la integral de una forma de dimensiéon maxima con soporte compacto
w sobre una variedad orientada M en varios pasos. Recordemos que el soporte de un
mapeo real-valuado f : M — R en una variedad M se define como la cerradura en M del
subconjunto en donde f # 0:

supp (f) ={p € M : f(p) # 0}.

Anéalogamente para una forma de dimensiéon méaxima w, el soporte es la cerradura en M
del conjunto donde w (p) # 0.

Sin embargo, para la construccion de la integral necesitamos probar antes la existencia
de una particiéon suave en una variedad.

Mapeo Bump Suave

Definiciéon 1.5.15. Un mapeo bump en p con soporte en U es cualquier funcion p no
negativa, suave en M que es 1 en una vecindad de p y con soporte supp (p) C U.

El objetivo de este apartado es demostrar que, dada una variedad suave M, todo punto
p € M admite un mapeo bump suave con soporte compacto contenido en una vecindad
arbitraria de p. La demostracion se realizara de manera constructiva y por pasos. Primero
construiremos un mapeo bump en R. Posteriormente extenderemos esta construcciéon al
espacio euclidiano R™. Finalmente, trasladaremos este resultado al caso general de varie-
dades suaves.

A continuacién construiremos un mapeo bump para un punto p € R". Para ello segui-
remos los pasos que se muestran en [Tulll, §13.1|. Primero vamos a probar que la funcion

eV siz >0,
f(x)—{() siz <0,
definida en R es suave. Para ello usaremos induccién sobre k para probar que para x > 0,

la k-ésima derivada f*) () es de la forma poy, (1/2) e~'/* para algiin polinomio poy, (y) de
grado 2k en y. Luego probaremos que f es suave en R y que f*) (0) = 0 para todo k > 0.
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Lema 1.5.16. La funcion

—-1/x :
f:R =R, :Er—>{6 sta >0,

0 six <0,

es suave en R.

Demostracion:

Por induccion sobre k veamos que para x > 0, la k-ésima derivada f®*) (x) es de la
forma pyy, (1/2) e~Y/* para algtin polinomio pyy, () de grado 2k en .

Caso k = 0. Para este caso, trivialmente tenemos py = 1.

Caso k = 1. Este caso es la derivada usual

fw =

. (efl/x) — iefl/x

2
= py (1/z) e~ V7,
donde ps (y) = y* es un polinomio de grado 2

Caso k > 1. Asumamos que el resultado se cumple para k& — 1, es decir, tenemos

f(k:—l) (z) = Pak_1) (1/x) e 1/ para py—1) de grado 2 (k —1). Veamos que

d 1

(k) il il I V4

oo = 2 s ()9
d —1/z 1 d —1/z
R
d 1 N e
df D2(k—1) >)+x2p2(k1) <$> e

Sea y = i Por la regla de la cadena

e (2) = ) 0

Asi poy (y) = —de% <p2(k_1) (y))+y2p2(k_1) (y) es un polinomio de grado 2 (k — 1)+2 = 2k.

Ahora vamos a probar por induccién que para todo k > 0, la derivada f*) existe y es
continua, ademés f*) (0) = 0.

Caso k = 0. Claramente f (0) = 0 y ademés f es continua en 0 pues,

lim e /% = 0.
z—0t
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Caso k > 0. Supongamos que para k — 1 se cumple que f*~1 (0) = 0 y ademas f*~1
es continua en 0.

(k) -
70) hllgl+ h
i SR
h—0+ h
_ oy Preey (1/R) e
h—0*t h

Sustituyendo ¢ = 1/h.
F®(0) = Jm #pag-1) (t) et =0.

SN (h)

) =,

Por como esta definida la funcién f es facil ver que limj,_,o-
fM(0) = 0.

Ahora vamos a probar que las derivadas son continuas, para ello vamos a probar que
lim,_o f®) () = f® (0) = 0. Recordemos que f*) (2) = py (1/2) e~ /. Sustituyendo
t=1/z,

. -1/ __ ¢ —t __
xlgg{r par (1/x) e = lim py (t)e " =0.

También tenemos que lim,_,o- f@® (x) = 0, pues para x < 0, la funcién f se define como
f(x) = 0. Por lo tanto f*) es continua. ]

Veremos ahora una serie de lemas que en conjunto nos ayudarén a probar la existencia
del mapeo bump.

Lema 1.5.17. Eziste un mapeo g : R — R suave, tal que 0 < g <1, g(x) =0 para x <0
yg(x) =1 para x > 1.

Demostracion:

Sea
f(z)

f@)+f(l—a)

donde f esta definido como en el Lema [1.5.16] Notemos primero que g esta bien definida,
pues f (z) 4+ f (1 —x) > 0 para todo x € R. Luego g es suave pues f es suave y f (z)+
f (1 —x)+#0 para todo z € R. Ya que f > 0, tenemos que 0 < g. De lo anterior, también
se sigue que f (z) < f(x)+ f(1 —x) y por lo tanto, % < 1, lo que implica que
g < 1. Ademas, g (z) = 0 si y solo si f (x) = 0, pero esto solo se cumple para x < 0. Por
otro lado g (z) = 1 si y solo si f (1 —x) = 0y esto solo sucede cuando 1 — = < 0, es decir
x> 1. O

g: R — R, T
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Lema 1.5.18. Sea 0 < a < b. Eziste una funcion p € C*°(R) con 0 < p <1 tal que

(z) = 1 silz| <a,
PREI= 0 iz >0

Demostracion:

Sean 0 <a<by
2 _ 2
< —a
Ya que g es suave, p es suave. Ya que 0 < g < 1, entonces 0 < 1 — ¢ < 1y por lo tanto
0 < p < 1. Por ultimo, p(x) =0 siy solo si g (‘l’;’;:sz) = 1y por el lema anterior esto solo

pasa si % >1yyaque0<a<b,latltima afirmacién se cumple si y solo si 2 > b2,

p(x)=1siysolosig (”gj:gj) = 0 y por el lema anterior esto solo pasa si :522:25 <0yya

que 0 < a < b, la tltima afirmacion se cumple si y solo si 22 < a?. O

En particular, el Lema|l.5.18|garantiza la existencia de un mapeo bump suave en 0 € R
que es identicamente 1 en [—a, a] y con soporte compacto [—b, b].

p(x)

b —a a o}

Para cualquier ¢ € R, p (x — ¢) es un mapeo bump suave en g. A continuaciéon extendere-
mos esta construccion al caso del espacio euclidiano R”

Lema 1.5.19. Sea g € R™. Eziste un mapeo bump suave o en q con soporte en B (q,r).

Demostracion:

Sea g € R", definamos

n ||z — ql]* — a?
o:R" =R, $'—>P<||$_QH):1_9<M :
Notemos que o es suave, pues tanto g como el cuadrado de la norma son mapeos suaves.
Del lema anterior sabemos que 0 < p < 1, por lo tanto 0 < o < 1. Ya que p~! (1) = [—a, d]
se sigue que 0! (1) = B (q, a) y de manera similar, ya que p~! (0) = (—o0, —b] U [b, 00) se

sigue que o' (0) = R™\ B (¢, b). Entonces ¢ es un mapeo bump suave en ¢ con soporte en
B (q,b). O
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Lema 1.5.20. Supongamos que M es una n-variedad suave. Sea U un conjunto abierto
en My f:U — R una funcion suave con soporte compacto. Entonces f puede extenderse
de forma unica a una funcion suave f: M — R tal que

1. f=0en M\U

2. supp (f) = supp (f)

Demostracion:

Sea U un conjunto abiertoen M y f : U — R una funcién suave con soporte compacto.

Definimos
en U,

7. f(p)
foM=R, pH{o en M\U.

Claramente f es suave en U. Sea K = supp (f), entonces K es compacto en U y también
en M. Por definicién f = 0 en M\U y f=f=0en U\ K por definicion de f y de K. Por
lo tanto f = 0 en M\K y f es suave en M\K. Pero U U (M\K) = M asi f es suave en

M. Como f =0 en M\K entonces supp (f) C K .Seapée K =supp(f) C U. Entonces
p 1o esta en el interior de f~! ({0}). Supongamos que p esta en el interior de =1 ({0}),

entonces existe un abierto V. C M tal que p € V C f({0}). Luego V N U es un abierto
que contiene a p y

vaucf{opnu=fT{o}).
Lo cual contradice que p no esté en el interior de f~! ({0}). Por lo tanto p no esta en el
interior de f ({0}) y p € supp (f) Concluyendo que supp (f> = supp (f). ]

Teorema 1.5.21. Sea M una n-variedad suave. Para cualquier p € M y cualquier vecin-
dad U de p en M existe un mapeo bump suave ) en p con soporte compacto en U.

Demostracion:

Sea p € M y U una vecindad de p. Puesto que U es abierto, existe una carta (V)
alrededor de p tal que V' C U (posiblemente podemos reemplazar la carta (V) por
(V NU,p) para cumplir esta condicion). Sea ¢ = ¢ (p). Ya que ¢ : V. — ¢ (V) es un
homeomorfismo, ¢ (V') es un subconjunto abierto de R™ que contiene a g. Sea 0 < a < b
tal que B (q,b) C ¢ (V). Definamos

oc:R"—= R
como en el Lema [1.5.19] Entonces o es una funciéon suave tal que

n <o <1.

.« o (1) = B(q,a).
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= 071 (0) =R™ B (0,b).

Sea
Yv=0cop:V =R

Veamos que ¢ es suave y 0 < ¢ < 1. Tenemos que

) = (00p) (1)

Por otro lado

VT 0) = (g 09) " (0)
= (071(0))
=g (R”\B (9,0))
=V\¢ ' (B(g,0)).
Sea K = ¢! (B (q, b)) Ya que B (q,b) es compacto y ¢ es un homeomorfismo, se sigue

que supp () es compacto. Como V\K C V\¢~! (B (q,b)) =¥~ (0), vemos que ¢ = 0 en

el conjunto abierto V\K y ademas supp () C K. Por el Lema [1.5.20| podemos extender
¥ a una funcion ¢ : M — R tal que ¢» = 0 en M\V y supp (¢) = K. Entonces ¢ es

un mapeo bump suave en p con soporte en U. Ademas 12 tiene soporte compacto, ya que
supp (Q,D) es un conjunto cerrado del compacto K. O

Particion de la Unidad

Ahora probaremos que dada una cubierta abierta {U,} de una n-variedad suave M siem-
pre existe una particiéon de la unidad subordinada a esa cubierta. Empecemos con las
definiciones.

Definicion 1.5.22. Una particion suave de la unidad en una variedad es una coleccion
de funciones suaves no negativas {po : M — R} __, tal que

= La coleccion de soportes {supp (pa)},ecq €5 localmente finita.

. Zpazl

Sea {Us},c4 una cubierta abierta de M, decimos que una particion de la unidad
{Pa}aeca s subordinada a la cubierta abierta {U,} si supp (po) C U, para todo a € A.

A continuaciéon vamos a probar un resultado importante para nuestros propoésitos, la
existencia de una particion de la unidad subordinada a una cubierta de una variedad suave
y para ello vamos a hacer uso de algunos lemas.

Lema 1.5.23. Si py, ..., pr son funciones real-valuadas en una variedad M, entonces
supp (Y- pi) € Jsupp (o) -
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Demostracion:

Sea p € supp (X p;) entonces para cualquier vecindad U de p se cumple que U N
{z X pi(x) # 0} # 0y por lo tanto existe un ¢ € U tal que 3 p; (¢) # 0. Entonces debe
de existir al menos un indice iy en donde p;, (¢) # 0, por lo tanto UN{x : p;, (x) # 0} # 0
y p € supp (p;). Por lo tanto

supp (Y- i) < Usupp (p:) - O

Lema 1.5.24. Toda variedad suave M tiene una base numerable donde todos sus elementos
tienen cerradura compacta.

Demostracion:

Sea B una base numerable de M, U C M un subconjunto abierto y p € U. Ya que M
es localmente euclidiano existe una vecindad V' de p tal que V es compacto y ya que B es
una base para M existe B € B tal que

peBCV CU,

y por lo tanto B C V, pero como B es un cerrado contenido en el compacto V podemos
concluir que B es compacto. Sea B’ la coleccion de abiertos que cumplen lo anterior para
cada abierto U C M y cada p € U. B’ es una subcoleccion de B por lo tanto es numerable
y es una base pues para cada subconjunto abierto U C M y p € U podemos encontrar un
B € B tal que

pe B CU. O

Lema 1.5.25. Para cada variedad suave M existe una sucesion numerable
VicVicVoCVoC---

donde cada V; es abierto y V; es compacto y ademds M = V.

Demostracion:

Vamos a construir esta sucesion de manera inductiva. Del lema anterior sabemos que
existe una base B’ de M cuya cerradura de cualquiera de los elementos es compacta.
Tomemos B; € B’y digamos que V; = B; entonces V; = B; es compacto y ya que existe
una cubierta para V; de elementos basicos de B’ podemos extraer una subcubierta finita,
por lo tanto podemos elegir un ¢; como el entero mas pequeno y mayor o igual a 2 tal que

71C31UBQU"'UBI'1.

40



Supongamos que logramos construir la sucesion tal como antes hasta el indice m
vicwvc---CcV, CV,.

Por compacidad tal como en el caso m = 1 podemos elegir 7,, como el entero méas pequeno
mayor o igual a max{m + 1,4,,_1}, tal que

Vi CBiUByU---UB; .
Entonces definimos V,,, 11 como

Vi1 =B1UBsU---UB;, .
Vinae1 €s un conjunto abierto pues es la uniéon de elemetos basicos y ademés

Vi1 =BiUB,U---UDB,,

es compacto pues es la union finita de conjuntos compactos. Y ya que 4,, > m+ 1 tenemos
que B;  C 'V, , entonces

m )

M=JB cl|JVicM
y por lo tanto M = V. O]
En la construccion anterior podemos notar dos cosas:

= Para todo 1, Vl-H\V; es un conjunto cerrado contenido en V; 1, por lo tanto es un
conjunto compacto.

» Para todo i, V;5\Vi_1 es un conjunto abierto.
Teorema 1.5.26. Sea {Uy},. 4 una cubierta abierta de una variedad suave M.

1. Hay una particion de la unidad suave {¢y},—, donde cada @y tiene soporte compacto
tal que para cada k, supp (¢r) C U, para algin o € A.

2. Si no requerimos soporte compacto, entonces hay una particion de la unidad suave
{pa} subordindada a {U,}.

Demostracion:

1. Tomemos una sucesiéon
icvicVW,cVoC-oo, (1.15)

tal como en el Lema [1.5.25| Para cada indice de la sucesion (1.15) tomemos un
p € Vigr\Vi. Ya que {U,},. 4 es una cubierta abierta de M podemos escoger un U,
que contenga a p y como V;11\V; C Vii2\Vi_1, entonces

p€Uan (Vig2\Vica),
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que es abierto. Por el Teorema existe un mapeo bump suave 1, que es positivo
en una vecindad W), de p y que tiene soporte en U, N (‘/;:_’_Q\m) y ademas supp (1)
es un cerrado que esta contenido en V; 5 por lo tanto es compacto. Como para cada
p € Viy1\V; pudimos hallar un W, entonces {Wp IpE TH\Vl} es una cubierta para
Vit1\Vi y por compacidad podemos extraer una subcubierta finita {W,,,..., W, }

donde cada W), tiene asociado un mapeo bump ,,. Ya que la cardinalidad de la
subcubierta depende del 7 con el que comenzamos, usaremos la siguiente notacion:

{ng, cee ngm} y para cada mapeo bump asociado a estos subconjuntos escribi-
i i

remos { IR 71/Jp'm(i)}'

{1/1;} es la union sobre i € N de los conjuntos finitos { L ,w;mm}, luego es

numerable. Ahora vamos a ver que {supp <¢;>} es localmente finito. Para cada [ se
cumple que supp (¥4) € Ua, N (Viy2\Vi1) v supp (v!) C Vip2\Vi-1. Entonces para
1+ 1<,

supp (¢}) NV; =0,
por lo tanto solo una cantidad finita de elementos de {supp (¢;)} intersectan a cada
V; y por lo tanto es localmente finito.

Ahora para cada p € M existe un i tal que p € V;,1\V; y un j tal que p € VV; Para
estos mismos indices w; (p) > 0, por lo tanto la suma ¢ = 3, ; ¢§- es localmente finita

y positiva en todo M. Entonces si escribimos {7,0;} como {11, 1s, ...} y definimos

]
Pr = w )
se cumple 3-pp = 3¢/t = 1y supp (px) = supp (V%) C U, para algtin a € A.
Entonces {¢y} es una particion de la unidad con soporte compacto tal que para cada
k, supp (¢x) C U, para algin o € A como queriamos demostrar.

. Sea {¢x } una particién como en el inciso anterior. Vimos que para cada k € N existe
un indice que depende de k y por lo tanto vamos a denotarlo como 7 (k) tal que

supp (¢x) C Uz

Definamos

Po = 123
7(k)=«

si existe una k tal que 7 (k) = a y en otro caso, p, = 0. Luego

doba= D b

acA acAr(k)=a
= Z Pk
k=1
=1.
Por el Lema (1.5.23) supp (pa) C Urk)=a supp (wx) C Uy. Por lo tanto {p,} es una
particion de la unidad suave subordinada a {U,}. O
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Una vez establecida la existencia de una particiéon de la unidad subordinada a cualquier
cubierta abierta de M podemos retomar nuestra discusion de integrales en variedades. En
la Seccion definimos la integral de una forma de dimensiéon méxima en subconjuntos
abiertos de R™. A continuacién vamos a extender esta nocion a variedades arbitrarias.

Teorema 1.5.27. Eziste una construccion tiunica de una integral de formas de dimen-
s10n mazrima w con soporte compacto en un variedad de dimension n, con las siguientes
propiedades:

1. S la variedad tiene un difeomorfismo que preserva la orientacion a un subconjunto
abierto de R™, es la integral definida para formas en R™, es decir, la que viene dada

por ([T19).

2. St w tiene soporte en U C M, entonces [, w = [;w.

3. Es lineal.

Demostracion:

Los criterios 1 y 2 implican que si w tiene soporte en una carta (U, ¢) tal que ¢ : U — R"
preserva orientaciones, debemos definir:

/Uw . /qs(U) (d)_l)*w'

Si M es orientada, podemos encontrar una cubierta abierta de M por cartas ¢, : U, — R”
donde todas las funciones de transicién preservan orientaciéon. A continuacién vamos a
probar que no depende de la carta que hayamos elegido. Sea (U, ¢') otra carta en el mismo
conjunto abierto U tal que ¢ o ¢'~1 : ¢/ (U) — ¢ (U) es un difeomorfismo que preserva la

orientaciéon. Entonces
o) w=[ (60¢7) (67) w
Ly @) =] (6o67) (67)
= (qb”l) ",
¢'(U)

Ahora elijamos una particion de la unidad {p,} subordinada a {U,} y observemos que
W = Yo PaWe donde w, = i*w y iy : Uy — M. Ya que i’ w = w|y,, entonces para todo
p € M existe un indice « tal que p € U, y se tiene

%: Pata (P) = (2@: Pa (p)> (Wa (p))
~ (S0 0) o)

=w(p),

que ademés es una suma finita ya que el soporte de w es localmente finito. Entonces el

criterio 3 nos fuerza a definir:
[ wi=3 ] powa
M =~ Jv.,
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que tiene sentido porque es una suma finita como vimos en la demostracién del Teorema
1.5.26]

Necesitamos verificar que es independiente de la eleccion de cubierta abierta y particion
de la unidad. Sea {(Vﬂ, gzﬁ/ﬁ) } otro atlas orientado y {ps} una particion subordinada a {Vj}.
Usando el hecho que > g pf; = 1 y que las sumas son finitas, podemos distribuir, es decir:

Z/ PaWo = Z/ Pa (Z p/ﬁwﬁ>
«@ Ua « Ua B
= aPBWas
g; /U TP
y ya que el soporte de p,pg esta contenido en U, N V3

= Z Z / papﬁwaﬁ

Por simetrfa, la suma anterior también es igual a >4 fVB ppw y por lo tanto

aWa = w
[ =
y la integral esté bien definida. O]

Por lo tanto podemos generalizar el Corolario [1.5.14]

Corolario 1.5.28. St F : M — N es un difeomorfismo que preserva la orientacion y
w € Q" (N) es una forma de dimension mdzxima con soporte compacto, entonces

/F*w:/w
M N

1.5.3. Derivada Exterior

Primero vamos a definir la derivada exterior para subconjuntos de R™ y luego lo vamos a
extender a variedades suaves.

Definiciéon 1.5.29. Supongamos que tenemos una k-forma en un subconjunto U C R™ que
localmente es de la forma w =Y ;ardx;. Entonces la derivada exterior se define tomando
la 1-ésima derivada parcial para cada coeficiente y haciendo cuna con dx;

du)—zzaa[

A continuacion vamos a ver algunos ejemplos:

/\d!L‘[

Ejemplo 1.5.30. Si f : R3 D U — R es una funcion suave, o sea una 0-forma, entonces
su deriwada exterior es
0 f of of

day + ——dxs +

df 8x1 6.1'2 ox T3

—dxs, (1.16)

que es el gradiente.
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Ejemplo 1.5.31. Si tenemos una I-forma en U C R3.

o = ardxy + asdxs + asdxs,

entonces su derivada exterior es

doy — daq da, da,
N 81‘1 8@ 8$3

7dl’1 + 7d$2 + d[[‘g) A d[L‘l

Oas Oas Oas
0y 0xs 03
das das das
o0xy 0xo 0xs
day  Oaq das
0x,  Oxa Oy
das  Oasy

— — — | dza Nd
al’g 8133) 2 3

que es el rotacional.

Ejemplo 1.5.32. Si tenemos una 2-forma en U C R3,

+ (dl’l + 7d$2 + dl’g) AN dZEg

7df131 + 7d£L’2 + dl’g) VAN dl‘g

(9a1
(9:53

_> dxl/\dzcg+<—> dxy A das

w = a1dry A drs — asdxy N dxs + asdr; N dxs,

la derivada exterior es

B 8@1 8a2 8a3
dw = (8:1:1 + 8@ + 81'3

que es la divergencia.

) dl’l VAN dl’g VAN dl’g,

(1.17)

(1.18)

Teorema 1.5.33. La derivada exterior es la unica operacion Q* (U) — Q1 (U) con las

siguientes propiedades:

1. Para funciones suaves f € Q°(U), df = X5, aaTi

2. Es lineal, d (w+ v) = dw + dv.

dIi.

3. Es una antiderivacion para el producto cuna es decir, para una k-forma w y una

I-forma v, d(wAv) =dw)Av+ (=) wAd(v).

4. Es una diferencial, d (dw) = 0.

Demostracion:

1. Por definicién.
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2. Sean wy = Y rardxr; y wy = Y ;brdxy entonces wy + we = > 7 (ar + by)dzy y
desarrollando:

d(wl —|—w2) = Zd(a1+b1) dl‘]
1
= Z(da; +db1) /\d[E[
I
= Zda[Ad.T]+Zdb]/\d$[
1 i

= dwq + dws.

3. Sea w = > ;asdxy una k-forma y 6 = > ; b;dx; una [-forma entonces

WA= (;afda;1> A (;dexJ>

= ZZ(G}bJ)d!L‘[/\dZL‘J.
1 J

Por lo tanto

d(w/\&) d(a[bJ)dI]/\dl’J

J

~

deaIAd:rj/\dxj—{—ZaIde/\dxl/\de
1,J

I
Bl\g

d&[/\df[/\bjdl‘]

+
<

Z ail---ikde A\ dl’il VANEEIVAY dl’zk VAN da:J

11yl J

(2}: day A d:zc1> A (zj: dexJ>

(—1)k (Z CL]d.T] VAN de VAN d.CEJ)

1,J

_l_

= dW/\e—i— (—1)k (Za[d.’ﬁ[) VAN <Zde/\d.ﬁEJ>
1,J J

—dw A O+ (—1) wAdf.

4. Sea w = Y yardr; € QF (U)
dw = Zdaf/\dxj,
I
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volviendo a derivar
0
) = ¥4 (Z o ) Ada;
5 (5 a (29 gy ) A de
- - sz [ 1

1

(9 a;

1

Lo que esté entre paréntesis se puede escribir como

82a1 ko F aQCL[
@Z]: w0z, ;g .
820,[
1§§§k Ox;0x; ’ ’
=0.

Unicidad: Supongamos que existe otro operador D tal que cumple todo lo anterior. Primero
veamos que D (dzy) = 0. Por el inciso 3,

D (dwiy A+ Ady,) =3 day Ao AD (day ) A Ada,

pero por el inciso 1, dz;; = Dx;;, y por el inciso 4, D (D (x”)) = 0. Asi
D (dx;,) = D (Day,) =0,

y por lo tanto D (dz;) = 0. Sea w = ¥_; a;dz; una k—forma. Por el inciso 2 y por el inciso
3 tenemos

Dw = (D (a;) Adx;+a;D (dxy)),

1

pero ya habiamos visto que D (dz;) = 0 y por el inciso 1, Da; = da;. Por lo tanto

Dw = Zda; ANdxy,
I
pero esta es justamente la definicion de dw, asi que Dw = dw. O

Proposicion 1.5.34. Si U es un subconjunto abierto de R™, V' es un subconjunto abierto
de R", F : U — V es un mapeo suave, y w € Q* (V), entonces

F* (dw) = d (F*w) .
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Demostracion:

Seape My (U¢)=(U,x,...,x,) una carta en p, entonces localmente w se ve como
w = Za;d:cil A Ndx,,
donde I = (i; < --- < i) entonces:
dFfw =d (Z (Frar) Frdz; N--- N\ F*dxik)

=d (> (aro F)dF, A~ NdF,,)
=Y d(ajo F)NdF;, A--- NdF,
=Y d(F*a;) NdF;, A--- NdEF,
= Z:F*da]/\F*daz:i1 A AN Frda,
= F (E:dal/\dxi1 /\---/\dxik)
= Fdw. ]

Ahora vamos a generalizar la derivada exterior para variedades. Sea M una n-variedad
suave y (U, ¢) una carta alrededor de p € M. Definimos la derivada exterior de la k-forma
w definida en M, en el punto p como

o gx —1\*
(), = 6" (d((07) w)), 1
De manera conceptual, el siguiente diagrama conmuta:

QF (M) —4— QF1 (M)

()] o

0Ok (Rn) d Ok+1 (Rn)

Hay que probar que (dw) esta bien definida. Sea (V1)) una carta alrededor de p. El mapeo
1 o1~ es un difeomorfismo entre conjuntos abiertos de R™, entonces por la Proposicién

[[5.34] se sigue que
(powt) a((v) w)=d((00v™) (v7) w).
Y ya que (pop™)" = (1) 0 ¢,
(67) owra((67) w) =d((v7) w),
v ((67) w)=va((v) w).
Por lo tanto la derivada exterior en variedades est4 bien definida.
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Teorema 1.5.35. 57 F : M — N es un mapeo suave. Para cada k, el mapeo pullback
F*: QF (N) — QF (M) conmuta con la derivada exterior.

F* (dw) = d (F*w) .

Demostracion:

Sea (U, ¢) una carta alrededor de p € M y sea (V1) una carta en N alrededor de
F(p). EnUNF (V)

F* (dw) = Frotd ((v7) w)
=¢"o(poFog™) d((v7) w)
=¢'d((woFoo™) (v7) w)
=0 ((07) Frw)
=d(F*w). O

1.5.4. Teorema de Stokes

Recordemos algunos teoremas vistos en cursos de célculo:

Teorema 1.5.36. Segundo teorema fundamental del calculo:

o0
a b

b
[ 1 @) de=10) - f ().
Teorema 1.5.37. El teorema de Green en el plano:

o0}

égfld:ijdey://Q(%f—?;) dz dy.

Teorema 1.5.38. El teorema de la divergencia de Gauss en el espacio de dimension 3:

n
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///ﬂdiv?dv://gﬁﬁcm

donde F = (f1, f2, f3).

Teorema 1.5.39. El teorema cléasico de Stokes en el espacio de dimension 3:

]gsfldx+f2dy+f3dz=//Sﬁ-cuﬂ?dA.

Los teoremas clésicos de Green, Gauss y Stokes son consecuencias directas del Teorema
de Stokes, debido a las relaciones entre dw y los conceptos de gradiente, divergencia y el

rotacional que vimos en los Ejemplos [1.5.30} [1.5.31] y [1.5.32]

Teorema 1.5.40 (Teorema de Stokes). Sea M una n-variedad orientada con frontera OM
y sea w una (n — 1)-forma diferenciable con soporte compacto en M. Entonces se cumple

que

/dw:/ w.
M oM

(1.19)

Demostracion:

Empecemos viendo primero que se cumple para H". Ya que w tiene soporte compacto,

existe R > 0 tal que
supp (w) C [-R,R] x --+- x [-R, R] x [0, R] = A.

Una (n — 1)-forma w en H" se puede expresar como sigue:

n
w:Zaidxl/\---/\dxi/\---/\dxn,
i=1

donde “~7” significa que ese término se omite. Entonces su derivada exterior sera

ai —
dw:Zazjdxj/\dxl/\-~-/\da:i/\--~/\da:n
J?Z
" da; _
=Y —dx; Ndzy A Adzg A+ Aday,
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y por lo tanto

/ :; Agzid:cl/\---/\d:cn
:Zz: 1// /zgzzdxl (1.20)

El sumando correspondiente a i # n es igual, por el Teorema de Fubini a

// /R 8aldxzdx1 dzs - - day, (1.21)

| R

y ya que fFR gg% dx; = a; R = O tenemos que (|1.21]) es igual a 0. Por lo tanto, el tnico

sumando de la sumatoria ) que podria ser no cero es el correspondiente a ¢ = n:

dw = (—1)"" 1/ / /R (9an dz
T R&:cn "

R
:(—1)”—1/ / gz”dxndxl---dxn_l.
-R 0 n

Y ya que
R0
0 aZ:dIn = a/nlé% = an (Ila e 7x'n,—17 R) — Ap (ZU17 e ,xn_170)
= —a, (z1,...,2,-1,0),
al final tenemos que
R R
dw = (_]_)n/ .../ an, (I17...7.rn_1,0) dml"'dxn_l. (122)
H™ _R R

Ahora, vamos a analizar el lado derecho de la igualdad (|1.19)).

n
/ w:/ Zai(:cl,...,a:n_l,())dg;l/\.../\daji/\.../\dajn
OH™ Ama%”i:l
S —_—
:Z/ a; (x1,.. ., xy_1,0)dxy Ao Adxy A+ Aday,
— JAnoHn

y ya que x, = 0 en la frontera de H entonces dz,, = 0 y se cancelan las sumas en donde
i #n,

/ w = an (T1, ..., xy_1,0)dxy A+ Adxp_.
OHn ANOH™

La orientacién inducida en la frontera OH* coincide con la orientaciéon candnica de RF—1
si k es par y la invierte si k es impar,

R R
/ w= (—1)”/ / an (1, Tp_1,0)dxy - dxpy_g. (1.23)
oMn -R  J-R
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Asi igualando ((1.22) y (1.23]) tenemos

dw = / w.
Hn IH"

Ahora para el caso de R™, sea w una (n — 1)-forma suave con soporte compacto. Existe
R > 0 tal que
supp (w) - [_R, R] X X [_Rv R] = A

Podriamos continuar de forma anéaloga al caso de H", sin embargo, en este caso todos los
sumandos de (|1.20]) serian cero, por lo que

dw = 0.
]Rn

Por otro lado OR™ = () por lo que

Asi que en este caso también se cumple

dw:/ w = 0.
R SR

Ahora vamos a probarlo para una variedad general. Sea M una n-variedad y sea
{(Uqs ¢a)} un atlas de M. Note que U, puede ser difeomorfo a R™ o H" (casos en donde
sabemos que se cumple el teorema). Sea {p,} una particién suave subordinada a {U,},

entonces
/8M YT /31\/1 Za: Patda
= Z/ PaWa
~ JoMm
= aWa - 1.24
Za: e (1.24)

Estas integrales pueden ser algunos de los dos casos anteriores, por lo que

-3 i
= %:/Md(pawa)

()

:/dw. O
M
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Capitulo 2

Rayuelas de Cocadenas

Un angulo recto, una linea que sube,
de aqui para alla, del fondo al frente,
hacia arriba, hacia abajo,
espasmodicamente, frenando en seco y
arrancando en el mismo instante en
otra direccién, y todo esto va tejiendo
un dibujo, una figura.

Julio Cortdzar

2.1. Cohomologia de De Rham

En el capitulo anterior definimos d : Q* (M) — QF! (M) para todo k, esto lo podemos
representar con el siguiente diagrama:

s QM) L QR (M) s QM) s (2.1)

lo que da lugar a la siguiente definicién.

Definicion 2.1.1. Un complejo de cocadenas A es una coleccion de espacios vectoriales
{Ak}k , Con una sucesion de mapeos lineales d* : A¥ — AL llamados diferenciales,
€

_ d—l dO dl d2
— A7! A Al A?

tales que d**' o d* = 0.

Para una n-variedad suave M, la sucesion de espacios vectoriales {Qk (M )}k ,, con la
€

derivada exterior es un complejo de cocadenas llamado el complejo de De Rham (2.1)),
pues d es lineal y d od = 0. En el complejo de De Rham es usual omitir el indice en la
derivada exterior, a diferencia de las diferenciales de un complejo de cocadenas general.
Sea w € QF (M) una k-forma, entonces decimos que es cerrada si dw = 0. Denotemos
por Z* (M) al conjunto de todas las k-formas cerradas en M. Decimos que w es exacta
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si existe 7 € QF 1 (M) tal que w = dr. Denotemos por B¥ (M) al conjunto de todas

las k-formas exactas en M. Claramente toda forma exacta es cerrada, ya que d (dr) = 0

para toda forma. Sin embargo, la reciproca no siempre es cierta: no toda forma cerrada es

exacta. Para capturar y medir esta diferencia se introduce el concepto de cohomologia.
Definamos el k-ésimo grupo de cohomologia de De Rham como el cociente de espacios

vectoriales

Z* (M)

H* (M) = B )

Decimos que w,w’ € Z* (M) son cohomologas si w — w’ € B¥(M). Si consideramos el
complejo de cocadenas:

D QL (M) s OF (M) — QR (M) —— -
entonces el k-ésimo grupo de cohomologia de este complejo es

1 (1) — ker (d : QF (M) — QY1 (M) 7+ (M)

im (d: Q-1 (M) — QF(M)) — B+ (M)’

Cabe recalcar que usualmente al k-ésimo grupo de cohomologia de De Rham es denotado
por H% (M) para distinguirlo de otros grupos de cohomologfa. Sin embargo, en el presente
trabajo solo veremos la cohomologia de De Rham, por lo que usaremos la notacion H* (M)
para estos. A continuacién vamos a probar varias propiedades de la cohomologia de De

Rham.

Proposicion 2.1.2. Sea M una n-variedad suave entonces

H*(M)=0, Vk>n.

Demostracion:

Una k-forma es una seccion de A* (T*M), pero A* (T*M) = 0 para k > n. Por lo tanto
la tinica k-forma que puede existir es la que manda todo al cero y H* (M) = 0. O

Proposicion 2.1.3. Si M es una variedad suave que tiene r componentes conexas, en-
tonces

Demostracion:

Primero notemos que no hay 0-formas exactas, por lo tanto

HY(M)=2Z°(M)={fe€C>®(M): df =0}.
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Sean f una O-forma cerrada en M y (U, z4,...,x,) una carta. Localmente
df =Y ——dx; =0,

pero esto solo sucede si para toda i se cumple que % = 0. Por lo tanto f es localmente
7

constante. Por compatibilidad de cartas f es constante en cada componente conexa de

M. Como tiene r componentes conexas, tenemos r constantes diferentes, teniendo asi que

H° (M) =TR". m
Usando estas dos propiedades se puede calcular dos ejemplos sencillos.

Ejemplo 2.1.4. Los grupos de cohomologia de un punto {p} en R™ estin dados por

R sik=0,
0 otro caso.

i =

Demostracion:

{p} es una variedad de dimension 0, pues {({p}, )}, donde
¢:{p} =>R",  p=0,
es un atlas suave para {p}. Por lo tanto H* ({p}) = 0, para todo k > 0. Luego H° ({p}) =
R, pues {p} es conexo. O
Ejemplo 2.1.5. La cohomologia de De Rham de R es

R stk=0
k ~ )
H(R)_{O si k> 0.

Demostracion:

HY (M) = R, ya que R es conexoy H* (M) = 0 para k > 1, ya que R es una 1-variedad.
Solo faltarfa probar que H' (R) = 0. Sea fdx una 1-forma y consideremos

Por el teorema fundamental del calculo vemos que f (z) dx = ¢’ (z) dx = dg por lo tanto
toda 1-forma en R es exacta, de lo que se sigue que H' (R) =0 O

Lema 2.1.6. Sea F': M — N un mapeo suave, entonces el pullback F* : Q* (N) — Q* (M)
manda formas cerradas en formas cerradas y manda formas exactas en formas exactas.
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Demostraciéon:

Sea w € Q* (N) una forma cerrada, entonces
0=Fdw=dF‘w.
Siw € Q" (N) es una forma exacta, tenemos
Frw=F'dr =dF"r. O

Por lo tanto podemos inducir un mapeo que denotaremos con EF# de la siguiente
manera:

i 25N 2 ()
B*(N) ~ B* (M)’
que es llamado el mapeo pullback en la cohomologia de De Rham.
En general, si A es un complejo de cocadenas

F7 ([w]) = [F* (w)],

dk71

— d*
cee AR Ak AR+l

entonces definimos el espacio vectorial

ker (dk)
H" (A) := = (2.2)

Decimos que el complejo de cocadenas es exacto en Ay si im (dk_l) = ker (d’“) Para cada

k, llamamos cociclos a los elementos de ker (dk) y cobordes a los elementos de im (d"“"l).

Para nuestro complejo de De Rham, ([2.2)) coincide en como definimos los k-ésimos grupos
de cohomologia.

Definicion 2.1.7. Sean A y B complejos de cocadenas con diferenciales da y dp respec-
tivamente. Un mapeo ¢ : A — B es una coleccion de mapeos lineales oy, : A¥ — B¥ para
cada k,

it dk,
R Ak AR oL

Jkal J@k l‘PkJrl
k—1

dy d
.y Bk-1 B B B, B+l ...

tales que d% o pp = @41 0 dby.
En general, un mapeo de cocadenas ¢ : A — B induce un mapeo en cohomologia
o HY (A) — H" (B),
dado por

0" (la]) = [0 (a)].

Para ver que esta bien definido se procede de forma anéloga al caso del pullback ya que
por definicién ¢, conmuta con los respectivos diferenciales, que es lo que usamos en el
caso anterior.
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2.2. Categorias

La nocién de categoria fue introducida por Eilenberg y Mac Lane en 1945 [EM45], con el
proposito de ofrecer un marco abstracto para describir y comparar estructuras matemati-
cas de manera unificada. Desde entonces, la teoria de categorias se ha convertido en una
herramienta fundamental en gran parte de las mateméticas modernas, pues permite estu-
diar estructuras y las relaciones entre ellas de una manera general y abstracta. Veremos
como se relaciona este concepto con la cohomologia de De Rham.

Definicion 2.2.1. Una categoria consiste en una coleccion de elementos, llamados objetos
y para cada dos objetos A y B, un conjunto Mor (A, B) de elementos, llamados morfismos
de A a B tal que dado cualquier morfismo f € Mor(A, B) y cualquier morfismo g €
Mor(B,C) la composicion go f € Mor (A, C) estd definida. Ademds de la composicion de
morfismos se necesita satisfacer dos propiedades:

1. Para cada objeto A, existe un morfismo identidad 1ds € Mor(A, A) tal que para
cualesquiera f € Mor (A, B) y g € Mor(B, A),

fOIdA:f Yy IdAOg:g
2. Para f € Mor(A,B),g € Mor(B,C) y h € Mor(C,D) se cumple
ho(gof)=(hog)of.

Si f € Mor (A, B), usualmente escribimos f : A — B.

Definicion 2.2.2. Dos objetos A y B en una categoria se dicen isomorfos si existen
morfismos f: A— B yg: B — A tales que

gof=Idys vy fog=Idg.
En ese caso ambos f y g son llamados isomorfismos.

Definicion 2.2.3. Un funtor contravariante F de una categoria C a otra categoria D es

un mapeo que asocia a cada objeto A en C un objeto F (A) en D y para cada morfismo
f:A— B un morfismo F (f): F(B) — F (A) tal que:

1. F(Ida) = Idr(ay.
2. F(fog)=F(g)oF(f).
Notemos que en nuestro analisis anterior se cumplen las siguientes propiedades:

= Si
Idy : M — M

es la identidad entonces el pullback es la identidad Id%, (w) = w y Id%; ([w]) = [w],
por lo tanto Id]\#4 es la identidad.
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m Sean FF : N - M y G : M — P mapeos suaves entre variedades, entonces
(Go F)* ([w]) = [(Go F)" (w)] = [F* o G* (w)] y por lo tanto (G o F)* = F# o G#,

Ya que se cumplen ambas propiedades, existe un funtor contravariante (H k(=) f#> de
la categoria de variedades suaves cuyos morfismos son los mapeos suaves a la categoria de
espacios vectoriales cuyos morfismos son los mapeos lineales. Es decir, la cohomologia de
De Rham es un funtor contravariante entre variedades suaves y espacios vectoriales.

Proposicién 2.2.4. Sea F' : C — D un funtor contravariante. Si f : X — Y es un
isomorfismo en la categoria C, entonces F (f) es un isomorfismo en la categoria D.

Demostracion:

Sea f : X — Y un isomorfismo. Entonces existe f' : Y — X tal que f'o f =Idx y
f o f/=1Idy, luego se cumple que

F(f)oF(f)=F(fof)=F(dy)=Idpy,

F(f)oF(f)=F(fof)=F(dx)=Ildrx).

Por lo tanto F' (f) es un isomorfismo en la categoria D. O

Ejemplo 2.2.5. Las variedades suaves junto con los mapeos suaves forman una categoria.

Ejemplo 2.2.6. Los espacios vectoriales junto con las transformaciones lineales forman
una categoria.

En la categoria de variedades, los isomorfismos son precisamente los difeomorfismos y
en la categoria de espacios vectoriales, los isomorfismos son los isomorfismos entre espacios
vectoriales. Por lo tanto podemos enunciar el siguiente corolario.

Corolario 2.2.7. Si F : M — N es un difeomorfismo entre variedades, entonces F¥ :
H* (M) — H* (N) es un isomorfismo de espacios vectoriales.

2.3. Invarianza Homoto6pica

La invariancia homotopica constituye una de las propiedades fundamentales de la cohomo-
logia de De Rham. Esta nos dice que si dos variedades son homotépicamente equivalentes,
entonces tienen el mismo grupo de cohomologia (salvo isomorfismos). Esto permite a la
cohomologia distinguir entre variedades que no son homotépicamente equivalentes. Esta
propiedad junto con el Corolario y alguna otra herramienta mas, nos serviran més
adelante para calcular grupos de cohomologia.

Definicion 2.3.1. Sea M y N dos variedades. Dos mapeos suaves F,G : M — N son
homotdpicos (suaves) si existe un mapeo suave h : M X I — N tal que

h(z,0)=F(z) vy h(z,1)=G(z).
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Si F''y GG son homotopicos lo vamos a denotar como F' ~ G.

Definicion 2.3.2. Un mapeo F : M — N es una equivalencia homotopica si tiene una
inversa homotdpica, es decir, un mapeo G : N — M tal que G o F' es homotdpico a la
identidad Idy; en M y F o G es homotdpico a la identidad Idy en N. Decimos que M es
homotopicamente equivalente a N .

Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.3.3. Seanp=(0,...,1) yq=(0,...,—1) en R*" entonces S™\ ({p} U {q})
es homotdpicamente equivalente a S™ 1,
En efecto, denotemos a S™\ ({p} U{q}) como U. Sean

F.5"1 U, z+— (z,0),

(X1, ..., 2y)
H(mhaxn)H

Es fdacil ver que G o F' = Idgn-1 solo falta ver que F o G es homotdpico a Idy. Sea

(1 N t)l' +t Proypn ()

|[Proygn (z)]|

. -1
G:U— 8", (T1,. oy Tpy Tpg1) >

h:UxI—U, (x,t) —

~| ===

N Proygn (z) ||’
(1= t) 2+ttt
donde Proyg. es la proyeccion ortogonal Proyg. () = (x1,...,2,,0). El mapeo h es

una especie de homotopia lineal, sin embargo, para que h(xz,t) € U lo hemos norma-
lizado. La norma es distinta de cero pues ||Proyg. (z)|| es cero solo cuando las prime-
ras n entradas de x en U son cero. En S™ los tunicos puntos que cumplen esto son p y
q, y por lo tanto para todo x € U se cumple que ||Proyg. (x)|| # 0. De igual manera
(1 —t)z+t (Proyga (2)) / (||Proygna (x)|]) es cero cuando las primeras n entradas de x son
cero. Por el mismo argumento del caso anterior concluimos que el denominador es distinto
de cero. Por lo tanto h estd bien definida. El mapeo h es suave ya que la homotopia en
linea recta es suave y la normalizacion es suave. Ademds h (z,0) = ”CH =z ya que x € U

[l

y h(z,1) = FoG. Porlo tanto S™\ ({p} U{q}) es homotdpicamente equivalente a S™ 1.

2.3.1. Derivada de Lie y la Férmula Magica de Cartan

En esta subseccion anadimos las definiciones y resultados (sin demostracion) necesarios
para enunciar y comprender la féormula mégica de Cartan, que relaciona la derivada de
Lie, la derivada exterior y el producto interior. Este resultado sera fundamental para la
demostracion del teorema de invarianza homotoépica, que se presentara en la siguiente
subseccion.

Definicion 2.3.4. Un flujo local alrededor de un punto p en un conjunto abierto U de
una variedad M es un mapeo suave

0: (=€) xW = U,

donde € es un numero real positivo y W es una vecindad de p en U, tal que
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1. 0(0,q) = q para todo g € W,
2. 0(t,0(s,q)) =0(t+s,q) siempre que ambos lados estén definidos.
Nota 2.3.5. Usualmente se suele denotar como 6;(q) a 6(t,q).

Para definir la derivada de Lie, es necesario primero definir el flujo local generado por
un campo vectorial X como sigue.

Definiciéon 2.3.6. Sea X un campo vectorial sobre una variedad M. Un flujo local gene-
rado por X es un flujo local
0:(—€,¢) xW — M,

donde € > 0 y W es un abierto, tal que satisface la ecuacion:

()= X (6.().

dt
La existencia y unicidad del flujo local generado por un campo vectorial X esta garan-
tizada por teoremas de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales ordinarias en
variedades suaves. Una referencia mas detallada de la existencia y unicidad del flujo local
generado por un campo vectorial X se puede encontrar en [Tulll §14.3].

Definicion 2.3.7. Una coleccion {w;},., de formas se dice que es una familia unipara-
métrica si el parametro t corre sobre algun subconjunto de la recta real A C R.

Definicion 2.3.8. Una familia uniparamétrica {w;},., de formas en M se dice que depen-
de suavemente de t si para cada punto de M eziste una vecindad coordenada (U, x4, ..., x,)
en la cual

(we), = > by (t,p) dz ]y, (t,p) € A x U,

para algunas funciones suaves by en A x U. También llamamos a dicha familia {w;},.,
una familia suave de k-formas en M.

Definicién 2.3.9. Sea {w;},, una familia suave de k-formas en M. Definimos su derivada
con respecto a t como

d

dt

Los siguientes resultados muestran que la derivada de una familia suave de k-formas en
M es una derivacion y ademéas conmuta con la derivada exterior. Las pruebas se pueden
ver en [Tulll §20.3].

ob
Wt) = Z @72;7 (t07p) dﬁJ‘p-
t=to

p

Proposicion 2.3.10. Si {w;},cp ¥ {7i}iep s0n familias suaves de k-formas y l-formas
respectivamente sobre una variedad M, entonces

i( AT) = a4 AT+ /\i
di Wt Tt) = dtu}t Tt Wt dtTt.
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Proposicion 2.3.11. Si {w;},., es una familia suave de formas diferenciales en una
variedad M, entonces
i)
Wt | -
t=to

dt

dwt:d<

dt

t=to

Ahora podemos definir la derivada de Lie para formas.

Definicion 2.3.12. Sea X un campo vectorial, 6 el flujo local generado por X y w una
k-forma en una variedad M. La derivada de Lie Lxw en p € M se define como

0 (wo (p>> —Wp (Ow), —w d
. t . Y P p o *
(Lxw), = %11% ; = %H% — — . (Orw), -

Vamos a definir el producto interior de formas suaves en una variedad con un campo
vectorial X.

Definicion 2.3.13. Dado un campo vectorial X y una k-forma w en una variedad M, la
multiplicacion interior ix : QF (M) — QF1 (M) se define como

ixw (X17 e ,Xk-_l) = w (X,Xl, e ,Xk_l),

para Xy, ..., X_1 campos vectoriales. FEste operador también se denota como X sw y de
ahora en adelante es la que usaremos, para evitar confusion con el mapeo inclusion.

El siguiente teorema contiene las propiedades fundamentales de la derivada de Lie,
véase [Tulll, §20.5].

Proposicion 2.3.14. Sea X un campo vectorial en una variedad M. Entonces

1. La deriwada de Lie Lx : Q* (M) — Q" (M) es una derivacion: esto es, un mapeo
R-lineal y si w € QF (M) y 7 € Q' (M), entonces

Lx(wWAT)=(Lxw)ANT+wA(LxT).

2. La derivada de Lie Lx conmuta con la derivada exterior.

3.
Lx =dix +ixd.
4. Paraw € QF (M) y Yy,..., Y, campos vectoriales,
k
Lx (@, Vi) = (Lxw) Vir V) + Y w (s Lx Vi YR

=1

El inciso 3 de la Proposicion [2.3.14] es lo que llamamos en este documento como “la
formula magica de Cartan”.
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2.3.2. Invarianza Homotépica de la Cohomologia de De Rham

Teorema 2.3.15. Dos mapeos homotdpicos F,G : M — N entre variedades inducen el
mismo mapeo en cohomologia de De Rham, es decir:

F* =G#* . H* (N) — H* (M) .

Demostracion:

Primero, consideremos los mapeos:

io: M — M xI, iy:M— MxI,
pr (p,0), pr(p,1).

19, 11 son homotopicos, por el mapeo identidad

IdMX[ MxI1—MxI.

Vamos a probar el teorema por ahora solo para este caso. Consideremos el siguiente dia-
grama,

— QPN (M x T) — 22— QF (M x [) ——— QML (M x [) —4
7 & -
AL QR () d OF (M) - d O (M) — L

en donde K es un mapeo de un grado menor, definido por
1 0
K Q8 (M x I) — Q1 (M), wb—>/ if (5 0w ) dt
0

donde iy : M — M x I denota la inclusion p — (p, t).
El calculo de d Kw puede realizarse punto a punto en coordenadas locales, diferenciando
bajo el signo integral, lo que da como resultado

10
dKw :/0 di’ (mw)) dt,
1 (8
de:/o iy (((%de) dt.
L.(0 (0
Kdw+ dKw :/0 iy (((%de> + di; <ath> dt

i)

— ﬁ aw (2.3)

y por otro lado

Por lo tanto



La ultima igualdad es consecuencia directa de la férmula magica de Cartan. Aqui tenemos
que el flujo es 0 (t,m,s) = (m,t + s), asi podemos escribir i; = 6, 0 iy y

it (Low) =5 (05 (Low)) =15 (gt (e;u)) — gtz':; (Frw) = gti;‘fw.

Por lo tanto, sustituyendo en ([2.3)) tenemos

L 1y,
/Ozt (E%w) dt:/o §ztwdt

o
= W — oW,

donde la ultima igualdad se sigue del teorema fundamental del calculo. Hemos demostrado
que para la K definida anteriormente,

iw —ijw = dKw + Kdw. (2.4)

Sea 7 una forma cerrada. Entonces, ya que K es lineal, K (dr) = K (0) = 0y por (2.4)
tenemos
it —igT = dKT.

Por lo tanto 7 ~ 7 v estan en la misma clase de equivalencia y tenemos que
1 0

if [r] = ligr] = [i37] = 4 [].
Por lo tanto
il =4 - H*(N) — H* (M). (2.5)

Ahora, consideremos cualesquiera mapeos homotoépicos F,G : M — N. Sea H : M x I —
N una homotopia entre ellas, es decir,

HOiOZF y HoilzG,

con ig,%; definidas al principio de la prueba. Por propiedades del funtor contravariante
entonces tenemos
il o H? = F# y i* o H* = G*.

Luego, por (2.5) se concluye que F'# = G# terminando asf la prueba. O

Teorema 2.3.16. Si F': M — N es una equivalencia homotdpica entonces
F# . H*(N) — H* (M)

es un isomorfismo.

63



Demostracion:

Por hipétesis existe G : N — M tal que
GoF~Idy y FoG~Idy.
Por el Teorema tenemos:
(GoF)" =1dprqny v (FoG)" =Idyku.
Luego, por propiedades del funtor contravariante
FPoG* =Tdyrry vy G¥ o F* =Tdyry.

Por lo tanto F# es un isomorfismo. O

Corolario 2.3.17 (Lema de Poincaré¢). Los grupos de cohomologia de De Rham de R™
estan dados como sigue:

R sik=0
k ny ~v )
H(R)—{o si k> 0.

Demostracion:

Sea p € R™. Consideremos

i:{p} >R,  prp,

r:R" — {p}, T p.
Entonces r o i = Idy,,. Para probar que i o r es homotopico a Idg. vamos a definir:
h:R"x I —R" (x,t) — (1 —t)z +tp,

que es un mapeo suave donde h (z,0) = Idgs y h(z,1) = i or. Por lo tanto R" es
homotopicamente equivalente a un punto {p} y entonces

R sik=0
k ny\ ~v )
" (R )_{ 0 otro caso.

Una variedad es contraible si es homotopicamente equivalente a un punto. Ademés la
homotopia que dimos en el ejemplo anterior es muy usual y recibe el nombre de homotopia
de linea recta (u homotopia lineal). Otro ejemplo que veremos involucra un tipo especial
de relacion homotopica.
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Definicion 2.3.18. Una retraccion de M a una subvariedad S C M, es un mapeo suave
r: M — S que se restringe al mapeo identidad en S, es decir, rot = Idg, dondei : S — M
es el mapeo inclusion.

Si existe una retraccion de M a S decimos que S es retracto de M.

Definiciéon 2.3.19. Una retraccion por deformacion de M a una subvariedad S C M, es
un mapeo suave h: M x R — M tal que para toda x € M,

1. h(z,0) ==z.
2. Hay una retraccion r: M — S tal que h(z,1) =r(x),
3. Para todo s € S yt € R h(s,t)=s.

y solemos denotar hy (x) = h (z,t).

Si existe una retraccion por deformacion de M a S, decimos que S es retracto por
deformacion de M.

Proposicion 2.3.20. 57 S C M es retracto por deformacion de M, entonces S y M son
homotopicamente equivalentes.

Demostracion:

Sea h : M xR — M una retraccion por deformacion y sea r () = f; () = h (z,1) una
retracciéon. Ya que r es una retraccion, la composicion

SL>ML>S, ros =Idg,
es el mapeo identidad en S. Por la definicion de retraccion la composicion
SLSL M
es f1 y la retraccion por deformacién nos da una homotopia
fi=ior~ fi =1Idy.

Por lo tanto, r : M — S es una equivalencia homotépica, con inversa homotopica i : S —
M. ]

Asf que si S es retracto por deformacién de M, entonces H* (S) = H* (M) para todo
k. A continuaciéon vamos a ver un ejemplo:

Ejemplo 2.3.21. Sea
V=CP"—{[0:---:1]}.

Vamos a ver que CP™ ! es retracto por deformacion de V. Definamos
h:VXR—=YV, (21 rzp, )= [z iz s (L —1t) 2]

Entonces h (x,0) = x y hy es una retraccion. Ademds h (x,t) = x para todo x € V', por lo
tanto V' es homotdpicamente equivalente a CP™ 1.
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2.4. Mayer-Vietoris

En esta seccion presentamos el Teorema de Mayer-Vietoris, una herramienta fundamental
para calcular la cohomologia de una variedad a partir de subconjuntos abiertos que la
cubren.

2.4.1. El Homomorfismo de Conexién
Sea ‘
0 A—— B¢ 0
una sucesion exacta corta de complejos de cocadenas. Podemos construir un mapeo lineal
§: H*(C) — H*' (A) de la siguiente manera. Consideremos el diagrama

Tg41 Jk+1
0 O Akl L phel TEEL okt B 0

T

0 —L s A % gk o " 4

Notemos que la sucesion es exacta en C*, asf que im (ji) = ker () = C*. Por lo tanto j es
sobreyectiva. Sea [c] € H* (C), entonces ya que j es sobreyectiva existe un b € B* tal que
jx (b) = c. Ahora notemos que db € B**! esta en kerj,,; ya que:

Ji+1 (db) = dji (b) = de = 0.

Luego existe a en A*! tal que db = i(a) ya que por la exactitud en B*! tenemos
ker (jx11) = im (ig41). Ahora

ik+2da = dik+1a =ddb=0

y €como ko €s inyectiva, tenemos que da = 0. Por lo tanto podemos considerar su clase
de equivalencia [a]. Entonces definimos el mapeo homomorfismo de conexiéon como el que
manda [c]| a la clase de a, es decir

dlc] =a].

La construccion de este mapeo se puede resumir con el siguiente diagrama:

Sin embargo, aun nos falta probar que esta bien definida. Recordemos que hicimos dos
elecciones que pueden ser no unicas, primero elegimos el representante de [c] y luego
elegimos un elemento b € B* tal que j (b) = ¢, empecemos por este tltimo.

Los elementos que son preimagen de ¢ difieren de b por iy (w), asi escojamos un nuevo
elemento b + ix (w). Luego

d (b + ik (w)) =db + ik+1 (dw)
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y por lo tanto el elemento que elegimos en A**! es a + dw y [a + dw] = [a], probando asi
que el mapeo no depende de esta eleccion.

Ahora consideremos otro representante de [¢|, digamos ¢+ du. Entonces ya que j,_1 es
suprayectiva escojamos v € B¥™! (esta eleccion esté bien definida por el caso anterior) tal
que jx—1 (v) = u, luego

d(b+ dv) = db+ ddv = db,

y por lo tanto d esta bien definida.

Teorema 2.4.1 (Zig Zag). Una sucesion exacta corta de complejos de cocadenas

0 A—sB-1sc 0
da lugar a una sucesion exacta larga en cohomologia:

i# i*

T H) T ) o 0

L () (5) 2 e 0) s

Demostracion:

Vamos a probar la exactitud en H* (A), H* (B), H* (C) para cualquier k.
Empezaremos por probar la exactitud para H* (C):

» imj# C kerd. Sea [b] € H* (C) entonces

5 (5% b)) =81 (b))

Para visualizar el mapeo 0 [j (b)] tal como lo sugerimos anteriormente vamos a usar
el diagrama

0——s db=0
I

b —— j(b)

Ya que b es una forma exacta entonces db = 0 y ya que d es lineal entonces i (0) =
db = 0, por lo tanto

617 (b)] = &[0] = [0].

= kerd C imj#. Sea [c] € H* (C) tal que §[c] = [a] = [0]. Ya que a esté en la clase de
equivalencia del cero, entonces a = da’ para alguna a’ € A* y entonces tenemos el
siguiente diagrama:
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Luego

d(b—1i(a))=db—di(a)
=db—i(da")
=db—ia = 0.
Por lo tanto b — i (a’) es una forma cerrada, luego
jb—i(a’))=j(b)—ji(a))
=j(b)=0.
Por lo tanto j# [b — ix (¢')] = [] v [¢] € imj#.
Ahora vamos a probar la exactitud en H* (B):
» imi# C kerj#. Sea [b] € H* (B) tal que i# [a] = [b] para algtin [a] € H* (A). Entonces,
7% [0} = j*i* [a] = j* [ia] = [jia] = [0].
» kerj# C imi*. Sea [b] € H* (B) tal que j¥ [b] = [jb] = [0]. Ya que jb esta en la misma
clase de equivalencia que el cero existe un c tal que jb = dc y ya que j es sobreyectiva
existe un b’ tal que jb' = c¢. Entonces j (b —db') = jb — jdb' = dc — djb' = 0. Por

lo tanto existe un a tal que ia = b — db’ y a es cerrada debido a que ida = dia =
d(b—db') = 0. Esta a serd nuestra candidata para la imagen de 1. Veamos:

i* [a] = [ia] = [b— db] = [t].

Por tltimo vamos a probar la exactitud en H* (A):

» imé C keri*#. Sea §[c] = [a] € H* (A)

i#6 [c] = i* [a] = [ia] = [db] = 0.
» keri# C imd. Sea [a] € H* (A) tal que i¥ [a] = [ia] = [0]. Ya que ia esta en la

misma clase de equivalencia de 0 existe b tal que ia = db. Sea jb = ¢ entonces por
construccion de § tenemos que 0 [c] = [a]. O

Sea {U,V} una cubierta abierta de una variedad M, entonces tenemos las siguientes

inclusiones:
U
2N
unv M
Vv
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El pullback i}, : Q% (M) — QF (U) esta dado por la restriccion if;w = w|y. El pullback de
las otras contenciones esta definida de la misma forma. Sean

i QF (M) — Q8 (U) @ Q% (V), o (ijo,iy,0) = (oly,olv),

MU e QN (V)= QEUNV),  (w,7T) = T = jiw = Tluay — wluav.

Vamos a ver que ambos mapeos conmutan con la derivada exterior. La derivada exterior
en QF (U) ® QF (V) esta dada por d (w,7) = (dw,dr). Para i, tenemos que

Para 7, tenemos que

dj (w,7) = d (jy (7) = ji (W) =

Por lo tanto j e ¢ son mapeos entre complejos de cocadenas.

Proposicion 2.4.2. Para cada k > 0, la sucesion
0 —— Q8 (M) — QF ()@ (V) —— Q5 (UNV) —— 0

es exacta.

Demostracion:

» Veamos primero que es exacta en QF (M), para ello basta probar que i es inyectiva.

Sea o € QF (M) tal que ioc = (i};0,i},0) = (0|, oly) = (0,0). Ya que {U,V} cubre
a todo M, o tiene que ser cero en todo M. Por lo tanto o es la forma cero, es decir
la que manda todos los puntos de M a 0. Por lo tanto ¢ es inyectiva.

= Ahora vamos a probar que es exacta en QF (U) @ QF (V), para esto vamos a usar la
doble contencién.
Sea o € QF (M) entonces
j(i(o)) =j(olu,ov)
= Jvolu = Juolv
= olvnv — olunv

=0.
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Por lo tanto imz C kery.

Sea (w,7) € QX (U)@ N (V) tal que j (w,7) = 0, esto es, w|yny — T|ury = 0, lo que
implica que:

w\UnV = 7'|Umv-
Definimos la forma ¢ en M como

{w en U,
g =

T enV,

que esta bien definida por lo anterior. Claramente ioc = (ij;0,i},0) = (o|y,0lv) =
(w,7) y por lo tanto kerj C imi. Con esto se prueba la exactitud en QF (U) @ QF (V).

= Por tltimo vamos a revisar la exactitud en QF (U N'V). Para probar esto basta ver
que j es sobreyectiva.

Sea w € Q% (UNV). Debemos mostrar que existen n € Q% (U) y n’ € QF (V) tales
que

w=jn,n)=nluvov —lvav.
Sea {p, '} una particién de la unidad subordinada a {U, V'}. Definimos v € QF (U)
como la extension por cero de p'w, es decir,

| —pw enUNV,
= 0 en U\ (UNV).

Analogamente

;Jpw enUNYV,
T=10 enV\(UNV).

Por lo tanto

Jmn") =1lvav — nlvav = pw — (p'w) = pw + p'w = w,

y hemos probado que j es sobreyectivo. O

Con todo lo anterior, es posible hacer un calculo explicito de d en la cohomologia de De
Rham. Sea w € QF (U NV) una forma cerrada, entonces existe (n,7') € QF (U) & QF (V)
definida como en la demostracion anterior, tal que j (7,1") = w ya que por conmutatividad
se cumple que j (d(n,7")) = d (w) = 0, por lo tanto dn'|ynv — dnluay = 0y dnp = dn’ en la
interseccion U N V. Por lo tanto, la preimagen de d (n,7') es

T:{ —d(n) =d(p'w) en U,
d(n')=d(pw) enV.

El homomorfismo de conexién estaria dado explicitamente por



Ahora, ya que
0 —— QF (M) — Q*(U)BDU(V) —5 Q*(UNV) —— 0

es exacta podemos aplicar directamente el Teorema y obtenemos:

Teorema 2.4.3 (Mayer-Vietoris). Sea M una variedad que puede descomponerse como la
union de dos subconjuntos abiertos U,V . Entonces existe una sucesion exacta larga para
los grupos de cohomologia de De Rham

4 i iH

S R (M) — s (U)o B (V) s B U V) !

& H1 (M)~ BR(U) @ HMY (V) s B U Y) s

2.5. Ejemplos

Antes de desarrollar los ejemplos vamos a ver un lema que nos sera muy ttil en el calculo
de los grupos de cohomologia de De Rham de estos espacios:

Lema 2.5.1. Sea . ) , »
05 A" L4t Ly 2 qam
una sucesion exacta de espacios vectoriales de dimension finita. Entonces
(—1)" dim A* = 0.
=0

(2

Demostracion:

Por el teorema de rango-nulidad
dim (A*) = dim (kerd*) + dim (imd").

Podemos sustituir

5= (1) dim (4%) = 3 (<) (dim (ker ) + dim (i)
= dim (ker d0> + (=1)" dim (imd™),

ya que kerd® = imd**!. Como d° es inyectivo y d™ es sobreyectivo se sigue que

i (—1)" dim (4%) = 0. O

k=0
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Teorema 2.5.2. Los grupos de cohomologia de S™ con n > 1 estdin dados por

R sik=0,n
k n\ ~v 5 10y
H" (S )_{ 0 otro caso.

Demostracion:

La prueba sera por induccién sobre n.
Caso n = 1. Para este caso vamos a considerar

U=25" ﬂ{(xl,xg) eR?: 2y > —1}

V:Slﬂ{<$1,x2)€R21x2<1}.

Tenemos que ambos U y V son difeomorfos a R por la proyeccion estereografica, asi que
H* (U) = H* (V) = H* (R), que por el Lema de Poincaré sabemos que es cero para todo
k#0yparak =0, H(R) =~ R. Ademas, ya que U NV tiene dos componentes conexas
H°(UNV)=R2 Por lo tanto tenemos la siguiente sucesion exacta larga:
A #
S HY(SH 2R S HY(U) @ HO(V)2ReOR — H(UNV) ¥ R? T
5

& oY — " O eH(V)=0 — " BV T

[ 0 i

Asi por el Lema tenemos que dim (H' (S')) = 1, por lo tanto H' (S') = R. Por la
Proposicion sabemos que los grupos de cohomologia para k£ > 1 son 0 y concluimos
entonces que:
R sik=0,1
k 1) ~ s L9
H (S ) N { 0 otro caso.
Caso n > 1. Para S" = {(z1,...,2,51) € R"™: 3" 22 = 1} definamos la cubierta
{U,V}, donde
U=5"nN {(xl, e Tpp) ER™ i, > —1} ,

V = Snﬂ {(.T,'l,...,xn+1> c Rn+1 o | < 1}

De nuevo, por la proyeccion estereografica U y V son difeomorfos a R™, y por lo tanto
H* (U), H* (V) = H* (R") para todo k. Para k > 1 la sucesion

BT e HF (V) =0 L HE (U AV )
1)

i G#

&H’“(S")—>H’f(U)@H’f(V):()—>
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es exacta y usando el Lema tenemos que
dim (H* (U NV)) = dim (H" (™)) .
Ahora, del Ejemplo tenemos que H* (UNV) = H* (S"71), asi que
HMU(Sm ) 2 HE(SY), k>
Por hipétesis de inducciéon sabemos quien es H¥'(S"7!) y para k = 1 sabemos que

H' (U) =0y H* (V) = 0 por el Lema de Poincaré. Ademés H° (S") = H° (U) = H° (V) &
H? (S"1) = R porque todos son conexos, resultando asi que

O5MW@Q%R#eHWW@HNW%R®RJ#MW@WQ§RT
d

LH’“(S") L>11[1(U)Q9H1(V):0¢>

es exacta. Usando de nuevo el Lema se tiene que

dim (H' (S")) = dim (H° (")) — dim (H® (U) @ H® (V)) + dim (H° (S"~"))
—1-2+1=0.

Y por lo tanto H!' (S") =0y

R sik=0,n
k n\ ~v ) 10y
H™ (S )_{ 0 en otro caso.

Teorema 2.5.3. Sea X un subconjunto finito de R™ con n > 2. Entonces

R sik=0,
HY RM\X) 2! RE sik=n—1,
0 en otro caso.

Demostracion:

Para este ejemplo vamos a usar inducciéon sobre la cardinalidad de X.
Caso |X| = 1. Sin pérdida de generalidad, supongamos que X = {0}, entonces R"\ X =
R™\ {0} y vamos a probar que R™\ {0} es homotépicamente equivalente a S"!. Sean

F:S" 1 — R {0}, T =,

G:R™N{0} —» s™', oz
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Obtenemos que G o F : 8" ! — S"! es el mapeo identidad en S™"~!. Para probar que
F o G es homotopico a la identidad en R™\ {0} definamos

R R O B A e T

que es la homotopia de linea recta. Claramente h es suave y h (z,0) = Idgm\ oy y h (z,1) =
F oG, por lo tanto F o G =~ Idgm (0} ¥ con eso hemos demostrado que R™\ {0} y S"~! son
homotépicamente equivalentes. Del ejemplo anterior

n ~ | R sik=0,n—-1,
Hk(R\{O}):{O otro caso .

Caso |X| > 1. Fijemos un punto € X y vamos a definir la cubierta para R™ dada por
=R"\{z}, V=R"\{X\{z}}.
Se tiene que U NV = R™\ X.
» Para k = n—1y sabiendo por el caso | X| = 1 que H* (U) = Ry que H* (V) = RXI-!

por hipoétesis de inducciéon, tenemos la siguiente sucesion exacta:

L gRRY) =0 H’“(U)@H’“(V)%’R@R'X'—lﬂH’“(Urﬂ/)j
d

Vi

L e (R") =0

y por lo tanto
H (UNV)= H (U)e H (V) =2 RXL

» Parak #n—1yk#0, del caso | X| = 1 sabemos que H* (U) = 0. Por hipotesis de

induccion H* (V) = 0 y obtenemos la siguiente sucesion exacta:

6%kaww=oW%kaUmwwlaozo'ﬁ»HRWUHV>}
é

L H* (R™) =0 e

Por lo tanto

H*(UNV)=H"U)® H* (V) =0.

» Para k =0, dado que n > 2 y X es un conjunto finito, tenemos que R™\ X es conexa
por caminos, por lo tanto H® (R"\ X) = R.

Juntando todos los casos concluimos que:

R si k=0,
HY R\X)={ RX sik=n—1,
0 en otro caso. ]
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Teorema 2.5.4. Los grupos de cohomologia de CP™ con n > 1, estdn dados por

R si0 <k <2n es par,
0 en otro caso.

H* (CP") = {

Demostracion:

Vamos a hacerlo por inducciéon sobre n.

Caso n = 1. Este caso ya lo tenemos, ya que por el Ejemplo [1.1.8, CP! es difeomorfo
a S2.

Caso n > 1. Vamos a dar una cubierta abierta de CP"™. Sea p = [0 : - - - : 1]. Definimos

U=CP"\CP"!'  V=CP"{p}.

Se tiene que UUV = CP" ya que p € U. Luego UNV = (CP*NCP")\ (CP* ' U {p}) =
CP™\ (CP"'U {p}) = U\ {p}.

Luego, U es difeomorfo a C", ya que todo elemento en U tiene la ultima coordenada
2, distinto de cero por lo que podemos escalarlo por Zi yizo: i z] = {j—o D 1}. Asi
que definimos el mapeo ! "

p:U—C", [ZO:---:zn]r—><ZO...,Zn_1>,

)
Zn ZTL

que es multiplicar por un escalar y proyectar las primeras n — 1 entradas. Por lo tanto ¢
es un difeomorfismo de U a C", pero C" es difeomorfo a R?", por lo tanto U es difeomorfo
a R?",

Luego para U NV = U\ {p}, ya que U es difeomorfo a R?*" tenemos que U\ {p} es
difeomorfo a R?*" menos un punto. Por el Teorema R?"\ {0} es homotoépicamente
equivalente a S?"~!. Concluimos que

HY(UNV) = H* (5.

Para V tenemos que es homotépicamente equivalente a CP"~! por el Ejemplo [2.3.21]
En resumen tenemos los siguientes isomorfismos:

H*(U) = H* (R™), HF(UNV)=HE (), HYN(V) = HE (CPY).

» Para el caso k = 1, tenemos que H° (CP") =~ H (U) = H* (V)2 H*(UNV) ¥R,
pues todos son conexos y H' (U) = H'(R**) = 0,H' (V) = H'(CP™) = 0 este
ultimo por hipotesis de induccion. Asi tenemos la sucesion exacta

i

0 —— HY(CP") =R — HO()@o HO (V) 2RO R —— HO(UmV)%RT
1

i# 7

L H'(CP") — X H'(U)® H' (V) =0 ’

)



Ya que es exacta podemos calcular la dimension de H' (CP™) como sigue:

dim (H' (CP")) = — dim (H* (CP")) + dim (H° (U) & H®(V)) — dim (H* (UNV))
=—1+4+2-1=0.

Por lo tanto H' (CP™) = 0.

s Para 2n — 2 > k > 1 tenemos la sucesién exacta

H='(UNV)=H'($21) =0
nv) (5%~ ),

[—> H* (CP") — % HY(U) @ H* (V) = H* (R™) @ H* (V) = H* (V) )

j#

j#

[>H’“ (UNV)=H*(S™ 1) =0 i

y considerando el caso anterior donde H' (CP") = 0 = H' (V) tenemos que para
1 <k <2n—2, el mapeo i : H* (CP") — H" (V) es un isomorfismo. Pero tal como
definimos i* en la Seccién [2.4] y particularmente para este caso, i* no es mas que la
inclusion.

i* : HY(CP") = H* (CP™Y),  [w] = [wlepna]. (2.7)

» Para k£ = 2n tenemos la sucesion exacta

j#

Hk—2 (U N V) — Hk—2 (SQn—l) =0 U
é

& HE=1(CPY) 5 gL () @ HM(V) =0 25 HRL(U V) 2 BEL (S0 2 R )
0

i#

L H*CPr) —~— HYU) e H*V) =0 ’

Y por lo tanto H**~* (CP") =0y H* (CP") < R.

Juntando los casos que sabemos por hipotesis de induccion que tenemos gracias al isomor-

fismo ([2.7)) tenemos:

R si0<k<2n es par,

k n\ ~v
H™(CP") = { 0 en otro caso.
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2.6. Dualidad de Poincaré

Es posible probar méas que s6lo calculos de grupos de cohomologia con el teorema de Mayer
Vietoris, por ejemplo en [BT82, §5| aparecen los siguientes ejemplos:

= Dimensién finita de la cohomologia de De Rham.

Dualidad de Poincaré.

Foérmula de Kiinneth.

Teorema de Leray-Hirsch.
= Isomorfismo de Thom.

En esta seccion solo enunciaremos la dualidad de Poincaré, pero més adelante veremos la
Formula de Kiinneth. Cabe destacar que todos estos resultados se establecen en el contexto
de variedades suaves, pero con una hipotesis adicional: se requiere que la variedad tenga
una cubierta buena, definida de la siguiente manera.

Definiciéon 2.6.1. Sea M una n-variedad. Decimos que tiene una cubierta buena si existe
una cubierta {U,} tal que cualquier interseccion de abiertos no vacia es difeomorfa a R™.
Una n-variedad que tiene una cubierta buena finita se dice que es de tipo finito.

Este tipo de cubierta permite aplicar el argumento de Mayer Vietoris de manera con-
veniente como veremos mas adelante cuando demostremos la formula de Kiinneth. Afortu-
nadamente existe un resultado en geometria diferencial, vease [BT82 §5|, que nos asegura
esto.

Teorema 2.6.2. Toda variedad tiene una cubierta buena. Si la variedad es compacta,
entonces se puede escoger una cubierta finita.

Para entender el enunciado de la dualidad de Poincaré es necesario tener presente la
siguiente definicion:

Definicion 2.6.3. Sean V' y W espacios vectoriales. Decimos que una transformacion
bilineal
(—, —=):VxW-—=>R

es no degenerada st
» (v, w) =0 para todo w € W implica v = 0.
» (v, w) =0 para toda v € V implica w = 0.

o equivalentemente, el mapeo adjunto v — (v, —) define un mapeo inyectivo V.— W* y
el mapeo adjunto w— (—, w) define una inyeccion W — V*.

Definicion 2.6.4. Si en la definicion del complejo de De Rham usamos solo k-formas
suaves con soporte compacto, entonces obtenemos el complejo de De Rham con soporte
compacto. La cohomologia de este complejo se denota por H* (M).
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La dualidad de Poincaré nos dice lo siguiente, vease [BT82, §5].

Teorema 2.6.5. (Dualidad de Poincaré). Si M es una variedad orientada de dimension
n y de tipo finito, entonces el mapeo bilineal

(=, =) : H* (M) x H™* (M) = R,

(], [V]) — /Mw Av.

es no degenerado.

Consideremos el siguiente lema, que nos dard una forma equivalente a la dualidad de
Poincaré.

Lema 2.6.6. Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita. El producto { —, —) :

V x W — R no degenerado implica que el mapeo v — (v, —) define un isomorfismo
V=W

Demostracion:

Por hipoétesis los adjuntos V <— W* y W — V* son inyectivos y por lo tanto dim V' <
dim W* y dim W < dim V*. Ademaés sabemos que la dimensién de un espacio vectorial de
dimension finita es igual a la dimension de su espacio dual, por lo tanto tenemos:

dimV <dimW*=dimW < dimV* = dim V.
Asi dim V' = dim W*, y se sigue que v — (v, —) es un isomorfismo. O

Cabe aclarar que el lema anterior es un "si y solo si", sin embargo solo haremos uso
de la implicacion que se mencioné en dicho lema.
Asi por el Lema la dualidad de Poincaré es equivalente a que el mapeo

o HY (M) = H'F (M), ] = ([V]H/Mw/\l/>.

es un isomorfismo.

Corolario 2.6.7. Si M es una variedad orientada compacta de dimension n, entonces
HY (M) = H % (M).

Esto se debe a que si M es una variedad compacta entonces H* (M) = H¥ (M) por lo
tanto (Hy~* (M))" = H2=* (M) = H"* (M).
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2.6.1. Grupos de Cohomologia de CP" como Algebra Graduada

Sean [w] € H* (M) y [r] € H'(M). Entonces definimos el producto cuiia entre grupos de

cohomologia como
(W] A[T] = [wAT] € H (M)

Del Teorema se sigue que esto induce un producto en cohomologia que convierte a
H* (M) un R-algebra graduada conmutativa. Solo faltaria ver que esta bien definido. Para
ver que esta bien definido, hay que probar dos cosas

= El producto cuna de dos formas cerradas w A 7 es una forma cerrada:
Sean w € H* (M) ,7 € H' (M) dos formas cerradas, entonces

dwAT)=dwAT+ (-1 wAdr=0.
Por lo tanto, el producto cuna de dos formas cerradas es cerrada.

» La clase [w A 7] no depende del representante de [7] ni del representante de la clase
[w]:
Sea 7" = 7+ do otro representante de la clase [7], entonces WAT = wATH+wAdo y
por el punto anterior w A 7 es cerrada, solo faltaria ver que w A do sea exacta. Vemos
que
dwAo)=dwAo+ (-1 wAdo=(-1)"wAdo.

Por lo tanto w A do = d ((—1)k (wA 0)) es una forma exacta. Andlogamente se
prueba que el producto cuiia no depende del representante de |w].

Si M es una variedad de dimensién n, tenemos:
H* (M) =D H* (M)
k=0

Los elementos de H* (M) satisfacen las propiedades de anillo con la suma y la multipli-
cacion que en este caso es el producto cuna. H* (M) es comtunmente llamado el anillo de
cohomologia de M.

Proposicion 2.6.8. Como R-dlgebra graduada conmutativa,

H* (CP") = Rxy] / (237).

Demostracion:

La prueba sera por induccién sobre n.

Caso n = 1. En este caso tenemos que H (CP') = R, H? (CP') = R y todos los demés
grupos de cohomologia son cero, por lo tanto no es dificil ver que se cumple.

Caso n > 1. En el calculo de H* (CP™) vimos que la inclusion CP"~ < CP" induce
un isomorfismo en la cohomologia de De Rham para grados < 2n. Por hipotesis de
induccion H?* (CP") es generado por z§ para k < n, por lo tanto z5 son distintos de
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cero. Solo falta demostrar que x4 es distinto de cero. De la dualidad de Poincaré existe un
isomorfismo

¢ : H"*(CP") — H*(CP™)", zh e (1;2 — /(Cpn Tyt A xg) .

Y como ¢ es un isomorfismo [epn 51 A 2y = [cpn 24 10O es cero. O
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Capitulo 3

Grupos de Lie Salvajes

La vida nos puso a todos en nuestro
lugar o en el lugar que a ella le
convino y luego nos olvido, como debe
de ser.

Roberto Bolano

3.1. La Formula de Kiinneth

En esta seccién probaremos la formula de Kiinneth para la cohomologia de De Rham, la
cual establece una relacion fundamental entre la cohomologia de un producto de variedades
con la cohomologia de cada variedad. Este resultado aparece en distintos contextos dentro
de la topologia algebraica.

La prueba estara basada en la que se muestra en [BT82| y siguiendo los pasos que se
establecen en [Kup20]. Primero demostraremos el Lema de los cinco, un resultado estandar
en algebra homologica que seré de utilidad para demostrar la formula de Kiinneth.

Lema 3.1.1 (Lema de los cinco). Sea

Al fl A2 f2 A3 f3 A4 f4 A5

[ o

Bl B2 B3 B4 B5

g1 92 Kk 94

un diagrama conmutativo con renglones exactos. St Y1, 109,104 y VY5 son isomorfismos, en-
tonces 13 es un isomorfismo.

Demostracion:

Primero probaremos que 3 es sobreyectiva. Sea b3 € Bs. Ya que 9, es sobreyectiva
existe ay € Ay tal que

W (aa) = g3 (bs) . (3.1)
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Luego, ya que g4 0 ¢y = 15 o f4 debido a que el diagrama conmuta y kerg, = imgs , se
sigue que

0= g1(93(b3)) = g4 (V4 (as)) = U5 (f1(as)) . (3.2)

Ya que 95 es inyectiva, 15 (f4 (a4)) = 0 implica que f; (ay) = 0 y por exactitud existe un
asz € Az tal que f3 (az) = aq. Ahora notemos lo siguiente

g3 (b3 — 3 (a3)) = g3 (b3) — 9313 (a3)
= 1y (as) — Yafs3 (as)
=1 (a4) — 1y (CL4)
= ()7

y por lo tanto existe by € By tal que

g2 (b2) = b3 — 3 (as),

y ya que 1, es suprayectiva existe ag € Ay con 1 (az) = be. Entonces

V3 (fa (az) + az) = 3 (f2 (a2)) + 3 (a3)
= g2 (V2 (a2)) + ¢ (a3)
(

= g3 (bs) + 13 (as3)
=b— 13 (as) + V3 (a3)
=b.

Por lo tanto 3 es sobreyectiva.
Ahora vamos a probar que 13 es inyectiva.
Sea ag € Az tal que 3 (az) = 0, por la conmutatividad del diagrama se sigue que

0= g3(¥3(az)) = ¥4 (f3(az)),

y ya que 14 es inyectiva 14 (f5 (a3)) = 0 implica que f3 (a3) = 0. Por exactitud existe un
as € Ay tal que

f2 (az) = as
y por conmutatividad

g2 (V2 (a2)) = Y3 (f2 (a2)) = Y3 (az) =0

Por exactitud existe un by € B tal que

g1 (b1) = 2 (az),
y tenemos que
91 (Y1 (a1)) = g1 (b) = ¥2 (f1 (a1)) = 2 (az) .
Ya que 9y es inyectivo fi (a1) = aq, y por la exactitud

fa(az) = fa(fi(a1)) =0

Por lo tanto f; (a2) = a3 = 0y 13 es inyectiva, y se sigue que 13 es un isomorfismo lineal.
O
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3.1.1. R-Mobdulos

Antes de definir el algebra exterior generada por un conjunto, nos conviene adoptar el
lenguaje de R-modulos, ya que las construcciones que veremos més adelante se manifiestan
de manera natural en este contexto.

Definicién 3.1.2. Dado un anillo R, un R-mddulo izquierdo (derecho) consta de un grupo
abeliano (A, +) junto con una operacion

RxA— A ( AxR— A )
(rzx)—r-z (x,r) >z -7
tal que para todo r,s € Ry x,y € A se cumple que:
wre(x4y)=r-c+r-y. ((x+y)-r=x-r+y-r.)
s (r+s)-x=r-x+s-x. (x-(r+s)=z-r+z-s.)
w (rs)-x=1r-(s-x). ((x-r)-s=x-(rs).)
» Si R tiene unidad 1, entonces 1 -z = x. (x-1=uz.)

Nota 3.1.3. Para R un campo, todo R-maodulo es, en particular, un espacio vectorial.

Definicion 3.1.4. Sean A y B dos R-mddulos izquierdos (derechos). Un homomorfismo
de R-mddulos de A a B es un mapeo f : A — B tal que:

w fe+y)=f(z)+ f(y) para z,y € A.
» f(re-x)=r-f(z) (f(x-r)=f(x) -r)parar € R,x € A,

Definicion 3.1.5. Sea R un anillo y X un conjunto. El R-mddulo libre izquierdo generado
por X, denotado por RX), se define como el conjunto de todas las funciones

f:X—R
que son casi nulas, es decir, aquellas tales que {x € X | f(z) # 0} es finito.
La suma y el producto por escalares se definen punto a punto:
(f +9)(x) = flz) +g(z),  (Af)(z)=Af(2),
para f,g € R®) X € R, z € X. Para cada = € X, se denota por §, € R la funcion
1 =z
) = {o yre

y entonces {6, : x € X} forma una base de R, Asi, cada f € R™X) puede escribirse de
manera Unica como una combinacion lineal finita

zeX
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Definicion 3.1.6. Sea R un anillo y G un grupo abeliano. Supongamos que A es un R-
mddulo derecho y B un R-mddulo izquierdo. Un mapeo R-balanceado de A X B a G es un
mapeo ¢ : A X B = G que satisface, para todo x,2' € A,y,y' € B yr € R:

Lop@y+y)=v@y +ey)

2. ple+ay) = ey +e@y)

3. ¢ (ary) = ¢ (z,1y).

Consideremos el grupo abeliano libre F' generado por el conjunto A x B. Sea H C F
el subgrupo generado por los elementos de las siguientes formas:

($ + xlay) - ('Tay> - ('T/7y)7

(Ji,y +yl> - (l‘,y) - (x,y’),
(zr,b) = (z, 1Y),

para todo x, 2’ € A,b,t/ € B,r € R. Considere ahora la composicion ¢ =71 oi: A X B —
F/H, donde 7 : FF — F/H es la proyecciéon canoénica y donde i : A x B — F es el
monomorfismo natural.

Ax B —“— F/H

| -

F

¢ es un mapeo R-balanceado y escribimos ¢ (z,y) = x ® y y al grupo abeliano F/H lo
denotamos como A ®p B. Se satisface para todo x,2' € A,y,y € B,r € R:

(z+2)Qy=2@y+1' ®y,
rRy+y)=ry+ry,
(zr) @y =2 (ry).

Definicion 3.1.7. El grupo abeliano A ®g B, tal como lo construimos anteriormente, es
el producto tensorial de modulos de A y B sobre R.

El producto tensorial de R-modulos tiene la siguiente propiedad universal: para cual-
quier grupo abeliano G y cualquier mapeo R-balanceado f : A x B — G existe un tnico
morfismo de grupos abelianos g : A ®g B — G tal que el siguiente diagrama conmuta.

Ax B —2 A®r B

ﬂk//f/

G

Se puede ver una demostracion detallada de esta propiedad universal en [Bou74, §3.1].

84



Sea R un anillo conmutativo y sean A y B dos R-moédulos. Entonces el producto
tensorial A ® g B admite de manera natural una estructura de R-modulo, dada por

r-(z®y) = (rr) @y, reR zeA yeb.

Véase [Bou74, §3.5]. De ahora en adelante, cuando hablemos de R-moédulos, vamos a
suponer que R es un anillo conmutativo. En particular, si V' y W son F-espacios vectoriales,
el producto tensorial V ®r W es un F-espacio vectorial. Al producto tensorial de dos
espacios vectoriales los denotaremos por V @ W. Sean V y W espacios vectoriales de
dimensién finita. Vamos a probar que a partir de una base de V' y una base de W, se
puede construir una base del producto tensorial V' @ W.

Teorema 3.1.8. Sean V' y W espacios vectoriales de dimension finita, {v,...,v,} una
base de V' y {wy, ..., wy} una base de W. Entonces

{viow;: 1<i<n, 1<j<m},

es una base de Vo W.

Demostracion:
Sea {v1,...,v,} una base para V'y {ws,...,w,} una base para W. Vamos a probar
que el conjunto
{viow;: 1<i<n, 1<j<m}, (3.3)

genera V ® W y es linealmente independiente. Sea v ® w € V ® W, por hipotesis

n

m
== ZCLZ”UZ‘, w = ijwj.
7j=1

=1

Luego,

Por lo tanto v ® w € span{v; ® w;: 1 <i<n, 1 <j<m}. Ya que todo elemento de
V ® W es combinacion lineal finita de elementos de la forma v ® w con v € V,w € W, se
concluye que

VoW =span{v, ®w; : 1 <i<n, 1<j<m}.

Ahora vamos a probar que son linealmente independientes. Sea una combinacién lineal,
de los elementos del conjunto (3.3)), igual a cero, es decir,

SN iy (v @w;) = 0. (3.4)

i=1j=1
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Se sabe, de élgebra lineal, que existen bases de los espacios duales, {¢1,...,¢,} CV*y
{t1,...,¥m} C W* tales que

i (vi) = 0F, U1 (wy) = 6.
para (k,l) € {(i,j): 1 <i<mn,1 <j <m}. Para k,l fijos, definamos el mapeo
Jei: VxW =R, frg (v, 0) = ¢ (v) Py (W),

que es bilineal y por tanto R-balanceado. Por la propiedad universal del producto tensorial
existe gr; : V@ W — R, tal que

Iri (v @ w) = ¢y (v) Yy (w) .
Aplicando el funcional lineal g; ; a ambos lados de la igualdad (3.4]), obtenemos
Ikl (Z cij (v ® wj)) =cpy = 0.
i=1 j=1

Esto se cumple para todo par k,[. Por lo tanto el conjunto (3.3) es linealmente indepen-
diente. 0

Corolario 3.1.9. Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita. Entonces

dim (V@ W) = dim (V) dim (W) .

Ademas, el producto tensorial distribuye la suma directa. Veamos el caso para espacios
vectoriales.

Teorema 3.1.10. Sean By, ..., B, y A espacios vectoriales de dimension finita. Entonces
existe un isomorfismo lineal

(éBZ) 9 A = é(Bi@)A).

i=1

Demostracion:

Definimos primero la aplicacién bilineal
i=1 i=1

dada por
f(br,...;0),a) =01 ®a, by®a, ..., b,®a).

Por la propiedad universal del producto tensorial, existe un tnico mapeo lineal

i=1
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tal que
O ((by,...,.0n)®a)=(b1®a, by®a,...,b,Ra). (3.5)

Ahora definimos el mapeo
i=1 ‘
dada por
V(b ®ay, by ®as,...,b, ®a,) = (b1,0,...,0)®a;4(0, b, ...,0)Ras+---+(0,0,...,b,)Ra,.

Esta definicion se extiende linealmente. Veamos que ® y W son inversas entre si. Por un
lado tenemos

(Tod)((by,...,0n)®a)=V(h®a,...,b,Ra)
=(by,...,0)®@a+---+(0,...,b,) ®a
:(bl,...,bn)@)a.

Por otro lado

(q)o\p)(bl(galy-'-abn@an):q)((blv---a0)®al+"'+(Oa"-7bn)®an)
= ®a,0,...,0)+---+(0,0,...,b, @ ay,)
:(bl®a1,...,bn®an).

Por lo tanto, ® es un isomorfismo lineal, con inversa W. O]
Lema 3.1.11. Sea A un R-espacio vectorial de dimension finita. Entonces existe un iso-

morfismo lineal

R A=A

Demostracion:

Consideremos la aplicacion bilineal
fRxA— A, f(r,a) =ra.
Por la propiedad universal del producto tensorial, existe un tnico mapeo lineal
p:RRA—A

tal que
o(r ®a) = ra. (3.6)

Definimos ahora el mapeo lineal

v:A—R®RA, P(a) =1® a.
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Veamos que ¢ y 1 son inversas entre si. Por un lado tenemos que

(o) (r®a)=1v(ra)
=1® (ra)
=ra.

Por otro lado,

Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo lineal, con inversa . O]

3.1.2. Producto Tensorial de Cocadenas

Sea R un anillo conmutativo. Sean C y D dos complejos de cocadenas de R-modulos, es
decir, {C}, ;¥ {Dl}lez son familias de R-moédulos y las diferenciales

dl : C1— CT d, : D' — D',

son morfismos de R-modulos con dqc+1 odli =0y dlgl o dy, = 0. Definimos el complejo
C ® D como
CcCoD):= @ CclerD.

q+l=k

La diferencial d* : (C @ D)* — (C @z D)*™ esta generada por
®
i (x@y) =ds (v)@y+ (-1)"z@dp (y),
para x € CY,y € D' tal que ¢ + [ = k. Veamos que en efecto es una diferencial,

di (db (w @ y)) = ds™ (0 (2) @y + (=)' z @ d}, (1))
= d (@ (2) @ y) + (-1 dE (z @ dfy ().

Y como

d™ (dE (2) @ y) = e (d (2)) @y + (1) di () @ dy (y)
= (=1)""d¢. (z) @ dp (y) ,

B (r@dy (1) = db (1) © db (4) + (~1) 2 @ i (d (1)
— d% (z) @ dy) (y) .

88



Por lo tanto

Proposicién 3.1.12. El mapeo
p: H*(C)@H" (D) = H*(C®D), [y —[ray],

estd bien definido.

Demostracion:

Sean [z] € H*(C) y [y] € H* (D). Primero veamos que  ® y es un cociclo en C ® D:

dg, (z®y) = d (1) @y + (1) z @ d (y)
=0y+(-1)2z®0 ya que z,y son cociclos
= O7

y por lo tanto z ® y es un cociclo en C ® D. Ahora vamos a probar que [z ® y| no depende
de los representantes. Sean

=z +d5 " (a), aeCI
y =y+dy'(b), beD
entonces
Yoy = (z+d5 (o) @ (y+dp' (b))
—z@y+zedy' (b)+d5" (o) @y +dy " (a) @ dy" (). (3.7)

Si probamos que (3.7)) es la suma de x ®y con cobordes, tendriamos que [2' ® '] = [z ® y],
que es lo que probaremos a continuacion. Primero veamos que

i (z@b) =di () @b+ (=) x@d5" (b)
= (-)!'z®dy" (b),

ya que x es cociclo. Luego,

5 ay)=di (@) @y + (-1)" a®dy ()
=d& ! (a) @y,
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ya que ¥y es cociclo. Por ultimo,
5 (a@ds' (1) = di (@) @ d5' (1) + (~1)"  a @’ (dh ()
= di" (a) @ dp" (b)),

5 ya que d es una diferencial. Por lo tanto = ® d5t (b), d& ' () @y v d% ' (a) @ d5* (b)
son cobordes, que es lo que querfamos demostrar. O

Sean M, N variedades suaves y de ahora en adelante también vamos a suponer que
son compactas, y sean
m M XN — M, (m,n) — m,

mo: M x N — N, (m,n) — n,

las proyecciones. Entonces si w € QF (M) y 7 € Q(N), se tiene que miw A 757 €
QFFL(M x N).

Q* (M x N) «—— Q' (N)

2
.

(M)
Proposicion 3.1.13. El mapeo
Y (M)@Q(N)— Q" (M x N), WRT = Tiw A T,T,

es un mapeo de cocadenas.

Demostracion:
Hay que probar que el siguiente diagrama conmuta,
dk-t dk !
s P M RA(N) —— P WM (N) —— -
g+Hi=k q+l=k+1
3.8
ka J{¢k+l ( )
4 L OF(M x N) d QML (M x N) — 24— ...
es decir 41 (dg (w® 7')) =d (Y (w® 7)). Por un lado tenemos
d(thr (w®@T)) = d(Tjw AT57)
=dmjw ATy + (= 1) mjw A dry, (3.9)

y por otro lado

Vi (db (W T)) = i (dw @ 7+ (1) w @ dr)
=midw ATiT + (1) miw A mdr
=dmjw ATy + (=) mjw AdmsT. (3.10)
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De (3.9) v (3.10) se obtiene que el diagrama (3.8) conmuta. ]

Denotemos por H* (2* (M) ® Q* (N)) la cohomologia del complejo de cocadenas ob-
tenido al tomar el producto tensorial de los complejos de De Rham de M y N. Por la
Proposicion 1 induce un mapeo en cohomologia ¥# : H* (Q* (M) ® Q* (N)) —
H* (M x N). Por su parte, la Proposicion nos dice que el mapeo ¢ : H* (M) ®
H*(N) — H* (0 (M) ® Q" (N)) esta bien definido. De ambas proposiciones tenemos que

K:H* (M)® H*(N) - H*(M x N), [w]®][r]— [riw A,

esté bien definido. A K se le conoce como el mapeo de Kiinneth.
A continuacién, vamos a probar que si A, B,C' y D son espacios vectoriales de dimen-
sion finita y
A1, ¢C 0

es exacta, entonces

Do AN Do p Me® hoo

es exacta, donde

Idp@ f)(r@y)=(r® f(y), (dp®g)(z®y) =@®g(y)).

Esta propiedad de preservar la exactitud tiene un nombre: es exacta por la derecha. En
realidad este resultado es més general, si A, B,C'y D son R—modulos entonces el funtor
tensor es exacto por la derecha tal como se prueba en [Hun80, Cap. IV, §5|. Sin embargo,
para nuestros propoésitos basta con considerar el caso en que todos son espacios vectoriales
de dimension finita.

Teorema 3.1.14. Sean A, B,C y D espacios vectoriales de dimension finita y

0—— A1 B9, c_—30

una sucesion exacta corta. Entonces

0— DAY pep % poo 0

es exacta.

Demostracion:

La prueba se dividira en tres partes

1. Veamos que es exacta en D ® C.
Por hipdtesis g es sobreyectiva, entonces cada generador d ® ¢ de D ® C' es de la
forma d ® g (b) para algtn b € B, tal que

d®g () =(Idp®g)(d®D).

Por lo tanto im (Idp ® ¢) contiene a todos los generadores de D @ C, lo que implica
que
im (Idp ® g) = D ® C.
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2. Veamos que es exacta en D ® A.
Para ello vamos a probar que Idp ® f es inyectivo. Como D es un espacio vectorial
de dimensién finita, digamos de dimensién n, existe un isomorfismo, para una base

fija {d,,...,d,} de D,
F:D— PR, ardy + -+ + andy > (ay, ..., a,).
i=1
Consideremos el siguiente diagrama

Do A—%  peB

Feld, Feldp
B, RA — (B, R)® B
g 0

i1 (R®A) — @, (R® B)

P1D--Dp1 P2B--Dp2

w1 A - D B
El mapeo ®; (resp. ®,) esta definido como y 1 (resp. p9) esta definido como
. 01D - Dy (resp. Yo @ -+ @ y) denota el mapeo definido componente a
componente por ¢; (resp. ps). Definimos el mapeo h de manera que el diagrama
conmute. Explicitamente, la forma de h puede obtenerse siguiendo las flechas el
siguiente diagrama.

dy®ay+-+d, @ay, di @ fla) 4+ +d,® f(an)
(L....0)®a+-+(0,....1) ®a, (1 0) @ f @)+ (0, ) @ [ (an)
1®a,....1®a,) (1@ f(a),....1® f (an))

(... an) (f(a1),.... f(an))

Entonces se tiene que

h=f@ 6]

es decir, h actiia componente a componente aplicando f en cada entrada. Por hipo-
tesis, f es inyectiva. Como la suma directa de aplicaciones inyectivas es nuevamente
inyectiva, se concluye que f @ ---@® f es inyectiva. Dado que el diagrama conmuta y
las flechas verticales son isomorfismo, el mapeo Idp ® f puede escribirse como com-
posiciéon de isomorfismos con el mapeo h. Como la composicién de mapeos inyectivos
es inyectivo, se sigue que Idp ® f es inyectivo.
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3. Veamos que es exacta en D ® B.
Notemos que

dim (ker (Idp ® g)) = dim (D ® B) —
=dim(D® B) —

(im (Idp ® g))

dim
dim (D @ im (g)) ,
ya que del paso 1 tenemos que im (Idp ® g) = D ® C = D ® im (g). Luego

dim (ker (Idp ® g)) = dim (D) (dim (B) — dim (im (g)))
= dim (D) dim (ker (g))
= dim (D) dim (im (f)),

la dltima igualdad se debe a la exactitud en B. Luego

dim (im (Idp ® f)) = dim (D ® A) — dim (ker (Idp ® f))
= dim (D) dim (A)
= dim (D) dim (im (f)),
)

ya que por el inciso 2, dim (ker (Idp ® f)) = 0 y por hipétesis dim (ker (f)) = 0. Asi

dim (im (Idp ® f)) = dim (ker (Idp ® g)) .

Ya que ambos son de la misma dimension, solo faltaria probar que uno de los subes-
pacios esta contenido en el otro para poder concluir que son iguales. Vamos a pro-
bar que im (Idp ® f) C ker (Idp ® g). Sea (d,b) € im (Idp ® f), entonces existe un
(d,a) € D® A tal que (Idp ® f) (d,a) = (d,b). Luego

(Idp ® g) (d,b) = (Idp @ g) ((Idp @ f) (d, a))

= (Idp®g)(d® f (a))
=d®0=0.

Por lo tanto, se concluye que

ker (Idp ® g) =im (Idp ® f). O

Este resultado es mas fuerte de lo que podria parecer a primera vista, pues preservar la
exactitud de sucesiones exactas cortas implica preservar la exactitud de sucesiones exactas
largas. En efecto, toda sucesion exacta larga

dk 1
S Ny LN (3.11)
puede descomponerse en una familia de sucesiones exactas cortas

0 — im(d*1) & A* L im(d*) — 0, (3.12)
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una para cada indice k, donde i es el mapeo inclusion. En el sentido de que para cada k,
la sucesion es exacta larga si y solo si la sucesion es exacta corta. Veamos
esto. Supongamos primero que es una sucesion exacta larga. Entonces, para todo
k, el mapeo i : im(al’“*1 < A* es inyectivo y el mapeo d¥ : A¥ — im (dk) es sobreyectivo.
Por la exactitud de (3.11)) en A* se tiene

im (i) = im (d* 1) = ker(d*),

Por lo tanto la sucesion (3.12)) es exacta corta. Reciprocamente, si para todo k la sucesion

es exacta corta, entonces
im (i) = im(dk_1> = ker(dk),

para cada k, lo cual implica que la sucesion (3.11]) es exacta en cada término. Por tanto,
(3.11) es una sucesion exacta larga. Junto con el Teorema |3.1.14] y observando que el
mapeo

ldp®i:D® im(dk_l) — D Ak,

es la inclusion natural de D ® im (dk_1> en D ® A¥, se concluye que el producto tensorial
preserva la exactitud de sucesiones exactas largas en la categoria de espacios vectoriales
de dimension finita.

Sea {U,V'} una cubierta de N. Por Mayer Vietoris, la sucesion

i

L U UV) P Hy e HYO(V) L B unv) 2

es exacta y ya que H'"9(M) ® (—) preserva la exactitud si M es compacta, obtenemos
que

L He (M) @ HO(U U V) T B (M) @ HO () @ B (M) @ H (V) J

q—
jg ¢

l—q
6®

L H=1(M)® H (UNYV)

es exacta, donde 5gq = Idyi-ar) ® 6, igq = Idyi-a) ® iy jé@_q = Idgi-a() ® g7,
Sumando sobre todos los enteros ¢ > 0 obtenemos que

H~(M)@ HI(UUV) 5

EBN

5
C—

o

L)

(H* (M) ® H* (UUV)) @ H"1(M)® H (V)

Léﬂlq (M)® HI(UNV) d

94



es una sucesion exacta larga, donde la [-ésima componente de 9, y j estan determinandas
por 04, ik, y jb respectivamente. De lo anterior, podemos construir un mapeo de sucesiones
exactas largas usando K.

Proposicién 3.1.15. El diagrama

) @ H! (M) o H (U)
3 q ! : oy
e @ H(MeH (UUY) B H (M) H (V) }

~

q+l=k .
J

S L HY(M x (UUV)) LH’C(MxU)@Hk(Mxv)]

j#
L P H'(M)o H (UNV) i
q+l=k
F
— H*(M x (UNV)) g
(3.13)
conmuta.
Demostracion:

Sea [w] ® [r] € H* (M) ® HY (U UV). Entonces

K (i (Wl ® [7]) = ¢* (W] @ [i* (1))
= K (] ® [rlu], [w] @ [7]v])

= ([rw A7 (7|v)], miw A (T]v))
y por otro lado tenemos

i (K (W] ®[7]))

7 ([mfw A )
(Mfw A7) [Mxv, (Tiw AT5T) [mxv)
wliv ATl Wl ATlv])

jw AT (To)] s miw AT (T]v))

(
(I
([

Por lo tanto, ~
Koi=i"® K.
Ahora, sea ([w] ® [7],[w]®[0]) € H1(M)® H (U) ® H1 (M) ® H'(V), por un lado
tenemos

o~

K (j (wl®[r], w] ® [9])) = K ([w® Oluvnv — Tluav)])
= [mw Ay (Olvavy — Tlunv)]

= [wlm A Blurv — Tluav)],
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y por otro lado
7K (W @[], W] @ 0]) = j* ([rjw A 757, [miw A m36])
= [(ﬂ’fw N 750) [mxwovy — (Tiw A T5T) |MX(UQV)}

[
[

wlm A bluav — wlm A Tluav]

wlipm A (Oloav — Tluav)] -

Por lo tanto
Koj=j#oK.

Por tltimo, sea [w] ® [7] € HY (M) ® H' (U U V), entonces por un lado tenemos
K(§(wl @) = K (w] ®§[r])
= friw Ao [r)

y por otro lado
J (K ([w]®|[1])) =6 [mjwAmyT].

Si {pu, pv} es una particion de la unidad subordinada a {U, V'} entonces {7 py, 75py } for-
ma una particion de la unidad en (U U V') x N subordinada a la cubierta {U x N,V x N}.
Ya que el homomorfismo de conexion esta dado como en ([2.6)), tenemos

[—d (mipy (Tjw Am3T))] en U x N

Olmw A7) = { [d(mipy (mjw Am3T))] enV x N.

En (U x N)U (V x N), tenemos

((mipv) (Tiw A mT))]

(mipu) A (miw AmoT) + (w1 py) d (miw A myT)]
1pu (d (miw) AmyT)]

P

Por lo tanto, R
Kod=00K. O

3.1.3. Demostracion de la Formula de Kiinneth

Teorema 3.1.16. Sean M y N wvariedades suaves compactas de dimensiones n y m,
respectivamente. Entonces

K:H" (M) H*(N) — H*(M x N), W] ® [1] = [rjw A myT],

es un isomorfismo.
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Demostracion:

La prueba la realizaremos por induccion sobre el ntimero de conjuntos abiertos que
tiene una cubierta buena de N. Para el primer caso tenemos que N es difeomorfo a R™ y
ya que el grupo de cohomologia es invariante bajo difeomorfismos, basta con suponer que
N = R™. Por el Lema de Poincaré

R sig=0
q m\ ~v )
H(R)_{O siq#0,

por lo tanto el producto tensorial, en cada grado es

P H' (M) H (R™)=H" (M)® H° (R™),

q+l=k

pues para todo [ > 0 se cumple que H' (R™) = 0. Asf que en cada grado tenemos H* (M)®
R, que es isomorfo a H* (M).
Por otro lado, sean
F:MxR"™ — M (p,a) — p,

G:M— MxR™ p,— (p,0)

F(:z: 0) = z, por lo tanto F' o G = Idy;. Por otra parte (Go F)(z,a) =
Sea (Mme)xI%Mx]dadapor

flx) = ( 0).
h((z,a),t) = (z,ta).

Entonces h ((z,a),0) = (x,0) = G o F(x,a) y h((z,a),1) = (x,a) = Idy;rr (z,0a).

Ademés h es continua por componentes, por lo tanto GG o F' es homotopica a Id;.ge.

M x R* es homotopicamente equivalente a M, por lo tanto para cada grado

H* (M x RY) = H* (M),
De este y del anterior tenemos dos isomorfismos, digamos
foHN(M) = HY(M)® H (RY) y af: HY (M) — H* (M x R*). (3.14)
Para H° (Rk) podemos tomar a [1] como base, asi que K : H?(M) ® H°(R™) —

H1 (M X R"‘) esta dado por [w] ® [1] — [mjw] teniendo el siguiente diagrama:

W@ 1] —— [riw]

1~

@]

Ya que por (3.14) los mapeos [w] — [w] ® [1] y [w] + [7jw] son isomorfismos, entonces
[w] ® [1] + [7w] es un isomorfismo, que es lo que queriamos probar.
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Supongamos que el isomorfismo se cumple para una variedad con una cubierta buena de
j elementos donde j > 1. Sea N una variedad con una cubierta buena {Uy,...,U;,U;11}.
Cabe senalar que ya que N es compacto, por el Teorema tiene una cubierta finita.
Sea U =U_, U yV = Uj41 entonces U y V' tienen una cubierta buena con j o menos
elementos, entonces por hipotesis de inducciéon para esos casos se cumple el isomorfismo.
Luego U NV es vacio o difeomorfo a R™ y por lo tanto el isomorfismo se cumple pues es
el caso 1.

Entonces el diagrama conmutativo consta de renglones exactos donde tienes
cuatro isomorfismos, por el Lema de los cinco se cumple para el caso U UV = N:

P H(M)zH (V)

. q+l=k—1 Hq ®Hl N
© @ H'(M)®H (U) qﬁ%l

q+l=k—1

( | |

(U V}
‘%Hk_l(MXU)@Hk_IUWXV)4>Hk_1(MX<UmV))j
L QB HY(M)® H (V)
@ H (MeH UUV) ——

g+i=k @ HY(M)® H (U) T
J q+l=k

— —>H’%M><(UUV))—>H’“(M><U)®H’“ M xV)

r

L P H (M) H(UNV)

q+l=k

H* (M x (UNV))

Por lo tanto
K:H'(M)® H(UUV) = H"(M x (UUV))

es un isomorfismo, que es lo que queriamos demostrar. O

3.2. Anillo de Cohomologia del Producto de Esferas

3.2.1. Algebra Exterior Generada por un Conjunto

Es cierto que en la Subseccion definimos el algebra exterior para un espacio vectorial
V. Sin embargo, més adelante tendremos que definir el algebra exterior sobre un conjunto,
es por eso que es necesario dar una definicion mas general.
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Definiciéon 3.2.1. Dado un anillo conmutativo R, un dlgebra sobre R (o una R-dlgebra)
es un conjunto A con una estructura definida por lo siguiente:

1. Una estructura de R-modulo sobre A.
2. Un mapeo R-bilineal de A x A en A.

Definicion 3.2.2. Dadas dos dlgebras A, A’ sobre un anillo conmutativo R, un homomor-
fismo de dlgebras de A en A’ es un mapeo f: A — A’ tal que

1. f es un homomorfismo de R-modulos.

2. f(xy) = f(x) f(y) para todo v € A yy € A.

Definicion 3.2.3. Un isomorfismo de R-dlgebras es un homomorfismo biyectivo de R-
dlgebras.

Definicion 3.2.4. Sea A un monoide conmutativo. Un anillo R se dice graduado de tipo
A si su grupo aditivo admite una descomposicion en suma directa de la forma

R = R,

A€A

tal que la familia de subgrupos (Rx),ca €5 compatible con la estructura de anillo de R, es
decir,
RyR, C Ryqy para todo A\, u € A.

Definiciéon 3.2.5. Sea A un monoide conmutativo, R un anillo graduado de tipo A y A
una R—dlgebra. Una graduacion (Ay),ca de tipo A en el grupo aditivo A se dice compatible
con la estructura de R—dlgebra en A si es compatible con la estructura de R—mddulo y de
anillo en A. En otras palabras, si para X\, en A.

RAA,LL - A)\—Hu

A)\AH C A)\_HL.

La R—dlgebra A, con esta graduacion, es llamada dlgebra graduada de tipo A sobre el
anillo graduado R.

Definicién 3.2.6. Para cada R-mddulo A, el dlgebra tensorial sobre A, denotado porT (A)
es la R—dlgebra Z—graduada con el n-ésimo componente graduado dado por el n-ésima
potencia tensorial de A:

T"A)=A®---®A n=12...

y T° (A) := R. Esto es,
TA)=1T"(A).
n=0
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La multiplicacion de T'(A) se define como sigue. Para k,I > 0, el producto de un
elemento homogéneo a € T*(A) con un elemento homogéneo b € T'(A) esta dado por

m(a,b) :=a®bec T (A),

donde identificamos canénicamente T*(A) @ T'(A) = T*+(A). Este producto se extiende
por bilinealidad a una aplicaciéon

m:T(A) x T(A) — T(A),
lo que dota a T'(A) de estructura de R-algebra Z-graduada.

Definicion 3.2.7. Sea R un anillo conmutativo y A un R-mddulo. El dlgebra exterior de
A, denotada por A(A), es el dlgebra sobre R dada por el cociente del dlgebra tensorial
T (A) por el ideal bilateral generado por los elementos © ® x, donde x € A.

AA)=TA)/(z@x:xc A)

Si X = {z1,23,...,%9, 1} entonces vamos a denotar como A (z1,x3,...,T2, 1) al
algebra exterior del R-modulo R tal como esté descrito en la Definicion [3.2.7, es decir,

A(xy, 23, ., To9n—1) == A (R(X)> =T (R(X)) Jz@x:ze RXM).

En nuestro caso, de ahora en adelante supondremos que R = R. Usando la férmula de
Kiinneth podemos demostrar facilmente el siguiente teorema

Teorema 3.2.8. Existe un isomorfismo de espacios vectoriales graduados
H* (Sl X 93 % ... x 521—1) 2A(r) @A (23) @ @A (Toy_1),

donde deg (x9;_1) = 21 — 1.

Demostracion:

H* (Sl % §3 % .. x S2l—1) &~ (Sl> Q H* (53) Q- @ H* (Szl—l).
gA(J/’l)@A(Ig)@@A(ZEQl_l) ]

Sean V' y W espacios vectoriales sobre un campo F, y sean A (V') , A (W) las algebras
exteriores asociadas a V' y W respectivamente. Dada una transformacion lineal

p: V=W,
veamos que existe un tnico homomorfismo de algebras exteriores

¢AA<V)_>A(W>7
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tal que p, (1) = 1 y cuya restriccion a V' coincide con . Consideremos la inclusion
candnica

i W= AW), T T
Definamos la aplicacion ¢» =io @ : V — A (W)

VY A(W)

| A7

w

Entonces, para todo x € V' se cumple que

(@) A (z) =@ (z) A (z) =0,

pues el producto cuna es alternante.

Recordemos que A (V') satisface la siguiente propiedad universal: Si A es un algebra
asociativa sobre F y f: V — A es una transformacion lineal tal que f (z) f (x) = 0 para
todo x € V, entonces existe un tinico homomorfismo de &lgebras

F:A(V)—= A

tal que f restringido a V' coincide con f. Aplicando esta propiedad universal al caso en
donde f =1 y A= A (W), se concluye que existe un inico homomorfismo de algebras

tal que p, (1) = 1 y la restriccion de ¢, a V' coincide con .

Lema 3.2.9. Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita, entonces existe un

1somorfismo de dlgebras
AVIQAW)ZAVaOW).

Demostracion:

Sean

w:VaVeW v i W—=VaeW

los mapeos inclusion. Podemos extender a los homomorfismos
(i), :A(V) = AVeW),

(i2), : A(W) = A(VOW).

Entonces definamos

e AVIQAW) - AV W), v@w > (i1), (V) A (2), (w).
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Vamos a probar que ¢ preserva la multiplicacion. Sean (a ® b), (¢’ @ b') € A (V)@ A (W),
p((a@b) A @) = (-1 (@nd) @ (bAY))
= (=1)* D (1) (a Aa') A (i), (DAY
(—1) BB (i) (@) A (i), (0) A (i), (B) A (i), (V).

Por otro lado
pla@b) Ao (a @) = ((i1),aA(iz),0) A((ir),a A (i), V)
— (i) a A (ia) b A (ir), d' A (i) V.
Y ya que (i), b A (ir), o’ = (=1)*5O 9@ () o/ A (i), b, se sigue que
p(a@b) Ap(d @) = (=)D (i) A (ir), a A (iz) DA (i2) V-

Para verificar que ¢ es un isomorfismo vamos a mostrar que tiene una inversa. Sea

n:VeoW—AWV)aA(WV) dada por
n(z)=m(2) @1+ 1® mz, zeVeW,

donde m : VW — V,mg : VW — W son las proyecciones respectivas. Luego veamos
que

NE)AN(2)=(mzR@1+1Q@mz)A(mz®1+1®mz)
(wlz/\mz)®1+7r1,z®7r2z—7T1z®7r2z+1®(7r22/\7r22)

Usamos de nuevo la propiedad universal para construir un homomorfismo
h:AVaeW)=AV)AW).
Comprobemos ahora que efectivamente es su inversa.
h(f(x®1))="h((i),zA(2),1)
= h (i1x)

=7 (i17)
=z® 1.

Analogamente h (f (1®y)) =1®y. Sea z € V @ W. Entonces
fh(2) = f(mz®1+1® mz)

= i17TlZ + ’iz + moz

= Z.

Ya que los vectores x ® 1 y 1 ® y con el escalar 1 generan el algebra A (V)@ A (W) y el
vector x @ y junto con el escalar 1 generan A (V & W) se sigue

ho f=Idawyeam), foh=Idrwvew). —~
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3.2.2. Producto Tensorial de Algebras Exteriores

Teorema 3.2.10. Sean A, B dos R—dlgebras conmutativas graduadas sobre un anillo con-
mutativo R. Entonces, el R—mddulo A®r B admite una estructura natural de R— dlgebra
conmutativa graduada con la graduacion

pt+q=n

y la multiplicacion dada para elementos homogéneos a € A,,b € B,,c € A,,d € B; como
(a®b) (c®d) = (=1 (ac) ® (bd) ,

con unidad 1xg,5 =14 ® 1p.

Demostracion:

Veamos primero que la multiplicaciéon es bilineal. Sean z,2',2” € A,y,y,y" € By
A € R.

(arey)+8(E'@Y)) (" ®y") =(axoy+2" @ 8y) (2" @y")

(O{I ®y) (x// ®y//) _"_ (x/ ®/8y/) (x// ® y//)
1)des(v) deg(a”)

( axm// ® yy//
+( 1)deg(,8y)deg(x " 2 Q By' "
=a(z@y) (@ oy)+80@ y) (@ @y").
y analogamente para la linealidad por el segundo factor.

Ahora verifiquemos la asociatividad. Seana € A,,b € B,,a’ € A,,b' € Bs,a" € A, V' €
B, por un lado tenemos

((a®b) (a' @) (a" ®b") = (=1)* (ad’) @ (b') (a" @ ")
(_1>qr+(q+s)t (CLCL a ) ® (bb/b//> :

y por otro lado tenemos

(a@b)((d @V) (" @) = (a®b) ()" (da") @ (V"))
_ (_1>st+q(r+ ) (CLCL’CL”) (bb/b//) .

Ya que gr + (g + s)t = qr + gt + st = st + q (r +t) se sigue que
((a®b) (' @V))(a"®V") = (a®b) ((d' @) (" @")).

Verifiquemos la existencia de la unidad. Yaque 14 € Ay 1 € B sesigue que 1,®1p €
A®pr By ademas

(la@1p) (a@b) = (1) (140) @ (15b) = a @b
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(a®b) (14 ®15) = (=1)“EDO (41 ) @ (b1) =a @ b.

Veamos que A®pr B es conmutativa graduada. Sean a®b € A,® B,y a’®V € A, ® B;.
Entonces tal como definimos la multiplicacion tenemos

(@a®b) (@ @V) = (=1)" (ad’) @ (bV') , (3.15)

(@ @) (a®b) = (—1) (d'a) @ (VD). (3.16)

y ya que A y B son conmutativas graduadas se cumple
aa' = (—=1)"" d'a, bb' = (—1)*'b.
Asi que

(a®b)(a’ @)

—1)" (ad’) @ (b0)

1)qr+pr+qs ( ) (b/b)
1)qr+pr+qs sp-‘rsp( ) ® (b/b)
1)qr+pr+qs sp ( ® b/) (a ® b) :

[
/\/\/‘\/‘\

y va que la paridad de sp y —sp son las mismas,

(a ® b) (CLI ® b/) — (_1)qr+pr+qs+sp (a/ ® b/) ((I ® b)
= ()" (@ @ ) (a D),

por lo tanto A ®r B es graduado conmutativo.
La multiplicacién es compatible con la graduacion. Veamos, si t @ y € (A®p B),, y
(@ ®y') € (A®g B),, es decir, deg (z) + deg (y) =n y deg (2') + deg (v') = k, entonces

(x®y) (@ ®@y) = (1) B0 (127) @ (yy) .

Como 22" € Adeg(a)+deg(z’) Y YY' € Bdeg(y)+deg(y) €NtONCES

(z2") @ (YY) € Adeg(a)+deg(e’) DR Baeg(y)+degty’) C (A ®@r B),,,, - u

Teorema 3.2.11. Sean n y | grados impares, entonces existe un isomorfismo de dlgebras

A(z,) @A () = A2y, x) .

Demostracion:

Del Teorema [3.2.10| tenemos que A (x,) ® A (x;) es un algebra conmutativa graduada.
Si nos olvidamos de la graduacién obtenemos que es un algebra anticonmutativa, i.e.,
ry = —yx para todo =,y € A (z,,) @ A (z) .
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Notemos que A (z,,)®A (x;) tiene como bases al conjunto {1 ® 1, z, ® 1,1 ® x;,x, ® ;}
mientras que A (x,,x;) tiene como bases al conjunto {1, x,,x;, x, A x;}. Definamos ¢ :
A (z,) ® A(x;) = A (x,, ;) por medio de las bases

1®1I—>1, LEn@len, 1®LE1HSC[, Ty X = Ty N\ X,

y extendemos por linealidad. Claramente ¢~ : A (z,,, ;) — A (7,,) ® A (z;) esta dado por
medio de las bases
1—1®1, Tp = Ty @1,

T — 1® 2, T, \NTp— T, Q@ x;.

Por lo tanto ¢ es un isomorfismo de espacios vectoriales. Veamos que los productos se
preservan. Sean a,a’ € A (z,) y b,0 € A(x;). Calculamos

cb((a ®b)-(d® b')) = ¢((—1)l” (aa") ® (bb'))
= (=1)" (ad") A (DY)
= (=D"and AbAY
=aAbAd AV
= (anb) A (a' V)
=pla®@b) ANp(d @0). O

El isomorfismo anterior se puede extender facilmente para k elementos.

Teorema 3.2.12. Sean x;,,...,x;, generadores de grados impares. Entonces existe un
isomorfismo de dlgebras

A(IE“> ® A(xw) K A(xlk) = A(xilaxiza cee 7$ik>-

Demostracion:

La prueba la realizaremos por induccién sobre k.
Caso k = 1. Trivial.
Caso k = 2. Teorema [3.2.111

Caso k > 2. Por hipotesis de induccion, la afirmacion se cumple para k£ — 1, esto es
Ari) @A (25,) @ @A (24, ) 2 A (i, 10, ) -
Por otro lado, del caso k = 2 tenemos el siguiente isomorfismo de algebras:
A (ZL'Z'I,ZL'Z'2, e 7mik—1) ® A (l’zk) = A (l’il, l’m, Ce ,IL‘ik_l, IL‘Zk) .
Por transitividad del isomorfismo de algebras
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3.3. Cohomologia de De Rham para Grupos de Lie Com-
pactos y Conexos

Definicion 3.3.1. Un grupo de Lie es una variedad suave G tal que la operacion multi-
plicacion
w:GxG— G, w(a,b) = ab,

Y SU TNVETrsa

i:G— G, i(a)=a"',
SON suaves.

Definicion 3.3.2. Un mapeo F' : H — G entre dos grupos de Lie H y G es un homomor-
fismo de grupos de Lie si es un mapeo suave y un homomorfismo de grupos.

Definicion 3.3.3. El grupo unitario U (n), es el grupo de matrices complejas unitarias
den x n, es decir,

AA* =1, A€ My (C).

Teorema 3.3.4. El grupo unitario U (n) es un grupo de Lie.

Demostracion:

Veamos primero que es una variedad suave. Sea
[ Myxn (C) — Herpx,, (C) A— AA"

donde Her,,.,, (C) denota las matrices hermitianas con coeficientes en C y tamano n X n.
Ya que M, (C) se puede ver como una variedad encajada en R2”2, podemos calcular
df4 (M) por medio de un limite

—0 h
gy A RM) (A + hM)" — AA°
h—0 h
gy AATERMA" + RAM® + R2MM* — AA*
h—0 h
= lim MA* + AM* + hMM*
h—0
= MA"+ AM™.

Sea B € Her,y, (C) y M = %AB, entonces

_1
)

1 1 1

dfa (M) 5

por lo tanto df4 es sobreyectiva. Por el Teorema del valor regular, f~! (I) = U (n) es una
subvariedad de M, x,, (C).
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A continuacién veamos que es un grupo con la operacion usual de multiplicacion de
matrices. Si A, B € U (n), entonces

(AB) (AB)* = ABB*A* = AIA* = AA* = I,

por lo tanto AB € U (n). Sabemos que se cumple la asociatividad para multiplicaciéon de
matrices

A(BC) = (AB) C.

Ademés I € U (n) pues [1* = 11 = I y I es el elemento neutro del grupo. Si A € U (n),

entonces A* € U (n) ya que
A (A =A"A=1

y luego es facil ver que la inversa de A es precisamente A* que también esta en U (n). [

Lema 3.3.5. U (n) es compacto.

Demostracion:

El grupo unitario U (n) es un subconjunto del grupo de matrices complejas M, (C)
que se puede identificar de manera natural con C™. Por lo que basta con probar que es
cerrado y acotado.

Veamos primero que es acotado. Sea A € U (n) entonces

1Al = tr (A*A)
=/tr (1)
— /n.

Ya que n es fijo, U (n) es acotado. Ahora veamos que es cerrado. Sea
f:M,(C)— M, (C), A AA"

f es continua. Ademas U (n) = f~! (I). Por lo tanto U (n) es cerrado. O

Lema 3.3.6. U (n) es conezo.

Demostracion:

Sea A € U (n). Por el Teorema espectral para operadores unitarios, existe una matriz
unitaria P € U (n) tal que
A=PD(1)P!,

donde D (t) = diag (eitel, . ,eiw“). Notemos que D (t) (D (t))" = I. Por lo tanto D (t) €
U (n). Definamos el camino

v:[0,1] = U (n), tw PD(t) Pt
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Es claro que
y(0)=PIP'=1 y ~(1)=PD(1)P'=A

El mapeo t — €% es continuo y la multiplicacion de matrices es continua, por lo tanto -y
es continua. Entonces U (n) es conexo por caminos y por lo tanto conexo. [l

Un resultado fundamental que destaca la importancia de los grupos de Lie y su relacion
con este trabajo es el teorema que demostr6 Heinz Hopf en [Hop41] en donde nos dice la
forma del anillo de cohomologia H* (G) de un grupo de Lie compacto y conexo, como lo
es U (n), sobre un campo F de caracteristica cero, como lo es R. Debido a que en este
trabajo esta enfocado para la cohomologia de De Rham lo enunciaremos de una manera
distinta, tal como se enuncia en [KP17].

Teorema 3.3.7. Sea G un grupo de Lie simple, compacto y conexo. Entonces H* (G) es
isomorfa a un dlgebra exterior

H*(G) = A(zyy, ... x),
donde los generadores x;; tienen grado impar.

Para U (n) tenemos
H* (U (n)) =~ A (371, T3y ... ,Ignfl)

y usando el Teorema y el Teorema [3.2.§ obtenemos que

H* (S x 8% 5 - x S 1) = H* (U (n).
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