Caélculo 1
Cuarto examen parcial
Ejercicios resueltos

Hora de inicio: 8:00. Hora de entrega: 11:00.

1. Derivar las siguientes funciones usando la definicion:

(i) f(z)= 57 (i) g(z) = 222 + 1.
Solucion.
(i) f(z)= 211+1 y flx+h) = 2(x+1h)+1 entonces:
flx+h)— f(x) _ 2(x+1h)+1 - 2azl+1
h h

20 +1— (2z+2h +1)
(2z+2h+1)(2z + 1)h
—2h
(2z+2h+1)(2x + 1)h
-2
(20 4+2h +1)(22 + 1)

y de esta manera obtenemos:

o) = tim TR I
—1i —2
T h50 (20 + 2h + 1)(22 + 1)
—2
(22 +1)2
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(i) g(z) =22+ 1y glx+h)=2(x+h)*+1=22>+4xh+2h*+1

entonces:
glx+h)—g(z) (22°+4zh+2h* +1) — (22> +1)
h N h
_dxh + 2h?
n h
=4z +h

y de esta manera obtenemos:

glx +h) —g(x)

! . V2
(o) = Y S
= lim (4 + 2h)
h—0
=A4x

a) Hacer un dibujo de la gréfica de la funcién f: R — R dada por:

x? si —1<x<0.
—22 si0<z<l1.

b) (Es f una funcién continua en z = 0.

c¢) ¢Es f una funcién derivable en x = 0. Dar razones para su res-
puesta.

Solucion.

a) He aqui su gréfica:




b) lim,_,o- > = 0 y lim,_o+ —2*> = 0 entonces lim, o f(z) = 0.
Como lim, o f(z) = 0 = f(0) se sigue que la funcién es continua
enz = 0.

c¢) lim, ,o- f/'(x) = lim,_,o- (22) = 0y lim, o+ f'(2) = lim, o+ (—22) =
0 entonces lim, o f'(xz) = 0. Como el limite existe y es igual a 0,
se sigue que f es derivable en z = 0.

a) Si f(z) = £ + 52, (hay algin punto donde la pendiente de la

recta tangente a f sea igual a —%?.

b) Si f(z) = # — 5, encontrar un punto donde la pendiente de la
3

recta tangente a f sea igual a —3 (si existe).

¢) Si f(z) = 22® — 32% — 12z + 20, encontrar un punto donde la
pendiente de la recta tangente a f sea paralela al eje x.

d) Si f(x) = a3, encontrar las intersecciones con los ejes z y y de la
recta tangente a f en el punto (—2, —8).

e) Si f(x) = 22%—3x2—12x+20, encontrar los puntos donde la recta

tangente a f sea perpendicular a la linea dada por la ecuacién

= 1 — /24, encontrar los puntos donde la recta tangente sea
paralela a la recta y = /2 — 12z.

Solucion.

a) Si f(x) = £+ 5 entonces f'(z) = 1

27 ﬁ. Si la pendiente de
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la recta tangente a f es —% tendremos las siguientes igualdades:

—g—f(ﬁ)

3 1 2
22 (20—4)2

B 2
T (2 —4)2
1
b= (2x — 4)?
2z —4)* =1

4o — 16z + 16 = 1
42* — 162+ 15 =10
(2z —5)(2z —3) =0.
Por lo que = 2 0o x = 3 y de esta manera (2,9) y (2,—1) son
los puntos donde la pendiente de la tangente es —%.
Si f(z) =z — 5= entonces f'(z) =1+ ﬁ =1+ 5. Como la
pendiente de la tangente es 3 tenemos que:

|

3=1+ !
N 2x2
1
2=—
212
1 2
Z_l =T .
Por lo tanto x = j:% y asi (%, —%) y (—%, %) son los puntos donde

la pendiente de la tangente es 3.
Si f(z) = 22® — 32? — 122+ 20 entonces f'(z) = 62? —6x — 12, la
tangente es paralela al eje x cuando f’(x) = 0, tenemos entonces
las siguientes igualdades:

62° — 6z — 12 =0

-1 -2=0

(x —2)(x+1)=0.

Por lo tanto © = 2 0 # = 1 y de esta manera obtenemos que (2, 0)

y (—1,27) son puntos en la curva donde la tangente es paralela
al eje x.



d) Si f(z) = 2% entonces f'(z) = 3z% y f'(—2) = 12. La ecuacién
de la recta tangente en (—2,—8) es y + 8 = 12(x + 2), es decir
y = 12z + 16; podemos encontrar las intersecciones en el eje x
resolviendo la ecuacion 0 = 12z + 16 y obtenemos x = —%; la
interseccion en el eje y es y = 12(0) + 16 = 16.

e) Si f(z) = 223 — 32 — 12z + 20, la derivada de f es f/(z) =
622 — 62 — 12. Veamos los dos casos buscados:

(i) Latangente es perpendicular a la linea y = 1—57, entonces su
1

ﬁ) = 24, igualamos la derivada
24

pendiente serd igual a — (

a la pendiente buscada:

6% — 6z — 12 =24
- —-2=4
??—x—-6=0

(z—3)(z+2) =0,

de esta manera la solucién es x = —2 o x = 3y (—2,16)
y (3,11) son puntos donde la tangente es perpendicular a
y=1-—4;.
(ii) La tangente es paralela a la linea y = /2 — 12z cuando
f(x) =12:
62° — 62 — 12 = —12
2 —x=0
x(r—1)=0,

asiz =00 x =1y los puntos donde la tangente es paralela
ay=+2— 12z son (0,20) y (1,7).

4. Encontrar los maximos y minimos de las funciones cuya gréafica se
muestra en las figuras.



a) Figura 1. b) Figura 2.

Solucion.
a) Minimo local en (—1,0) y maximo local en (0,1), no existen

maximo ni minimo.

b) Minimo en (—2,0) y (2,0), méximo en (0, 2).

5. Encontrar las derivadas de las siguientes funciones:

(i) f(z) =2° = 3(a* + 7). (%) f(@) = oz — mr
(i) f(x) =27+ T — = (xi) f(x) = cos*(1 —2z)
(iii) f(2) = (z+1)*(@* +22).  (xi) f(z)=cot’(2).
(iv) flz) =2z —=5)4—27").  (xiii) f(z)= (seca + tanz)>.
(v) f(0) = (0" +sect +1)°. (xiv) f(z) = (csc®(1 — x + 32?)
i) FO)= (1% =8P (xv) (&) = VErsenz.
(vi)) f(z) = 2% (xvi) f(z) = V2zcosz.
(viii) f(z) = 2. (xvii) f(z) = senv/2z.
(ix) f(z) =2tan?z —sec?x.  (xviii) f(z)=sen (z + vz + 1)

Solucion.

(i) f(z) =2 —=3(2* +7?) = f'(x) =32? — 3(22 +0) = 32? — 6 .
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(i) f(z) =27+ V7o — 25 = f(z) = 725+ V7.
(iii) f(z) = (z + 1)*(2? +22) = f'(z) = (z + 1)*(2z + 2) + (2? +
22)(2(x + 1)) =2z + D[(x + 1) + z(z + 2)] = 2(x + 1)(222 +
4r 4+ 1) = 42 + 1222 + 10z + 2.
(iv) f(z) = (2z=5)(d—27") = f'(x) = Qe —-5)(-1)(4d—2)*(-1) +
(4—2)'(2)=4—-2)%[(2x—5)+24 —2)] =3(4— )2
(v) f(0) = (6% +sech + 1) = f'(z) = 3(6% + sech + 1)*(20 +
secf tan §)
(Vi) £(0) = (—1— =28 — 22 o pia) = 2(—1 — =50 0)(sstons
) = (-1 — = — 94 )(cscBOcot§ —0).
(i) f@) = o > ) = TOEEER) s
NG (e
(viii) f(@) = oA = flla) = DO Lo
(ix) g(x) 2tan? z—sec’ z = f/(x) = (4 tanz)(sec’ z)—(2sec x)(sec x tan z) =
sec? ztan x.
(x) f(z) = == — 2= = f'(x) = csc®x — 2cscw.
(xi) f(z) = cos*(1—2z) = f'(z) = 4cos®(1—2x)(—sen(1—2z))(-2) =
8cos?(1 — 2x) sen(1 — 2z).
(i) f(2) = cof®(2) = f(x) = Beot?(2)(— es2(2))(2) = & co?(2) ese?(2).
(xiii) f(z) = (secx + tanx)® = f'(z) = 5(secz + tan x)*(sec x tan x +
sec? x) = 5(sec z)(secx + tanx)°.
(xiv) f(z) = (esc®(1—z+32%) = f'(z) = 5esct(1— 2 +32%) (— ese(1—

T + 32?) cot(1 — x + 32?))(—1 + 62).
(xv) f(z) =+v2zxsenz = f'(x) = %(Qx senz) /?(2x cosx+2senz) =

T COs T+sen x

V2zsenz
(xvi) f(z)=+V2zxcosz = f'(z) = (3)(2zcosz) /*(—2zsenaz+2cos ) =

—Xxsen r+cos T

V2zcosz
(xvil) f(z)=senv2x = f/(z) = cos[(2z)"?](3(22)71/2(2)) = CO\S/T:?””
(xviii) f(z) =sen(z+Va +1) = f'(z) = cos(z+Vz + 1)(14—2@) =




6. Encontrar y” en cada uno de los siguientes ejercicios:

a) y=(1+1)3% ¢) y=1cot(3z —1).
b) y=(1-va) ™" d) y = 9tan(§).
Solucion.

b) y=(1-v2)"' =y = —(1-va)*(—3o %) = 3(1—va) 2212,

entonces:
y' =5 [0 -V a0 Va) ]
= 3o 1= VA g - vE) 1
1 _3 1 1
1 5 (3 1
=50 (5~ 573)



¢) y=gcot(3z —1) =y = —F csc?(3z — 1)(3) = —35 esc?(3z — 1),
entonces:

T e )

= —% cse(3x — 1)(—ese(3x — 1) cot(3z — 1) - 6%(356 - 1))
= 2csc?(3z — 1) cot(3x — 1)

d) y=9tan (%) =y = 9(sec?(£))(3) = 3sec?(£), entonces:
reafo () ()
= 2sec’ (g) tan (g)

7. Encontrar el maximo y el minimo de las siguientes funciones:

a) f(z) =2—|z|en [-1,3].

b) f(x) =]z —>5|en [1,7].
¢) f(z)=—21en[-2 —1].
d) f(z)=2*>—1en [-1,2].

Solucion.

a) flw) =2~ 2| =2 - Va2 =2~ (2*)? = f(z) = —3(22) =
-5 = —é—‘, por lo que existe un punto critico en x = 0. Tenemos

que f(—=1) =1, f(0) =2y f(3) = —1, por lo tanto el méximo es
2enx =0y el mnimoes —1 en x = 3.

¥y

(0,2) Abs

max
- y=2-lil

-15r<3

1 1
-1 0 1 2 3
-1 Abs

min (3, 1)




b) f(2) =z —5] = /(x5 = ((z = 5))* = f'(z) = 5((z —

xT

2\—1/2 _ -5 =5 .
5)°)712(2(t — b)) = Ty = ool por lo que existe un punto

critico en = 5. Tenemos que f(4) =1, f(5) =0y f(7) = 2,
por lo tanto el maximo es 2 en x = 7 y el minimo es 0 en x = 5.

(4,1)

t

0.5 E “(5,0)

fo=lt-5l

3

¢) fla) = =2 =a' = f(z) =22 = %, sin embargo = 0 no
es un punto critico porque no esta en el dominio. Tenemos que
f(=2) =1y f(=1) =1, por lo tanto el méximo es 1 en z = —1
y el minimo es % en r = —2.

(-1,1) y

0.3

0.6

(-2,1/2) b
1
F(x)z—; 0.2

d) f(x) =2? —1= f'(x) = 2x, por lo que f tiene un punto critico
en = 0. Tenemos que f(—1) =0, f(0) = -1y f(—2) = 3 por
lo que el maximo es 3 en x = 2 y el minimo es —1 en z = 0.

(2,3) Abs
max

2
y=x"-1
2t Zlsxsg2

& .
,\ /1 2
0.-1) Abs

min
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8. (Para qué valores de m (si es que hay) se tiene que

fla) = {sen2az z <0

me x>0

a) jes continua en x = 07

b) ies derivable en x = 07

Solucion.

a) lim,_,o- f(z) = lim,_,o- sen 2z = 0y lim,_,o+ f(x) = lim, o+ mz =
0 = lim, .o f(z) = 0, independientemente de m; entonces para
todos los valores de m, la funcién es continua porque f(0) =0 =

lim, o f(x).
b) lim, ,o- f/'(x) = lim,_,o- (sen 2x)" = lim,_,q- 2cos 2z = 2y lim, o+ f'(z) =
lim, .o+ (mz)" = lim,_,o+ m = m. f es derivable en z = 0 cuando

se cumpla que lim, - f'(z) = lim,_,o+ f'(z), esto sucede cuando
m = 2.

9. Encontrar maximos, minimos, méaximos locales y minims locales de
cada una de las siguiente funciones en su dominio:

a) f(z) =222 — 2% en (—o0,2].

b) f(z) = (2 +1)% en (—o0,0].

¢) f(x) =2 —4x+4en [1,00).

d) f(xz)=a®—3z% en [—3,00).

e) f(z)=2+32>+3x+1en (—o0,0].

Solucion.

a) f(z) =22* —2? = f'(z) =2 — 22 = 2(1 — z) por lo que existe
un punto critico en x = 1. La derivada es positiva si z < 1y
negativa si 1 < x < 2, entonces f(1) = 1 es un méximo local y
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f(2) = 0 es un minimo local. Por lo tanto el méximo es f(1) =1
y no existe minimo.

£(x)
2 f(x)=2x-x

-1 1 2

b) f(x) = (x+ 1) = f'(z) = 2(x + 1) por lo que existe un punto
critico en x = —1. La derivada es negativa si x < —1 y positiva si
—1 <2 <0, entonces f(0) =1 es un méaximo local y f(—1) =0
es un minimo local. Por lo tanto, no existe un maximo y el mini-

mo es f(—1)=0.

£(x)

5
f(x):(x+1}: 4

3

2
P4

-4 -3 -2 -1 1
-1

¢) flz) =2 —dz+4 = f(z) =2z — 4 = 2(z — 2); es decir, f
tiene un punto critico en x = 2. La derivada de f es negativa si
1 < x <2y positiva si 2 < z por lo que f(1) = 1 es un maximo
local y f(2) = 0 es un minimo local. Por lo tanto no hay méximo
y el minimo es f(0) = 2.

g(x)

g(x)=x"—4x+4

H N W e

-1
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d) f(z) =23-32% = f'(z) = 32*—6x = 3x(x—2), entonces existen
puntos criticos en © = 0 y = 2. Alrededor de x =0, f'(z) >0
siz <0y fl(z) <0810 <z <2 por otro lado f'(z) > 0 si

2 < x; entonces f(0) = 0 es un méaximo local y f(2) = —4 es
un minimo local, ademés f(—3) = —108 es un minimo local. La
funcién tiene el minimo en f(—3) = —108, sin embargo la fun-

cién no tiene maximo.

e) flz) =2*+32*+3z+1= f'(z) =32+ 62+ 3 =3(x+1)?
entonces existe un punto critico en x = —1. La derivada de f es
positiva si z < —1 y negativa si —1 < x < 0, por lo que existe un
méximo local en f(0) = 1. Por lo tanto el maximo es f(0) =1y
no existe minimo.

k(x)
2
k(x):x*+3xf+y
x
-2 -1
-1

10. Se presenta la grafica de f en la siguiente figura, jcémo podria ser la
gréafica de f'7.
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Solucion.




