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Introduccion
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Definicion

Una n—variedad M es un espacio topologico Hausdorff en el cual cada
punto tiene una vecindad homeomorfa aR" o a

RY = {(x1,...,Xn) € R"|x, > 0}.

o Una n—variedad M es compacta si M es compacto como espacio
topologico.

@ OM := {x € M|x no tiene vecindades homeomorfas a R"}

o Decimos que M es cerrada si M es compactay oM = ().
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En nuestro estudio de n—variedades podemos elegir entre usar un
enfoque PL o un enfoque diferenciable.

Nuestras n—variedades seran n—variedades PL.
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1-—variedades compactas
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b
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2—variedades cerradas orientables

\_/

T2H#T#. #T>
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2—variedades cerradas no-orientables

RP24 ... #RP?
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Las 2—variedades compactas, orientables o no, se obtienen de las
superficies cerradas al remover una cantidad finita de discos abiertos
de ellas.
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¢Y las 3-variedades? ;como son? ;estan clasificadas?

Jair Remigio (DACB-UJAT) Descomposiciones de Heegaard 09-12/12/2013 11/87



iDesafortunadamente no tenemos un teorema de clasificacion para
3-variedades!
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iDesafortunadamente no tenemos un teorema de clasificacion para
3-variedades!

Pero no hay que desanimarnos. ..
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El problema a vencer ahora es el siguiente:

Dadas dos 3-variedades M, y M,, ¢ pueden decirme si M; y M, son
la misma 3-variedad o no?

Jair Remigio (DACB-UJAT) Descomposiciones de Heegaard 09-12/12/2013 13/87



Inmediatamente todos los que hemos llevado un curso basico de
Topologia Algebraica nos emocionamos, nos ponemos de pie y

decimos:

iPues si! Precisamente ese es el tipo de problema para el que se
usa el grupo fundamental, los grupos de homologia, etc.
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Soélo que eso conlleva a un problema mas... las herramientas mas
poderosas que tenemos para eso son:

o El Teorema de Seifert-Van Kampen
o La sucesion de Mayer-Vietoris
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Ambas herramientas involucran el descomponer el espacio en
“pedazos mas sencillos”
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&Y cémo lo hacemos?

Pues para las cerradas, una forma es con Descomposiciones de
Heegaard.
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Por otro lado, las Descomposiciones de Heegaard también son Utiles
para darnos informacién acerca de la topologia de las 3-variedades
(reducibilidad de la 3-variedad, existencia de superficies
incompresibles, etc).
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En este minicurso, vamos a estudiar la teoria basica de las
Descomposiciones de Heegaard.
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Algunas 3—variedades
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(1) S®:={xcR*: ||x|| =1}
(2) Fx S', donde F es una superficie cerrada.
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(3) Sean p, g € Z primos relativos entre si. Definimos el
espacio lente L(p, g) como la variedad que se obtiene al
realizar la siguiente identificacion en la 3—bola B°.

reflexion
en el
ecuador
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Ejercicio

Demostrar que
(@) RP3 := S3/(x ~ —x) es homeomorfo a L(2,1).
(b) S® es homeomorfo a L(1,0)
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(4) Cubo con asas genero g

Notese que OM es una superficie orientable cerrada de género g.
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Discos meridianos

N7
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¢, Qué tienen de especial los cubos con asas?

Al parecer tienen “pinta”de ser “faciles de entender”.
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¢ Me creerian si les dijera que hay variedades que se pueden
descomponer como unién de cubos con asas del mismo género
pegados a lo largo de su frontera?
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Descomponiendo 3— variedades
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Ejemplo:

o S8 puede ser vista como la unién de dos 3-bolas cerradas
pegadas mediante el homeomorfismo Id : S? — S2.

Esto es mas o menos facil de observar tomando las 3-bolas cerradas

Ar = {(x1, X2, X3, x4) € S®: x4 > 0}

A = {(X1,X2,X3,X4) S SS i Xq < 0}
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De hecho,

Ejercicio

Sean B} y B3 dos 3—bolas y f : 0B} — 9B3 un homeomorfismo que
preserva la orientacion, entonces M = B U; BS es homeomorfa a S°.
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@ Si F es una superficie orientable y cerrada de género g, entonces
F x S' se puede obtener pegando dos cubos con asas de género
29 + 1 alo largo de su frontera.
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Sea I la grafica que se obtiene al unir un conjunto generador de
71(F, Xo) con la circunferencia del factor S' que pasa por x. Sean
Vi :=n(I) una vecindad regular pequenade len My Vo := M — V;.
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Otra forma...

T T2#T2
b ¥
D1 b, b,
T
a; o A ay a, a,
b, b, b,
a
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Superficie cerrada y orientable de género g
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Identidad

F x S!
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El otro cubo con asas se obtiene al tomar una vecindad regular
adecuada de la grafica verde
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La pregunta, tal vez obligada, en esta situacion es si esas
descomposiciones son unicas.

¢Unicas en que sentido?

Jair Remigio (DACB-UJAT) Descomposiciones de Heegaard 09-12/12/2013 39/87



Bueno...

Sabemos, por ejemplo, que a S® la podemos describir como unién de
dos cubos con asas de género 0 (dos 3—bolas). ;Lo podremos
representar como unioén de cubos con asas de género mayor que 0?
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Veamos. ..

S3 = U

S® también es una unién de dos cubos con asas de género 1.
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Ejercicio
Dado un entero g > 2, demuestre que S® se puede ver como la union

de dos cubos con asas de género g pegados a lo largo de sus
fronteras.
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Y regresando a lo que nos atane. ..

¢, Podemos representar a cualquier 3—variedad M como unién de
cubos con asas pegados a lo largo de sus fronteras?
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Descomposiciones de Heegaard
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Teorema de Heegaard

Toda 3—variedad cerrada, conexa y orientable M se puede
descomponer como la union de dos cubos con asas pegados a lo

largo de sus fronteras.

Demostracion. Sea 7 una triangulacién para My sea K() el conjunto
de simplejos de 7 que tiene dimensién menor o igual que 1.
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Sea

= n(K!

1)) una vecindad regular de K(') en My sea
\ V. Entonces V' y W son cubos con asas
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Definicion

Sean M una 3—variedad cerrrada, conexa y orientable y F C M una
superficie cerrada, conexa y orientable. Si la cerradura de cada una de
las componentes de M\ F es un cubo con asas de género g decimos
que (M, F) es una descomposicion de Heegaard de M de género g.

La superficie F es una superficie de Heegaard para M.
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Ejemplos:
o S? es una superficie de Heegaard para S°.

o La superficie cerrada y orientable de género 2g + 1 es una
superficie de Heegaard para F x S', donde F es una superficie
orientable y cerrada de género g.

o T2 es una supetficie de Heegaard para S°.
Ejercicio
Encontrar una descomposicion de Heegaard (género uno) para
L(p,q).
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jAguas!

Cualquier S? “bonita” en S® es una superficie de Heegaard para S°
pero no cualquier toro T2 es una superficie de Heegaard para S®
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Ejemplo:
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Este toro no es una superficie de Heegaard para S°.
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Ejercicio
Sea K el nudo trébol en S® y sea n(K) una vecindad regular de K en
S8. Demostrar que S3 — n(K) no es un cubo con asas de género uno.
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Ejercicio

Demuestre que la superficie mostrada en la figura es una superficie de
Heegaard de género 2 para S°.

12N G4
09-12/12/2013 55/87



Usualmente, denotamos también a las Descomposiciones de
Heegaard de M como M = V uU; W, donde V' y W son cubos con asas
del mismo géneroy f: 9V — W es un homeomorfismo de “pegado”.
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Diagramas de Heegaard
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Sean V' y W cubos con asas de género g y sea {D,-}f?:1 un sistema de
discos meridianos en V (es decir, V \ UD; es una 3-bola cerrada). Sea
f: 0V — oW un homeomorfismo y consideremos ¢; = f(0D;) C oW
entonces

(a) {c;} tiene exactamente g componentes.

(b) cing,sii#j.

(c) Sicortamos a 9W por {c;} obtenemos una esfera a la

que le fueron removidos 2g discos.
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Ejemplos:
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Ejemplos:

S3

S?Xs!

Jair Remigio (DACB-UJAT)

Descomposiciones de Heegaard

12N G4
09-12/12/2013 60/87



Ejercicio
o Encontrar un diagrama de Heegaard para L(5,1) y un diagrama
de Heegaard para L(5,2). ;Son L(5,1) y L(5,2) homeomorfos?
o Describa como es en general un diagrama de Heegaard para
L(p,q).
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Mas ejemplos. ..

@O

o[
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Una presentacion para el grupo fundamental de la variedad M dada
por este diagrama de Heegaard es

7T1(M) = <X1,X2,X3 . X1X3_1X2X3 = 1,X2 = 1,X3 = 1>

Es decir, 71 (M) es trivial.

Jair Remigio (DACB-UJAT) Descomposiciones de Heegaard 09-12/12/2013 64/87



Del ejemplo anterior y lo que hemos platicado hasta ahora tenemos lo
siguiente:
(1) Podemos aprender a calcular una presentacion de (M)
a partir del diagrama de Heegaard.

(2) Una variedad M puede tener descomposiciones de
Heegaard del mismo género, por lo cual, tal vez
deberiamos considerar nuevos problemas:

o ¢cual es nuestra nocién de equivalencia entre
descomposiciones de Heegaard?

o ¢;Cuantos descomposiciones de Heegaard tiene una
3—variedad M?

(3) ¢, Como reconocer si dos diagramas de Heegaard del
mismo género representan a la misma 3-variedad?
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Diagrama de Heegaard para L(3, 2)
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b C

a
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b

e  Smmmm S
’I — 5

b y a
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En general, para L(p, q) tenemos que el disco meridiano del toro
solido se identifica con la curva p9\°P C OW
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Calculando el grupo fundamental
de M
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Ejemplo:

1,-1,-1 _ 1,21
X7 X, _1,x1 X5

(M) = (X1, X2 : X{ X5

—1,-1 _
Xy Xy =1)
Jair Remigio (DACB-UJAT) Descomposiciones de Heegaard

=

DA

76 /87

09-12/12/2013



i Esta es la famosa Variedad de Poincaré!

m1(M) no es trivial.

Hi(M; Z) es trivial.
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Calcule el grupo fundamental de L(p, q) I

it
v
it

«O» «F»r « < > a



Observemos que rango(w1(M)) < g, donde g es el género de la
descomposicion de Heegaard y rango(w1(M)) es el minimo numero de
elementos que se necesitan para generar a w1 (M).

Por lo cual, si quisieramos obtener una “mejor” cota para
rango(w1(M)) tendriamos que considerar una descomposicion de
Heegaard para M de género minimo.

Jair Remigio (DACB-UJAT) Descomposiciones de Heegaard 09-12/12/2013 79/87



Definicion

Decimos que M tiene género de Heegaard h(M), si M admite una
descomposicion de Heegaard de género h(M) pero no admite
descomposiciones de género menor a h(M).

Es decir,
h(M) := min{g € Z>¢| g es el género de una descomposicién de M}.

De esta forma, rango(m1(M)) < h(M).
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h(M) es un invariante topoldgico.

Si h(M) = 0, entonces M =?

Si h(M) = 1, entonces M =7

Si h(M) > 2, entonces M =7
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h(M) es un invariante topoldgico.
Si h(M) = 0, entonces M = S8
Si h(M) =1, entonces M = L(p,q) o M = S? x S!

Si h(M) > 2, entonces M =7
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Ejercicio
Demostrar que h(F x S') = 2g + 1, si F es una superficie orientable
de género g.
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Un par de teoremas famosos
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Teorema
Toda 3-variedad M cerrada, orientable y conexa se obtiene mediante
cirugia de Dehn en un enlace L c S8.

Teorema
Toda 3-variedad M cerrada, orientable y conexa es una cubierta
simple de 3 hojas de S°® ramificada en un enlace L c S°.
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Para finalizar...

«O» «Fr < . } o

iU
a



Gracias
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