Algebra Lineal I: Examen Parcial nim. 1
Soluciones

1. Sea F' un campo. Define: V' es un espacio vectorial sobre F'.

Solucién. Un espacio vectorial sobre un campo F' (“los escalares”) consiste en

e un conjunto no vacio V' (“los vectores”),

e una operacién V- x V. — V., (vy,vy) — v + vo (“la suma de vectores”),

e una operacién F' x V — V, (¢, v) — cv (“multiplicacion de vector por escalar”),
e una operacién V. — V, v — —v (“el negativo de un vector”),

e un elemento 0 € V' (“el vector nulo”),

que satisfacen las siguientes axiomas:

( ) V14 vy = vy + vy, para todo vy, vy € V.

( ) (vi+v2)+ vy = vy + (Vo + v3), para todo vy, vy, vy € V.
( ) v+ 0 =v, para todo v € V.

( ) v+ (—v) =0, para todov € V.

(Ax.5) (¢1+ c2)v =c1v + cav paratodov €V, ¢1,co € F.

( ) (c1e2)v = ¢1(cav), para todo v € V', ¢1,¢c9 € F.

( ) c(vi+ va) = cvy + ¢V, para todo vi,ve €V, c € F.

( ) 1v = v, para todo v € V.

2. Sea V un espacio vectorial sobre un campo F'. Demuestra que Ov = 0 para todo v € V.

Solucion. Para todo v € V| tenemos que

Ov = 0v+0 (por el axioma 3),
= 0v+ (0v+ (—(0v))) (por el axioma 4)
= (0v+0v)+ (—(0v)) (por el axioma 2)
= (04+0)v+ (—(0v)) (por el axioma 5).
= 0v+(—(0v)) (porque 0+ 0 = 0 en cualquier campo)
=0 (por el axioma 4).

asi que Ov = 0. QED

3. Sea V un espacio vectorial sobre un campo F' y sea W C V un subconjunto. Define: W es
un subespacio vectorial de V.

Solucién. W es un subespacio vectorial de V' si (1) W es no vacio (2) wy,we € W —>
witwaeW yB)weW,ce F=cweW.

Nota: La definicién que aparece en el libro (en la p. 34) es confusa y es mejor ignorarla y
usar la definicién que damos aqui, que es la definiciéon que dimos en la clase y similar a la
condicién que aparece en el libro en el teorema 1 de la p. 34.



4. Demuestra que el conjunto W = {(ay, as, a3) € R*|3a;+1 = 0} no es un subespacio vectorial
de R? (con su estructura ordinaria de espacio vectorial sobre R) .

Solucién. Sea w = (—1/3,0,0). Entonces w € W, ya que 3(—1/3) + 1 = 0, pero 2w =
(—2/3,0,0) ¢ W, ya que 3(=2/3) +1 = —1 # 0. QED

5. Sea W = {(a1,as,a3) € R®|a; + ay + az = 0}.

(a)
(b)

Demuestra que W es un subespacio vectorial de R? (con su estructura ordinaria de
espacio vectorial sobre R).

Encuentra dos vectores en W que lo generan; es decir, dos vectores wi, wy € W tal que
cualquer vector en W se puede expresar como una combinacion lineal de wy y wo.

Solucién.

(a)

(1) Notemos que (0,0,0) € W, ya que 0+ 0+ 0 = 0, asi que W no es vacio. (2) Sean
w1 = (ay,a9,a3),ws = (by,be,b3) € W. Entonces a; + as + a3 = by + by + b3 = 0.
Asi que (a1 + b1) + (CLQ + bg) + (ag + bg) = (a1 + as + a3) + (bl + bz + bg) = O, y esto
impica que wy + wy = (a; + b1, a9 + be,a3 +b3) € W. (3) Siw = (a1,aq,a3) € Wy
¢ € R, entonces ay + ay + a3 = 0 = cay + cay + caz = c(a; + az + az) = 0, asi que
ew = (cay, cag, caz) € W. QED

Sean wy = (1,0,—1), wo = (0,1, —1). Entonces wi,wy € W, ya que 1 +0+ (—1) =
0+14(—1) =0. Siw = (a1, a9,a3) € W entonces a; +as+as = 0, asi que ag = —a; —ax,
por lo que

W = (a1, a2, —a; — az) = (a1,0, —a1) + (0, az, —az) = a1 w1 + aawo.

La tultima ecuacion presenta a w como una combinacién lineal de wyi y wy. QED



