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Prologo

En la segunda mitad del siglo xvin el nuevo anélisis matematico surgié
como la fuerza dominante en la Matemdtica. Este anilisis se caracteriza
por la extraordinariamente eficaz operacién que se funda en procesos infi-
nitos, o sea, limites. Dos de estos procesos, la derivacién y la integracién,
se convirtieron en la esencia de la disciplina, llamada Cilculo Diferencial e
Integral o, a menudo, simplemente “Calculo”, que es la base de todo el
analisis matemtico.

Se aprecid, de inmediato, la importancia de los nuevos descubrimientos
y métodos, los cuales causaron una profunda conmocién intelectual. Sin
embargo, el dominio de este poderoso arte matemdtico constituyd, al prin-
cipio, un objetivo formidable y dificil de lograr, ya que los textos sobre la
materia eran escasos, poco sistematicos y, con frecuencia carentes de claridad.
Por tanto, fue venturoso para la Matematica y para la Ciencia, en general,
que las figuras principales del nuevo movimiento reconocieran pronto la
vital necesidad de escribir tratados con el fin de que la materia fuera acce-
sible 2 un publico mucho mas numeroso que el pequefio circulo intelectual
de esa época. Uno de los matematicos més destacados de los tiempos mo-
dernos, Leonhard Euler, establecié los fundamentos de una larga tradicién
en sus libros introductorios; y aunque se ha progresado mucho en la acla-
racién y simplificacién del material del Calculo, estos libros del siglo xvur,
en la actualidad atn son fuente de inspiracién.

Después de Euler, los autores, uno tras otro, se solidarizaron con la
separacién entre calculo diferencial y célculo integral y, al hacerlo, oscu-
recieron un punto clave: la reciprocidad entre derivacién e integracién.
Fue en 1927, cuando apareci6, publicada por “Springer-Verlag”, la primera
edicién alemana de la obra de R. Courant “Vorlesungen iiber Differential
and Integralrechnung”, que se eliminé tal separacién y el Calculo se pre-
senté como una disciplina unificada.

La presente obra se originé en aquel primer libro aleméan vy sus edicio-
nes subsiguientes. A partir de 1939, con la colaboracién de James y Virginia
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McShane, la casa “Blackie & Sons” de Glasgow, preparé y publicé una
version inglesa muy ampliada y modificada, de la cual la Interscience-Wiley
distribuyé numerosas reimpresiones en los Estados Unidos de Norteamérica.

Con el transcurso de los afios, se hizo evidente que los programas de la
ensefianza superior en los Estados Unidos, requerian una nueva revisién
de la obra. Por otra parte, parecia poco prudente alterar las versiones
originales que todavia son ftiles.

Asi, en vez de modificar la obra existente, se opté por complementarla
con un libro esencialmente nuevo, relacionado en muchos sentidos con los
originales europeos pero, en términos mas especificos, orientado para satis-
facer las necesidades de la actual y futuras generaciones de estudiantes en
los Estados Unidos. Tal plan resulté factible cuando Fritz John, que ya
habia ayudado mucho en la preparacién de la primera edicién inglesa,
convino en escribir de nuevo el libro con R. Courant.

Aunque este libro difiere notablemente del original, tanto en forma
como en contenido, tiene el mismo propdsito: guiar al estudiante directa-
mente a la esencia del tema y capacitarlo para aplicar sus conocimientos.
La obra evita el estilo dogmatico que oculta la motivacién de los conceptos
y las raices que el Célculo tiene en la realidad intuitiva. Un importante
objetivo que se persigue en este libro es mostrar la relacién reciproca entre
el andlisis matematico y sus diversas aplicaciones y destacar el papel de la
intuicién. Esperamos que cierto énfasis en la precisién no interfiera con
este objetivo.

La Matematica presentada como un sistema de verdades, acabado y
ordenado, sin referencia al origen y propdsito de sus conceptos y teorias,
tiene su encanto y satisface una necesidad filoséfica. Pero esa actitud intro-
vertida en el campo de la ciencia, no es adecuada para los estudiantes que
buscan independencia intclectual, mas bien que indoctrinacién. Y menos-
preciar las aplicaciones e intuicién conduce al aislamiento y atrofia en la
Matematica. Entonces, resulta sumamente importante que estudiantes y
maestros estén a salvo del purismo presumido.

El libro esta dirigido a estudiantes de varios niveles, a matematicos,
cientificos en general e ingenieros. No pretende facilitar la materia suavi-
zando las dificultades, sino que, mas bien, trata de ayudar al lector since-
ramente interesado, a base de aclarar las interrelaciones y propésitos de la
obra en conjunto.

En lugar de obstaculizar el acceso al caudal de hechos y propiedades
por medio de largas exposiciones de caracter fundamental, éstas se han
pospuesto, a veces, relegindolas a apéndices de los diversos capitulos.

Se dan numerosos ejemplos y problemas al final de los capitulos. Algu-
nos son fascinantes, otros llegan a ser verdaderamente dificiles; y la mayoria
de ellos complementan el material teérico del texto. Se preparard un
manual complementario de esta obra con problemas y ejercicios de caréc-
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ter mas rutinario, y, ademds, se agregardn respuestas y sugerencias para
resolverlos.

Muchos colegas y amigos han ayudado. Albert A. Blank no sélo aporté
criticas perspicaces y constructivas, sino que también desempefié un papel
importante en la labor de ordenar, aumentar y seleccionar los problemas
y ejercicios y, ademas, asumié la responsabilidad principal de preparar el
manual mencionado.* Alan Solomon ayuddé, muy desinteresada y eficaz-
mente, en todas las etapas de la preparacién del libro. También se les
agradece a Charlotte John, Anneli Lax, R. Richtmyer, y a otros amigos,
entre los que figuran James y Virginia McShane.

Este volumen trata principalmente de funciones de una sola variable,
mientras que en el Volumen II se estudiaran las teorias del Calculo
més diversificadas para funciones de varias variables. Al lector se le debe
hacer una observacién final, ya que podria resultar un fracaso tratar de
dominar la materia estudiando un libro de este tipo pagina por pagina,
sin desviarse del camino trazado. Se puede alcanzar gradualmente una
mejor comprensién del tema y una visién m4s amplia, s6lo tomando atajos
en la primera lectura y, luego, volviendo repetidas veces a los mismos temas,
preguntas y dificultades.

Se ha tratado de ayudar al lector sefialando con asteriscos ciertos topi-
cos que podrian causarle trastornos al estudiarlos por primera vez, asi como
algunos de los problemas mas dificiles.

Esperamos que la obra, con este nuevo enfoque, serd 1til a la joven
generaciéon de cientificos. Estamos conscientes de sus muchas imperfeccio-
nes, y sinceramente solicitamos comentarios criticos que podrian ser bene-
ficiosos para mejoras posteriores.

Ricuarp COURANT
Fritz JoHN

* Manual de Problemas de Célculo y Andlisis Matemético, por Albert A. Blank,
publicado en espafiol por la Editorial Limusa
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Introduccién

Desde la antigiiedad las nociones intuitivas de cambio continuo, cre-
cimiento y movimiento, han atraido la atencién de las mentes cientificas.
Empero, el camino hacia el entendimiento de variacién continua no fue
logrado sino hasta el siglo xvi, cuando la ciencia moderna surgié y se
desarrollé ridpidamente en cercana conjuncién con el cilculo integral vy
diferencial, llamado brevemente Cilculo, y el andlisis matematico.

Las nociones basicas del Célculo son las de derivada e integral: la de-
rivada es una medida de la “rapidez” de una variacién; la integral, una
medida del efecto total de un proceso de cambio continuo. Una compren-
sién precisa de estos conceptos y de su abrumadora fecundidad descansa
sobre los conceptos de limite y funcién; los cuales a su vez dependen de
un entendimiento del continuo de nimeros. S6lo gradualmente, penetrando
més y més en la esencia del Célculo, puede uno apreciar su potencia y
belleza. En este capitulo introductorio se explicaran los conceptos bésicos
de ntimero, funcién y limite, primero de manera simple e intuitiva, y des-
pués mediante argumentos cuidadosos.

1.1 El continuo de niimeros

Los enteros positivos o nitmeros naturales 1, 2, 3, ... son simbolos abs-
tractos para indicar “cuintos” objetos hay en una coleccidn o conjunto de
elementos discretos.

Estos simbolos estan despojados de toda referencia a las cualidades con-
cretas de los objetos contados, ya sea que se trate de personas, atomos,
casas o cualesquiera objetos.

Los nGimeros naturales son el instrumento adecuado para contar ele-
mentos de una coleccién o ‘“conjunto”. Sin embargo, no bastan para otro
objetivo igualmente importante: medir cantidades tales como la longitud
de una curva y el volumen o peso de un cuerpo. La pregunta “;cuinto?”
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no puede ser contestada inmediatamente en términos de los nimeros natu-
rales. La profunda necesidad de expresar medidas de cantidades en términos
de lo que nosotros quisiéramos llamar nimeros nos obliga a cxtender cl
concepto de nimero de manera que podamos describir una graduacién con-
tinua de las medidas. Esta cxtensién es llamada ¢l continuo de numeros o
el sistema de “ntimeros reales” (un nombre no descriptivo pero aceptado
gencralmente}. La extensién del concepto de ntmero al de continuo es
de tal mancra convincente que fuc utilizada por todos los grandes mate-
maticos y cientificos de épocas anteriores sin hacer preguntas escudriiia-
doras. No fue sino hasta ¢l siglo xx que los matematicos sc vieron im-
pulsados a buscar un fundamento légico mas firme para cl sistema de
los nimeros reales. La subsiguiente formulacién precisa de estos conceptos
condujo. a su vez, a un progreso mayor en matematicas. Principiaremos
con un tratamicento intuitivo sin complicaciones, y posteriormente se dard
un andlisis mas profundo del sistema de los niimeros reales.’

a. FEl sistema de numeros naturales y
su extensién. Numeracién y medicién

Los nimeros naturales y los racioneles. La sucesién de ntmeros “na-
turales” 1, 2, 3, ... sc considera como dada. No se requierce discutir como
estos entes abstractos, los nimeros, pueden ser catalogados desde un punto
de vista filoséfico. Para el matematico, y para cualquiera que trabaje con
nGmeros, es importante conocer solamente las reglas o leyes mediante las
cuales éstos pueden combinarse para obtener otros nimeros naturales. Estas
leyes forman la base de las reglas conocidas para sumar y multiplicar ni-
meros en ¢l sistema decimal; incluyen las leyes conmutativas & + b = b + a
v ab = ba, las leyes asociativas a -+ (b+¢) = (a+b) +¢c y a(be) =
iab)c, ia ley distributiva a(b - ¢) = ab 4 ac, la ley de la cancelacién, esto
es que a - ¢ = b + ¢ implica « = b, etc.

Las operaciones inversas, substraccién y divisién, no son siempre po-
sibles dentro del conjunto de Jos nimeros naturales; no podemos restar
2 de 1 o dividir 1 entre 2 y permanecer dentro de ese conjunto. Para hacer
posibles estas opecraciones sin restriccién, nos vemos obligados a extender
¢l concepto de namero inventando el niimero 0, los enteros “negativos” y
las fracciones. La totalidad dc todos estos niimeros se llama la clase o con-
junto de nimeros racionales; todos ellos sc obtienen de la unidad utilizando
las “operaciones racionales” de calculo, a saber: la adicién, substraccién,
multiplicacién v divisién.®
1 Una exposicién mas completa se da en What Is Mathematics? por Courant
y Robbins, Oxford University Press, 1962,

2 Aqui, la palabra “racional” no significa razonable o 16gico sino que se deduce
de la palabra ‘razén”, significando la proporcién relativa de dos magnitudes.
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Un nimero racional puede expresarse siempre en la forma p/q, donde
b vy q son enteros y g=~0. Podemos hacer que esta representacién sea
tnica exigiendo que g sea positivo y que p y ¢ no tengan un factor comin
mayor que 1.

Dentro del dominio de los nimeros racionales todas las operaciones
racionales, adicién, multiplicacién, substraccién y divisién (excepto la di-
visién por cero), pueden efectuarse y producir nuevamente niimeros racio-
nales. Como se sabe de la aritmética elemental, las operaciones con ntimeros
racionales obedecen las mismas leyes que las operaciones con ntimeros na-
turales; por ello los nimeros racionales extienden el sistema de enteros
positivos en una forma completamente natural.

Representacion grdfica de los niimeros racionales. Los nameros ra-
cionales son usualmente representados en forma grifica mediante puntos
en una linea recta L, el eje numérico (o recta numérica). Tomando un

/2
—_ } Il L
0 1 P
)
-X
/[
; At L
P 0 1
~

Figura 1.1 El eje numérico.

punto arbitrario de L como el origen o punto 0 y otro punto arbitrario
como el punto 1, utilizamos la distancia entre estos dos puntos como escala
o unidad de medida y definimos la direccién de 0 a 1 como “positiva”. La
linea recta con una direccién asi impuesta se llama recta dirigida. Es cos-
tumbre dibujar a L de manera que el punto 1 se encuentre a la derecha
del punto 0 (Fig. 1.1). La localizacién de cualquier punto P en L estd
completamente determinada por dos partes de informacién: la distancia
a P desde el origen 0 y la direccién de 0 a P (a la derecha o izquierda
del 0). El punto P en L que representa un namero racional positivo se
encuentra a una distancia de x unidades a la derecha del 0. Un nimero
racional negativo x es representado por el punto —x unidades a la izquier-
da del 0. En cualquier caso la distancia del 0 al punto que representa a x
se llama el valor absoluto de x, denotado por |x|, y se tiene

X, si x es positivo o cero,

Ix]= —x si x es negati
> gativo

Se observa que x nunca es negativo y es igual a cero sélo cuando x = 0,
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Recordemos de la geometria elemental que con regla y compas es posi-
ble subdividir la unidad de longitud en un ntmero cualquiera de partes
iguales. Se sigue que cualquicr longitud racional puede ser construida, vy,
por lo tanto, que ¢l punto que rcpresenta un nimero racional x puede ser
encontrado por métodos puramente geométricos.

De esta forma se obtiecne una representacién geométrica de niimeros
racionales mediante puntos en L, los llamados puntos racionales. Conforme
a nuestra notacién para los puntos 0 y I, nos tomamos la libertad de de-
notar tanto los niimeros racionales como los puntos correspondientes en L
por el mismo simbolo x.

La relacién x < y para dos nimeros racionales significa geométricamen-
te que el punto v se encuentra a la izquierda del punto y. En ese caso
la distancia entre los puntos cs y — x unidades. Si x >y, la distancia es
x — y unidades. En cualquicr caso la distancia entre dos puntos racionales
x,y de L es |y — x' unidades y es también un niimero racional.

o+
Qim 1
ISYLVRS
<lw 4
T
o 4+ +
—

Figura 1.2

Un scgmento en L con puntos extremos a, b con a < b se denominari
interrvalo. El scgmento particular con puntos extremos 0, 1 se llama intervalo
unitario. Si los puntos cxtremos estin incluidos en el intervalo, se dird que
el intervalo es cerrado; si los puntos extremos sc excluyen, el intervalo se
llama abierto. El intervalo abierto, denotado por (a, b), consiste en aque-
Nos puntos x para los cuales @ < x < b, esto es, en aquellos puntos que se
encuentran “entre” a y b. El intervalo cerrado, denotado por [a, b], consiste
en los puntos x para los cuales a < x < b.* En cualquier caso la longitud
del intervalo es b — a.

Los puntos que corresponden a los enteros 0, =1, +2, ... subdividen
el eje numérico en intervalos de longitud unitaria. Todo punto en L es un
punto extremo o bien un punto interior de uno de los intervalos de la sub-
divisién. Si se sigue subdividiendo todo intervalo en ¢ partes iguales, se obtie-
ne una subdivision de L en intervalos de longitud 1/q por puntos racionales
de la forma p/q. Todo punto P de L es entonces un punto racional de
la forma p/q, o bien se encuentra entre dos puntos racionales sucesivos
p/qy (p+ 1)/q (ver Fig. 1.2). Puesto que puntos sucesivos de la subdi-
visién distan en 1/q unidades, se sigue que podemos encontrar un punto

1 La relacién a < x (léase ““a es menor que o igual a x”) es interpretada como
“a < x, o bien a = x”. Los dobles signos > y * se interpretan de manera andloga.
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racional p/q cuya distancia desde P no excede 1/q unidades. El n(imero
1/q puede hacerse tan pequefio como se desee escogiendo ¢ como un entero
positivo suficientemente grande. Por ejemplo, escogiendo g = 10" (donde
n es cualquier ndmero natural), podemos encontrar una “fraccién decimal”
x = p/10" cuya distancia desde P es menor que 1/10". Aunque no se
afirma que todo punto de L es un punto racional, se ve por lo menos que
pueden encontrarse puntos racionales arbitrariamente préximos a cualquier
punto P de L.

Densidad

La proximidad arbitraria de puntos racionales a un punto P dado de
L se expresa diciendo: Los puntos racionales son densos en el eje numérico.
Es claro que aun conjuntos menores de nimeros racionales son densos, por
ejemplo, los puntos x = p/10%, para todos los nimeros naturales n y ente-
ros p.

La densidad implica que entre dos puntos racionales cualesquiera a y b
existe una infinidad de otros puntos racionales. En particular, el punto
medio entre a y b, ¢ = %(a + b), correspondiente a la media aritmética de
los niimeros a y b, es nuevamente racional. Tomando los puntos medios
de ayc, de by c, y continuando de esta manera, se puede obtener cual-
quier nimero de puntos racionales entre a y b.

Un punto arbitrario P en L puede ser localizado con cualquier grado
de precisién utilizando puntos racionales. Puede parecer entonces a primera
vista que la labor de localizar P por un ntmero ha sido lograda introdu-
ciendo los ntimeros racionales. Después de todo, en la realidad fisica las
cantidades nunca s¢ dan o conocen con absoluta precisién sino que siem-
pre con sélo un grado de incertidumbre y por ello pueden muy bien ser
consideradas como medidas por ndmeros racionales.

Cantidades inconmensurables. Los niimeros racionales, aunque densos,
no bastan como base tedrica de medicién por medio de nimeros. Dos can-
tidades cuya razén es un namero racional se llaman conmensurables, debido
a que pueden ser expresadas como miltiplos enteros de una unidad comun.
Desde época tan remota como la de los siglos v o vi A.C. los matema-
ticos y fildsofos griegos hicieron el sorprendente y profundo descubrimiento
de que existen cantidades que no son conmensurables con una unidad
dada. En particular, existen segmentos de recta que no son multiplos
racionales de un segmento unitario dado.

Es facil dar un ejemplo de una longitud inconmensurable con la lon-
gitud unidad: la diagonal ! de un cuadrado con lados de longitud unidad.
Pues, por el teorema de Pitagoras, el cuadrado de esta longitud ! debe ser
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igual a 2. Por ello, si / fuese un ntmero racional y consecuentemente igual
a p/q, donde p y q son enteros positivos, tendriamos p? = 2¢® Podemos
suponer que p y g no tienen factores comunes, pues tales factores comunes
podrian ser cancelados en primer lugar. De acuerdo con la ecuacién ante-
rior, p* es un namero par; de aqui que p mismo debe ser par, digamos
p = 2p’. Sustituyendo p por 2’ se obtiene 42 = 2¢% o bien ¢ = 2p%;
consecuentemente, g* seria par y por lo tanto g también par. Esto es lo
mismo que decir, que p y ¢ tienen ambos el factor 2. Sin embargo, esto
contradice nuestra hipétesis de que p y ¢ no tienen un factor comin. Pues-
to que la suposicién de que la diagonal puede ser representada por una
fraccién p/q da lugar a una contradiccién, la suposicién es falsa.

Este razonamiento, ejemplo caracteristico de prueba indirecta, muestra

que el simbolo /2 no puede corresponder a ningéin niimero racional. Otro
ejemplo es 7, la razén de la circunferencia de un circulo a su didmetro,
La demostracién de que 7 no es racional es mucho més complicada y se
obtuvo solamente en tiempos modernos (Lambert, 1761). Es facil encontrar
muchas cantidades inconmensurables (véase problema 1, p. 129) ; de hecho,
las cantidades inconmensurables son, en cierto sentido, mucho més comunes
de las conmensurables (véase p. 122).

Ndmeros irracionales

Debido a que el sistema de niimeros racionales no es suficiente para la
geometria, es necesario inventar nuevos niimeros ‘como medidas de canti-
dades inconmensurables: estos nuevos numeros se llaman “irracionales”.
Los antiguos griegos no pusieron de relieve el concepto de nimero abs-
tracto; sin embargo, consideraron entes geométricos, tales como segmentos
de recta, como los elementos basicos. De manera puramente geométrica ellos
desarrollaron un sistema légico para tratar y operar con cantidades incon-
mensurables, asi como también con las conmensurables (racionales). Este
logro tan importante, iniciado por los pitagéricos, fue desarrollado grande-
mente por Eudoxio y estid expresado extensamente en el famoso Elementos
de Euclides. En los tiempos modernos las matematicas fueron creadas de
nuevo y vastamente desarrolladas sobre el fundamento de conceptos nu-
méricos en lugar de conceptos geométricos. Con la introduccién de la
geometria analitica, se desarrollé una reversién de orientacién e importancia
en la relacién antigua entre nimeros y cantidades geométricas, y asi la teoria
clasica de los inconmensurables fue poco menos que olvidada u omitida.
Se supuso como un hecho el que a todo punto del eje numérico le corres-
ponde un nimero racional o irracional y que esta totalidad de ntimeros
“reales” obedece las mismas leyes aritméticas que los niimeros racionales.
Sélo posteriormente, en -el siglo xix, se sintié la necesidad de ‘justificar
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tal hipétesis y finalmente fue satisfecha completamente en un notable fo-
lleto de Dedekind cuya lectura es fascinante ain hoy en dia.

En efecto, Dedekind mostré que el tratamiento intuitivo e “ingenuo”
seguido por todos los grandes matematicos desde Fermat y Newton hasta
Gauss y Riemann estaba sobre la pista corrccta: que el sistema de niimeros
reales (como simbolos para las longitudes de segmentos, o definidos de al-
guna otra manera) es un instrumento coherente y completo para la medi-
cién cientifica, y que en este sistema las reglas de calculo del sistema de
nameros racionales siguen siendo vilidas.

Sin perjuicio, podriamos dejarlo asi y dirigirnos directamente a la esen-
cia del célculo. Sin embargo, para un entendimiento més profundo del
concepto de ntiimero real, el cual es necesario para nuestro trabajo posterior,
la siguiente explicacién, asi como el Suplemento a este capitulo, deberian
ser estudiados.

b. Nimeros realcs e intervalos encajados

Por el momento imaginemos los puntos en una recta L como los ele-
mentos basicos del continuo. Postulamos el que a cada punto en L le co-
rresponde un “nimero real” x, su coordenada, y que para estos nGimeros
%, 9 las relaciones recién descritas para los ntimeros racionales conservan
su significado. En particular, la relacién x < y indica orden cn L y la ex-
presién |y — x| significa la distancia entre ¢l punto x y el punto y. El
problema biésico es el de relacionar estos ndmeros (o mediciones en el
continuo de puntos dado geométricamente) con los niimeros racionales con-
siderados originalmente y, por tanto, finalmente con los enteros. Ademas,
debemos explicar cémo operar con los elementos de este “continuo de ntime-
ros” en la misma forma que con los niimeros racionales. Con el tiempo,
formularemos el concepto del continuo independientemente de los concep-
tos geométricos intuitivos, pero por ahora postergamos algo de la discusién
mas abstracta hasta el Suplemento.

¢ Gémo podemos describir un ntimero real irracional? Para algunos ni-

meros, tales como /2 o =, podemos dar una caracterizacién geométrica
simple, pero csto no es siempre factible. Un método suficientemente flexible
para obtener cualquier punto real x consiste en describir el valor x por una
sucesion de aproximaciones racionales de precisién cada vez mayor. Espe-
cificamente, aproximaremos x simultineamente desde la derecha y desde
la izquierda incrementando sucesivamente la precisién y de tal manera que
el margen de error se aproxime a cero. En otras palabras, utilizamos una

1 R. Dedekind, “Nature and Meaning of Number”, en Essays on Number, Lon-
dres y Chicago, 1901. (El primero de estos ensayos, “Continuity and Irrational
Numbers”, proporciona una informacién detallada de la definicién y leyes de ope-
racién con ndmeros reales.) Reimpreso bajo el titulo Essays on the Theory of Num-
bers, Dover, Nueva York, 1964. El original de estas traducciones aparecié en 1887
bajo el titulo “Was sind und was sollen die Zahlen?”
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“sucesién” de intervalos racionales que contienen a x, con cada intervalo
de la sucesi6n conteniendo al siguiente de tal manera que la longitud del
intervalo, y con él el error de aproximacién, puede hacerse, tomando inter-
valos suficientemente alejados en la sucesién, menor que cualquier ntimero
positivo especificado. «

Para comenzar, confinese x a un-intervalo cerrado I; = [ay, b,], esto es,

' a < x< by, '
donde a, y b, son racionales (ver Fig. 1.3). Dentro de I, consideramos un
“subintervalo” I, = [a,, b,] que contiene a x, esto es,
%Sazﬁbez <by,

donde a; y b, son racionales. Por ejemplo, podemos escoger para I, una
de las mitades de I, pues x debe encontrarse en uno o ambos de los semi-
intervalos. Dentro de I, consideramos un subintervalo Is = [as, bs] que tam-

bién contiene a x:
@< a<a<x < by < by < by,

donde a; y b; son racionales, etc. Se requiere que la longitud del intervalo
I, tienda a cero con n creciente; esto es, que la longitud de I, sea menor
que cualquier nimero positivo preasignado, para toda n suficientemente
grande. Un conjunto de intervalos cerrados I, Iz, I, . . ., cada uno conte-
niendo al siguiente y tal que las longitudes tiendan a cero se denominari
“sucesién anidada de intervalos” o “encaje” de intervalos. El punto x estd
determinado de manera tnica por la sucesién o encaje; esto es, ningin otro

X
R OO L | I ] I L

1 T Ll 1 i 1 1 1

]
a1 a %n Gn41 bps1 b by b

Figura 1.3 Una sucesién anidada de intervalos.

punto y puede pertenecer a todo I,, puesto que la distancia entre x e y
excede la longitud de I, una vez que = es suficientemente grande. Puesto
que aqui escogemos siempre puntos racionales para los puntos extremos de
los I, y puesto que todo intervalo con puntos extremos racionales es descrito
por dos nameros racionales, vemos que todo punto x de L, esto es, todo
namero real, puede ser precisamente determinado con la ayuda de una
infinidad de nimeros racionales. La aseveracién inversa no es tan obvia;
la aceptaremos como un axioma basico.

PoSTULADO DE LOS ENCAJES DE INTERVALOS. 8t Iy, I,, I, ... forman
una sucesién “encaje” de intervalos con puntos extremos racionales, existe
un punto x contenido en todo I,'

1 Es importante destacar que para un encaje los intervalos I, son cerrados. Si,
por ejemplo, I, denota el intervalo abierto 0 < x < 1/n, entonces cada I, contiene
al siguiente y las longitudes de los intervalos tienden a cero, pero no existe x eonte-
nido en todo Ia..
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Como veremos, éste es un axioma de continuidad: garantiza que no exis-
ten vacios en el eje real. Usaremos el axioma para caracterizar el continuo
real y justificar todas las operaciones con limites que son béasicas para el
calculo y el anilisis. (Como veremos posteriormente, hay también muchas
otras maneras de formular este axioma.)

c. Fracciones decimales. Bases distintas a la de diez

Fracciones decimales infinitas. Una de las muchas maneras de definir
nimeros reales es la descripcién familiar en términos de decimales infini-
tos. Es enteramente posible tomar los decimales infinitos como los objetos
basicos, en lugar de los puntos del eje numérico; pero procederiamos tal
vez en una forma geométrica mas sugestiva definiendo la representacién
decimal infinita de nimeros reales en términos de encajes de intervalos.

Consideremos el eje numérico subdividido en intervalos unitarios por
los puntos correspondientes a enteros. Un punto x se encuentra entre dos
puntos sucesivos de subdivisién, o bien es €l mismo uno de los puntos de
division. En cualquier caso existe por lo menos un entero ¢, tal que

o <x< ¢t 1,

de modo que x pertenece al intervalo cerrado I, = [¢,, ¢, + 1]. Dividimos
I, en diez partes iguales por puntos ¢ + %0, ¢ + %o, . . ., ¢o + %o. El pun-
to x debe entonces pertenecer por lo menos a uno de los subintervalos ce-
rrados de I, (posiblemente a dos adyacentes, si x es uno de los puntos de
subdivisién). En otras palabras, existe un digito ¢, (esto es, uno de los
enteros 0, 1, 2, ...,9) tal que x pertenece al intervalo cerrado I, dado por

€o + Yioey < x < ¢o + Yioe, + Yo

Dividiendo a su vez I en dicz partes iguales encontramos un digito ¢, tal
que x se encuentra en el intervalo I, dado por

¢o + Yioe; + Yiooe, < x < ¢ + Yoc;, + Yooce + Yioo.

Repetimos este proceso. Después de n pasos x estad confinado en un inter-
valo I, dado por

1 1 1 1 1
CO+EC1+ +WCnSXSCQ+-I—O'C1+ +-i—0—;;-€"+—16’;,
donde ¢;, ¢», ... son todos digitos. El intervalo I, tiene longitud 1/10%, la

cual tiende a cero para n creciente. Es claro que los I, forman un encaje
de intervalos y, por lo tanto, que x esta determinado de manera dnica por
los I,,. Puesto que los I, son conocidos, una vez que los niimeros co, ¢4, ¢3, . . .
cstin dados, encontramos que un namero real arbitrario puede ser descrito
completamente por una sucesién infinita de enteros ¢, ¢;, ¢, ..., donde
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todos excepto el primero son digitos que tienen valores desde cero hasta
nueve solamente. En la notacién decimal ordinaria, la conexién entre x y
Co, €1, Cuy ... se indica escribiendo

x = ¢o + 0.cy¢0¢5" " .

(Usualmente ¢l entero ¢, mismo es también escrito en notacién decimal
si ¢, es positive.) Inversamente, por el axioma de continuidad, toda aquella
expresion que denota una fraccién decimal infinita representa un nimero
real.

Es posible que existan dos representaciones decimales diferentes del
mismo nimero; por ejemplo,

1 = 0.99999 - -- = 1.00000 - - -.

En nuestra construccién el entero ¢, estd determinado de manera Unica por
x, a menos que el propio x sea un entero. En estec caso podriamos elegir
¢o = x 0 bien ¢, = x — 1. Una vez efectuada la eleccién, el digito ¢, es
unico a menos que x sea uno de los nuevos puntos que subdividen I, en
diez partes iguales. Continuando asi, encontramos quc ¢, y todos los ¢ estin
determinados de manera Gnica por x a menos que a resulte un punto de
subdivisién en algin paso. Si esto sucediera por primera vez en el n-ésimo
paso, entonces

1 1
x—(fo'*'mcl"{ +WC”’
donde ¢y, ¢, .. ., ¢, son digitos y donde ¢, > 0, puesto que de otra manera

x hubicra sido un punto de subdivisién en algin paso anterior. Se siguc
que I, es el intervalo [x, x + 1/10"+1] o bien el intervalo [x — 1/10%+1, x].
En ¢l primer caso x serd el punto extremo izquierdo dc todos los intervalos
posteriores In.z, Inis, ..., y en el segundo caso, ¢l punto extremo derecho.
Esto nos lleva entonces a la representacién decimal

x =¢y+ 0cico¢c,000 -
o bien a la representaciéon
x = ¢o+ 0.coco- - (6 —1)99999 - - - .

De aqui que €l Gnico caso en el cual pucde surgir una ambigiiedad es para
un namero racional x que pueda scr escrito como una fraccién que tiene
una potencia de diez para su denominador. Podemos atin eliminar esta am-
bigiiedad excluyendo representaciones decimales en las cuales todos los
digitos a partir de cierto punto son nueves.

En la rcpresentacién decimal de nimeros reales el papel especial desem-
penado por el nimero diez es puramente incidental. La tnica razén evi-
dente para cl cxtenso uso del sistema decimal es la facilidad de contar por
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decenas con nuestros dedos (digitos). Todo entero p mayor que uno puede
servir igualmente bien. Podrian utilizarse g subdivisiones iguales en cada
paso. Un namero real x seria entonces representado en la forma

x = ¢+ 0.cyca65 -,

donde ¢, es un entero, y ahora ¢y, ¢;, ... tienen uno de los valores 0, 1,
2, ..., p — 1. Esta representacidn caracteriza nuevamente a x por un encaje
de intervalos, a saber

1 1 1 1 1

cot-at -+ —alxLot-at ot

b4 p P b4 ?
St x es positivo o cero, el entero ¢, es también positivo o cero, y el propio
¢, tiene un desarrollo finito de la forma

Co:do+[7d1+172d2+"’+p"dk,

donde d,, dy, ..., di toman uno de los valores 0, 1,..., p — 1. La repre-
sentacién completa de x “en la base p” toma la forma

x = dydygy " d1do.C16265
Si x es negativo podemos utilizar este tipo de representacion para —x.
101.01

H { 1 i 1 U S S |
T T L S L

1 1
=/
0 1 10 11 100 101 7o11 11

Figura 1.4 La fraccién 214 en el sistema binario.

Bases distintas a la de 10 han sido utilizadas extensamente en la ac-
tualidad. Siguiendo la direccién de los antiguos babilonios, los astrénomos
durante muchos siglos representaron . sistemiticamente los nimeros como
fracciones “sexagesimales”, con p = 60 como la base.

Representacién binaria. El sistema “binario” con la base p = 2 tiene
un especial interés tedrico y es atil en el disefio logico de méaquinas calcula-
doras electrénicas. En el sistema binario los digitos tienen solamente dos
valores posibles, el cero y el uno. El niimero %4, por ejemplo, seria escrito
101.01, de acuerdo con la férmula

21 1 1 .
—=221+220+ 11450+ "1 (ver Fig. 1.4).
4 2 22

Cdlculo con numeros reales. Aunque la definicién de nimeros reales
y sus representaciones decimal infinita, binaria, etc., son naturales, puede
no parecer obvio el que uno pueda operar con el continuo de niimeros exac-
tamente como con numeros racionales, efectuando las operaciones racionales
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y reteniendo las leyes de la aritmética, tales como las leyes asociativa, con-
mutativa y distributiva. La demostracién es simple aunque algo tcdiosa.
En lugar de dificultar el camino hacia la esencia viva del analisis conside-
rando Ja cuestién aqui, aceptaremos temporalmente la posibilidad de cilculo
aritmético ordinario con los ntimeros reales. Una comprensién mas profun-
da de la estructura légica subyacente al concepto de nimero serd alcanzada
cuando se descubra la idea de limite y sus implicaciones. (Ver el Suple-
mento a cste capitulo, p. 112.)

d. Definicién de vecindad o entorno

No sélo las operaciones racionales, sino también relaciones de orden o
desigualdades para nimeros reales obedccen las mismas reglas que los ni-
meros racionales.

Pares de nimeros reales @ y b con a < b dan nuevamente lugar a in-
tervalos cerrados [a, b] (dados por a < x < b) e intervalos abiertos (a, b)
(dados por a < x < b). Frecuentemente tendremos necesidad de asociar
con un punto x, los diferentes intervalos abiertos que contienen a ese punto
o bien, especificamente, tenerlo como centro; a esos intervalos los llama-
remos vecindades o entornos del punto. Mas precisamente, para todo positi-
vo ¢, la e-vecindad del punto x, consiste de los valores x para los cuales
X — e < x < % T g esto es, es el intervalo (xy — &, xo 1 ). Todo inter-
valo abierto (a,b) que contiene a un punto x,, también contiene a una
vecindad completa de x,.

Habiendo definido intervalos con puntos extremos reales, podemos for-
mar ahora encajes de intervalos utilizando la misma definicién como en
el caso de puntos extremos racionales. Es de lo mas importante para la
coherencia légica del célculo que para todo encaje de intervalos con puntos
extremos reales exista un nimero real contenido en todos ellos. (Ver Su-
plemento, p. 118.)

e. Desigualdades

Reglas bdsicas

Las desigualdades juegan un papel mucho mayor en mateméticas supe-
riores que en matematicas clementales. A menudo el valor preciso de una
cantidad x es dificil de determinar, mientras que puede ser facil efectuar
una estimacién de x, esto es, mostrar que x es mayor que alguna cantidad
conocida a y menor que alguna otra cantidad b. Para muchos propositos
s6lo la informacién contenida en tal estimacién de x es significativa. Recor-

darcmos por ello brevemente algunas de las reglas elementales acerca de
las desigualdades.
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El hecho bésico es que la suma y producto de dos nimeros reales posi-
tivos son también n(meros positivos,* esto es, si a > 0 y b > 0, entonces
a+b>0yab>0. Mas ain, contamos con el hecho de que la desigual-
dad a > b es equivalente con @ — b > 0. Consecuentemente, dos desigualda-
des a > b y ¢ > d pueden ser sumadas para dar la desigualdad a + ¢
> b + d, puesto que

(a+¢c) — (b+d) = (a—b) + (¢ — d)

es positivo por ser la suma de dos ndmeros positivos. (Restar las desigualda-
des para obtener @ — ¢ > b — d no es legitimo. ¢ Por qué?) Una desigual-
dad puede ser multiplicada por un nimero positivo; esto es, si a > b y
¢ > 0, entonces ac > be. Para la demostracién, observamos que

ac — be= (a— b)c

es positivo puesto que es el producto de nimeros positivos. Si ¢ es negativo,
podemos concluir de a > b que ac < be. M4s generalmente, se sigue de
a>b>0yc>d>0 que ac > bd.

Es obvio geométricamente que la desigualdad es transitiva; esto es, si
a>by b>c, entonces a > ¢. La transitividad ! se sigue también inme-
diatamente a partir de la positividad de la suma

(a—b)+ (b—¢c)=a—c

Las reglas anteriores también se cumplen si se reemplaza el signo > por >
en todas partes.
Sean a y b nlimeros positivos y obsérvese que

a*>—b*= (a+b)(a—b).

Puesto que a + b es positivo, concluimos que a* > b% es consecuencia de
tener a > b. Por tanto, una desigualdad entre nimeros positivos puede ser
“clevada al cuadrado”. Anilogamente, a* > b? siempre que a > b > 0. De
la ecuacién

1
a+ b

a—b=

(a® — b%),

valida para todos a y b positivos, se sigue que la reciproca también es cierta;
esto es, para a y b positivos, a* > b? implica ¢ > b. Aplicando este resultado

a los ntimeros ¢ = V/x, b = \/y, para numeros positivos arbitrarios x, ¥,

* (N. del T.) El conjunto de los niimeros positivos, con las operaciones + y
-, constituye un anillo, que es un subanillo de los reales. Para estos conceptos véase
cualquier libro de introduccién al 4lgebra moderna.

1 La transitividad justifica el uso de la férmula compuesta “a < b < ¢” para
expresar “a < b y b <, etc.”. Evitense arreglos no transitivos como x <y > z;
éstos dan lugar a confusiones y engafios.
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encontramos ! que V/x > \/7cuando x > y. Mas generalmente, \/_;c > \/—y
siempre que x >y > 0. De aqui que es legitimo tomar raiz cuadrada de
ambos miembros de una desigualdad entre nimeros reales no negativos.

Supdngase que a y b son positivos y n es un entero positivo. En la fac-
torizacién

a*— b= (a—b)(a"t+ a2 + - + b

el segundo factor es positivo. Por ello a® — b™ tienc el mismo signo que
a— b;si a" > b*, entonces a > b y si a® < b", entonces a < b.

Muchas desigualdades que encontraremos aparccen en la forma de esti-
maciones para cl valor absoluto de un namero. Recordemos que |x| se define
como x para x > 0 y —x para x < 0. Puede decirse también que |x| es el
mayor de los ntmeros x y —x cuando x no es cero y es igual a ambos
cuando x es cero. La desigualdad |x| < a establece entonces que ni x ni

!
t t t L

To=a X0 xo+a

Figura 1.5 El intervalo |x — x;| < a.

—x excede a, esto es, que x < ay —x < a. Puesto que —x < a cs equiva-
lente a x > —a, vemos que la desigualdad |x| < a significa que x se en-
cuentra en el intervalo cerrado —a < x < a con centro 0 y longitud 2a. La
desigualdad |x — xo| < a establece entonces que —a < x — xo < @, 0 bien
que ¥, — a < x < xo + a; por lo tanto, que x se encuentra en el intervalo
cerrado con centro x, y longitud 2a (ver Fig. 1.5). Andlogamente, la e-ve-
cindad (x, — ¢, xo + &) de un punto x,, esto es, el intervalo abierto xo — ¢
< x < xo + ¢, puede ser descrita por la desigualdad lx — x| < e

Desigualdad del tridngulo

Una de las desigualdades més importantes que involucra valores abso-
lutos es la llamada desigualdad del tridngulo

la + b < |a| + |b]

para a, b, reales cualesquiera. El nombre “desigualdad del tridngulo” es
mas apropiado para el aserto equivalente

le =Bl <la =y + |y — 8
para el cual hemos hecho ¢ = « — y, b = y — 8. La interpretacién geomé-
trica de esta desigualdad es que la distancia directa desde « hasta 8 es menor

1 Aqui y en lo sucesivo el simbolo Vz para z > 0 denota aquel nimero no
negativo cuyo cuadrado es z. Con esta convencién |¢] = V¢? para todo real ¢ puesto
que |¢| > 0 y |¢]2 = ¢2. De esto se obtiene la importante identidad |xy| = Ecl -y
puesto que

lxy|2 = (xp)2 = x2y2 = ([x] - [y])=
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que o igual a la suma de las distancias via un tercer punto y; (esto
corresponde también al hecho de que en cualquier tridngulo la suma de
dos de sus lados excede al tercero).

Una demostracién formal de la desigualdad del tridngulo es facil de
dar. Distinguimos los casos a + b >0y a + b < 0. En el primer caso la
desigualdad establece que a + b < |aj + |b|; pero esto se obtiene trivial-
mente mediante la suma de las desigualdades @ < |a| y b < |b|. En el se-
gundo caso la desigualdad del tridngulo se reduce a — (a + &) < |a| -+ |bl,
la cual se obtiene nuevamente mediante la suma de —a < |a], —b < |b].

Obtenemos inmediatamente una desigualdad andloga para tres canti-

dades:
la + b+ ¢| <la| + |b] + ¢];

pues, aplicando la desigualdad del triangulo dos veces, resulta

la+b+c=|(at+b) +c <|at+b|+ || <la| + |b] + ||
De la misma mancra se obtiene la desigualdad mas general

lays + az + -+ aa] <lao +|ao] + -+ |
Ocasionalmente se requieren estimaciones para |a + b| por debajo. Ob-

servamos que

la) =|(a +b) + (=b)|<|a+ b +|—bl=|a+ b+ |b],
y por lo tanto, que la desigualdad

|la + b] > |a] — 1b]

se satisface.

La desigualdad de Cauchy-Schwarz

Algunas de las desigualdades mas importantes utilizan el hecho obvio de
que el cuadrado de un nimero real nunca es negativo y que, consecuente-
mente, una suma de cuadrados tampoco puede ser negativa. Uno de los
resultados mas frecuentemente utilizados, obtenido de esta manera, es la
desigualdad de Cauchy-Schwarz:

(a1b1 + agbz + e + anb”)z

< (012+d22 + - +a,,2)(b12+ b2+ + bnz).
Haciendo
Ad=a?+a?+ -+ a?
B = aib, + ab, + -+ + auby,
C=0b2+ b2+ -+ by
la desigualdad se transforma en AC > B® Para probarla observamos que
para todo ¢ real es

0 < (a4 thy)? + (az + tho)? + - + (an + thy)?
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puesto que el miembro derecho es una suma de cuadrados. Desariollando
cada cuadrado y ordenando segin las potencias de ¢, se encuentra que

0<A-+2Bt+Ce

para todo ¢, donde A4, B, C tienen el mismo significado anterior. Aqui es
C > 0. Podemos suponer que C >0, pues, ciertamente, B2 = AC =10
cuando € = 0. Substituyendo entonces para ¢ el valor especial ¢t = —B/C
[que corresponde al minimo de la expresién cuadritica

) B\? Bz‘il
A+ZBI+CI'=C(I+E)+(A—6) ,

encontramos que

Figura 1.6 Medias geométrica y aritmética de x ¢ y.

En el caso especial n = 2 podemos escoger

a=Vx  e=Vy bh=Vy o b=V
donde x e y son nimeros positivos. La desigualdad adquiere entonces la
forma (2v/xy)? < (x + )2, o bien

Esta desigualdad cstablece que la media geométrica \/xy de dos nimeros
positivos, x, y, no excede nunca su media aritmética (x + y)/2. La media
geométrica de dos ntmeros, x, v, puede ser interpretada como la longitud
de la altura en un tridngulo rectingulo, cuya proyeccién sobre la hipotenusa
la divide cn segmentos de longitud x e y respectivamente. Esta desigualdad
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establece entonces que en un tridngulo rectangulo la altura no excede la
mitad de la hipotenusa (ver Fig. 1.6).

1.2 El concepto de funcién

Desde el comienzo de las matematicas modernas en el siglc xvit el con-
cepto de funcién ha estado en el centro mismo del pensamiento matematico.
(Leibnitz parece haber sido el primero en utilizar la palabra “funcién”.)
Aunque la idea de las relaciones funcionales es significativa mucho mas
all4 del dominio matemdtico, enfocaremos naturalmente nuestra atencién
sobre funciones en el sentido matematico, esto es, sobre la conexién entre
cantidades matematicas por relaciones matematicas o prescripciones u “ope-
raciones”. Una gran parte de las matematicas y las ciencias naturales es
dominada por relaciones funcionales, pues aparecen en todo el Anilisis, la
Geometria, la Mecénica y otros campos. Por ejemplo, la presién en un
gas ideal es una funcién de la densidad y de la temperatura; la posicién
de una molécula mévil es una funcién del tiempo; el volumen y la super-
ficie de un cilindro son funciones de su radio y de su altura. Siempre que

los valores de ciertas cantidades, a, b, ¢, ..., cstén determinados por los
de ciertas otras, x, y, z, ..., decimos que a, b, ¢, ... dependen dec x, v,
z, ..., o bien que son funciones de x, y, z, . ... Ejemplos de relaciones fun-

cionales estin dados mediante cxpresiones formales tales como las siguientes:

a) La férmula 4 = 4 define 4 como funcién de a. Para a > 0, puede
interpretarse 4 como el 4rea de un cuadrado de lado a.

b) La férmula

y=V1—x*

define y como funcién de x para todo x tal que —1 < x < 1. Para x >0
esta funcién expresa el lado y de un tridngulo rectingulo con hipotenusa 1,
en términos del otro lado x.

¢) Las ecuaciones

X =, y = —t=

asignan valores a x y a y para cada ¢, y definen por ello a x y a y como
funciones de ¢. Si se interpretan x ¢ y como las coordenadas rectangulares
de un punto P en cl plano, y ¢ como el tiempo, entonces nuestras ecuaciones’
describen la localizacién de P en ¢l tiempo ¢; en otras palabras, describen
¢l movimiento del punto P.

d) Las ecuaciones

X Yy
a x2 y:’ x? 'I"Vz

.. 1 El lector interesado encontraré més material en An Introduction to Inequa-
lities, por E. F. Beckenbach y R. Bellman, Random House, 1961, y en Geometric
Inequalities, por N. Kazarinoff, Random House, 1961.
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definen a y b como funciones de » ¢ y para x* -+ »* == 0. Interpretando las
parcjas de valores (x,9) y (a,b) como coordenadas rectangulares de dos
puntos, vemnos que las ecuaciones asignan a cada punto (x,y) [con excep-
cién del origen (0,0)] una “imagen” (a, b). El lector puede verificar facil-
mente que la imagen (a, b) se encuentra siempre en el mismo rayo desde
el origen que el “original” o “antecedente” (x,y) y tiene la distancia reci-
proca desde cl origen. Se habla de representar o “mapecar” (x,y) sobre
(a,b) por medio de las ecuaciones que expresan a y b en términos de
x ey

FEn los ejemplos anteriores la ley funcional es expresada por férmulas
sencillas que determinan ciertas cantidades en términos de otras.! Las can-
tidades que aparecen en los miembros izquicrdos, “las variables dependien-
tes”, son expresadas en términos de las “variables independicntes”, en el
miembro derecho. La ley matemdtica que asigna valores tinicos de las varia-
bles dependientes a valores dados de las variables independientes se lama una
funcidn. Esta no es afectada por los nombres x, y, etc., dados a estas
variables. En el ejemplo ¢) se tienc una variable independiente ¢ y dos
variables dependientes x, y, mientras que en el ejemplo d) hay dos varia-
bles independientes, x e y y dos variables dependientes, a v b.

La dependencia de y con respecto de x, por una relacién funcional, es

indicada frecuentemente por la cxpresién breve: “y es funcién de x”.2

a. Funcién-Grafica

Dominio y rango de una funcion

Las variables independientes usualmente se interpretan geométricamente
como coordenadas de un punto en una o mas dimensiones. En el ejem-
plo b) éste seria un punto cn el eje x; en el ejemplo d), un punto en el
plano x, y. En ocasiones, las variables independientes son libres de tomar
todos los valores, como cn los ejemplos a) y ¢). Sin embargo, a menudo
existe alguna restriccién, inherente, o bien impuesta, y las funciones no
estan definidas para todos los valores. El conjunto de valores o los puntos
para los cuales una funcién esti definida constituye el “dominio” de la fun-
cién. En el ejemplo a) el dominio es todo el eje a; en el ), el intervalo
—1<x<1:cnelc), todo el eje ¢; y cn el ejemplo d), los puntos del
plano x, y distintos del origen.

1 Mas adelante se comprenderd gradualmente la necesidad de considerar fun-
ciones que no son susceptibles de tales representaciones mediante férmulas sencillas.
(Véase, por cjemplo, p. 49.)

2 Esta locucién es utilizada libremente ¢n las ciencias, pero algunos de los textos
mas pedantes la evitan. No tiene objeto estorbarnos a nosotros mismos por un des-
medido afin de tencr una “precisién” quisquillosa cuando ésta no tiene relacién con
la esencia del asunto.
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A cada punto P en el dominio las funciones asignan valores definidos
para las variables dependicntes. Estos valores pueden ser también inter-
pretados como coordenadas de un punto Q, la imagen de P. Se dice que
P cs representado o transformado o “mapeado” por las funciones sobre el
punto Q. Por lo tanto, en el ejemplo d) el punto P = (1,2) del plano
x, y es transformado en el punto Q = (3%,%) del plano a, b. Los puntos
imagen Q constituyen el rango de la funcién.! Cada Q en el rango cs la
imagen de uno (o més) puntos en el dominio de la funcién.

En el ejemplo ¢), puntos del eje ¢ tienen como imdgenes puntos en el
plano x,y. El eje ¢ es “mapcado” en el plano x,y. Pero no todo punto en
el plano «x,y aparcce como imagen, sino s6lo aquéllos para los cuales
y = —x2 Por lo tanto, el rango de la funcién es la paribola y = —x?* Se
dice que el eje ¢ cs transformado o “mapeado” sobre la pardbola y == —x2,
en cl sentido de que los puntos imagen llenan esta paribola.

En ¢l ejemplo d), el rango consiste de los puntos (a,b) en el plano
a,b cuyas coordenadas pueden escribirse en la forma a = x/(x® + %),
b = 9y/(x*>+ y?), con x,y escogidos de tal manera que x*+ y*40. En
otras palabras, €l rango consiste de aquellos puntos (a,b) para los cuales
las ecuaciones anteriores tienen una solucién (x,y). Como se ve inme-
diatamente, el rango consiste de los puntos (a,b) para los cuales a y b
no se hacen cero simultincamente; cada uno de tales puntos (a,b) es
magen del punto x = a/(&® + b?), y = b/(a*> + b?). Toda figura geomé-
trica en el plano x, y es transformada entonces sobre una figura corres-
pondiente en el plano a, b, la cual consiste de las imdgenes de los puntos
de la primera figura. Por ejemplo, un circulo &2 + 3* = r? en torno al ori-
gen es transformado en el circulo a® + 4* = 1/7* en el plano a, b.

En éste vy en los siguientes capitulos trataremos casi exclusivamente con
una sola variable independiente, digamos, x, y una sola variable dependiente,
digamos, 9, como se indica en el cjemplo b).? Comanmente, tal funcién sc
representa en la forma usual por su grdfica en el plano x, y, esto es,
por la curva que consiste de aquellos puntos (x,y) cuya ordenada se en-
cuentra en la relacién funcional especificada con la abscisa x (ver Fig. 1.7).
Para el ejemplo b) la grafica es la mitad superior de un circulo de radio
uno en torno al origen.

La interpretacién de funcién como transformacién o representacién de
un dominio en el eje x sobre un rango en el eje y conduce a una visua-
lizacién diferente de las funciones. Interpretamos a x e y no como coorde-
nadas del mismo punto en el plano x, y, sino como puntos en dos diferentes

1 Es conveniente a menudo hablar del punto Q como de “una funcién” de P,
no obstante que en la representacién analitica aparecen varias funciones que expresan
las diferentes coordenadas de Q.

2 Sin embargo, se deberd recalcar desde el principio que funciones de varias
variables aparecen de la misma natural manera en muchos casos. Estas seran discuti-
das sistemiticamente en el Volumen I1.
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Figura 1.7 Grafica de¢ una funcién.

ejes numéricos independientes. Entonces la funcién transforma o representa
un punto x del eje x en un punto y sobre el eje y. Tales transformaciones
surgen {recuentemente cn la geometria, tal como la transformacién “afin”,
la cual sc produce proyectando un punto x del eje x sobre un punto y
en un ¢je y paralelo, desde un centro O localizado en el plano de los dos
ejes (ver Fig. 1.8). Esta transformacién puede ser expresada analiticamente,
como es ficil comprobar, por la funcién lineal y = ax + b con a y b cons-

0:

Figura 1.8 Mapeos.
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tantes. Obviamente, es una funcién biunivoca o “uno a uno”, en la cual
inversamente al punto imagen y le corresponde un tnico punto x original.*
Otro ejemplo mas general es la “transformacién perspectiva” definida por
el mismo tipo de proyeccién, salvo que los dos ejes no son necesariamente
paralelos. En este caso la expresién analitica estd dada por la funcién ra-
cional lineal de la forma y = (ax + b)/(cx + d). con a, b, ¢ y d cons-
tantes.

Figura 1.9 Proyeccién estereografica.

Cualquier proyeccién de una superficie § en ¢l espacio sobre otra su-
perficie, §’, desde algin centro N, puede ser vista como una transformacién
o funcién cuyo dominio es § y cuyo rango sc encuentra en §’. Por ejemplo,
podemos transformar o “representar” una esfera sobre un plano ecuatorial,
proyectando cada punto P de la esfera sobre un punto P’ del plano mediante
rayos desde el Polo Norte (ver Fig. 1.9). Esta representacién o “mapeo”
es la “proyeccién estercogréfica”, que se utiliza frecuentemente para mapas
de la Tierra. Ejemplos de este tipo sugicren la interpretacién de funciones
como “mapeos” o transformaciones.

Cuando intervienen mas variables indcpendientes o dependientes, la
definicién de funciones por transformaciones o “mapeos” proporciona una
interpretacién mas flexible y adecuada que aquélla por graficas. Este hecho
resultard totalmente claro en el segundo volumen.

b. Definicién del concepto de funciones de una variable
continua. Dominio y rango de una funcién

Una funcién de una sola variable independiente x asigna valores y a
valores x. El dominio de la funcién es la totalidad de valores x para los
cuales la funcién esti definida. En Jos casos que més nos interesan, el do-
minio de la funcién consiste de uno o varios intervalos (ver Fig. 1.10). Se

* (N. del T.) O sea, tanto la transformacién dada como su inversa son “uni-

vocas” (o univaluadas).
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dice entonces que y cs funcién de una variable continua (en contraste con
otros casos donde, por ejemplo, la funcién puede cstar definida sélo para
valores racionales o enteros de x). Aqui, los “intervalos” que forman el do-
minio pueden o no contener sus puntos extremos, y pueden extenderse

también al infinito en una o ambas dirccciones.! Asi, la funcién y = /1 — «*
estd definida en el intervalo cerrado —1 < x < + 1; la funcién y = 1/x,
en los dos intervalos abiertos semiinfinitos x << 0 y x > 0; la funcién y = x*,

y
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Rango
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|
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Figura 1.10 Dominio y rango de una funcién en representacién gréfica,

en el ‘intervalo” infinito — o0 < x < + o0 que consiste de todo x; la fun-
cibn y = \/(x* — 1) (4 — x7), en los dos intervalos scparados 1 < x <2
y —2<x< —1

Las funciones se denotan por simbolos tales como f, F, g, etc. Las co-
rrespondientes rclaciones entre x y los valores asociados y se escriben en
la forma y = f(x), 0 y = F(x) o y = g(x), etc., o también, en ocasiones,
y = y(x), para indicar > que y depende de x. Si, por ejemplo, f(x) estd
definida por la expresion x* + 1, se tiene f(3) = 32+ 1 =10, f(—1) =
(—)2+1=2

1 QOrdinariamente se reservarid la palabra “intervalo” para el “acotado”, esto
es, para intervalos “finitos”, que tiencn puntos extremos que son nameros finitos
definidos; entonces uno puede indicar el concepto mas amplio, tal como se utiliza
en el texto, por las palabras ‘“‘conjuntos convexos”, significando conjuntos que cuan-
do contienen dos puntos deben contener todos los intermedios.

2 En esta notacién se trata de destacar las variables y no de indicar explicita-
mente la operacién funcional por un simbolo tal como f. La notacién

f: x>y
para la funcién f que mapea x en y se encuentra también ocasionalmente.
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Naturaleza de la relacién funcional

En la definicién general de funcién, f(x), no se dice nada respecto a
la naturaleza de la relacién mediante la cual se encuentra la variable de-
pendiente cuando es dada la variable independiente. Como se dijo anterior-
mente, la funcién estd dada a menudo en “forma cerrada” o explicita por
una expresién sencilla como f(x) = a2+ 1 o f(x) == VI + sen®x, y en
los primeros dias del calculo tales expresiones explicitas fueron casi exclusi-
vamente lo que los matemdticos entendicron por funciones. A menudo, los
dispositivos mecénicos generan curvas geométricas o bien graficas que en-
tonces definen funciones. Un ejemplo notable es la cicloide, una curva des-
crita por un punto fijo sobre un circulo que rueda a lo largo del eje «x
(ver Fig. 1.11). Su expresién analitica funcional por férmulas se dari poste-
riormente (ver Sec. 4.1-¢).

y
4

Figura 1.11.

Es claro que no estamos restringidos a tales funciones generadas geomé-
trica o mecénicamente. Cualquier regla o ley mediante la cual un valor
de y cs asignado a valores de x constituye una funcién. En algunas inves-
tigaciones tedricas la amplia generalidad o bien la vaguedad del concepto
de funcién es, de hecho, una ventaja. Sin embargo, para las aplicaciones,
particularmente en el calculo, el concepto general de funcién es innecesaria-
mente amplio. Para hacer posibles desarrollos matematicos significativos, las
leyes “arbitrarias” de correspondencia mediante las cuales un valor de y
es asignado a x deben estar sujetas a restricciones radicales. Durante el siglo
pasado los matematicos reconocieron y formularon en términos precisos las
restricciones esenciales que habia que imponer sobre tal concepto tan gene-
ral para obtener funciones que verdaderamente tuvieran las propiedades
tiles que uno intuitivamente podria esperar.
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*Dominios de funciones extendidos o restringidos

Atn para funciones dadas por férmulas explicitas es importante darse cuenta de
que cualquicr descripcién completa de una funcién debe incluir una definicién del
dominio de la funcién. Para nosotros la “funcién” f descrita por *“f(x) = x* para
0 < x<2” no es cstrictamente la misma funcién que la funcién g dada por
“g(x)=x% en el dominio mayor —2 <x < 2”, aun cuando f(x) y g(x) tengan
los mismos valores en el intervalo 0 < x < 2 donde ambas estdn definidas. General-
mente, una funcién f se llama una ‘‘restriccién” de una funcién g (o bien g una
“extensién” de f) si dondequiera que f est4 definida, g tanbién estd definida y toma
los mismos valores. Por supuesto, la misma funcién f puede provenir por restriccién
de muchas funciones difcrentes. En nuestro ejemplo anterior f es también una res-
triccién de la funcién h definida por h(x) = x2 para 0 < x < 2, h(x) = —x2 para
—2 < x £ 0. En efecto, este cjemplo ilustra el proceso inverso al de formar restric-
ciones de una funcién, el cual puede denominarse “unién de secciones”. Se pueden
gencrar nuevas funciones definiéndolas simplemente por expresiones explicitas dife-
rentes en distintas partes del dominio.

c. Representacion grafica. Funciones monétonas

La idea fundamental dc la gcometria analitica es dar una representacion
analitica a una curva definida originalmente por alguna propiedad geomé-
trica. Esto se hace usualmente considerando una de las coordenadas rec-
tangulares, digamos y, como una funcién y = f(x) de la otra coordenada,
x; por ejemplo, una parabola s¢ representa por la funcién y = x*; el circulo
con radio 1 cn torno del origen, por las dos funciones y = /1 — x? y
y = --y/1 — x% En el primer ejemplo puede pensarse de la funcién como
definida en ¢l intervalo infinito —oo < x < o0; en el segundo debemos
restringirnos al intervalo —1 < x < 1, pucsto que fucra de este intervalo
la funcién no ticne sentido.?

Inversamente, si, en lugar de comenzar con una curva definida geomé-
tricamente, consideramos una funcién y = f(x) dada analiticamente, po-
demos representar la dependencia funcional de y respecto de x graficamente
utilizando un sistema coordenado rectangular en la manera usual (ver Fig.
1.7). Si para cada abscisa x se toma la ordenada correspondiente y = f(x),
se obticne la representacién geométrica de la funcién. Las restricciones quc
han de imponerse al concepto de funcién deberin asegurar para su repre-
sentacion geométrica la forma de una curva geométrica “razonable”. Esto,
ciertamente, expresa una concepcién intuitiva en lugar de una condici6n
matemdtica estricta. Sin embargo, pronto se formularin condiciones, tales
como continuidad, diferenciabilidad, etc., las cuales aseguran que la gréifica
de una funcién es una curva capaz de scr visualizada geométricamente. Estc
no seria el caso si admitiésemos funciones “patolégicas” tales como la si-
guiente: para todo valor racional de x la funcién y tiene el valor 1, y para

! Ordinariamente no se consideran valores imaginarios o complejos de x ¢ y.
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todo valor irracional de x el valor de y es 0.% Esta prescripciéon funcional
asigna un valor definido de y a cada x; pero en todo intervalo de x, no
importa cuin pequefio, ¢l valor de y da saltos de 0 a 1 y de 1 a O una
infinidad de veces. Este ejemplo demuestra que el concepto general no
restringido de funcién da lugar a graficas que no podriamos considerar
como curvas.

Funciones multiformes

Consideraremos solamente funciones y = f(x) que asignan un valor
unico de y a cada valor de x en el dominio, como, por ejemplo, y = 4%, o
bien y = sen x. Sin embargo, para una curva descrita geométricamente pue-
de suceder lo que para el circulo x* + »* = 1: que una descripcién comple-
ta de la curva no esté dada precisamente por una sola funcién (uniforme),
sino que requiera varias funciones; para el caso del circulo, las dos funcio-
nes y = 1 —x*yy= —y/1 — % Lo mismo es cierto para la hipérbola
y* — x* = 1, la cual est representada por las dos funciones y = /1 + x*
e y = —V1 -+ x% Por eso, tales curvas no determinan sin ambigiicdad las
correspondientes funciones. Con frecuencia se dice que la curva esta repre-
sentada por una funcién multiforme; las funciones separadas que la re-
presentan se denominan entonces ramas uniformes de la funcién multiforme
que representa la curva. Para mayor claridad se utilizard siempre la pala-
bra “funcién” para indicar una funcién univaluada. Por ejemplo, el sim-

bolo \/x (para x > 0) denotara siempre el ntimero no negativo cuyo cua-
drado es x.

Si una curva es la grifica de una funcién, ésta es intersectada por
cualquier paralela al eje y en a lo més un punto, puesto que a cada punto
x en el intervalo de definicién le corresponde justamente un valor de y.
El circulo unitario representado por las dos funciones

y=VITRE o y= VIS H

es intersectado por tales paralelas al eje y en mas de un punto. Las por-
ciones de una curva correspondientes a diferentes ramas uniformes son co-
necctadas en ocasiones una con otra, de manera que la curva completa es
una sola figura que puede ser dibujada con un trazo de la pluma; por
ejemplo, el circulo (ver Fig. 1.12). Por otra parte, estas porciones pucden
ser separadas completamente, como para la hipérbola (ver Fig. 1.13).

Ejemplos. Considercinos algunos ejemplos adicionales sobre la repre-
sentacién grafica de funciones.

* (N. del T.) Esta es la llamada “funcién de Dirichlet”,
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.y
y)
y=+/1+x2
X
) 0 T 0
Figura 1.12. Figura 1.13.

a) v es proporcional a x,
y = ax.

La grafica (ver Fig. 1.14) es una linea recta que pasa por el origen del
sistema coordenado.

b) 1y es una “funcién lineal” de x,

y = ax + b.

Figura 1.14 Funciones lineales.
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La gréafica es una linea recta que pasa por el punto x =0, y = b; la cual,
si a4 0, pasa también por el punto x = —b/a, y =0; y si a =0 es una
recta horizontal.

¢) 9 es inversamente proporcional a x:

__a
Y=

En particular, para a = 1 es

2
Il
va —

de modo que
y=1 para x =1, y =2 para x =3}, y=4% para x = 2.

La grafica (ver Fig. 1.15) es una hipérbola rectangular, una curva
simétrica con respecto a las bisectrices de los dngulos entre los ejes coor-
denados.

Esta funcién obviamente no esta definida para el valor x = 0, puesto
que la divisién por cero no tiene significado. En la vecindad del punto ex-
cepcional x = 0 la funcién tiene valores arbitrariamente grandes, tanto positi-
vos como negativos; este es el ejemplo mdas simple de una discontinuidad
infinita, un concepto que se discutira posteriormente (ver p. 59).

y
2t--
1}
!
)
1f--1-- 1
1 ! F3
2T
P :
of L 1 2 x
2

@
]
H|-

Figura 1.15 Discontinuidad infinita.
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0
Figura 1.16 Parabola.

d) 'y es el cuadrado de x:
y = x%
Como es bien sabido, esta funcién es representada por una paribola
(ver Fig. 1.16).
Analogamente, la funcién y = x® estd represcntada por la asi llamada
pardbola cibica (ver Fig. 1.17).

Figura 1 17 Parabola cabica.
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Funciones mondtonas

Una funcién que para todos los valores de x en un intervalo tiene el
mismo valor y = a se denomina funcién constante, o simplemente constante;
estd representada graficamente por una linea recta horizontal. Una funcién
y = f(x) para la cual un incremento en el valor de x resulta siempre en
un incremento en el valor de v, esto es, para la cual f(x) < f(x’) siempre
que x < x’, se denomina funcién mondtona creciente; si, por otra parte,
un incremento en el valor de x implica siempre un decremento en el valor
de y, la funcién se denomina funcién mondtona decreciente. Tales funcio-
nes son representadas graficamente por curvas que siempre ascienden o bien
siempre descienden conforme x recorre el intervalo de definicién hacia va-
lores crecientes (ver Fig. 1.18). Una funcién monétona transforma siempre
valores distintos de x en diferentes y; esto es, la transformacién es biunivoca
o “uno a uno”.

Figura 1.18 Funciones monétonas.

Funciones pares y funciones impares

Si la curva representada por y = f(x) es simétrica con respecto al eje
y, esto es, sl x = —a y x = a dan el mismo valor de la funcién,

f(=x) =1(x),

la funcién se denomina funcién par. Por ejemplo, la funcién y = x2? es par
(ver Fig. 1.16). Si, por otra parte, la curva es simétrica con respecto al
origen, esto es, si

f(=%) = —f(x),

se dice que la funcién es una funcién impar; entonces las funciones y = x,
y = x® (ver Fig. 1.17), e y = 1/x (ver Fig. 1.15) son impares.
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Figura 1.19 Gréifica de y > a2,

Frecuentemente es til considerar la representacién geométrica de una
desigualdad. Por ejemplo, la desigualdad y > x® esti representada por el
dominio sobre la pardbola y = x? (Fig. 1.19). El interior del circulo unitario
con centro en el origen (Fig. 1.20) se expresa por la desigualdad
PN )

Frecuentemente, diversas desigualdades describen regiones mas compli-
cadas cuyas fronteras consisten de diferentes secciones. Asi, el “primer”
cuadrante del circulo unitario se describe por el sistema de desigualdades
simultineas:

X2+t x>0, y > 0.
(Ver Fig. 1.21.)

Figura 1.20 Gréfica de x2 + y»2 < 1.
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Figura 1.21 Grafica de 2 + 32 <1, x>0, y > 0.

d. Continuidad

Explicaciones intuitiva y precisa

Las funciones y graficas que se acaban de considerar exhiben una pro-
piedad de gran importancia en el cilculo, a saber, la continuidad. Intui-
tivamente, la continuidad significa que un pequefio cambio en la variable
independiente x implica sélo un pequefio cambio en la variable dependiente
y = f(x) y excluye saltos en el valor de y; asi, la grafica consiste de un
solo pedazo de curva. En contraste, una grafica y = f(x) que consiste de
pedazos de curva separados por un vacio en una abscisa x, exhibe alli una
discontinuidad de salto. Por ejemplo, la funcién?® f(x) = sgnx, definida
por f(x) = +1 para x > 0, por f(x) = —1 para x <0 y f(0) = 0 tiene
una “discontinuidad de salto” 2 en x, = 0 (ver Fig. 1.22).

La idea de la continuidad estd implicita en el uso diario de las matema-
ticas elementales. Siempre que una funcién y = f(x) esté descripta por
tablas, tales como las logaritmicas o trigonométricas, el valor y puede ser
registrado solamente para un conjunto “discreto” de valores de la variable
independiente x; por ejemplo, a intervalos de 1/1000 o bien 1/100,000. Sin
embargo, valores no registrados de la funcién pueden necesitarse para x
intermedios. Entonces, ticitamente se supone que un valor no registrado
f(x,) es aproximadamente el mismo que el de f(x) para una x vecina que
aparece en la tabla, y que f(x,) puede ser aproximado precisamente como

1 Se pronuncia “signum” o bien ‘signo” de x.

2 Técnicamente, la palabra ‘“salto” se refiere solamente a la clase particular de
discontinuidad en la cual la funcién aproxima desde la derecha e izquierda valores
que no coinciden simultdneamente con f(%). Una discontinuidad “infinita” es exhi-
bida por la funcién y = 1/x para x% 0 y y = 0 para x = 0. AGn otros tipos de
discontinuidades se discutirdn posteriormente,
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Figura 1.22 La funcién f(x) == sgn x.

s¢ quicre si sélo los valores de x en la tabla se espacian suficientcmente
cerca uno con otro.

La continuidad de la funcién f(x) para un valor x, significa justamen-
te que f(x) difiere arbitrariamente poco del valor f(x,) cuando x esta
suficientemente cerca de x,. Las expresiones “difiere arbitrariamente poco”
y “suficientemente cerca” son un tanto vagas y deben ser explicadas precisa-
mente en términos cuantitativos.

Prescribase cualquier “margen de precisién” o “tolerancia”, esto es,
cualquicr niimero real positivo ¢ (por pequefio que sea). Para la continuidad
de f en &, sc requicre que la diferencia entre f(x) y f(x,) permanezca den-
tro de este margen, esto es, que |f(x) — f(x,)| < e, para todos los valores
de x que se encuentran suficientemente cercanos a x, (o bien, para todos
los valores x situados alguna distancia § desde x,).

Es mas facil visualizar lo que la continuidad significa si se interpreta a
f como una transformacién que asigna a puntos x en el eje x iméigenes en

J
/ \
yYo=¢ Yo Yo+ ¢ _
// |
x0=0 xb x0+ 0 x
~—

1
Figura 1.23 Continuidad del mapeo y = f(x) en el punto Xo
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el eje y. Témese cualquier punto x, en el eje x y su imagen y, = f(x,) (ver
Fig. 1.23). Marcamos un intervalo abierto arbitrario | en el eje y, que
tiene al punto y, como centro. Si la longitud de ] es 2¢, entonces los puntos
y de J son aquéllos cuya distancia a y, es menor que &, o sea, para los cuales
iy — 9| < e. La condicién para la continuidad de f(x) en x, es: Todos
los puntos x suficientemente cercanos a x, tienen imagenes que se encuen-
tran en J. O bien: Es posible marcar un intervalo I en el eje x con centro
xg, por ejemplo, el intervalo x, — § << x < xo + §, tal que todo punto x
de I ticne una imagen f(x) que se encuentra en | y por lo tanto
If(x) — f(x)] < e. La continuidad de f(x) en el punto x, significa que
para una s-vecindad arbitraria J del punto y, = f(x,) en el eje y, puede
encontrarse una 8-vecindad I del punto x, en el eje x, cuya totalidad de
puntos son transformados en puntos de J.! Por supucsto, esto solamente
tiene sentido para puntos en el eje x en los cuales la funcién estd definida,
esto es, los que pertenecen al dominio de f. Lo anterior nos conduce a la
siguiente definicién precisa de continuidad.

La funcién f(x) es continua en un punto x, de su dominio si para todo
¢ positivo puede encontrarse un nimero positivo § tal que

f(x) = f(x0)} <
para todos los valores x en el dominio de f para los cuales |x — x| < 8.

Muy 1til es la interpretacién geométrica de la continuidad cuando la
funcién f se representa por su grafica en el plano xy (ver Fig. 1.24). Sea
P, = (x0,7) un punto sobre la grifica. Los puntos (x,y) con y, — ¢ <
y < y» -+ ¢ forman ahora una “franja” horizontal | que contiene a P,. La
continuidad de f en x, significa que dada cualquiera de tales franjas hori-
zontales [, no importa cuin angosta, es posible encontrar una franja vertical
I dada por x, — 8§ < x < x, + § tan angosta que todo punto de la grifica
que se encuentre ¢n I también caiga en J.

Como ilustracién, considérese la funcién lincal f(x) = 5x + 3. Se tiene

f(x) — f(xo)| = |(5x +3) — (5x +3)| =5

x = Xol,

la cual expresa que la transformacion y = dx + 3 magnifica distancias por
cl factor 5. Obviamente aqui |[f(x) — f(x0)] < ¢ para todos los x para los

1 En esta definicién de continuidad I y J son intervalos que ticnen sus centros
en los puntos xo € y, respectivamente. Esto es conveniente para la definicién analitica
de continuidad en x, la cual recurre a las distancias |x — x| e |y — y]; pero es algo
artificial si se interpreta f gcométricamente como un “mapeo’” o transformacién. En
su lugar, se puede definir igualmente bien la continuidad de y = f(x) cn un punto
%0 por el requisito de que para todo intervalo abierto ] en el eje » que contiene al
punto y, = f(x,) puede encontrarse un intervalo abierto I en el eje x conteniendo
al punto x, y tal que la imagen y de cualquier punto x en I para el cual la funcién
esté definida estd situada en J. La demostracién de la equivalencia de las dos defi-
niciones se deja al lector como un sencillo ejercicio.
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cuales |x — xo| < ¢/5. Consecuentemente, la condicién para la continuidad
de f(x) en el punto x, se satisface si se elige § = ¢/5 (pero, por supuesto,
cualquier nimero positivo § < ¢/5 es también una posible eleccién); y la
imagen de cualquier punto del intervalo x, — 8§ < x < x, -+ § se encontrara
entonces en el intervalo y, — ¢ <y < yo + &. En este ejemplo, a la aseve-
racién de que la distancia |y — y| es “arbitrariamente pequefia” para
|x — x| “suficientemente pequefio” puede darsele un significado especifico
en efecto, |x — x| es suficientemente pequefio si no excede un quinto del
valor de [y — y,|.

¥
\ y=f(x)
Yo / 2 g7 7 //////// 3
7 2
7 ////// //////
Yo=* / “TE
, A
\\\\\\
0 x90=68 x9 x94 6 x

Figura 1.24 Continuidad de y = f(x) en el punto x,.
Otro ejemplo es proporcionado por la funcién f(x) = x2. Aqui se tiene
para |x — x,| < & que
f(x) = f(xo)] = |x* — 5| = [x = o] [220 + (x = x0)]
< Jx = xof (2 fxo] + |x — x0]) < 8(2]x0| + 8).

Se verifica inmediatamente que la condicién [f(x) — f(x,)| < ¢ se satisface
si se elige 8 = — |x| + Ve + |x%

Intuitivamente, la idca de la continuidad parece obvia sin explicacién,
pero la formulacién precisa puede ser en un principio algo dificil de en-
tender debido a la vaguedad de palabras tales como “uno puede encontrar”
o bien “elegido arbitrariamente”. Sin embargo, el lector, que puede estar
al principio muy satisfecho con alguna nocién intuitiva de la continuidad,
aprenderd gradualmente a apreciar la 16gica precisién y generalidad de la



Sec. 1.2 El concepto de funcion 59

definicién analitica, resultado de un largo y persistente esfuerzo para con-
ciliar la necesidad del entendimiento intuitivo con el de la claridad légica.
Es indispensable un significado preciso para la palabra “continuidad”. La
definicién analitica dada aqui es la formulacién requerida y precisa de una
importante propiedad de las funciones.

Para el principiante se deberid nuevamente insistir en que “pequefio”
no es una designacién absoluta de un néimero; maés bien, el término “ar-
bitrariamente pequefio” se refiere a un nimero que no es fijo al principio,
sino que, cualquier valor positivo e puede ser seleccionado, el cual esti su-
jeto a una eleccién subsecuente menor para una aproximacién refinada de
f(x¢). “Suficientemente pequefio” se refiere a un nimero & que debe ser
ajustado para satisfacer un margen de tolerancia establecido anteriormente
por otro ndmero e.

Explicacion de la continuidad y de la discontinuidad mediante ejem-
plos. Podemos aclarar la definicién de continuidad haciendo contraste con
ejemplos de discontinuidad, ejemplos que no satisfacen la definicién anterior.
Recuérdese el ejemplo sencillo de la funcién f(x) = sgnx en la p. 55. Ob-
viamente, para todo x, 5= 0 esta funcién es continua de acuerdo con la defi-
nicién en términos de ¢ y §; de hecho, con un 8 = |xo| constante, no importa
cuan pequefio se elija . Pero para x, = 0 no puede encontrarse ninguna 8§
si e es menor que 1, puesto que [f(x) — f(0)] = |f(x)| = 1 > & para todo
x distinto de cero, sin importar cuin préximo esti x de cero.

La funcién sgnx ilustra el tipo mas simple de discontinuidad en un
punto £, conocida como discontinuidad de salto, en la cual f(x) se aproxima
a valores limite desde la derecha e izquierda, conforme x se aproxima a
valores limite £, que difieren, ya sea el uno del otro o bien del valor de f
en el punto £ La grafica en x = £ tiene entonces un vacio. Otras curvas
con discontinuidades de salto estan bosquejadas en la Fig. 1.25 a y b; la
definicién de estas funciones deberd resultar evidente de las figuras.?

En discontinuidades de este género existen tanto los limites por la dere-
cha como por la izquierda. Volvamos ahora a discontinuidades en las cuales
éste no es el caso. Las més importantes de éstas son las discontinuidades
infinitas o infinidades. Estas son discontinuidades anilogas a las exhibidas

1 La definicién precisa de limite se dark en la Seccién 1.7; para los comentarios
descriptivos que se hacen aqui, una idea intuitiva es suficiente.

2 En todos estos ejemplos de discontinuidades de salto, los limites de la fun-
ci6én por la derecha y por la izquierda en el punto de discontinuidad poseen valores
diferentes. El ejemplo trivial de la funcién f(x) definida por

f(x) =0 para x50, flx) =1 para x =0

ilustra una discontinuidad de salto en la cual los limites desde ambos lados son
iguales entre si pero difieren del valor de f en el punto mismo ¢ de discontinuidad.
Se tiene entonces una singularidad eliminable. Aqui f puede hacerse continua cam-
I,;ianldt()i solamente el valor de f en ¢ de modo que coincida con los limites desde am-
os lados.
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: S /o
’ i

(a) (b)

Figura 1.25.

por las funciones 1/x y 1/x* en el punto x = 0; conforme x — 0, el valor
absoluto |f(x)| de la funcién crece mds alld de toda cota. La funcién 1/x
crece numéricamente mas alli de toda cota a través de valores positivos y
negativos respectivamente, conforme x sc aproxima al origen desde la iz-
quierda y desde la derecha. Por otra parte, la funcién 1/x? tiene para
x = 0 una discontinuidad infinita en la cual el valor de la funcién crece

y=1/x>

Figura 1.26 Grafica de funcién con discontinuidad infinita.
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mas all4 de cualquicr cota positiva conforme x se aproximma al origen desde
ambos lados (ver Fig. 1.26 y Fig. 1.27). La funcién 1/(x* — 1) mostrada
en la Fig. 1.27 posce discontinuidades infinitas tanto en x = 1 cocmo en
x=—1L

Un ejemplo de otro tipo de discontinuidad en el cual no existe ningtn
limite desde la derecha o desde la izquierda es la funcién par “lineal por
pedazos”, y = f(x), ilustrada en la Fig. 1.28, la cual estd definida para
todos los valores de x distintos de cero como sigue. Esta funcidn toma alter-
nativamente los valores +1 y —1 para los valores —x de la forma =1/2",

Figura 1.27 Funcién con discontinuidades infinitas.

donde n es cualquier entero: f(==1/2") = (—1)* En todo intervalo
127+ < x < 1/2% o bien —1/2" < x < —1/2"*1 la funcién f(x) es
lineal y recorre todos los valores entre —1 y +1. Por ello la funcién oscila
hacia arriba y hacia abajo cada vez con mis rapidez entre los valores —1
y +1 conforme x se aproxima mas y mds al punto x == 0, y en la vecindad
inmediata de ese punto ocurren un namero infinito de tales oscilaciones.
Un comportamiento anilogo es exhibido por la curva suave de la Fig. 1.29.
[Aqui, de hecho f(x) estd dada por una expresién en forma exacta, a saber,
f(x) =sen (1/x), con la funcién seno definida apropiadamente como en
la p. 74.]

Un contraste con este cjemplo es la funcién lineal por pedazos y == f(x)
que toma los valores f(==1/2") = (—%)™ para todos los enteros n (ver
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Figura 1.28 Funcién oscilante, lineal por pedazos, con discontinuidad.

Fig. 1.30) y es lineal para valores intermedios x. Aqui f(x) permanece con-
tinua en el punto x = 0 si le asignamos el valor 0 en este punto. En la
vecindad del origen la funcién oscila hacia arriba y hacia abajo un niimero
infinito de veces, pero la magnitud de estas oscilaciones se hace arbitra-

Figura 1.29 Funcién oscilante con discontinuidad.
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riamente pequefia conforme se aproximan al origen. La situacién es la
misma para la funcién y = xsen (1/x) (ver Fig. 1.31).

Estos ejemplos muestran que la continuidad permite toda clase de po-
sibilidades notables ajenas a nuestra cindida intuicién.

y

Figura 1.30 Funcién continua oscilante.

*Discontinuidades remouvibles

Como se habra notado, puede suceder que en un cierto punto, digamos
x =0, una funcién no esté definida por la ley original, tal como en los
ultimos ejemplos discutidos. Estamos entonces en libertad de extender la
definicién de la funcién, asignandole cualquier valor deseado en tal punto.
En el Gltimo ejemplo podemos escoger la definicién de tal manera que
la funcién se torne también continua en ese punto, a saber, eligiendo
y = 0 en x = 0. Una extensién continua aniloga puede ser definida siem-
pre que el limite por la izquierda asi como el limite por la derecha existan
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y scan iguales; bastari entonces con hacer ¢l valor de la funcién en el
punto en cuestién igual a estos limites de manera de hacer continua la
funcién alli. Cualquicra que sca la discontinuidad que pueda ser impuesta
por definicién en x = 0, esta discontinuidad es “eliminable” asignando un
valor adecuado a f(0). Para la funcién y = sen 1/x, como para la funcién
de la Tig. 1.28, esto, sin embargo, no es posible: cualquiera que sea el

Figura 1.31 Funcién continua oscilante.

valor que sc asigne a la funcién en x =0, la funcién extendida es dis-

continua.

Mdédulo de continuidad. Continuidad uniforme. Nuestra definiciéon de
continuidad de la funcién f(x) en x, requiere que para toda medida de pre-
cisién, ¢ > 0, existan cantidades 8§ > 0 (llamadas médulos de continuidad)
tales que |f(x) — f(x0)| < & para todos los valores de x en el dominio de
f para los cuales |x — %o| < 8. Un médulo de continuidad proporciona in-
formacién sobre la sensibilidad de f a los cambios en x. Un médulo de
continuidad § nunca es tUnico; puede ser siempre reemplazado (para las
mismas x, y &) por cualquicr cantidad positiva menor &', puesto que
|x — x| < & implica |x — x| <8 y por ello [f(x) — f(xo)| < e Para

fines practicos, como en los cdlculos numéricos, podemos estar interesados
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en una eleccién particular de §; por ejemplo, en el miximo valor para 8.
Por otra parte, si meramente deseamos establecer el hecho de que f es
continua en x,, entonces solamente se requiere exhibir un médulo cualquie-
ra de continuidad para todo e positivo.

En general, como lo muestran los ejemplos, este § = 8(¢) depende no
s6lo de & sino que también del valor de x,. Por supuesto, no se requiere
considerar todos los valores positivos posibles de e. Pueden restringirse
siempre las consideraciones a ¢ suficientemente pequefios; digamos, a ¢ < ¢,
para un g, elegido arbitrariamente, puesto que para & > g, puede utilizarse
el mismo médulo de continuidad que para ¢ = . Andlogamente, debemos
tomar en cuenta solamente los puntos x en el dominio de f situados en una
vecindad arbitraria de x,; digamos, aquellos puntos con |x — x,| < 8, pues-
to que puede siempre reemplazarse cualquier médulo de continuidad § por
uno menor que no exceda a §,. La continuidad de f en x, es una propiedad
local, es decir, una propiedad que depende solamente de los valores de f
en alguna vecindad de x, arbitrariamente pequefia.

Como se ha visto, la funcidén f puede ser continua para algdin x, y dis-
continua para otros x. Una funcién se denomina continua en un intervalo
sl es continua en cada punto del intervalo. Para cada x, del intervalo se
tiene entonces un médulo de continuidad 8§ = §(e) el cual puede esperarse
que varie con x,, reflejando las diferentes proporciones segin las cuales y
varia al variar x cerca de puntos x, diferentes.

Se dice que f es uniformemente continua en un intervalo si puede en-
contrarse un mdédulo uniforme de continuidad § = §(e) para ese intervalo,
esto es, uno que no dependa del punto particular x, del intervalo. Por lo
tanto, f(x) es uniformemente continua en un intervalo?* si para cada ¢
positivo existe un namero positivo 8 tal que |f(x) — f(xo)| < e para dos
puntos cualesquiera x y xo del intervalo para los cuales |x — x| < 8.

Para una funcién uniformemente continua y = f(x) los valores de y
difieren “arbitrariamente poco” uno del otro para cualesquiera valores x que
estén “suficientemente cercanos”, independientemente de su posicidn en
el intervalo. En ciertos aspectos la continuidad uniforme se acerca mis a
nociones intuitivas que la mera propiedad local de continuidad.

Por ejemplo, la funcién f(x) = 5x + 3 es uniformemente continua para
todos los valores de la variable independiente puesto que aqui |f(x) — f(xo)]
=5 |x — x| < & para |x — x| < ¢/5, y, por lo tanto, 8(e) = £/5 repre-
secnta un moédulo uniforme de continuidad.

La funcién f(x) = x® para un intervalo x infinito, ciertamente no es
uniformemente continua. Es evidente que pequefias variaciones en x pue-
den producir cambios arbitrariamente grandes en x%, bastando con que x
sea suficientemente grande. Una ojeada a una tabla de cuadrados de enteros

1 En esta definicién la palabra intervalo puede referirse ya sea a intervalos ce-
rrados o abiertos o bien infinitos.
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x muestra cémo los cuadrados sucesivos se encuentran espaciados mais y
mis conforme x crece. Pero, sin embargo, si se consideran solamente pares
de valores x y x, pertenecientes a un intervalo fijo finito cerrado [a, b], pue-
de encontrarse un moédulo uniforme de continuidad. En efecto, para
|x — xo| < & se tiene

[f(x) — f(x0)]| = |2 — 2| = |z — xo] | + x0] < 2]x — %! (|b] + |a])
< 28(]b] + la]) = ¢

si se toma § = ¢/2(|b| + |a]).

Prevalece una situacién andloga para la funcién f(x) = I/x para
x==0, con f(0) = 0. Considéresc un intervalo cerrado acotado a <x < b
en todo el cual la funcién es continua. Tal intervalo no puede incluir al
origen, cl cual es un punto de discontinuidad, de modo que a y b deberin
tener el mismo signo. Supdngase que a y b son ambos positivos. Entonces,
para x y x, pertenecicntes al intervalo y para |x — x| < § se tiene
11 1

Lollc oy o<d
X X [ %0 ]\] a?

:]x = ¢

para 8 = a®%. Por lo tanto, la funcién es uniformemente continua en el in-
tervalo [a, b]. Por supuesto, esto prueba también que la funcién f(x) = 1/x
es continua en todo punto x, > 0. Puesto que todo tal valor x, puede scr
incluido en algan intervalo a < xo << b con a y b positivos. La expresion

= a% es entonces un mdédulo de continuidad para la funcién en x, si se
restringe x a una vecindad de x, que se encuentre totalmente en el in-
tervalo.

Salta a la vista que las funciones continuas en los ejemplos anteriores
son uniformemente continuas en cualquier intervalo cerrado acotado que
pertenece a su dominio. Estas ilustran una propiedad general que serd de-
mostrada en el Suplemento, p. 123. Podemos enunciarla:

Toda funcidén continua en un intervalo cerrado y acotado es por necesi-
dad uniformemente continua en ese intervalo.

La restriccién a intervalos acotados es esencial como lo muestra el ejem-
plo de la funcién x2. Andlogamente, se deberd cstipular que el intervalo es
cerrado. Por ejemplo, la funcién y = 1/x es continua en el intervalo abierto
0 < x < 1, pero no es uniformemente continua alli; pues cambios arbitra-
riamente grandes en y pueden ser producidos por cambios arbitrariamente
pequeiios en x, bastando s6lo con que x se encuentre suficientemente cerca-
no al origen. Si existicra un médulo uniforme de continuidad §(e) para
el intervalo (0, 1), podria tomarse, por ejemplo, x, < 8, x = %x,; obvia-
mente entonces |1/x — 1/xo| = 1/x, es mayor que cualquier ¢ preasignado
siempre que x, sea suficientemente pequefio, de modo que la suposicién de
un §(e) uniforme conduce a una contradiccién.
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Continuidad de Lipschitz—Continuidad de Holder. En los ejemplos ante-
riores de funciones uniformemente continuas en un intervalo [a, b], se en-
contré6 un moédulo de continuidad particularmente simple, a saber, §(¢)
proporcional a . Esta situacién muy comin se presenta en las asi llamadas
funciones “continuas de Lipschitz”,* esto es, las funciones f(x) que satis-
facen una desigualdad de la forma

f(x2) = f(x2)| S L|x2 — i

(la Nlamada condicién de Lipschitz) para todos los x; y x: en el intervalo,
con un valor fijo L. La continuidad de Lipschitz significa que el “cociente
incremental”

f(x2) — f(x1)

Xo — Xy

formado para dos puntos distintos cualesquiera del intervalo nunca excede
un valor finito L, fijo, en valor absoluto; o bien que la transformacién
y = f(x) magnifica distancias de puntos en cl eje x a lo méas por el factor
L. Evidentemente, para una funcién “continua de Lipschitz” la expresién
8(¢) = ¢/L es un médulo de continuidad puesto que [f(x2) — f(x1)| <ee
para |x, — x,| < ¢/L. Reciprocamente, cualquier funcién con un médulo
de continuidad proporcional a &, digamos, §(e) = ce, es “continua de Lips-
chitz”, con L = 1/c.

Como se vera en el capitulo 2, la mayoria de las funciones tratadas serdn ‘“con-
tinuas de Lipschitz” excepto en puntos aislados, como una consecuencia del hecho
que sus derivadas son acotadas en cualquier intervalo cerrado que cxcluya a estos
puntos. Sin embargo, la continuidad de Lipschitz es solamente suficiente pero no
necesaria para la continuidad uniforme. El ejemplo mdis simple de una funcién que
es continua sin ser “continua de Lipschitz” est4 dada por f(x) = V7 para x > 0,
y hay que considerar x, = 0. Aqui el cociente incremental

f(x) —f(0) 1
x—0 Vx

se torna arbitrariamente grande para x suficientemente pequefios, y, por lo tanto,
no puede ser acotado por una constante fija L. De aqui que no sea posible elegir
§(e) proporcional a &; pero existen otros médulos de continuidad no lineales para
esta funcién, por ejemplo §(e) = &2

La funcién V x pertenece a la clase general de funciones llamadas ‘“continuas de
Holder”,** que satisfacen una “condicién de Holder”:

if(xz) - f(xl)] <L Ixz - xlla

para todos x,, x, de un intervalo, donde L y « son constantes fijas, estando el
“exponente de Holder” o restringido a valores 0 < a < 1. Las funciones continuas
Lipschitz se obtienen para el exponente Hoélder especial @ = 1.

* (N. del T.) Decimos asi para abreviar la expresién “continuas en el sentido
de Lipschitz”. También se llaman ‘Lipschitzianas”.

** (N, del T.) Brevemente, en lugar de “continuas en el sentido de Hoolder”.
También llamadas “Holderianas”.
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. . . .,
Es claro que § = L-1/“¢1/® es un posible médulo de continuidad para una funchn
“continua de Holder” f; aqui 8 es proporcional a ¢/¢, y no a e La funcién

f(x) = Vx es “continua de Hélder” con exponente @ — 4. Esto se sigue de la
desigualdad

Iv72 - \/—;;[ < lxz - xli%a
la que se obtiene observando que
Wixe = Val <[V, + Vil
y multiplicando por |V, — Vx,|. Esto proporciona ¢l médulo de continuidad

8§(¢) = g% para Vx, como se mencioné anteriormente.

Con més generalidad, las potencias fraccionales f(x) = x* para 0 <a < I son
“continuas de Hélder” con exponentc de Holder a.

Las funciones hélderianas atn no agotan la clase de todas las funciones unifor-
memente continuas. No es dificil construir ejemplos de funciones continuas para las
cuales las potencias de ¢ no sirven como médulos de continuidad. (Ver problema

13, p. 140.)

e. El teorema del valor intermedio. Funciones inversas

Intuitivamente, no existe duda de que una funcién que es continua,
y, de aqui, que no ticne “saltos”, no puede variar de un valor a otro sin
pasar por todos los valores intermedios. Este hecho se expresa por el asi
llamado teorema del valor intermedio (su demostracién precisa se da en el
Suplemento, p. 123). Lo enunciamos asi:

y

fla)

1)

[P0 W S

Qo
aY

Figura 1.32 El teorema del valor intermedio.

TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO. Considérese una funcion f(x) con-
tinua en todo punto de un intervalo. Sean a y b dos puntos cualesquiera del

intervalo y sea 7 cualquier nimero entre f(a) y f(b). Entonces, existe un
valor £ entre a y b para el cual f(¢) = .
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Interpretado geométricamente, el teorema establece que si dos puntos
(a,f(a)) y (b,f(b)) de la grafica de una funcién continua f estin situa-
dos en diferentes lados de una paralela y = 5 al eje x, entonces la paralela
intersecta a la grafica en algin punto intermedio (ver Fig. 1.32). Por su-
puesto que pueden haber varias intersecciones. En el importante caso en
que la funcién f(x) es mondtona creciente o bien monétona decreciente
en todo el intervalo, puede haber solamente una interseccién, pues f no
puede tener el mismo valor 5 para dos valores diferentes de £.

Como ejemplo témese la funcién f(x) = x?, la cual es mondtona cre-
ciente y continua en el intervalo 1 < x < 2. Aqui f(1) =1y f(2) =4.
Tomando para 7 el valor 2, intermedio entre 1 y 4, se encuentra que existe
un Unico £ entre 1 y 2 para el cual £2 = 2, Este es, por supuesto, el nimero

que se denota por /2.

Continuidad de la funcidn inversa

Para cualquier funcién monbtona creciente f(x), definida en un in-
tervalo @ < x < b, se encuentra que para todo nGmero real 5 tal que
fla) < n < f(b), cxiste exactamente un ¢ tal que a < £ < b para el cual
f(€) = 7. Sean a = f(a) y 8 = f(b). Puesto que ¢ estd determinado de
manera Unica por 7, se tienc una funcidon £ = g(n) definida para argu-
mentos 5 en el intervalo cerrado [a, 8]. Esta funcién g se denomina la
inversa de f. Puesto que a valores mds grandes de £ corresponden valores
mas grandes de 7 = f(£), la funcién g es también monétona creciente. Es
facil mostrar que la funcién inversa g también es continua.

En efecto, sea 5 cualquier valor entre « y 8 (ver Fig. 1.33). Entonces
£ = g(n) debe estar situado entre a = g(a) y b = g(B). Sea & un nimero
positivo dado, el cual puede suponerse tan pequefio que sea a < £ — & <
£+ e < b. Se debe mostrar que |g(y) — g(4)| < ¢ para toda y suficien-
temente préxima a 5. Puesto que f es creciente, 7 = f(£) esta situado entre
los valores f(¢ —e) = A y f(€+¢) =B, y puede encontrarse un 8 tan
pequefio que sea

A<np—8<n+8<B

Si y es cualquier valor tal que  — 8§ <y <5 + 8§, y es x = g(y), se tiene
que 4 <y < By, por lo tanto, g(A4) < g(y) < g(B); esto es, £ — ¢ <
g(y) < &+ e o bien |g(y) — g(n)| < e. La misma demostracién, ligera-
mente modificada, se aplica cuando 7 es uno de los puntos extremos « o 8
del intervalo de definicién de g.

Las relaciones y = f(x) y x = g(y) son equivalentes y estin represen-
tadas por la misma gréfica en el plano {x,y}; los puntos (x,y) del plano

.1 El teorema del valor intermedio, como se lo establecié, asigna £ para 5 en el
intervalo abierto f(x) < < f(b). Sin embargo, por supuesto que para 7 = f(a), o
bien para 9 = f(b), basta sélo con tomar ¢ = a, o bien ¢ = b.
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Figura 1.33 Continuidad de la inversa de una funcién monétona continua.

para los cuales y = f(x) son los mismos que los puntos para los cuales
x = g(y). Si la funcién g se representa de la manera usual por y = g(x),
deben intercambiarse x e y; entonces la grafica de y = g(x) sc obtiene de
la grafica y = f(x) tomando la imagen especular respecto a la linea y = x.
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Figura 1.34 Funciones inversas.
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Se tiene un ejemplo simple con las graficas de la funcién f(x) = x? para
x > 0y de la funcién inversa g(x) = Vx para x > 0 (ver Fig. 1.34).

1.3 Las funciones elementales

a. Funciones racionales

Pasemos ahora a un breve repaso de las conocidas funciones elementales.
Los tipos mas simples de funcién se construyen mediante aplicacién repe-
tida de las operaciones elementales, adicién y multiplicacién. Si se aplican
estas operaciones a una variable independiente x y a un conjunto de nu-
meros reales ay, ..., a, se obtienen los polinomios

Y= at ax + -+ ax

Los polinomios son las funciones mas simples del analisis y, en cierto
sentido, las basicas.
Cocientes de tales polinomios, de 1a forma

gt axt o+ oan”
Y B F bax T T o™

Figura 1.35 Potencias de x.
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son las funciones racionales generales; éstas estin definidas en todos los
puntos donde el denominador es distinto de cero.
El polinomio mas simple, la funcién lineal

y=ax + b,
se representa graficamente por una linea recta. Toda funcidn cuadrdtica

y=ax*+ bx + ¢
se representa por una pardbola. Las grificas de polinomios de tercer grado
y=ax*+ bx* + ¢cx + d,

se llaman a veces “pardbolas de tercer orden”; etc.

Las graficas de la funcién y =.x™ para exponentes n = 1, 2, 3, 4 estan
dadas en la Fig. 1.35. Para valores pares de n la funcién y = x™ satisface
la ecuacién f(—=x) = f(x), y es por ello una funcién par; mientras que
para valores impares de n la funcién satisface la condicién f(—=x) = f(x),
y es por lo tanto impar.

El ejemplo més simple de funcién racional que no es un polinomio es
la funcién y = 1/x mencionada en la p. 51; su grifica es una hipérbola
equilatera. Otro ejemplo es la funcién y = 1/x? (ver Fig. 1.26, p. 60).

b. Funciones algebraicas

De inmediato nos vemos obligados a salir del conjunto de funciones ra-
cionales debido al problema de formar sus inversas. El ejemplo tipico es
la funcién Vx, la inversa de x™ Sc ve facilmente que la funcién y = x"
para x > 0 cs monétona creciente y continua. Tiene por cllo una inversa
univaluada, que se denota por el simbolo x = V/y, o bien, intcrcambiando
las letras utilizadas para las variables dependientes e independientes,

y = \"/; = x/n,
Por definicién, esta raiz es siempre no negativa. Para valores impares de n
la funcién x™ es monétona para todos los valores de x, incluyendo valores
negativos. Consecuentemente, para valores impares de n la definicién de
W/ x puede extenderse de manera tnica a todos los valores de x; y en este
caso V/x es ncgaliva para valores negativos de x.
Con mayor generalidad, puede considerarse la funcién

-— N
vy = \/R(x):
donde R(x) es una funcién racional. Otras funciones de tipo semejante se
forman aplicando las operaciones racionales a una o mas de estas funciones
especiales. Asi, por ejemplo, pueden formarse las funciones
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y= U+ YR FL,  y=s+ vETL

Estas funciones son casos especiales de funciones algebraicas. (El concepto
general de una funcién algebraica se definird en el Volumen II.)

c. Funciones trigonométricas

Las funciones racionales y las funciones algebraicas se definen directa-
mente por medio de las operaciones elementales de calculo, pero la geometria
es la fuente de la cual obtenemos primero ejemplos de otras funciones, las
asi llamadas funciones trascendentes® De éstas, se considerardn aqui las
funciones trascendentes elementales, a saber, las funciones trigonométricas,
la funcién exponencial y la funcién logaritmo.

D—.—._ -
«— cot x —
B |
{4 »
]
i \
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je— CO$ X —>

Figura 1.36 Las funciones trigonométricas.

En investigaciones analiticas los 4ngulos no se miden en grados, minutos
y segundos, sino en radianes. El 4ngulo que se desea medir se coloca con
su vértice en el centro de un circulo de radio 1 y el tamafio del 4dngulo
se mide por la longitud del arco de circunferencia que es cortada por el
angulo.? Por lo tanto, un angulo de 180° es el mismo que un dngulo de =

1 La palabra “trascendente” no significa nada particularmente profundo o mis-
terioso; sugiere simplemente que la definicién de estas funciones trasciende las ope-
raciones elementales de calculos, “quod algebrae vires transcendit”.

2 La medida en radiantes de un 4ngulo puede ser definida también como el do-
ble del drea del sector correspondiente sobre el circulo de radio uno.
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radianes (tiene medida «, en radianes). Un 4ngulo de 90° tiene medida,
en radianes, 7/2; un dngulo de 45° tiene a =/4 como su medida en radia-
nes; un angulo de 360° tienc medida, en radiancs, 27. Reciprocamente, un
angulo de 1 radiin expresado en grados es

1800 . . =~0 ’ ”
= o bien, aproximadamente, 57° 17’ 45”.

m

En lo sucesivo, siempre que se hable de un angulo x, se entenderd un
angulo cuya medida en radianes es x.

Recordemos brevemente ¢l significado de las funciones trigonométricas
sen x, cosx, tanx, cot x.' Estas estin representadas en la Fig. 1.36, en la
cual el dngulo x se mide a partir del segmento OC (de longitud 1), con-

y=senx Yy =C0sx

Figura 1.37.

siderando positivos a los dngulos en la direccién contraria a la de las
manecillas del reloj. Las funciones cos x v sen x son las coordenadas rectan-
gulares del punto A. Las graficas de la funcién sen x, cos x, tanx, cotx
estin dadas en las Figs. 1.37 y 1.38.

Mis adelante (ver p. 237) estaremos en condiciones de recmplazar las
definiciones gcométricas por las analiticas correspondientes.

d. La funcién exponencial y el logaritmo

Ademds de las funciones trigonométricas, la funcién exponencial con
base positiva a,
y = as,
y su inversa, el logaritmo de base a,

x = log, y,

se incluyen también entre las funciones trascendentes elementales. En ma-
tematicas clementales es costumbre pasar por alto ciertas dificultades in-

1 En ocasiones también es conveniente introducir las funciones sec x = 1/cos x,
cosec x = 1/sen x.
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herentes en su definicién, y se pospondri también aqui la discusién detallada
de éstas hasta que dispongamos de mejores métodos (ver scccién 2.5 p. 167).
Se puede, sin embargo, indicar aqui al menos un camino “clemental” para
definir estas funciones. Si x = p/q es un namero racional (donde p y q
son enteros positivos), entonces —suponiendo positivo el nimero a— sc

define a® como \q/-a—” = a?/%, donde la raiz, de acuerdo a la convencién,
ha de ser tomada positiva. Puesto que los valores racionales de x son densos
en todas partes, es natural extender esta funcién ¢” a una funcién continua
definida también para valores irracionales de x, dandole a 4%, cuando x es
irracional, valores que son continuos con los valores ya definidos cuando

tan x

y=

Figura 1.38.

x es irracional. Esto define una funcién continua y = @, la “funcién ex-
ponencial”, la cual para todos los valores racionales de x dan el valor de
a® encontrado antes. Por el momento, podemos presuponer que esta exten-
sién es rcalmente posible y puede ser llevada a cabo de una sola manera;
pero deberd tenerse en mente que ain debemos demostrar que esto es
cierto.!
La funcién
x = loggy

1 Esto se hace en la p. 174.
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puede ser entonces definida para y > 0 como la inversa de la funcién
exponencial: x = log, y s aquel nimero para el cual y = a°.

e. Funciones compuestas, productos simbélicos, funciones inversas

Frecuentemcente se forman nuevas funciones no sélo combinando funcio-
nes conocidas mediante operaciones racionales sino por el proceso mas ge-
neral y bésico de formar funciones de funciones o funciones compuestas.

Sea u = ¢(x) una funcién cuyo dominio esta en el intervalo a < x < b
y cuyo rango sc¢ encuentra situado en cl intervalo « < u < 8. Ademis, sea
y = g(u) una funcién definida para « < u < 8. Entonces g(¢(x)) = f(x)
define una funcién f para a < x < b, la cual estd “compucsta”, o bien cs
la “composicién” de g y ¢. Por ejemplo, f(x) = 1/(1 + x**) es la composi-
cién de las funciones ¢(x) =1+ x™ y g(u) = 1/u. Analogamente, la
funcién f(x) = sen (1/x) es la composicién de ¢(x) = 1/xy g(u) = sen u.

89

®

x

Figura 1.39 Producto simbélico g¢ = f de dos funciones.

Es atil interpretar las funciones compuestas en términos de transforma-
ciones o “mapeos”. La transformacién ¢ lleva cada punto x del intervalo
[a, b] a un punto u del intervalo [a, 8]. La transformacién g lleva cualquier
valor u en [, 8] a un punto y. La transformacién f es el “producto sim-
bolico” g¢ de las transformaciones g y ¢, esto es, la formada por ¢ y g
sucesivamente, en cse orden; para cualquier x en [a, b] se forma su imagen
u por la transformacién ¢, y entonces se aplica g a la imagen u = ¢(x),
obteniéndose g($(x)) = f(x) =y (ver Fig. 1.39). Tal producto simbdlico
g¢ es natural y tiene sentido para cualquier tipo de operacién; significa que
primero sc realiza ¢, y luego sobre el resultado se aplica g.* No debe confun-

! Que el producto g¢ corresponde a realizar primero ¢ y luego g (en este or-
den) parece a primera vista no natural, pero en realidad corresponde a la convencién
siempre adoptada en matemdticas que consiste en escribir el argumento x de una
funcion f(x) a la derecha del simbolo f para la funcién. Asi, por ejemplo, en
sen(log x) se sobreentiende que primero se forma el logaritino de x y después se toma
¢l seno de esto, y no en sentido inverso.
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dirse el producto simbélico g¢ = g(¢) de dos funciones con el producto
algebraico ordinario g(x) - ¢(x) de funciones, en el cual tanto g(x) como
¢(x) se realizan para el mismo argumento x (transformaciones aplicadas
al mismo punto) y se forma el producto de los valores de las funciones.
Naturalmente, no puede esperarse que los productos simbdlicos sean con-
mutativos. En general, g(¢) y ¢(g) no son los mismos, ain cuando ambos
estén definidos; el orden en el cual las opcraciones se realizan es de la
mayor importancia. Si, por ejemplo, ¢ establece la operacién de “sumar 1
a un nimero” y g la operacién de “multiplicar un nimero por 2", entonces

glp(x)) =2(x+1) =2x + 2, ¢(g(x)) = (2x) +1=2x + L.
(Ver Fig. 1.40.)

Para estar en condiciones de formar el producto simbélico g¢ de dos
funciones, los “factores” g y ¢ deberin adaptarse mutuamente en el sentido
de que el dominio de g deberd contencr al rango de ¢. Por lo tanto, no
puede formarse g¢ cuando

glu) = Vu, y  ¢(x) = —1—x%

Es 1til considerar funciones que estan compuestas mas de una vez. Una
de tales funciones es

f(x) = /1 + tan (a?),

que puede construirse mediante las composiciones sucesivas

d(x) =27  y(¢) =1+tang, g(y) = Vy = f(x).

Podria escribirse simbélicamente f = gy¢.

2x+1 2(x4+1)

Figura 1.40 La no conmutatividad de transformaciones.

Funciones inversas

La nocién de “funcién inversa” se aclara en el contexto del producto
de transformaciones. Considérese la funcién o transformaciéon ¢ que asocia
a un punto x en el dominio de ¢ la imagen u = ¢(x). Supéngase que la
funcién es tal que x diferentes son transformados siempre en diferentes u,
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y reciprocamente. La funcién se denomina entonces biunivoca. Ahora bien,
un valor u es la imagen de a lo més un valor x. Puede asociarse con cada
u cn el rango de ¢ cl valor x = g(u) del cual u cs la imagen bajo la trans-
formacion ¢. De esta mancra se ha definido una funcién g cuyo dominio
cs ¢l rango de ¢, y cl cual, cuando es aplicado a una imagen u = ¢(x),
reproduce el valor original x; esto es, g(¢(x)) == x. La funcién g se deno-
mina la inversa de ¢. Esti caracterizada por la ecuacién simbélica

gbx = x.

La transformacién identidad

La transformacién identidad, I, sc define como aquella que transforma
a cada x en si mismo. Para la inversa g de ¢ sc tienc que g¢ = I.! La
transformacién I desempeiia el mismo papel en lo que respecta a la mul-
tiplicacién simbélica que ¢l ndmero 1 en la multiplicacién ordinaria: la
multiplicacion por I no modifica a una transformacién cualquiera dada.
Por lo tanto, la ccuacién g¢ = I sugiere la notacién g = ¢~* para la in-
versa de ¢. Por cjemplo, la inversa x = arcsenu de la funcién u = sen x
se denota a menudo por x = sen—!u.?

A partir de la definicién de la inversa g de ¢, se sigue inmediatamente
que ¢ cs también la inversa de g, de modo que no sélo g(¢) == x sino que
también ¢ (g(u)) = u.

* Una funcion monétona u = ¢ (x) definida en un intervalo a < x < b eviden-
temente define una transformacién biunivoca de ese intervalo. Si, ademds, ¢ es conti-
nua, entonces, como se vio anteriormente, como consecuencia del teoremma del valor
intermedio (p. 68), es claro que el rango de ¢, es ¢l intervalo con puntos extremos
¢#(a) y ¢(b). En este caso existe la inversa g de ¢, quc es también monétona y
continua en ese Gltimo intervalo. En cfecto, las funciones mondtonas continuas son
las dnicas funciones continuas que tienen inversas o que definen transformaciones
biunivocas. Asi, sea u = ¢(x) una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b]
que transforma x diferentes del intervalo en diferentes u. Entonces, en particular, los
valores ¢p(a) = « y ¢(b) == B son distintos. Supéngase quc a < 8. Puede entonces
mostrarse que ¢ (x) es mondtona creciente en todo el intervalo. Pues, si no fuera
éste ¢l caso, podrian encontrarse dos valores ¢ y d tales que ¢ L ¢c<d<b, para
los cuales ¢ (d) < ¢(c). Si se tuviera también ¢(d) > ¢(a), sc seguiria del tcorema
del valor intermedio que existe un ¢ en el intervalo [a, ¢] para ¢l cual ¢(¢) = ¢(d).
Este ¢ seria diferente de d, y la transformacién no podria ser biunivoca. Si, por otra
parte, ¢(d) < ¢(a) = a, se seguiria que ¢(a) cs un punto intermedio entre ¢(d)
y ¢(b); habria entonces un ¢ intermedio entre d y b para el cual o(t) = ¢(a),
y esto contradice la naturaleza biunivoca de la transformacion.

Una propicdad importante de las funciones compuestas, casi evidente,
cs que g(p(x)) = f(x) es continua (donde est¢ definida) si gy ¢ lo son.
Asi, para un ¢ positivo dado sc tiene

) = f(xo)| = le(¢(x)) — g(¢p(xo))] <o para |p(x) = ¢(x0)| < 3,

' Mas precisamente, g coincide con I en el dominio de @.

¢ Esto no se deberi confundir con el reciproco algebraico 1/(sen u).
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como consecuencia de la continuidad de la funcién g. Sin embargo, puesto
que ¢ también es continua, ciertamente se tiene |$p(x) — ¢(xo)| < 8§ para
todo x que satisface |x — x| < 8 con algin §’ positivo adecuado. Por tanto,

fx) = f(xo)] < para [x = x| < &

lo que muestra la continuidad de f.

Es mucho mas facil apelar a este teorema general al demostrar la con-
tinuidad de funciones compuestas como /1 — x* que tratar dc construir
directamente un médulo de continuidad para la funcién.

1.4 Sucesiones

Hasta ahora se han considerado funciones de una variable continua, o
bien funciones cuyos dominios consisten de uno o més intervalos. Sin em-
bargo, en matematicas ocurren numerosos casos en los cuales una cantidad
a depende de un entero positivo n. Tal funcién a(n) asocia un valor a
cada némero natural n. La funcién a(n) se denomina sucesidn, mis espe-
cificamente, sucesidn infinita, si n recorre todos los enteros positivos. Usual-
mente se escribe a,* en lugar de a(n) para ¢l “n-ésimo elemento” de la
sucesién, y se consideran los elementos que forman una sucesién arreglados
en orden de subindices crecientes n:

dy, Aoy gy o . .-

Aqui la dependencia de los nGimeros a, con respecto de n puede ser definida
por cualquier ley que sea; y, en particular, los valores a, no tienen que ser
distintos uno del otro. La idea de sucesién serd comprendida mas ficilmente
mediante ejemplos.

1. La suma de los primeros n entcros
Sn) =14+2+3+ - tn=dnn+1)
es una funcién de n, dando lugar a la sucesion
1, 3, 6, 10, 15, ....

2. Otra funcién sencilla de n es la expresiéon “factorial de n”, el pro-
ducto de los primeros n enteros:

3. Todo entero n > 1 que no sca un nimero primo es divisible por
mas de dos enteros positivos, mientras que los nlimeros primos son divisibles
solamente por cllos mismos y por 1. Es claro que puede considerarse el

! Se pronuncia ‘“a-sub-n".
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namero 7'(n) de divisores de n como una funcién de n. Para los primeros
ntmeros estd dado por la tabla:

n=12 3 456 7 8 9 10 11 12
T(n)y=1 2 2 3 2 4 2 43 4 2 6

4. Una sucesiéon de gran importancia en la Teoria de Numeros es
w(n), el nimero de primos menores que el nimero n. Su investigaciéon
detallada es uno de los problemas nds fascinantes. El resultado principal
es: “El nimero =(n) esta dado asintdticamente,' para valores grandes de 1,
por la funcién n/log n”. Aqui, por log n sc entiende el logaritmo de “base
natural” e, que se define posteriormente (pag. 100).

1.5 Induccién matematica

Se inserta aqui una discusién de un tipo muy importante de razonamien-
to que csta difundido en la mayor parte del pensamiento matemdtico.

El hecho de que toda la sucesion de ntimeros naturales sea generada
partiendo con ¢l ntmero 1 y pasando de n a n + 1, da lugar al funda-
mental “principio de induccién matemdtica”. En las ciencias naturales se
obtiene mediante “induccién empirica” de un gran nimero de muestras
una ley que se espera se cumpla generalinente. El grado de certidumbre
de la ley depende entonces del nimero de veces que una muestra o un
“evento” haya sido observado y asi confirmada la ley. Este tipo de induc-
cién puede ser abrumadoramente convincente, ain cuando no lleve con-
sigo la certidumbre l6gica de una demostracién matemaética.

La induccion matemdtica cs utilizada para cstablecer con certidumbre
légica la exactitud de un tcorema para una sucesién infinita de casos. De-
nétese por 4 un aserto que se refiere a un nimero natural arbitrario n.
Por ejemplo, la propiedad A4 puede ser “La suma de los dngulos interiores
en un poligono simple de n + 2 lados es n veces 180°”, o sea, nr. Para
demostrar una propiedad de este tipo no es suficiente probarla para los
primeros 10 o los primeros 100, o ain los primeros 1,000 valores de n.
En lugar de eso debe aplicarse un método matematico que se explica pri-
mero para este ejemplo. Para n = 1 el poligono se reduce a un tridngulo,
para el cual es sabido que la suma de los 4ngulos es de 180°. Para un
cuadringulo, correspondiente a n = 2, trazamos una diagonal dividiendo
el cuadrangulo en dos triingulos. Esto muestra que la suma de los angulos
del cuadringulo es igual a la suma combinada de los dngulos de los dos
triangulos, esto es, 180° + 180° = 2 - 180°. Procediendo al ejemplo de un
pentigono, éste puede dividirse en un cuadrangulo y un tridngulo mediante

1 Esto cs, el cociente del nimero 7 (n) por el nimero n/log n difiere arbitra-
riamente poco de uno, bastandc sélo con que n sea suficientemente grande,
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el trazo de una diagonal adecuada. Esto da para la suma de los 4ngulos
del pentagono el valor 2-180° + 1-180° = 3-180°. Puede continuarse de
esta manera y probarsc el teorema general sucesivamente para n = 4, 5,
etcétera. La exactitud de la propiedad A para cualquier n se sigue de su
exactitud para el n precedente; de esta manera se establece su validez ge-
neral para todo 7.

Formulacion general

Lo que es esencial en la demostracién de la propiedad 4 del ejemplo
es que 4 se ha probado sucesivamente para los casos especiales 4;, A, ...
Ay, . ... La posibilidad de hacer esto depende de dos factores: (1) se ha
de dar una demostracién general mostrando que el aserto A4,,; es correcto
siempre que 4, sea correcto; y (2) el aserto 4, debe ser probado. Que estas
condiciones son suficientes para probar la exactitud de todo aserto A;, 4,
A, ..., constituye el principio de induccidn matemdtica. En lo que sigue
se accpta la validez de este principio como un hecho bésico de légica.

El principio puede ser formulado en una forma abstracta mdas general. “Sea §
cualquier conjunto que consista de naimeros naturales, que tenga las siguientes dos
propiedades: (1) siempre que S contenga un némero r, entonces contendr4 también
al nimero r + 1; y (2) § contiene al nimero 1. Entonces es cierto que S es el
conjunto de todos los ntuneros naturales.” La formulacién previa del principio de
induccién matemética se obtiene ficilmente si se toma como § el conjunto de los
nimeros naturales para los cuales la aseveracién A es correcta.

El principio se aplica a menudo sin hacer mencién especifica del mismo; o bien,
su uso sc indica solamente mediante la expresién “etc.”. Esto sucede a menudo, par-
ticularmente en matematicas elementales. Sin embargo, en situaciones més compli-
cadas es preferible apelar explicitamente al principio.

Ejemplos. Como ilustracién se dan dos aplicaciones.

Primero se prueba una férmula para la suma de los n primeros cuadra-
dos. Se encuentra para n pequefios (digamos n < 5) que la siguiente férmu-
la,* denotada por 4,, se cumple:

n(n+1)(2n + 1)
5 .

124-224+32+ - S 2=

Se conjetura que esta férmula c¢s correcta para todo n. Para demostrarlo,
sc supone que 7 es cualquier nimero para el cual la férmula 4, es correcta,

esto es, que

r(r+1)(2r +1)
6 2

1222434 =

o

sumando (r + 1)* a ambos miembros se obtiene

1 Este resultado fue utilizado por el matemético griego Arquimedes en su tra-
bajo sobre espirales.
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r(r+ 1) (2r + 1)
6

_(r 1+ 2)[2(rF 1) + 1]

12+ 22 42 (r+1)2 =

+ (r+ 1)

2}

Esto, sin embargo, cs precisamente la propicdad A4,,, obtenida substituyendo
7+ 1 por n en A,. Por lo tanto, la veracidad de A, implica la de A,,1.
Para complctar la demostracién de A, para n general se requiere verificar

solamente la exactitud de A, esto cs, de
2= 1-2-3
6

Puesto que csto cs obviamente correcto, la férmula 4, queda establecida
para todo namero natural n.

El lector deberd probar mediante un argumento analogo que
1 2
.13+23+33+...+n3= [ﬁ(_’%).:l .
Como ilustracién adicional del principio de induccién se prueba

EL TEOREMA DEL BINOMIO. El aserto Ay del teorema estd representado
por la férmula

(@4 by =ant Zgnmrp + 2T
1 12
n(n—1)(n — 2) nn—1)(n—2)-----2-1
+ n—3b3+... n
123 ¢ + 28 w1

Es costumbre escribir esta fé6rmula en la forma

(a+ b= (g)a" + (';)a"-‘b + (;)a"‘2b2 +oo (Z)b"

donde el coeficiente binomial (Z ) esti definido por

(")="("—1)("—7—)"‘("—k+1)_ n!
k k! © k! n — k)
parak=1,2, ..., (n—1),y
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(Si se define 0! = 1, la férmula general para( Z)se aplica también a los
casos k =0y k = n.)

Si A, se cumple para un cierto n, se encuentra, multiplicando ambos
miembros por (a + b), que

(a+ b =(a + b)[(g)a" + (")an—lb et (n) bn]

1 n

-G [0 ([ ()
e[ e (e

=

Ahora bien,

)+ )

_nn—1)-- (n—-k+1) nn—1)---(n—k+ 1)n—k)

k! (k + 1)!
_nn—=D0r—=2)---(n—k+1) n—k
N k! (1+k.+l)
_(n+1)n(n—-1)‘--(n——-k+1)=(n+1)

h (k + 1! k+1/

1 n+1 .
S B P
(a+ by = (” N Harei e (" 1)a"b + (" N l)a"-lzf oo

n+1) ,, (n+1) ni1
b b
+( n ab” + n+1

que es la féormula Ap.,. Puesto que también para n = 1 la férmula vale;

es decir,
1
(a+b)l=(é)a+(l> =a+ b,

resulta que el Teorema del Binomio se cumple para todos los nimeros na-
turales n.
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1.6 El limite de una sucesién

El concepto fundamental sobre el cual descansa la esencia toda del
analisis matematico es el de limite de una sucesién infinita a;,. A menudo
un nimero a se describe por medio de una sucesién infinita a, de aproxi-
maciones; esto es, el valor a estd dado por el valor a, con cualquier grado
de precisién deseado si el indice n se clige suficientemente grande. Se han
encontrado ya tales representaciones de nimeros a como “limites” de suce-
siones en su representacién como fracciones decimales infinitas; los nameros
reales aparecen entonces como limites, para n crecientes, de las sucesiones
de fracciones decimales ordinarias con n digitos. En la seccién 1.7 se dar
una discusién precisa general del concepto de limite; por el momento se
ilustrara la idca de limite mediante algunos ejemplos significativos.

Las sucesiones a,, a,, . . . pueden ser convenientemente representadas por
una sucesién de “bloques”, correspondiendo el elemento a, al rectingulo en
el plano xy acotado por las rectas x =n— 1, x =n, y = a,, y =0, que
tiene por 4rea! el ndmero |a,|; o bien, equivalentemente, por la grafica de
una funcién constante por pedazos, a(x), de una variable continua x con
discontinuidades de salto en los puntos x = n.

1

a. ap = —
n

Considérese la sucesién
11 1
IR RERE

(Ver Fig. 1.41.) Ningin ndmero de esta sucesién es cero; pero, conforme
el nimero n crece, a, se aproxima al cero. Ademds, si se toma cualquier

1,

‘7

7 A ., ,

0 1 2 3 4 5

1
Figura 1.41 La sucesién a, =- —
n

intervalo centrado en el origen, no importa cuin pequcfio, entonces a par-
tir de un indice definido hacia adelante todos los nimeros a, se encontra-
rin en ese intervalo. Esta situacién se expresa diciendo que “si n crece los

! Pudo haberse escogido igualmente el rectingulo acotado por las rectas x = n
x=mn+1, y=a, y =0 para representar a,.

B
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nGimeros a, tienden a cero”, o que “poseen el limite cero”, o bien que
“la sucesién a,, a., as, ... converge a cero”.

Si los ndmeros son representados como puntos en una linea, esto sig-
nifica que los puntos 1/n se apifian cada vez méas cerca del punto cero
conforme n crece.

La situacién es semejante para la sucesién
L (—1)n—2

4,..., n R

o
[T
s

1, —

FICT

(Ver Fig. 1.42.) También aqui, los nimeros a, tienden a cero cuando n
crece. La tnica diferencia es que los niimeros a, son a veces mayores y
a veces menores que el limite cero; como se dice, la sucesién oscila en tor-
no al limite.

0 17/ 2 3 //ﬁr/‘{ S

. . (1)t
Figura 142 La sucesién a, = —— .
n

La convergencia de la sucesién a cero usualmente es expresada simbé-
licamente por la ecuacién

lim a, = 0,

nowo
o bien, ocasionalmente, por la notacién abreviada

a, — 0.

En los ¢jemplos anteriores el valor absoluto de la diferencia entre a,
y el limite se tornaba progresivamente menor conforme n crecia. Esto no
es necesariamente siempre el caso, como se muestra en la sucesidén

1

1 1 1t
5 1> 36’3?3"'}2m:m:'*'5

2

o=
e
N[ —
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(ver Fig. 1.43) dada para valores pares n = 2m por an = am = 1/m; y
para valores impares n = 2m — 1 por a, = aym-; = 1/2m. Esta sucesién
tiene también el limite cero; pues todo intervalo en torno al origen, por
pequefio que sea, contiene a todos los niimeros a, desde un cierto valor

7 4 A, n

] 1 2 3 4 5

1 1
Figura 1.43 La sucesi6n a,, = —, a,, , = —.

n 2n
de n hacia adelante; pero no es cierto que todo niumero ay, esté situado mas
cerca del limite cero que el namero precedente.

c n
. Qp =
n+1
Considérese la sucesién
1 2 n
A = =y Qp — — ... 0y — ———, ... .
2’ 3’ ’ n+1

Escribiendo a, =1 — 1/(n + 1), se ve que al crecer n el niimero a,
se aproxima al niimero 1, en el sentido de que para todo intervalo definido
en torno del punto 1 todos los nimeros a, sucesores a cierto ay deberdn en-
contrarse en ese intervalo. Se escribe

lima, = 1.
norw
La sucesién
n?—1
a, = ——m—
n2+n+1

se comporta de una manera scmejante. Esta sucesion tiende también a un
limite al crecer n; de hecho, al limite uno: lima, = 1. Esto se ve mas
facilmente si se escribe noe

n+2 _
n®+n+1
y se requiere mostrar solamente que los niimeros r, tienden a cero confor-

me n crece. Para todos los valores de n mayores que 2 se tiene n + 2 < 2n
y n* + n + 1 > n% Por lo tanto, para el residuo r, se tiene

an=1-— 1 — 1p;
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2n
n2

0<m< = (n>2),

2
n
de donde se ve que 7, tiende a cero cuando n crece. Esta discusién da al
mismo tiempo una estimacién del mdximo valor segin el cual el nimero
a, (para n > 2) puede diferir del limite uno; esta diferencia no puede
exceder a 2/n.

Este ejemplo ilustra ¢l hecho de que para valores grandes de n los tér-
minos con los mayores exponentes en el numerador y denominador de la
fraccién para a, predominan y determinan el limite.

d. a,= Vp
Sea p cualquier nimero positivo fijo. Considérese la sucesion ai, a,
as, ..., ay, ..., donde
@ = Vp.
Se afirma que
lima, = lim ¥p = 1.
norw nove
Se probari esto utilizando un lema que también serd til para otros
propésitos.
LemA. 87 h es un nimero positivo y n un entero positivo, entonces
(1) (1+h)">1+ nh

Esta desigualdad es una consecuencia trivial del teorema del binomio
(ver p. 82), de acuerdo con el cual

n{n — 1) B2

(1+h)"=1+nh+——;

+ v hn’
si se observa que todos los términos en el desarrollo de (1 4+ A)” son no
negativos. El mismo argumento conduce a la desigualdad mas fuerte

n(n — 1) .
——2~——h.

Volviendo a la sucesién, se distinguird entre los casos p > 1y p <1

(si p = 1, entonces V/p es igual a 1 para todo n, y el aserto es ciertamente
verdadero).

Si p > 1, entonces V/p es también mayor que 1; higase Vp =1 + h,,
donde Ay, es una cantidad positiva dependiente de n; y por la desigualdad
(1) se tiene

(1+hm">1+nh+

p=(1+h)" 21+ nhy,
implicando
0<h <t
n
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Cuando n crece el nimero h, deberd tender a cero, lo que prucba que a,
converge al limite uno, como se afirmé. Al mismo ticmpo se disponc de
un medio para estimar cudn cerca esti a, dcl limite uno, puesto que la
diferencia h, entre a, y uno no es mayor que (p — 1)/n.
Si p <1, entonces 1/p > 1, y W1/p converge al limite uno. Sin em-
bargo,
— 1

Vp=——
V1i/p
Como el reciproco de una cantidad que tiende a uno, el propio \“/7? tien-
de a uno.

e. a, = a"
Considérese la sucesién a, = o”, donde « es fijo y n recorrc la suce-
sién de enteros positivos.

Primero, sea « un ndmero positivo menor que uno. Hagase entonces
a =1/(1 + k), donde h es positivo, y la desigualdad (1) da

1 1 1
_(1+/l)u51+nh<ﬁ

an

Puesto que 4, y consecuentemente 1/, depende solamente de e y no cambia
cuando 7 crece, se ve que «” tiende a cero conforme n crece:

lima™ =0 (0 <a< ).

now
Se satisface la misma rclacién cuando « cs cero, o bien negativo pero mayor
que —1. Esto es inmediatamente obvio, puesto que en cualquier caso
lim |-a|” = 0.
niw

Si a = 1, entonces a™ es siempre igual a uno y se tendrd que considerar

al ndme.o uno como el limite de o™
Si @ > 1, hagase « = 1 + h, donde & es positivo, y se verad de inme-
diato, de la desigualdad, que cuando n crece " no tiende hacia algin
limite definido sino que crece mas alld de toda cota. Se dice que a® tiende
a infinito cuando n crece indefinidamente, o bien que o® se torna infinito;
en simbolos,
lima® = (@>1).

now
Se insiste explicitamente en que el simbolo oo no denota un nimero y que
no puede calcularse con él de acuerdo a las reglas usuales; asertos que
afirmen que una cantidad es o se vuelve infinita jamas tendran el misino
sentido que una aseveracién que involucre cantidades definidas finitas. A
pesar dec esto, tales modos de expresién y el empleo del simbolo < son
extremadamente convenientes, como a menudo se verd en las siguientes
paginas.
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Si @ = —1, el valor " no tiende hacia limite alguno, pero cuando n
crece y recorre la sucesién de enteros positivos " toma los valores +1 y
—1 alternativamente. Analogamente, si @ << —1 el valor o" crece numéri-
camente mas alld de toda cota, pero ¢l signo es alternativamente positivo

y negativo.

f. Ilustracién geométrica de los limites o y \/p

Si consideramos las graficas de las funciones y = x™ y y = 57 = V/x
y, por razones de conveniencia, nos restringimos a valores no negativos

E)
®
[
>

x2

3

Figura 144 x" conforme n crece.

de x, los limites anteriores estan ilustrados en las Figs. 1.44 y 1.45, res-
pectivamente. Se observa que en el intervalo de 0 a 1 las curvas y = x®
se acercan mas y mas al eje x cuando n crece, mientras que fuera del in-
tervalo se elevan cada vez con mayor pendicnte y se aproximan a una
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linea paralela al eje y. Todas las curvas pasan por el punto con coordena-
das x =1,y = 1 y por el origen.

Las graficas de las funciones y = x'/* = +- \/x, se acercan cada vez
mas a la linea paralela al eje x y a una distancia 1 por encima dc éste;
y aqui también todas las curvas deberdn pasar por el origen y el punto
(1,1). De aqui que en el limite las curvas aproximan la linca quebrada
que consiste de la parte del eje y entre los puntos y =0 e y =1y de la
paralela al cje x, y == 1. Ademds, es evidente que las dos figuras se encuen-
tran muy relacionadas. como podria esperarse del hecho de que las funciones

y = Vx son las funciones inversas de las n-ésimas potencias, de lo cual se
infiere de que para cada n la grafica de y = a™ s transformada en la de

¥ = Vx mediante una reflexion con respecto de la recta y = x.

Figura 1.45 x'/# conforme n crece.

g. La serie geométrica

Un ejemplo de un limite muy conocido en las matematicas elementales
es proporcionado por la serie geométrica:
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l+q+qg*+  +qg" =Sy

El nimero q se denomina la razdn comin o cociente de la serie. El valor
de esta suma puede, como es bien sabido, expresarse en la forma

siempre que g 5= 1; y puede obtenerse esta expresién multiplicando la suma
S, por q y restando la ecuacién asi obtenida de la ecuacién original, o
bien puede verificarse la férmula por divisidn.
¢ Qué sucede a la suma §, cuando n crece indefinidamente? La respues-
ta es la siguiente: La sucesién de sumas S, tiene un limite definido § si g
esti situado entre —1 y -1, excluyendo estos valores extremos, y
S =lmS, = —

n->0 1 — q

Para verificar esta propiedad se escribe S, como (1 — ¢") /(1 —gq) = 1/
(1—4q) —q*/(1 — q). Se ha probado ya que siempre que |q] <1 la
cantidad ¢™ tiende a cecro si n crece; de aqui que, bajo esta suposicion,
q"/(1 — q) tiende también a cero y S, tiende al limite 1/(1 — ¢) cuando
n crece.

El paso al limite, im (1 + g+ g* + -+ q"" ') = 1/(1 — q), se ex-

o
presa usualmente diciendo que cuando |q| < 1 la suma de la serie geomé-
trica infinita es la expresion 1/(1 — q).

Las sumas S, de la serie geométrica finita también se denominan sumas
parciales de la serie geomdtrica infinita 1 + g -+ ¢> + ... (Dcbe hacerse
una distincién entre la sucesién de nGmeros g” y las sumas parciales de la
serie geométrica.)

El hecho de que las sumas parciales §, de la serie geométrica tiendan
al limite § = 1/(1 — q) conforme n crece sc expresa también diciendo que
la seric geométrica infinita 1 + q + q* + ... converge a la suma §=
1/(1 — q) cuando |q] < 1.

De paso, deberd notarse que si g es racional, por ejemplo, ¢ = %, o
bien ¢ = 1, entonces la suma de la serie geométrica infinita tiene un valor
racional (en los casos mencionados los valores son 2 y %, respectivamente).
Esta observacién estd detrds del hecho bien conocido de que las fracciones
decimales periddicas representan siempre nimeros racionales. La demos-
traciéon general de esta propiedad resultarid evidente del ejemplo del ni-
mero

x = 0.343434 - - -,

que puede ser evaluado escribiendo

1 Véase Courant y Robbins, What Is Mathematics?, p. 66.
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3 34, 34
IO TTR T

- ﬁ( R )
T TR T

_34 1 _34
1001 — 1/100 99

h. a,= \'V_n—

Mostraremos que la sucesion de niumeros

a =1, a. = /2, (z;g:\’V—?)-,..., an = VUn, ...

tiende a 1 cuando n crece:

Hm /n == 1.

n *wo
Puesto que a, cxcede el valor 1, hacemos a, = 1 + h,, con h, positivo.
Entonces (ver p. 87)

n = (a,)™ = (1 -+ h)"

? — 1 —1
> 1+ nhy + - f—(ni)‘) I > _n_(’_l_()__l

“ 4

hys.

Se sigue para n > 1 que

bt < 2
—n—1
y de aqui que
2
Ry < - _\/ — .
Ve —1
Se tiene ahora
2
1<ap =140, <1+ ‘V#—.
v —1

El miembro derecho de esta desigualdad obviamente tiende a uno, y por
lo tanto también a,.

o=Vt 1l—n

En este ejemplo los a, son diferencias de dos términos, cada uno de
los cuales crece mas alli de toda cota. Intentando pasar al limite separa-
damente con cada uno de los dos términos, se obtiene la expresién simbdlica
sin significado e — 0. En tal caso la existencia de un limite, y lo que
pueda ser su valor, depende totalmente del caso especial. Se afirma que en
este ejemplo es
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lim (Vn +1— yn) =0.

nIro

Para la demostracién se requiere escribir solamente la expresién en la
forma

(Vatl—va)(Vrn+t1l+vn) _ 1 .
Vot 1+ vn N ES R

y ver de inmediato que tiende a cero conforme n crece.

van+1—yn=

. n
jo an=—, para a > 1
«

Formalmente, ¢l limite de los @, es del tipo indeterminado oo /co en-
contrado ya cn el ejemplo ¢. Se afirma que en este ejemplo la sucesiéon
de nimeros a, = n/a™ tiende al limite cero.

Para la demostracién hagasc « = 1 + &, donde i > 0, y hagase uso
nuevamente de la desigualdad

(1+h)"> 1+ nk -Fﬁ("T“l) n(n—1)

- h: > ,‘A,H.T)__-——- /lﬂ.

De aqui que para n > 1
— n < 2
(LA T (n-e )R

Puesto que a, es positivo y ¢l miembro derecho de esta desigualdad tiende
a cero, a, debera tender también a cero.

1.7 Discusién del concepto de limite

a. Definicién de convergencia y divergencia

De los ejemplos discutidos en la seccién 1.6 puede abstraerse el siguiente
concepto general de limite:

Supdngase que para una dada sucesion infinita de puntos a;, a,, as, . . .,
existe un nimero finito 1 tal que todo intervalo abierto, por pequefio que
sea, definido en torno del punto 1, contiene todos los puntos a, excepto,
a lo mds, un nimero finito. El nimero 1 se denomina entonces limite de

la sucesién a,, a,, ... ; o bien se dice que la sucesién ay, a,, ... es conver-
gente y converge a 1. En simbolos lim a, = L.
nro

La siguiente definicién de limite es cquivalente:

A todo nimero positivo e, por pequeiio que sea, podemos asignarle un
entero N = N(e) suficientemente grande tal que a partir del indice N
en zdelante {esto es, para n > N(e)] se tiene siempre |a, — I < e.
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Por supuesto, es cierto como regla que N(e) debera ser escogido cada
vez mayor para valores cada vez menorcs de la tolerancia o error ¢; en
otras palabras, N(z) usualmente creccrd mias alli de toda cota a medida
que ¢ tienda a cero. La nocién intuitivamente vaga de limite sugiere una
representacion de los a, moviéndose cada vez mds hacia 1. Esta represen-
tacién cs reemplazada aqui por la definicion “estitica” precisa: Toda ve-
cindad dec ! contiene a todos los a, cxcepto, a lo mds, un nimero finito de
ellos.!

Obviamente, una sucesién a,, @, ..., no puedc tener mas de un limite I Si,
por ¢l contrario, dos nameros distintos [ y !’ fueran limites de la misma sucesion
a,, a., ..., podrian determinarse intervalos abiertos en torno de cada uno de los
puntos [ y I' que no se traslapen. Puesto que cada intervalo contienc todos los a,,
excepto un niamero finito de ellos, la sucesién no podria ser infinita. El limite de
una sucesién convergente estd por cllo determinado univocamente.

Otra observacién evidente pero Gtil es la siguiente: Si de una sucesién conver-
gente sc omite cualquier nimero de términos, la sucesién que resulta converge al
mismo limite que la sucesién original.

Una sucesién que no converge se¢ dice que es divergente. Si a medida
que n crece los ndmeros a, crecen mds alla de toda cota positiva, se dice
que la sucesién diverge a -I-o0; como se ha hecho ya ocasionalmente, se
escribe entonces lim a, = co. De manera andloga, se escribe lim a, = — o0

no© no®
si, cuando n crece, los niuneros —a, crecen mas alli de toda cota en la
dircccién positiva. Sin embargo, la divergencia puede manifestarse por si
misma de otras maneras, tal como para la sucesion a; = —1, a, = +1,
as = -1, ¢y = -F1, ..., cuyos términos oscilan de un sitio a otro entre
valores difercntes.

Evidentemente, ni la divergencia ni la convergencia de una sucesién
son afectadas si se omite un namero finito de términos.

Una sucesion ay, a,, . . . €s acotada si existe un intervalo finito que con-
ticne todos los puntos de la sucesiéon. Cualquier intervalo finito estd conte-
nido en algiin intervalo finito que tiene el origen como centro. Por lo
tanto, el requisito de que la sucesién sea acotada significa que existe un
namero M tal que [a.] < M para todo n.

Una sucesion convergente a,, a», ... también es necesariamente aco-
tada. En efccto, sca [ cl limite de la sucesién. Tomando ¢ = 1 se encuentra
a partir de la definicién de convergencia que toda a, a partir de cierta N
en adelantc cstd en el intcrvalo de longitud 2 con centro en I Los {nicos
términos a, de la sucesidn que pueden estar fuera de ese intervalo son
ai, ..., ay-1. Puede entonces, sin embargo, encontrarse un intervalo finito
mayor que incluya también a ay, ..., ax-1.

1 El lector notard la analogia con la definicién de continuidad de una funcién
f(x) en un punto xo. El papel que la cantidad suficientemente pequefia 8(¢) des-
empefia ahi es desempefiada aqui por el entero suficientemente grande N(e). En

rcalidad, se vera en la p. 105 que la continuidad de una funcién es un punto puede
P P AR .
ser formulada en términos de limites de sucesiones.
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b. Operaciones racionales con limites

De la definicién de limite se sigue de inmediato que se pueden efectuar
las operaciones elementales de adicién, multiplicacién, substraccién y divi-
sién de limites de acuerdo con las siguientes reglas.

Si @i, a», ... es una sucesién con limite a y by, b, ... es una sucesién
con limite b, entonces la sucesién de ndmeros ¢, = a, + b, tiene también
un limite ¢, y

¢ =lime¢, =a+ b.
nove
La sucesién de numeros ¢, = a,b, converge de la misma manera y
lim ¢, = ab.
noewo
Anilogamente, la succsién ¢, = a, — b, converge y
lime, =a —b.
now
Siempre que el limite & dificra de cero, los nimeros ¢, = an/by convergen
de manera aniloga y tienen el limite
lime, = %.
n-»00
En palabras: Podemos intercambiar las operaciones racionales de célculo
con el proceso de formar limite; sc obtiene el mismo resultado ya sca que
se efecte primero el paso al limite y después una operacién racional o
viceversa.

Las demostraciones de todas estas reglas resultan claras si una de ellas
es llevada a cabo. Considérese la multiplicacién de limites. Si las relaciones
an—>a y b, —>b valen, entonces para todo ndmero positivo ¢ podemos
asegurar ambas desigualdades

la —an| <e y b by <ce
escogiendo n suficientemente grande, digamos n > N(e). Si se escribe
ab — apb, = b(a — an) + an(b — by)
y se recuerda que existe una cota positiva M independiente de n tal que
|an] < M, se obtiene
|ab — anba| < [b] |a — an| + |aa| [b — ba| < ([b] + M)e.

Puesto que la cantidad (|b| + M)e puede hacerse arbitrariamente pequefia
escogiendo e suficientemente pequeno, la diferencia entre ab y a,b, se hace
en efecto tan pequefia como se desce para valores suficientemente grandes
de n; y ésta es precisamente la aseveracién expresada en la ecuacién

ab = lim a.b,.

nIo
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Usando este ejemplo como modelo, ¢l lector pucde demostrar las reglas
para las opcraciones racionales restantes.

Por medio de estas reglas muchos limites pueden ser evaluados facil-
mente; en efecto se ticne:

1
2 1=
nt — z
Ilm — = lim ———mM =1
nl_r:o n*4-n+1 ,,1_?; 1 1 ’
1+ -+ —
n  nt

puesto que en la segunda expresién puede pasarse directamente al limite
en ¢l numerador y en ¢l denominador.

La siguicnte regla simple es frecuentcmente atil: Si lima, = a y lim
b, = b, y si, ademds, a, > b, para todo n, entonces a > b. Sin embargo,
de ningln modo hay que esperar que a sea siempre mayor que b, como lo
muestran las sucesiones a, = 1/n, by = 1/2n, para las cuales a = b = 0.

c. Pruebas intrinsecas de convergencia. Sucesiones monétonas

En todos los cjemplos dados ¢l limite de la sucesién considerada era
un numero conocido De hecho, para aplicar la dcfinicién anterior de-
limite de una sucesién dcbe conocerse ¢l limite antes de que pueda veri-
ficarse la convergencia. Si del concepto de limite de una sucesién no se
obtuvicra otra cosa mis que el reconocimiento de que algunos nimeros
conocidos pueden ser aproximados por ciertas sucesiones de otros nime-
ros conocidos, se hubiera ganado muy poco con ello. La ventaja del con-
cepto de limite en andlisis radica esencialmente en ¢l hecho de que proble-
mas importantes ticnen a menudo soluciones numéricas que posiblemente
de otra forma no podrian scr conocidas o expresables directamente, pero
que pucden scr descritas como limites. Mucho del analisis superior consiste
de una sucesion de ejemplos de este hecho que se hard mas claro progre-
sivamente en los siguientes capitulos. La representaciéon de los ntimeros irra-
cionales como limites de nimcros racionales puede ser interpretada como
cl primero y tipico ejemplo.

Toda sucesién convergente de ndmeros conocidos ai, da, ... define un
nimero [, su limite. Sin embargo, la Gnica prueba de convergencia que surge
de la definicién de convergencia consiste en estimar las diferencias
las — |, y esto es aplicable solamente si el nimero / es ya conocido. Es
esencial disponer de criterios “intrinsecos” para la convergencia que no
requieran de un conocimicnto a priori del valor del limite sino que invo-
lucren solamente los términos de la propia sucesion.. L.a mas simple de
tales pruebas o criterios se aplica a una clase cspecial de sucesiones, las
sucesiones mondtonas, e incluye muchos de los ejemplos importantes.
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Limites de sucesiones mondtonas

Una sucesién a,, a,, ... se denomina mondtonamente creciente si cada
término a, es mayor o no menor que el precedente; esto es,

Gn 2> Qp-1.

Andilogamente, la sucesién es mondtonamente decreciente si an < an-, para
todo n. Una sucesién mondtona es aquélla que es monétonamente creciente
o bien monétonamente decreciente. Con esta definicion se tiene el principio
basico:

Una sucesién que es tanto mondtona como acotada converge.

Este principio es sugerido convincentemente, mas no probado, por la
intuicién; esta intimamente relacionado con las propiedades de los nimeros
reales, y es de hecho equivalente al axioma de continuidad para los nu-
meros reales.

El axioma (ver secciéon 1b) de que toda sucesién encaje de intervalos
contiene un punto, se ve ficilmente como consecuencia de la convergencia
de sucesiones acotadas monétonas. Asi, sea [ay, by], [a, b2], . .. una sucesién
de intervalos en encaje. Por la definicién de encaje se tiene

<< <ap < by <bpy < < by

Obviamente, la sucesién a,, a., ... es mondtonamente creciente. También
es acotada puesto que a; < a» < by para todo n. De aqui que [ = lima,
B

exista. Ademas, para todo m y para todo nimero n > m se tiene

ay < an < b
Por lo tanto también
an <lima, =1 < by,
De aqui que todos los intervalos del encaje anidado contengan uno y el
mismo punto [. (El que no tengan otro punto en comin se sigue de la
propiedad adicional lim (b, — a,) = 0 de los encajes de intervalos.)

Criterio de Cauchy para la convergencia

Una sucesién convergente es automaticamente acotada, pero no tiene
por qué ser monétona (ver ejemplo b, p. 85). Por lo tanto, al tratar con
sucesiones generales es deseable disponer de una prueba para la conver-

1 La hipétesis sobre la acotacién es esencial puesto que ninguna sucesién no
acotada puede converger. Obsérvese que una sucesién mondtona creciente as, as, . . .
estd siempre “acotada desde abajo”: as > @ para todo n. A fin de probar que una
sucesién mondétona creciente converge, es suficiente entonces encontrar un nimero M
tal que g, < M para todo n.
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gencia que sea también aplicable a sucesiones no monétonas. Esta nece-
sidad sc satisfacc mediante una simple condicidn, la prueba o criterio de
convergencia de Cauchy. Este criterio caracteriza a las sucesiones de nii-
meros reales que ticnen un limite; y lo mas importante es que no requiere
un conocimicnto a priori del valor del limite: Una condicidn necesaria y
suficiente para la convergencia de una sucesion a;, as, ... es que los ele-
mentos a, de la sucesién con un indice n suficientemente grande difieran
arbitrariamente poco unos de otros. Formulado de mancra precisa: Una
sucesién a, cs convergente si para todo £ > 0 existe un niimero natural
N = N(e) tal que |a, — an| < & siempre que n > N y m > N. Geométri-
camente, la condicién de Cauchy establece que una sucesion converge si
existen intervalos arbitrariamente pequefios fuera de los cuales se encuen-
tran solamente un némero finito de puntos de la sucesién. La exactitud
del criterio de Cauchy para la convergencia serd demostrada y discutido su
significado en el suplemento.

d. Series infinitas y el simbolo de sumatoria

Una sucesién cs simplemente un arreglo ordenado infinito de nimeros
ay, az, ... Una serie infinita

a +a,+as+ -

requiere que los términos sean sumados en el orden en el cual aparecen.
Para llegar a un significado preciso de la suma de una serie infinita se
considera la n-ésima suma parcial, esto es, la suma de los primeros n tér-
minos de la serie

S =@y tax Tt F an
Las sumas parciales s, para n diferentes forman una sucesién
$1 = a,, $s = a, + a,, s3=a; + a. + as,
y asi sucesivamente. La suma s de la serie infinita esti definida entonces

como
s = lim s,
n-a
siempre quc cl limite exista. En ese caso la seric infinita se denomina con-
vergente. Si la sucesién s, diverge, la serie infinita se denomina divergente.
Por ejemplo, la sucesién 1, g, g% ¢% ... da lugar a la seric gcométrica
infinita
lt+gq+¢G+¢+---
cuyas sumas parciales son

sn=1+q+q2+...+qn—l.
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Para |q| < 1 la sucesién s, converge hacia el limite

1

1—q
el cual representa entonces la suma de la serie infinita. Para |g| > 1 las
sumas parciales s, no poseen limite y la serie diverge (ver pp. 90-91).

Es costumbre utilizar para a; + a. + -+ + a, el simbolo

que indica que la suma de los a; ha de tomarse con k recorriendo los en-
teros k = 1 a k = n. Por ejemplo,
1 1 1

1
es el simbolo para T + 77 + 37 + v

M=

1
k!

-
it

1

mientras que

n
> d*b* es el simbolo para a'b® + a*b* + a%b® + -+ + a*b.
k=1
n
Ma4s generalmente, 2, ax significa la suma de todo a; obtenido dando a
k=m
k los valores m, m + 1, m + 2, ..., n. Por tanto

51 1 1 1
ZuTmtate
En estos ejemplos se ha utilizado la letra k& para el indice de sumato-

ria. Por supuesto, la suma es independiente de la letra que denota este
indice. Por lo tanto

” n
= Sa=3a
k=1 i=1
El simbolo
D
k=1

se utiliza para denotar la suma de toda la serie infinita. Anilogamente,
L4
> a seria el simbolo para la suma de la serie infinita a, + a, + a. + .. .,
k=0
cuya n-ésima suma parcial es s, = ap + a1 + a. + - + apy.

Muchos de los resultados anteriores pueden ser escritos mas concisa-
mente en esta notacién sumatoria. La férmula de la p. 81 para la suma

de los primeros n cuadrados se convierte en

A, n(n+1)(2n+1)
;Ek B 6




100  Introduccion Cap. 1

La férmula para la suma de la serie geométrica es

: 1
2q¢=—— para ¢ <L
k=0 1 —gq

Finalmente, el teorema binomial estd expresado por

& [n
(a+b)*= > ) amrbk.
r=o \ K
Puesto que una serie infinita es simplemente el limite de una sucesién
sns la convergencia puede ser decidida sobre la base de los criterios de
convergencia para sucesiones. Por ejemplo, la convergencia de la serie

» 1 1 1
2ttt o ta

crecen monétonamente con n y estdn acotadas puesto que

1 1 1 1
I<am<ldgt sttt o
11— 172 1 1 3
S T el A L R
+ 1—% HEIE TR

Posteriormente, en el capitulo 7, se estudiardn las series infinitas mads
sistem4ticamente.

e. El nimero ¢

Como primer ejemplo de un nimero que es generado como el limite de
una sucesién, se considera

_ 1 1 1
Asi e es la notacién para lim S,, donde
now
1 1 1 ¢t

1 Recordando la convencién que define a 0! como 1, el primer término de la
serie puede escribirse como 1/0! en concordancia con la ley de formacién de los
siguientes términos. Nétese que en nuestra notacién S, es realmente la (n + 1)-ésima
suma parcial de la serie infinita, en vez de la n-ésima. Esto, sin embargo, no tiene
ningin significado.
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Los nimeros ¢ y = son las constantes trascendentes mas exactamente uti-
lizadas en anélisis matematico. Para demostrar la existencia del limite e
se requiere solamente probar que la sucesién §, es acotada, puesto que
los niimeros §, crecen monétonamente. Para todos los valores de n se tiene
1 1

T+

1 1
Ss=ltltotsgtoggt Y35

2

1 1 1 1
o 1—1)2m
=lt——7 <3

Los nimeros S, tienen por lo tanto la cota superior 3, y puesto que for-
man una sucesién monétona creciente los niimeros poseen un limite, que
se denota por e.

La expresién de e como una serie permite ripidamente calcular ¢ con
gran precisién. El error que se comete al aproximar e¢ por una suma par-
cial Sy, puede ser estimado por el mismo método de comparacién con una
serie geométrica que proporcioné la cota superior 3 para e. Para toda
n > m se tiene

1 1 1
S"—S"‘+(h1+1)!+(m+2)!+ Y

1 1 1
<s, 1+ o]
- +(m+1)! m+2+(m+2)(m+3)

1 1 1
<S, [1 + +}
< St (m +1)! t m4+1 (m+1)?
1 1 11
=S, =S8, +—-—.
+(m+1)!1_ 1 m m!

m+1

Por tanto, para n > m
11
Sm <8 K8 + ——
m m!
Si se hace crecer n mas alli de toda cota mientras a m se le mantiene
fijo, se encuentra también que
11
Sm< e < Sy +——
m m!
De aqui que e difiere de Sy, en a lo mas (1/m) (1/m!). Puesto que m!
crece muy rapidamente con m, el ntimero §,, es ya una buena aproximacién
para m bastante pequefio; por ejemplo, S, difiere de ¢ en menos que 107,
De esta manera se encuentra que ¢ = 2.718281 - --
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e es un numero irracional. La estimacién para e en términos de Sp
puede utilizarse también para establecer esta propiedad. Asi, si e fuera
racional, ¢ podria escribirse en la forma p/m con p y m enteros positivos;
aqui m > 2, puesto que e, situado entre 2 y 3, no puede ser un entero.
Comparando ¢ con la suma parcial Sn, se tendria
4 1

P+ L L
m m

Sn < :
m.

Si se multiplican aqui los dos miembros por m! se encuentra que

1
mlSp < p(m — 1) <mlSp+ — <m!Sn+ L.

Pero

_ m!  m! m!

es un entero puesto que cada término de la suma lo es. Por lo tanto, si
e fuera racional el entero p(m — 1) estaria situado entre dos enteros suce-
sivos, lo cual es imposible.!

El nimero e como limite de (1 + 1/n)™ El nimero e, que se definié
aqui como la suma de una serie infinita, puede obtenerse también como

limite de la sucesién
”
n=@+%.
n

La demostracién es sencilla y es al mismo tiempo un ejemplo instructivo
de operaciones con limites. De acuerdo con el teorema del binomio,

n=0+%
n

1 — —_ 7).
_+n(n I)Lz_*_.“_*_n(n (n —2) 11
n 2! n n! n"

=14+n

i

1 1
141 —(1—-) e
+ +2!. n +
1/ 1 2 / n—1
_1__)(1__ ...(1_.
+n!( n n,) n )

1 La irracionalidad del niimero e significa que no existe ninguna ecuacién lineal
ax + b = 0 con coeficientes racionales a, b y a % 0 que tenga a e como solucién.
Una proposicién mucho més fuerte ha sido probada (por Hermite), a saber: que no
existe ninguna ecuacién polinomial ax® + ax"" + -+ + anax + an — 0, de cualquier
grado n y con coeficientes racionales ao, @i, ..., an (con a7 0), con x = ¢ como
raiz. Se dice que e es un nimero trascendente, en contrastc con los nimeros “alge-

braicos” como V2 o bien ¥ 10, que son raices de ciertas ccuaciones polinomiales con
coeficientes racionales.
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De esto se ve de inmediato que T, < S, < 3. Mas aln, puesto que Ty
se obtiene de T, reemplazando los factores 1 — t/n, 1 — 2/n, ... por los
factores mayores 1 — 1/(n + 1), 1 —2/(n +1),..., y finalmente afia-
diendo un término positivo, se ve que los T, forman también una sucesién
monétona creciente de la cual sc sigue la existencia del limite im T, = T.

nIro

Para probar que T" = ¢, se observa que para m >n

Tm>1+l+l(l—l)+“-+-1—-(1——!-)'-'(1—"_1).
2! m

n! m) m

Si ahora se mantiene n fijo y sc deja crecer m mas all4 de toda cota, se
obtiene en el miembro izquierdo el nimero T y en el derecho la expresién
S, de modo que T > §,. Por lo tanto T > §, > T, para todo valor de n.
Se hace ahora crecer n, de modo que T, tiende a T; y de la doble des-
igualdad se sigue que T = lim §,, = ¢. Esta era la propiedad por demostrar.

n-ow
Posteriormente (seccién 2.6, p. 171) este namero e se obtendrid adn
nuevamente desde otro punto de vista.

f. FEl namero = como limite

Un proceso limite que en esencia se remonta a la antigiiedad clasica
(Arquimedes) es aquél mediante ¢l cual se define el nimero =. Geométri-
camente = significa el drca de un circulo de radio uno. Se considera como
cosa obvia que esta irea pucde ser expresida por un nimero (racional o
irracional) denotado por . Sin embargo, esta definicién no es de gran ayu-
da para nosotros si se desca calcular el niimero con toda precisién. En-
tonces no se tiene mas alternativa que la de representar el nimero por
medio de un proceso limite, a saber, como el limite de una sucesién de
nameros conocidos y facilmente calculados. Arquimedes utilizé ya este pro-
ceso en su método de exhauccién, el cual consiste en aproximar el circulo
por medio de poligonos regulares con un nimero creciente de lados que
se ajustan a él cada vez més. Si fn denota el area de un m-dgono (poli-
gono de m lados) regular inscrito en el circulo, el 4rea del 2m-agono ins-
crito esti dado por la férmula [probada por geometria elemental o bien
por la expresién fn, = (n/2) sen (2x/n) (ver Fig. 1.46)]

fom =" ‘/ 2 — 2yT— (Zfnfm)

Déjese recorrer ahora a m, no la sucesién de todos los enteros positivos,
sino por la sucesién de potencias de 2, esto es, m = 2"; en otras palabras,
se forman aquellos poligonos regulares cuyos vértices se obtienen mediante
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biseccién repetida de la circunferencia. Es claro de la interpretacién geo-
métrica que los f,* forman una sucesién creciente y acotada, que por lo
tanto tiene un limite que es el drea del circulo:

7 = lim f"
noo

Esta representacién de = como limite sirve en realidad como base para
célculos numéricos; asi, partiendo con el valor f, = 2 pueden calcularse
en orden los términos de la sucesién que
tienden a w. Una estimacién de la preci-
sién con la cual cualquier término f,* re-
presenta a = puede obtenerse construyendo
las rectas que tocan al circulo y son pa-
ralelas a los lados del 2"-4gono inscrito.
Estas rectas forman un poligono circuns-
crito, andlogo al 2"-4gono inscrito, que
tiene dimensiones mayores en la razén
1:cos (w/2™). Por lo tanto, el irea F* del
poligono circunscrito puede encontrarse a
partir de la razén dada por

Jor ( m )2
H = ={C0S —}.
Figura 1.46. For on

Puesto que el drea del poligono circunscrito es mayor que la del circulo,
se tiene

for <7 < Fpn= I 5 = _2fi______
(cos Zf = 2
2%,

Por ejemplo, fs = 2/2, de modo que se tiene la estimacién

4v/2
1+ 4v/2

Estas son cuestiones con las cuales el lector estardA mas o menos fami-
liarizado. Sin embargo, lo que se desea hacer resaltar es que el calculo de

2V2 <7 <

dreas por medio de exahuccién por figuras rectilineas cuyas dreas pueden
ser calculadas ficilmente constituye la' base para el concepto de integral,
el que se introducird en el capitulo 2. Para el cilculo numérico efectivo
de = se dispone de métodos mucho mas eficientes como se verd en la sec-
cién 6.26.
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1.8 El concepto de limite para funciones de una variable continua

Hasta ahora se han considerado limites de sucesiones, esto es, de fun-
ciones de una variable entera n. La nocién de limite, sin embargo, se
encuentra frecuentemente en relacién con una funcién f(x) que esti de-
finida para toda x en alglin intervalo.

Se dice que el valor de la funcién f(x) tiende a un limite 5 cuando x
tiende a £ o sea, en simbolos,

limf(x) ==,

2§
si f(x) difiere arbitrariamente poco de 7 para toda x para la cual f(x)
estd definida y que esti situada suficientemente cerca de £.! Expresada
mas precisamente, la definicién de lim f(x) es como sigue.

Si para una cantidad positiva arbitraria ¢ asignada puede definirse un
intervalo |x — £ < & suficientemente pequefio de modo que para toda x
que pertenece tanto al dominio de f como al intervalo la desigualdad
If(x) — 5] < & se satisface, entonces lijnf(x) = 9.

Existe una conexién muy estrech; een'ure los conceptos de limite de

una funcién y continuidad. Si £ pertenece al dominio de f, esto es, si
f(£) estd definido, entonces lim f(x), si existe, debe tener el valor f(£).
-

e
Realmente, la definicion de 7 = limf(x) implica en particular |f(£)
z-

— 7| < & para todo & positivo, y por lo tanto p = f(£). Ahora, compa-
rando las definiciones de limite y de continuidad se ve que la relacién
lim f(x) = f(£¢) justamente expresa la continuidad de la funcién f en el
z-E

punto £ Luego, para £ en el dominio de f, la existencia de lim f(x) sig-
¢

nifica justamente que f es continua en £ M4s generalmente, si f(x) no
esta definida en £ pero lim f(x) existe y tiene ¢l valor 5, puede asignarse

z
a f en el punto £ el valor 4, y la funcién f, completada de este modo, sera
continua en £ (Singularidad Removible. Ver p. 59.)

El limite de una funcidn puede ser también completamente descrito en términos
de limites de sucesiones. El aserto

lim f(x) = »
z-¢

significa que
Hm f(x,) =9
n-oo
para toda sucesién x, con limite ¢ (donde, claro esti, se supone que los X, perte-

necen al dominio de f). Pues si limf(x) = y si lim *, = §, entonces f(x) estd
2 n-w

.1 Se supone aqui que arbitrariamente cerca de £ existen puntos donde f ests
definida.
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arbitrariamente cerca de 5 para x suficientemente cercano a §; pero x, esta sufi-
cientcmmente cercano a ¢ sdlo si n es suficientemente grande, y consecuentemente

lim f(x,) = 7. Si, por otra parte, lim f(x,) = n para x,— £, debe tenerse tam-
7o now

bién lim f(x) == n. Pues de lo contrario existiria un néGmero positivo ¢ tal que
2o

i 7 . . . . .
'f(x) — n] > e para algin x arbitrariaiente cercano a ¢; también existiria entonces
una sucesion x, convergente a ¢ para la cual [f(x,) — 5| 2> &; pero entonces

lim f(x,) no podria ser igual a 7.
n oo

La continuidad de la funcién f(x) en el punto ¢ implica entonces: lim f(x,)
N

== f(¢), para toda sucesién x, en cl dominio de f que converge a ¢. Mas general-
mente, para una funcién continua en el intervalo la relacién

limf(x,) = f(limx,)

"ot n-ow

es valida para cualquier sucesiéon en el dominio de f que converge a2 un punto del
intervalo. Se ve que para una funcién continua el simbolo de limite puede ser
intercambiado (o bien, como se dice, *“conmuta”) con los simbolos para la funcién.

Limites de sumas, productos y cocientes de funciones se determinan por
las mismas reglas que para las sucesiones (ver p. 94): Si imf(x) =5
z-4¢
y lim g(x) = ¢ existen, entonces
g
Iim (f(x) +glx)) =9+ (. lim (f(x)g(x)) = 5¢;

x ¢ roE

y para { = 0 también

=) _

TE I
Las demostraciones son las mismas que para sucesiones. (Las reglas se
seguirfan también de aquéllas para sucesiones, escribiendo limites de fun-
ciones como limites de sucesiones.) Consecuentemente, cuando ¢ pertenece
al dominio de f y g, la suma, producto y cociente de dos funciones f(x)
y g(x) que son continuas en un punto & son también continuas (donde
para los cocientes se debe suponer que g(§) 7 0).

Los casos en que § no pertenece al dominio de f resultaran ser de par-
ticular importancia para el cilculo diferencial. Como un primer ejemplo,
considérese la relacion

IS [ J— n
lim 5 T8 e,

>t X 3

donde n es un entero positivo. Por supuesto, f(x) == (a® — &) /(x — §) es
una funcién definida solamente para x 54 £. Pero para x =~ £ la identidad
algebraica

- _:xn—l+_\,n-'.:£+xn—3€2+.A,_+_gn—~1’
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es valida como consecuencia de la férmula sumatoria para la seric geomé-
trica. Para encontrar el limite se requiere solamente hacer tender x a £
y evaluar el limite del lado derecho por las reglas para limites de sumas
y cocientes.

Menos obvia es la férmula

senx

Hm =1

-0 X

(donde, por supuesto, el dngulo x es medido en “radianes”, como se expli-
c6 en las pp. 73-74). Aqui también, el cociente (senx)/x esti definido
solamente para x %= 0.

o
B
"
c
o | 8
ol
=
&
O
0 A

Figura 1.47.

Pero si se define (senx)/x = 1 para x = 0, el cociente se completa
como una funcién que es continua también en x = 0. Para la demostracién
de la férmula limite se apela aqui a un argumento geométrico.

De la Fig. 1.47 se encuentra, comparando las areas de los tridngulos
OABy OAC y el sector OAB? del circulo unitario, que, si 0 < x < =/2, es

isenx < dx < 3dtanx.
De aqui se siguc que si 0 < [x] < /2, es

X 1

sen x Ccos x

Por lo tanto, el cociente (sen x)/x esta situado entre los nlimeros 1 y cos x.
Se sabe que cosx tiende a 1 cuando x =0, y de esto se sigue que el co-
ciente (sen x)/x puede sélo diferir arbitrariamente poco de 1 si x estd

1 Por supuesto, el 4ngulo x pudo haberse definido en primer término como el
doble del 4rea del sector OAB.
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suficientemente cerca de 0. Esto es exactamente lo que se entiende por la
ecuacion que habia que demostrar.
Del resultado acabado de probar se sigue que

, tanx , senx_, 1
lim = lim lim =1,
-0 X -0 X -0 cos x
y también
, 1 —cosx
Iim——-=0.
-0 X

Esto ultimo se sigue de la férmula, valida para 0 < |x| < 7/2,

1 —cosx (I —cosx)(l+cosx) 1—cos’x
X N x(1 + cos x) " x(1 + cos x)
_senx 1

———— - senx.
x 1+ cosx
Para x — 0 el primer factor en ¢l lado derecho tiende a 1, el segundo a %,
y el tercero a 0, como se establecié antes.

Dividiendo la misma férmula por x, se obtiene

1—cosz _ ('scn x)2 1

b
x° z /) 14+cosz

de la cual surge

, 1 —cosx 1
lim-——krnwm = =
20 xT 2
Limites para x — 0. Finalmente se hace notar que igualmente es po-
sible considerar procesos limite en los cuales la variable continua x crece
mas alla de toda cota. Por ejemplo, es claro el significado de la ecuacién
, ox2+ 1 L, 1+ 1/x?
lim — = lim ;=
e X2 — 1 R l/x

Significa que la funcién en la izquierda difiere arbitrariamente poco de
uno, bastando s6lo con que x sea suficientemente grande. Las reglas para
formar limites de este tipo para sumas, productos y cocientes son las mis-
mas que antes.

* Existe un resultado adicional el cual es frecuentemente Gtil en el calcu-
lo de limites, y es la regla para obtener el limite de una funcién compuesta.
La funcién compuesta f(g(z)) estd definida para aqucllos valores de 2z
para los cuales x = g(z) estd situado en el dominio de f(x). La funcién
g(z) puede ser una funcién de una variable continua o bien una variable
entera, pero f(x) debe ser una funcién de una variable continua.
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Si lim g(2) = £, donde £ estd situado dentro de un intervalo abierto
-

z
del dominio de f, y si limf(x) = 5, entonces lim f(g(z)) = 5. Como un
. e8¢ . . 220 . .
corolario, se observa que una funcién continua de una funcién continua es

asimismo continua (como se menciond ya en la p. 78).

El resultado es obvio del hecho de que f(x) puede hacersc arbitraria-
mente cercano a 7 tomando x suficientemente cercano a §, y para hacer
x = g(z) suficientemente cercano a £ bastard solamente con tomar z su-
ficientemente cercano a . Con algunas ligeras modificaciones se aplican
los mismos argumentos que valen en el caso en que cualquiera de las varia-
bles puede crecer mis alld de toda cota.

a. Algunas observaciones sobre las funciones elementales

Hasta aqui ticitamente se ha supuesto que las funciones elementales son
continuas. La demostracién de este hecho es muy simple. En primer lugar,
la funcién f(x) = x es continnua; por ello, 2 = x - x es continua, como
producto de dos funciones continuas, y toda potencia de x es, de la misma
manera, continua. Por lo tanto, todo polinomio es continuo, por ser la suma
de funciones continuas. Toda funcién racional, como cociente de funciones
continuas, ¢s analogamente continua en todo intervalo en el cual el deno-
minador no se hace cero.

La funcién x® es continua y mondtona para x > 0. Por lo tanto, la
n-€sima raiz, que es la funcién inversa de la n-ésima potencia, es continua.
De este hecho es facil concluir que la n-ésima raiz de una funcién racional
es continua (excepto donde el denominador se hace cero).

La continuidad de las funciones trigonométricas puede ser probada aho-
ra, utilizando los conceptos ya desarrollados. Sin embargo, la discusién se
omite aqui puesto que en el capitulo 2 (p. 188) se verd que la continuidad
de todas cstas funciones se sigue ficilmente como consecuencia de su dife-
renciabilidad.

Se harin solamente algunos comentarios en torno a la definicién y continuidad
de la funcién exponencial a?, de la funcién potencia general, x%, y del logaritmo.
Se supone, como en la seccién 1.3 (p. 74), quc a es un namero positivo, digamos,
mayor que uno, y r = p/q es un namero racional positivo (siendo p y g enteros);
entonces a” = aP/4 es el nimero positivo cuya g-ésima potencia es aP. Si a es cual-

quier numero irracional y r;, 75 ... ,7,, ... es una sucesién de nimeros racionales
que se aproximan a «, se afirma que lim a™m existe; y este limite se denomina en-
tonces a®. m=®

Para probar la existencia de este limite por medio del criterio de Cauchy se
requiere mostrar solamente que |a™ — a”=| es arbitrariamente pequefio siempre que
n y m sean suficientemente grandes. Se supone, por ejemplo, que r, > r,, o bien
que r, — r,, = &, donde 8 > 0. Entonces,

a'™ — a’™n = a"™ (a® — 1).
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Puesto que los 7, convergen a a, éstos son acotados y también lo son los a™; por
lo tanto, es suficiente mostrar que

la® — 1] =a® — 1

es arbitrariamente pequefio cuando los valores de n y m son suficientemente grandes.
Sin cmbargo, ciertamente el nGmero racional § puede hacerse tan pequefo como
se desee sicmpre que los valores de n y m sean suficientemente grandes. Por lo
tanto, si / ¢s un cntero positivo arbitrariamente grande, 8§ < 1/l si n y m son sufi-
cientemente grandes. Ahora las relaciones § < 1/l y a > 1 dan?

1 <a®<aVl

y puesto que a'/! tiende a uno conforme ! crece hacia infinito (ver p. 87), se
concluye inmediatamente que vale el aserto y el limite existe.

Puede mostrarse que la funcidén a® extendida de esta manera a valores irraciona-
les e¢s también continua en todas partes, y, aiin mas, que es monétona. Para valores
negativos de x csta funcién estd naturalmente definida por la ecuacién

1

a3’
Conforme x varia de —o a +0¢, a? toma valores cntre cero y + . Consecuen-
temente, posee una funcién inversa que es continua y mondtona, la cual se denomina
el logaritmo de base a. De manera parecida puede probarse que la potencia general
x% es una funcién continua de x, donde a es cualquier nimero fijo racional o irra-
cional y x varia en el intervalo 0 < x < 0, la cual es monétona si a 5= 0.

La discusién “clemental” de la funcidén exponencial, del logaritino y de la po-

tencia x2, delincada aqui serd recmplazada posteriormente (p. 171) por otra discu-
sibn en principio mucho més simple.

Suplemento

Uno de los grandes logros de los matematicos griegos fue la reduccién
de asertos matematicos y teorcmas, en forma légica y coherente, a un pe-
quefio ndmero de postulados o axiomas muy simples, los bien conocidos
axiomas de la geometria, o bien las reglas de la aritmética, que gobiernan
relaciones entre unos cuantos objetos basicos, tales como los niimeros ente-
ros y los puntos gecométricos. Los objetos matematicos bésicos se originaron
como abstracciones o idcalizaciones de la realidad fisica. Los axiomas, ya
sea considerados como “evidentes” desde un punto de vista filoséfico o
bien meramente como abrumadoramente plausibles, se aceptan sin demos-
tracién; sobre cllos reposa la cristalizada estructura de las matematicas.
Por muchos siglos la axiomditica matematica euclidiana fuc aceptada como
un modelo para el estilo matematico, y aun imitada para otras tareas
intelectuales. (Por ejemplo, fildsofos tales como Descartes y Spinoza tra-
taron de hacer sus especulaciones mdas convincentes presentandolas axio-
méticamente, o bien, como ellos decian, “more geometrico”.)

! Esta propicdad surge del hecho de que para @ > 1 la potencia a™* es mayor
que 1 si m/n es positivo. Pues a = (4*)™ es el producto de m factores todos mayo-
res que 1 y asi es mayor que uno.
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El método axiomitico fue descartado cuando, después del estancamiento
durante el medioevo, las matemdticas junto con la ciencia natural prin-
cipiaron un desarrollo explosivamente vigoroso basado e¢n el nuevo calculo.
Extendiendo vastamente cl alcance de las matematicas, los descubridores in-
geniosos no podian ser estorbados teniendo que sujetar los nuevos descubri-
mientos a un anilisis 16gico riguroso, y por ello en el siglo xvi la
invocacién a la evidencia intuitiva se convirtié en un substituto ampliamente
utilizado en cambio de la demostracién deductiva. Matemdticos de primer
orden opecraron con los nuevos conceptos guiados por un infalible sentido
para la exactitud de los resultados, aun, en ocasiones, con misticas asocia-
ciones, como en las referencias a los “infinitesimales” o “cantidades infi-
nitamente pequefias”. La confianza en la arrolladora potencia de las nue-
vas manipulaciones del calculo transporté a los investigadores muy lejos,
en trayectorias imposibles de seguir si hubiesen estado sujetos a las limita-
ciones del complejo rigor lgico. Solamente el instinto seguro de grandes
maestros pudo prevenir en contra de graves errores.

El entusiasmo poco critico pero enormemente fructifero del primer pe-
riodo se fue encontrando gradualmente con contracorrientes que sc eleva-
ron con gran fuerza cn el siglo X1x pero que no impidicron el desarrollo
del andlisis constructivo iniciado anteriormente. Muchos de los grandes
matematicos del siglo xix, en particular Cauchy y Weierstrass, desempefa-
ron un papel en el esfuerzo hacia la critica revaluacién. El resultado no
fue sélo un nuevo y firme fundamento del anilisis, sino que también cre-
cieron la lucidez y la simplicidad como bases para notables progresos
posteriores.

Una meta importante cra la de reemplazar la confianza sin distincién
sobre la “intuicién” imprecisa por un razonamiento preciso basado en ope-
racienes Con numerge

<
22dA0S, alaUhaaVS aaue

nues ¢l pensamicnte geométrice intuitive dejz un
margen indeseable de vaguedad, como se vera con frecuencia en los siguien-
tes capitulos. Por ejemplo, el concepto genecral de curva continua escapa
a la intuicién geométrica. Una curva continua, que representa una fun-
cién continua, como sc definié anteriormente, puede no tener una direccién
definida en cada punto; mas ain, pucden construirse funciones continuas
cuyas graficas no tienen direccién en ninguna parte o bien a las cuales no
puede asignarseles ninguna longitud.

Empero, jamis debe olvidarse que el razonamiento abstracto deductivo
es meramente un aspecto de las matemaéticas, mientras que la motivacién
impulsora y el gran alcance universal del andlisis emanan de la realidad
fisica y de la geometria intuitiva.

Este suplemento proporcionara un apoyo riguroso (con algunas repeti-
ciones) para los conceptos basicos tratados intuitivamente antes en este
capitulo.
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S.1 Los limites y el concepto de nimero

Empezaremos con las ideas de la seccién 1.1, analizando de lleno el
concepto de nimero real y su conexién con el de limite. Se define el con-
tinuo de nimeros por un procedimiento constructivo basado en los niime-
ros naturales. Se probar4 entonces que ¢l concepto extendido de nimero
satisface las reglas de aritmética y los otros requisitos, haciendo de éste
la herramienta adecuada para la medicién.

Puesto que una exposicién completa requeriria un libro separado,® se
indicarin solamente los pasos principales. El estudiante, esforzindose a
través del material algo tedioso, se maravillard del hecho de que sobre
la base de los numeros naturales la mente humana puede erigir un sistema
de ntimeros l6gico y consistente, formidablemente adecuado para la labor de
medicién cientifica.?

a. Los numeros racionales

Limites definidos por intervalos racionales. Se comienza aceptando el
sistema dc nameros racionales con todas sus propiedades usuales, obtenidas
de las propicdades basicas de niimeros naturales. Asi, los nimeros raciona-
les estin ordenados por magnitud, permitiéndose definir intervalos “racio-
nales” como conjuntos de nameros racionales situados entre dos nameros
racionales dados (los intervalos que incluyen los puntos extremos se deno-
minan cerrados). La longitud del intervalo con puntos extremos a, b es
|b — a|. Como se observa en la seccién la, los nimeros racionales son
densos y todo intervalo racional contienc una infinidad de nimeros racio-
nales. Por el momento todas las cantidades que ocurran se supondran na-
meros racionales,

Dentro del dominio de los nimeros racionales se definen sucesiones y
limites (ver p. 93). Dada una sucesién infinita de nimeros racionales

i, @y, ... y un namero racional r se dice que
limay, =7
noo

1 Véasc por ejemplo, E. Landau, Foundations of Analysis, 2nd. Ed., Chelsea,
New York, 1960.

2 Los nameros reales pueden ser introducidos también de manera puramente
axiomatica, con todas sus propiedades bisicas aceptadas como axiomas. En el trata-
miento que se hard aqui se aceptan, en principio, solamente los axiomas para nimeros
naturales (incluyendo el principio de induccién matemética). Los nimeros racionales
y los numeros reales son construidos entonces sobre esta base. Los “axiomas” para
nameros reales son cntonces, en principio, simplemente teoremas sobre los ntimeros
naturales, para los cuales se requieren demostraciones. En realidad, se comenzard ya
con los nimeros racionales como elementos conocidos, puesto que la construccién de
los nameros racionales a partir de los niimeros naturales y la deduccién de las pro-
picdades basicas de los nidmeros racionales no presentan ninguna dificultad.
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si todo intervalo racional que contiene a r en su interior contiene también
a “casi todo” an, esto es, todos los a, excepto a lo mis un ndmero finito.
Se sigue de inmediato que una sucesién de ndmeros racionales no puede
tener mas de un limite racional y que las reglas usuales para limites de
sumas, diferencias, productos y cocientes (ver pp. 94-95) son vilidas para
sucesiones de nameros racionales con limites racionales.

Una consecuencia enteramente obvia de esta definicién es que pasando
al limite se preserva el orden: si lima, = @, limb, = b y para todo n es
a, < by, entonces a < b. Noétese que atn suponiendo a, < b, estrictamen-
te, no puede decirse mis que a < b, o bien excluir la posible igualdad de
los limites (por ejemplo, las sucesiones an =1 —2/ny by, =1—1/n> a,
poseen el mismo limite 1).

Las aseveraciones en torno a limites pueden ser expresadas en términos
de sucesiones nulas racionales, esto es, sucesiones a, @i, ... de numeros
racionales para los cuales

lima, = 0.

NI
Se dice a, “se torna arbitrariamente pequefio conforme n tiende a infinito”,
dandose a entender con ello que para todo racional positivo e, no importa
cuin pequefio, se satisface la desigualdad |a,| < e para casi todo n. Obvia-
mente la sucesién a, = 1/n es una sucesién nula.

Asi, una sucesién de nQmeros racionales a, tiene el limite racional r
si y s6lo si los ntumeros r — a, forman una succsién nula.

b. Numeros reales determinados por encaje
de intervalos racionales

Se observé en la p. 29 que intuitivamente los puntos racionales son den-
sos en el eje real y que existen siempre nimeros racionales entre dos
nameros reales cualesquiera. Esto sugiere la posibilidad de definir riguro-
samente un nGmero real totalmente en términos de relaciones de orden
respecto a los racionales, procedimiento que se seguird a continuacién.

Una “sucesién anidada” o encaje de intervalos racionales (pp. 32-33)
es una sucesién de intervalos cerrados [, con puntos extremos racionales
@, ba, con cada intervalo contenido en el precedente, cuyas longitudes for-

man una sucesién nula
Ap-1 S an S bn _<_ bn‘l

lim (bp, — as) = 0.
noo
Puesto que cada intervalo [, = [an, by] de un encaje contiene todos los
intervalos subsiguientes, un ndmero racional r situado fuera de cualquier
Jn esté situado también fuera y sobre el mismo lado de todos los intervalos
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subsiguientes. Asi, un encaje de intervalos racionales da lugar a una sepa-
racién de todos los ndmeros racionales en tres clases.! La primera clase
consiste de los niimeros racionales r situados a la izquicrda de los interva-
los ], para n suficientemente grande, o sea, para los cuales r < a, para
casi todo n. La segunda clase consiste de los niimeros racionales 7 conteni-
dos en todos los intervalos Jn Esta clase contiene a lo mas un ntmero,
puesto que la longitud del intervalo [, se reduce a cero con n creciente.
La tercera clase consiste de los niimeros racionales 7 para los cuales 7 > b,
para casi todo 7. Es claro que todo nimero de la primera clase es menor
que cualquiera de la segunda clase, y cualquier nimero de la segunda
clase es menor que cualquicra de la tercera. Los propios puntos a, son de
la primera o bien dc la segunda clase, y los numeros b, estin en la segun-
da o bien en la tercera.

Si la segunda clase no es vacia, consiste de un solo ntimero racional 7.
En este caso la primera clase consiste de los niimeros racionales menores
que 7 y la tercera clase de los ntimeros racionales mayores que 7. Se dice
entonces que el encaje de intervalos [, representa el nimero racional 7.
Por ejemplo, el encaje de intervalos [r — 1/n, r + 1/n] representa el ni-
mero 7.

Si la segunda clase es vacia, el encaje no representa un ntmero ra-
cional; estas sucesiones anidadas sirven entonces para representar nimeros
irracionales. Los intervalos individuales [a,, b,] de la sucesién no son impor-
tantes para estc propésito; solamente la separacién de los nimeros racio-
nales cn tres clases, generada por esta sucesién es esencial, diciéndonos
dénde el namero irracional encaja entre los racionales.

Asi, dos encajes de intervalos racionales [an, bs] y [as’, b’] se denomi-
nan equivalentes si dan lugar a Ja misma separacién de los ntimeros ra-
cionales en tres clases. El lector deberid probar como ejercicio que es
necesario y suficiente para la equivalencia que: a,’ — a, sea una sucesién
nula, o también: que las desigualdades

a, < by, a, < b,

se cumplan para todo n.

A un encaje de intervalos racionales [ay, bs] se le asigna un ndmero real.
Los niumeros reales determinados por dos encajes distintos se considerardn
iguales si las sucesiones son equivalentes. Un nGmero real est represen-
tado entonces por la separacién de los niimeros racionales en tres clases
generada por encajes equivalentes de intervalos racionales. Si la segunda
clase consiste de un namero racional 7, se considera al ntmero real re-

presentado por esta separacién en clases como idéntico con el ndmero
racional 7.

1 Llamada “Cortadura de Dedekind”.
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¥c.  Orden, limites y operaciones aritméticas para niimeros reales

Habiendo definido los nGimeros reales, pueden definirse ahora las nocio-
nes de orden, suma, diferencia, producto, limite, etc., para éstos y probar
que poscen las propiedades usuales. Para ser légicamente coherentes, cual-
quier definicién concerniente a nimeros reales debera: (1) poseer el sig-
nificado ordinario en caso de que los nimeros reales sean racionales, y
(2) ser independiente de los encajes individuales de intervalos utilizados
para representar niimeros reales.

*Intervalos con puntos extremos reales

Si bien hasta ahora, ain para la definicién de nimeros irracionales, los
puntos extremos de los intervalos anidados fueron supuestos racionales,
deberan quitarse aqui tales restricciones y mostrar que se puede operar
con numeros reales exactamente como se hace con nimeros racionales.

Los niimeros reales se denotaran por letras x, y, ... . Si el nlimero real
x estd dado por el encaje de intervalos racionales [ay, b,] se escribe
x ~ {[an, bs]}. De la definicién de ndmero real se infiere una definicién
natural de orden para un ndmero real, x ~ {[a,, bs]}, rclativa a un name-
ro racional 7. Se dice que r < x, r = x, 7 > x, segln que r pertenezca a la
primera, segunda, o tercera clase de la separacién de los nimeros racionales
generada por el encaje de intervalos. Esta definicién es obviamente inde-
pendiente del encaje especial {[an, ba]} que define a x, y posee el significado
ordinario cuando x es racional. Equivalentemente, se dice que r < x si
r < apparacasitodon, v =xsia, <r < b,paratodon,yr>xsir> b,
para casi todo n.

Mediante la comparacién de nimeros reales con niimeros racionales pue-
den compararse los nimeros reales el uno con el otro. Sean x ~ {[an, b»]},
y ~ {[an, Bn]}. Se dice que x <y si existe un namero racional r tal que
x < r < y. Claramente, esta definicién no depende de las representaciones
particulares de x e y mediante encajes puesto que las comparaciones con r
racional son independientes de tales representaciones. Asi, se dice que
x < y sl existe un namero racional r tal que b, < r < a, para casi todo n,
o sea, simplemente, si b, < a, para casi todo n. La relacién x < y impide
la posibilidad de que y < x o x = y. Obviamente, x <y e y < z impli-
can x < z.

Para dos ntmeros reales cualesquiera, x, y, se debe cumplir una de las
relaciones x <y, x =y, y < x. Pues si x5~y y uno de ellos, por ejemplo,
y, es racional, entonces y deberd estar en la primera o bien en la tercera
clase de la scparacion generada por x, esto es, o bien es y < x 0 es x < y.
Si ni x ni y son racionales, las segundas clases de las correspondientes sub-
divisiones son vacias, y deberd existir un namero racional r en la primera
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clasc respecto a uno de los nimeros y en la tercera clase respecto al otro.
Asi se cumple una u otra de las relaciones x <y o y < x.

Densidad. Una consecuencia inmediata de estas definiciones es la den-
sidad de los niimcros racionales, en el sentido de que entre dos nameros
reales cualesquiera, x, 9, existe siempre un namero racional 7. Se observa
también que si un namero real x estd representado por un encaje de inter-
valos racionales [a,, ba], cntonces a, < x < b, para todo n. Pues si x < am
para algin m, entonces b, < a, para casi todo n, contradiciendo la des-
igualdad a,, < ba, la cual se cumple para todo n. Por lo tanto, todo niimero
real puede ser confinado en un intervalo racional [a., bs] de longitud ar-
bitrariamente pequefa.

Una vez que los nimeros reales estin ordenados, puede hablarse de
intervalos con puntos extremos reales. La densidad de los nGmeros racio-
nales garantiza que todo tal intervalo incluye numeros racionales.

Limites. Un namero real x sc llama limite de una sucesién x;, xa, . . .
de nimeros reales si todo intervalo abierto con puntos extremos reales que
contiene a x conticne también elementos x, para casi todo n. Esta defini-
cién es compatible con la definicién en términos de intervalos racionales
dada anteriormente, en el sentido de que un limite racional de una su-
cesién racional cs un limite de la misma sucesién de ndmeros en el sentido
mas general de limite real. Como consecuencia de la definicién de limite
sc encuentra que para un namero real x representado por un encaje de
intervalos racionales [an, by] es

x = lim a, = lim b,,
now n-reo

*¥Aritmética. En seguida se definen las operaciones aritméticas para
numeros reales x~ {[an, ba]} y ¥ ~ {[@n, nB]}: Esto se logra mas facilmente
para las operaciones de adicién y substraccion. Se define

x+ 1y~ {lan t+ an, by + Bu}, x =y~ {[an — Bn, bn — as]}.

La prueba de que estas definiciones tienen sentido es un ejercicio sencillo
cuyos detalles se dejan al lector (ver problema 3, p. 139). Por ejemplo,
para x — y es necesario verificar solamente que los intervalos [a, — B,
by — a] forman un encaje cuyas longitudes tienden a cero, y por lo tanto
que ellos representan un nimero real z. El hecho de que z no dependa
de las representaciones especiales de x e y se demuestra caracterizando la
separacién de niimeros racionales en tres clases generada por z directamente
en términos de x ¢ y; por ejemplo, la primera clase consiste de los ni-
meros racionales r < z, o sea de aquellos 7 que son excedidos por a, — Br
para algin n; y se ve ficilmente que estos 7 son nlimeros racionales de la
forma s — ¢, donde s y ¢ son nGmeros racionales para los cuales s < x
yt>9.



Sec. S.1 Los limites y el concepto de nimero 117

El producto de los dos nimeros reales, x, v, estd definido para y > 0
por
%y ~ {[{anan, bafBnl},

donde se ha supuesto que todo a«, > 0; es obvio que los encajes son ade-
cuados para utilizarse con xy en los casos y < 0 e y = 0. Siempre que y
sea un numero racional positivo, el producto x -y es representable también
en la forma

x -y ~ {[any, bay]}.

Para un nimero natural y = m el producto x 'y = mx puede ser obteni-
do también por adicién repetida de x, esto es, mx =x + (m — 1)x =
x+x+-+x

Las operaciones aritméticas obedecen las reglas usuales. En particular,
la relacién x < y es equivalente a 0 < y — x. Se puede introducir el valor
absoluto de un nimero real y probar la desigualdad del triangulo
|x + 9] < x| + |y|. A la nocién de limite de una sucesién de ntimeros
reales, definida anteriormente en términos de relaciones de orden, puede
darsele entonces la formulacion equivalente: x = lim x, si para todo real

noo

positivo ¢ la relacién |x — x,| < e se cumple para casi todo n.
Verificaremos ahora el asi llamado

AxiomMa DE ARQUIMEDES. S7 x ¢ y son nidmeros reales y x es positivo,
existe entonces un nimero natural m tal que mx > y.

En esencia, esto significa que un nlmero real no puede ser “infinita-
mente pequefio” o bien ‘infinitamente grande” comparado con otro (ex-
cepto si uno de ellos es cero). Para probar el axioma de Arquimedes (el
cual en este contexto es realmente un feorema) se observa que para ni-
meros racionales es una consecuencia de las propiedades comunes de los
enteros. Si ahora x ~ {{an, ba]} € ¥ ~ {[an, Ba]} son nimeros reales y x es
positivo, entonces a, > 0 para casi todo n. Puesto que a, y 8, son nGmeros
racionales, puede entonces encontrarse un m tan grande que ma, > f3,, de
donde se sigue que mx > B, > y.

d. Plenitud del continuo de niimeros. Compacidad
de intervalos cerrados. Criterios de convergencia

Los ndmeros reales hacen posible las operaciones limite con nimeros
racionales, pero serian de poco valor si las correspondientes operaciones de
limite con los reales requirieran la introduccién de algin tipo adicional
de ntmeros “no reales” que habrian de ser intercalados entre los reales, y
asi sucesivamente ad infinitum. Afortunadamente, la definicién de nimero
real es tan amplia que no es posible ninguna extensién adicional del siste-
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ma numérico sin deponer algunas de sus propiedades esenciales (tal como
el “orden”, que debe ser descartado para ndmeros complejos).

Principio de continuidad

Esta completitud del continuo de nimeros reales estd cxpresada por el
principio béasico de continuidad (ver p. 32); todo encaje de intervalos con
puntos extremos reales contiene un ndmero rcal. Para probar esto consi-
dérense los intervalos cerrados [¥,, y»], siendo cada intervalo contenido en
el precedente, cuyas longitudes v, — x, forman una sucesién nula. Se afir-
ma que existc un nimero real x contenido en todo [x,,y.]: Las srcesiones
X, € y, tendrin entonces como limite a x. Para probar esto se reemplaza
la sucesién anidada [x,,y,] por un encaje de intervalos racionales [an, ba]
que conticne a los [x,, ys). Esta sucesién o encaje racional definira entonces
el nimero real x deseado. Para cada n, sea a, ¢l mayor niimero racional
de la forma p/2" menor que x,, y b, el menor nimero racional de la
forma q/2™ mayor que y,, donde p y ¢ son enteros. Claramente, los inter-
valos [a,, ba] forman un encaje que representa un nimcro rcal x. Si x
estuvicra situado fuera de uno de los intervalos [xm, ym], digamos, x < xp,
existiria un racional r con x < 7 < x, de donde, para todo n suficiente-
mente grande, se tendria

ynSbn<r<xm<xn,

lo cual es imposible. Por lo tanto, todos los intervalos [¥m, ¥»] contienen
al punto x.

Principio de Weierstrass—Compacidad

Son importantes otras diversas versiones de este principio de continui-
dad. La primera es el principio de Weierstrass de existencia de puntos limite
o puntos de acumulacién de sucesiones acotadas. Un punto x es un punto
limite de una sucesién x,, x,, ... si todo intervalo abierto que contiene a x
contiene también puntos x, para una infinidad de nimeros naturales n.
Notese la diferencia entre esta definicién y la definicién de limite, donde
los x, deben estar situados en el intervalo abierto para casi todo n, o sea,
para todo n excepto a lo m4s un nimero finito, o para todo n suficiente-
mente grande. Si una sucesién tiene un limite, entonces este limite es tam-
bién un punto limite de la sucesién y cs, de hecho, el tnico. Puede no
haber punto limite (como en el ejemplo de la sucesién 1, 2, 3, 4,...) o
bien un solo punto limite (como en una sucesién convergente) o diversos
puntos limiie (por ejemplo, la sucesién 1, —1, 1, —1, ... tiene los dos pun-
tos limite +1 y —1). El principio de Weierstrass asegura que: Toda suce-
sidn acotada tiene al menos un punto limite.

Para probar esto se obscrva que, como la sucesidén x4, x,, . .. es acotada,
existe un intervalo [y, z,] que contiene a todo x,. Partiendo con [y, z;] se
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construye por induccién sobre 7 un encaje de intervalos [yy, 2,] conteniendo
cada uno puntos x,, para una infinidad de naturales m. Si [yn, 2,] contiene
una infinidad de x,, se divide [y,, z,] en dos partes iguales por su punto
medio. Por lo menos uno de los dos intervalos cerrados resultantes debera
contener, a su vez, una infinidad de xm, y puede ser tomado como el inter-
valo [yni1, Znis). Es claro que los [y,, z,] forman un encaje que representa
un nimero real x. Todo intervalo abierto que contiene a x contendri los
intervalos [yn, 2z,] para n suficientemente grande y, por lo tanto, deber4 con-
tener una infinidad de x,.

Los puntos limite pueden también ser definidos como limites de subsu-
cesiones de la sucesion infinita xy, x., . .. dada. Una subsucesion es cualquier
sucesién infinita extraida de la sucesién dada, o sea, de la forma x,,, x5,
Xngs - .. » donde n; < m, < mz < -+ -. Obviamente, un punto x es un pun-
to limite de la sucesién xi, x5, ... si es limite de alguna subsucesién. Reci-
procamente, para todo punto limite x puede construirse por induccién una
subsucesién xp,, ¥n,, ... convergente a x. Si %n,, ..., ¥n,, estan ya defi-
nidos, se toma para m; un nGmero de la infinidad de enteros n para los
cuales 7 > ny_q y |xn — x| < 2°F.

Se recstablece el principio de Weierstrass en la forma:

TeoreMA. Toda sucesion infinita acotada de nimeros reales tiene una
subsucesién convergente.

Un conjunto se dice compacto si toda sucesién de sus elementos con-
tiene una subsucesién convergente a un elemento del conjunto. En otras
palabras, el teorema dice que intervalos cerrados de nimeros reales son
conjuntos compactos.

Sucesiones mondtonas

Una consccuencia especial de este teorema es que toda sucesién mond-
tona acotada converge. Asi, sea la sucesiéon xi, xz, ... mondtona, por ejem-
plo, monétona creciente. Si la sucesién es también acotada, tiene un punto
limite x. Arbitrariamente cerca de x deben existir puntos x, de la sucesién,
sin exceder ninguno a x puesto que los términos subsiguientes crecen y si
X > x entonces xm, 2> x, > x para m > n. Se sigue que todo intervalo
que contiene a x contiene a casi todo x,, o sea, que x es el limite de la
sucesién.

Criterio de convergencia de Cauchy

La condicién de que una sucesién sea acotada y mondtona es suficiente
para la convergencia. La importancia de este ascrto es que permite a me-
nudo probar la existencia del limite de una sucesién sin requerir un conoci-
miento a priori del valor del limite; ademas, la acotacién y monotonia de
una sucesién son propiedades que usualmente son ficiles de verificar en
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aplicaciones concretas. Sin embargo, no toda sucesién convergente debe
ser monétona (aunque debe ser acotada), y es importante disponer de
un criterio de convergencia de aplicabilidad mas general. Tal es la prueba
intrinseca o criterio de convergencia de Cauchy, que es una condicién
necesaria y suficiente para la existencia del limite de una sucesién.

La sucesion x,, xa, x;, ... converge siy sélo si para todo & positivo exis-
te un N tal que |x, — xn| < e para todos n y m mayores que N.

En otras palabras, una sucesién converge si dos cualesquiera de sus
elementos con indices suficienteniente grandes difieren en menos de ¢ uno
del otro.

Se afirma que la condicién es neccesaria para la convergencia. Si
x = lim x,, entonces todo x, con n suficientemente grande difiere de x
en menos de ¢/2 y, en consecuencia, por la desigualdad del tridngulo, cua-
lesquicra dos de tales valores x, y xy, diferirin uno del otro en menos de .
Reciprocamente, considérese una sucesién para la cual |x,, — x,,.] < ¢ para
todo &€ > 0, y para todos n, m suficientemente grandes. Existe entonces un
valor N tal que casi todo x, difiere de xy en menos de 1. Esto significa
que casi todo x, puede ser encerrado en un intervalo de longitud 2. Puede
entonces encontrarse un intervalo tan grande que contenga también el
namero finito de los x, que pueden encontrarse fucra del intervalo en tor-
no de xy. Asi, la sucesién esta acotada y posee por lo tanto un punto limite
%. Todo intervalo abierto que conticne a x contendrd también algunos
puntos x, con m arbitrariamente grande. Puesto que los puntos x, difieren
arbitrariamente poco uno del otro para n suficientemente grande, se sigue
que el intcrvalo abierto en torno de x deberd contencr a casi todo x4, y
asi x resulta ser el limite de la sucesién.

e. Cotas. Extremo superior y extremo inferior *

Es de gran importancia que un conjunto acotado de niimeros reales
posca “las mejores cotas posibles” superiores e inferiores. Un conjunto §
de nameros reales x es acotado si todos los nimeros de S pueden ser ence-
rrados en un mismo intervalo finito. Existcn entonces cotas superiores de
§, nimeros B que no son excedidos por ningin nimero x de :

x<B para todo x en S.
Similarmente, cxisten cotas inferiores A de S:

4<x para todo x en S.

* (N. del T.) En la América Latina algunos dicen “minima cota sugerior” y

“méxima cota inferior”, por traducir del inglés “least upper bound” y “greatest
lower bound”, respectivamente,
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Asi, para el conjunto de reciprocos de n(imeros naturales, 1, %, %, %, ...,
cualquier nimero B > 1 es una cota superior y todo nimero 4 < 0, una
cota inferior. Aqui el ndmero 1, un miembro del conjunto, es la menor de
las cotas superiores; y el nimero 0, punto limite de los elementos del
conjunto, aunque no un miembro de él, es la mayor de las cotas inferiores.
La menor de las cotas superiores de un conjunto de nimeros reales se
denomina a menudo supremo; la mayor de las cotas inferiores, su infimum.
En general el supremum vy el infimum de un conjunto son o bien miembros
del conjunto o al menos limites de sucesiones de miembros del conjunto.
En efecto, si la menor de las cotas superiores, b de S, no pertenece a S,
deberdn existir algunos miembros de S situados arbitrariamente cerca de
b, pues de otra forma podrian encontrarse cotas superiores de S menores
que b; asi, pucden scleccionarse sucesivamente una sucesién de nuameros
X1, X2, ... de § situados cada vez mds cerca de b y convergentes a b.

La existencia de la menor de las cotas superiores de un conjunto acota-
do § se siguc de inmediato de la convergencia de sucesiones mondtonas
acotadas. Para cualquicr n definase B, como la menor cota racional supe-
rior de § con denominador 27 Claramente, para cualquicr x en S y cual-
quier n

x < By < By < By,

Por lo tanto, los B, forman una sucesién monédtona decreciente y acotada
la cual debe tener un limite b. Es facil ver que b cs una cota superior de
§ y que no existc ninguna cota superior menor. La existencia de la méxima
cota inferior se prueba de la misma manera.

f. Numerabilidad de los niimeros racionales

A fines del siglo xmx fuc hecho un sorprendente descubrimiento re-
lativo a los nGimeros racionales, que estimulé la creacién, por Georg Can-
tor, de la Teoria de Conjuntos después de 1872, Aun cuando los ntmeros
racionales son densos y no pueden ser ordenados por tamafio, pueden, sin
embargo, ser arreglados como una sucesién infinita 7y, 74, ..., 7, ... en
la cual todo nimero racional aparece una vez. De esta forma los ntimeros
racionales pueden ser numerados, o sea, ser contados como un primero,
segundo, . .. , n-ésimo, ... namero racional, donde, por supuesto, el orden
de los nimeros en la sucesién no corresponde a su orden por magnitud.
Este resultado, que se cumple también para niimeros racionales en cualquier
intervalo, es expresado por la propiedad: Los ndmeros racionales son nu-
merables, o sea, constituyen un conjunto numerable.

Para probar este resultado se da simplemente una regla para arreglar
los ntimeros racionales positivos como una sucesién. Cada uno de tales
ndmeros puede ser escrito en la forma p/q, donde p y ¢ son nimeros natu-
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rales. Para cada entero positivo & existen exactamente k — 1 fracciones
p/q para las cuales p + q = k. Estas son arregladas en orden creciente
de p. Escribiendo los diferentes arrcglos de ndmeros para k = 2, 3, 4, ...
sucesivamente, sc obticne una sucesién que contiene todos los nimeros ra-
cionales positivos. Omitiendo las fracciones en las cuales el numerador y
el denominador ticnen un factor comn mayor que 1, y por lo tanto re-
presentan ¢l mismo nimero racional que una fraccién anterior, se obtiene
la sucesion

%’*’%’i’%’i)g’%’f,%’%’%’%""

en la cual todo nGimero racional positivo aparcce cxactamente una vez. Una
sucesién aniloga contenicndo a todos los niimeros racionales, o bien, todos
los nameros racionales en algan intervalo particular, es construida facil-
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Figura 1.S.1. Numecrabilidad de los racionales positivos.

Este resultado es visto en su debida perspectiva sélo a la luz de otro
hecho basico: que el conjunto de todos los nimeros reales no es numera-
ble.! Esta es una indicacién de que el conjunto de nameros reales contienc
“muchos mas” elementos que el de los nimeros racionales, aun cuando am-
bos conjuntos son infinitos. Asi, la numerabilidad cs en realidad una pro-
piedad altamente restrictiva de un conjunto.

1 Para la demostracién y una breve discusién general de los hechos bésicos de
la teoria de conjuntos, véase What Is Mathematics? por Courant y Robbins, p. 81.
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La Teoria de Conjuntos desempefia un importante papel esclarecedor
en matematicas, aunque su uso con libre generalidad ha dado lugar a
resultados paradéjicos y controversias. Tales paradojas, sin embargo, no
afectan la esencia de las matematicas constructivas y estin ausentes en la
teoria de conjuntos para ntmeros reales.

S.2 Teoremas sobre funciones continuas

Propiedades importantes de las funciones continuas son establecidas so-
bre la base de la propiedad de completitud de los ntimeros reales. Recuérde-
se la definicién de continuidad: la funcién f(x) es continua en el punto £ si
para todo ¢ positivo dado la desigualdad [f(x) — f(£)| < e se cumple para
todo x que difiere de ¢ en menos de una cantidad adecuada 8, la cual
depende generalmente de la elecciéon de ¢ y £ Se sobrecntiende en esta
definicién que se consideran solamente valores de x y € para los cuales f
esta definida.

Una definicién mas concisa de continuidad en términos de convergen-
cia de sucesiones es la siguicnte: f(x) es continua en el punto £ si lim f(x,)

now
= f(¢) para toda sucesidn x,, x,, ... con limite & (donde, nuevamente,
los valores x, y £ estin en el dominio de f). La equivalencia de las dos
definiciones se probé en la seccién 1.8, p. 105.

La funcién f se denomina continua en un intervalo si f es continua en
cada punto del intervalo. La funcién f(x) es uniformemente continua si
para & > 0 dado se tiene |f(x) — f(§)| < ¢ siempre que x y £ se encuen-
tren suficientemente cercanos, independientemente de su posicién en el
intervalo; asi, f es uniformemente continua si la cantidad § que aparece
en la definicién de continuidad puede ser clegida independiente de £: Para
todo ¢ > 0 existe un & = §(e) > 0 tal que |[f(x) — f(§)] < ¢ siempre que
[x — £ < 8. Para propdsitos practicos, esto significa que si se subdivide el
intervalo en el cual f estd definida en un ndmero suficientemente grande
de intervalos iguales, entonces f variard en menos que una cantidad pres-
crita ¢ en cada subintervalo. Xn cualquier punto f diferird entonces en
menos de & de su valor en cualquier otro punto del mismo subintervalo.

Se probard ahora lo siguiente: Toda funcién continua en un intervalo
cerrado [a, b] es uniformemente continua en ese intervalo.

Si f no fuese uniformemente continua en [q, b] existiria un ¢ > 0 fijo
y puntos, x, £ en [a, b], arbitrariamente cercanos uno del otro, para los
cuales |[f(x) — f(£)| > e. Entonces seria posible para cualquier n elegir
puntos xn, & en [a,b] para los cuales |f(xn) —f(&)|> e vy |xa—
£u] < 1/n. Puesto que los x, forman una sucesién acotada de ntmeros,
podria encontrarse una subsucesién convergente a un punto n del inter-
valo (utilizando la compacidad de intervalos cerrados). Los correspondien-
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tes valores €, entonces convergerian también a 7: puesto que f es continua
en 7 s¢ encontraria que n = lim f(x,) = lim f(&,) para n tendiendo a in-
finito en la subsucesién, lo cual es imposible si [f(xx) — f(é)]| > ¢ para
todo 7.

El teorema del valor intermedio afirma que: Si para una funcién f(x)
continua en un intervalo a < x < b, y es cualquier valor entre f(a) y
f(b), entonces f(£) == y para algin ¢ adecuado cntre a y b. Asi, la exis-
tencia de una solucidn & de la ecuacidn f(¢) = y es cierta si se exhiben
dos valores a y b para los cuales f(a) <y y f(b) > y respectivamente.
Esto implica inmediatamente la existencia de una funcion inversa deter-
minada dc¢ mancra Unica si f es continua y mondtona, como se ha vis-
to (pp. 67-68).

Para probar el tcorema del valor intermedio, sean a < b, f(a) = a,
f(b) =By a<y<pB. Sea § ¢l conjunto de puntos x del intervalo [a, b]
para los cuales f(x) < y. S es acotado y posee una misma cota superior &
que pertencce también al intervalo cerrado [a, b]. Entonces f(x) > y para
& <Cx < b. El punto £ pertenece a § o bien es ¢l limite de una sucesién
de puntos x, de S. En el primer caso, f(£) < y; por lo tanto £ < b, puesto
que f(b) >y, y existen puntos x entre £ y b, arbitrariamente ccrca de §,
para los cuales f(x) > y. Esto es imposible si f es continua en £ y f(£) < y.
En ¢l segundo caso, f(§) > v, y se encuentra de f(x,) <y v limx, = £

now
que f(¢) < y; vy como sc vio ya que f(£) <y es imposible, se debe tener
f(&) = v

Una tercera propiedad basica de una funcién continua f(x) en un
intervalo cerrado [«, b] es la existencia de un valor mdximo (mdximo), en-
tendiéndosc que existe un punto £ en el intervalo [, b] tal que f(x) < f(§)
para todo x en el intervalo. Andlogamente, f alcanzard su walor minimo
(minimo) cn algn punto 5 del intervalo: f(x) > f(y) para todo x en el
intervalo. Es esencial que el intervalo sea cerrado: por ejemplo, las fun-
ciones f(x) = x, f(x) = l/x son continuas pero no poseen un valor mixi-
mo en el intervalo abierto 0 << x < 1; el maximo puede ocurrir justamente
en uno de los puntos extremos o bicn no existir si f no es continua en
estos puntos.

Para probar este principio se observa que una funcién f continua en
la, b] es necesariamente acotada: esto es, los valores f(x) que constituyen
el “rango” § de f estin situados en algn intervalo finito. Realmente, por
la continuidad uniforme de f pueden encontrarse un nimero finito de pun-
tos xi, Xs, ..., X, en el intervalo tales que f(x) en cualquier x del intervalo
difiera en menos de uno de alguno de los nimeros f(x,), f(xz2), ..., f(xs),
los cuales pucden ser todos cncajados en un intervalo finito. Puesto que
entonces el conjunto § de valores f(x) es acotado, posee una minima cota
superior M. Este M cs ¢l menor ntmero tal que f(x) < M para todo x en
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[a, b). M pertenece a § o bien es el limite de una sucesién de puntos de S§.

En el primer caso existe un £ en [a, b] tal que f(¢) = M. En el segundo

caso existe una sucesién dc puntos x, en [a, b] tal que lim f(x,) = M; asi,
nr®

puede encontrarse una subsucesién de los x, que converge a un punto §

de [a, b], y entonces f(§) = M por continuidad de f en £ Claramente,

f(¢) cs cl maximo de f.

S.3 Coordenadas polares

En el capitulo 1 se han representado funciones geométricamente por
curvas. La gecometria analitica siguc el procedimiento inverso, principiando
con una curva y representindola mediante una funcién, por ejemplo, me-
diante una funcién que expresa una de las coordenadas de un punto de
la curva en términos de la otra. Este punto de vista nos conduce natural-
mente a considerar, ademdas de las coordenadas rectangulares a las cuales
nos hemos restringido, otros sistemas de coordenadas posiblemente mejor
situados para la representacién de curvas dadas gecométricamente. El ejem-
plo méis importante es el de coordenadas polares r, § conectadas con las
coordenadas rectangulares x, y de un punto P por las ecuaciones

x=rcosf, y=rsenl, r*=x*-+4% tanf = 2’,
cuya interpretacién geométrica se hace clara en la Fig. 1.S.2.

y

(o)

Figura 1.8.2 Coordenadas polares.

Considérese, por ejemplo, el lemniscato. Esta curva estd geométrica-
mente definida como el lugar geométrico de todos los puntos P para los
cuales el producto de sus distancias 7, y 7, a los puntos fijos F; y F cuyas

1 Las coordenadas polares no estin determinadas totalmente por el punto P.
Ademis de 6, cualquiera de los 4ngulos 6 * 27, @ = 4, ... puede ser considerado
un 4ngulo polar de P.
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coordenadas rectangulares son x = a, y =0 y x = —a, y = 0 respectiva-
mente, ticne ¢l valor constante a? (ver Fig. 1.5.3). Puesto que

T13—_" (.\'_a)2+y2> 7‘:2:('\V+a)2+y2’

mediante un calculo sencillo se obtiene la ecuacién del lemniscato en la
forma
2\2 2 2o 2 —
(x2 -+ y%) 2a*(x® —9?) = 0.

Introducicndo coordenadas polares se obtiene
r* — 2a*r*(cos* 0 — sen? ) = 0;
dividiendo por 7* y utilizando una férmula trigonométrica sencilla obtene-

mos f{inalmente
r* = 2a* cos 26.

Asi, la ccuacion del lemniscato es mas sencilla en coordenadas polares que
en coordenadas rectangulares.

Figura 1.8.3 Lemniscato.

S.4 Observaciones sobre los nimeros complejos

Nuestros cstudios sc¢ basarin principalinente en el continuo de los nu-
meros reales. Sin embargo, con miras hacia las discusiones de los capitulos
7,8 y 9, se recucrda al lector que los problemas del 4lgebra han conducido
hacia una extensién atin mas amplia del concepto de namero, los nimeros
complejos. El paso dec los nimeros naturales a los ntmeros reales surgi6
del deseo de eliminar fenémenos excepcionales y hacer siempre posible cier-
tas operacioncs, tales como la substraccion, la divisién y la correspondencia
entre puntos y niimeros. Analogamente, cstamos precisados a introducir los
nameros complejos, por el requisito de que toda ecuacién cuadritica, vy,
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de hecho, toda ecuacién algebraica, deberd tener solucién. Si, por ejemplo,
se desea que la ecuacién
¥+1=0

tenga raices, estamos obligados a introducir nuevos simbolos i y —i como
sus raices. (Como se muestra en la teoria de funciones de variable com-
pleja, csto es suficiente para asegurar que foda ecuacién algebraica tenga
una solucién.)?

Si @ y b son nimeros reales ordinarios, el nimero complejo ¢ = a + ib
denota una pareja de nimeros (a,b) con la cual se efectian los calculos
de acuerdo a Ia siguiente regla general: Los néimeros complejos (entre los
cuales los nimeros reales estan incluidos como el caso especial b = 0) se
suman, multiplican y dividen, tratindose al simbolo i como una cantidad
indeterminada y simplificando todas las expresiones haciendo uso de la
ecuacién i# = —1 para eliminar todas las potencias de i mayores que la pri-
mera, dejando solamente una expresiéon de la forma a + ib.

X4yi=c

|

I

|
&
x

!
{
|
i
|

-1

—y; e ———————— — e —

X—yi=C

Figura 1.S.4 Representacién geométrica de un ntmero complejo x + yi
y de su conjugado.

Se supone que el lector ya posee un cierto grado de familiaridad con
los nmeros complejos. Sc recalcard, sin embargo, una relacién particular-
mente importante que serd explicada en conexién con la representacién
geométrica o trigonométrica de los nimeros complejos. Si ¢ = x + iy es
uno de tales nimeros, éste se representa en un sistema coordenado rectan-
gular mediante ¢l punto P con coordenadas x e y. Por medio de las ecua-
ciones x = rcosf, y = rsenf, se introducen las coordenadas r y 0 (ver
p- 125) en lugar de las coordenadas rectangulares x e y. Entonces

r = \/x* + 9" es la distancia del punto P al origen y 8, el angulo entre

1 Una ecuacién algebraica es de la forma P(x) = 0, donde P es un polinomio
con coeficientes complejos.
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el eje x positivo y el scgmento OP. El ntimero complejo ¢ estid repre-
scntado en la forma

¢ =r7r(cosf + isenf).
El dngulo 0 sc¢ denomina la amplitud del nimero complejo ¢; la cantidad
r, su valor absoluto o médulo, para el cual se escribe también |c|. Al nime-
ro complejo “conjugado” ¢ = x — iy obviamente le corresponde el mismo
valor absoluto pero la amplitud —6 (Fig. 1.S.4). Claramente,

o

2= a2 = 7 — 42 2
1 = lef? = ¢ = x* + y*

Si se utiliza csta representacién trigonométrica, la multiplicacién de
nimeros complejos toma una forma particularmente simple, pues entonces

¢ ¢"=71(cosf +isenf) 7 (cos§’ + isen§)
= rr’[(cos 0 cos " — sen @ senf’) + i(cos @ sen 8" + sen § cos §”)].

Si se usan los teoremas de adicién para las funciones trigonométricas, esto
sc transforma en

c ¢ =1r(cos (6 8”) +isen (0 + #)).

S epmo = gn—2

Figura 1.8.5 Las raices n-ésimas de la unidad (para n = 16).

En consecuencia, los nameros complejos se multiplican multiplicando sus
valores absolutos y sumando sus amplitudes. La notable férmula

(cos 8 + isen @) (cos 8’ + isen §’) = cos (§ + 6’) + isen (6 + 6')

se denomina usualmente teorema de De Moivre. Este nos conduce a la re-
lacién
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(cos§ + tsen )™ = cosnf + isennfd,

la cual, por ejemplo, permite de inmediato resolver la ecuacién x" = 1
para cnteros positivos n; las raices (las asi llamadas raices de la unidad)

son
2z . 2« 4r
£y = & = cos — + isen —, g2 =" =cos— tisen—, ...,
n n n n
2(71—1)77' . 2(71—1)7.'
ene1 = "' = cos ———t— Fisen ——— — e, — e =1
n n
(Tig. 1.8.5).

Geométricamente, los puntos que corresponden a las raices de la unidad
forman los vértices de un n-4gono regular inscrito en el circulo de radio 1
con centro en el origen.

Finalmente, si nos imaginamos la expresién del miembro izquierdo de
la ecuacién (cos @ + isen 8)® = cos nf + isennf desarrollada por el teo-
rema binomial, necesitaremos solamente separar las partes real e imagina-
ria de mancra de obtener expresiones para cosnf y sen nf en términos de
potencias y productos de potencias de sen § y cos §:

n
cos nfl = cos™ 6 — cos" 2 fsen? 6

n
+ cos™ 4 fsent 4 — oo,
4

n n
sen nf = cos™ 10 senf — 3 cos™ % 0 sen® 6
n
+ s cos™ % fsen’f F — -,
PROBLEMAS

SECCION 1.1a, pagina 26

1. (a) Si a es racional y si x es irracional, demuéstrese que ¢ + x es irracio-

nal, y si @ % 0, que ax es irracional.
(b) Muéstrese que entre dos nimeros racionales cualesquiera existe por lo
menos un numero irracional y, en consecuencia, una infinidad de ellos.

2. Probar que los nGmeros siguientes no son racionales: (a) V3. (b) Van,
donde el entero n no es un cuadrado perfecto, es decir, no es el cuadrado de un
-l P . ..
entero. (¢) V2. (d) V n, donde n no es una potencia p-ésima perfecta.
*3. (a) Para cualquier raiz racional de un polinomio con coeficientes enteros,

apa® + @y x4+ agX + ag, (a, # 0),
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expresada en sus menores términos como p/q, demuéstrese que el numerador p es
factor de a, y que el denominador g es factor de a,. (Por medio de este criterio
podemos obtener todas las raices reales racionales y, por lo tanto, demostrar la
irracionalidad de cualesquiera otras raices recales.)

(b) Demuéstrese la irracionalidad de V2 + V2 y V3 + V2.

SECCION l.lc, pagina 33

1. Denotemos por [x] la parte entera de x; es decir, [x] es el entero para el
que se cumple
x— 1< [x] <«

Sean ¢, = [x], y ¢, = [10%(x — ¢,) — 107-1¢, — 10O7-2¢, — - - — 10c, ,] para n =
1, 2, 3 .... Verifiquese que la representacién decimal de x cs

x=0cq+ 0-cicpey- -

y que en esta construccién queda excluida la posibilidad de obtener una cadena in-
finita de nueves.

2. Definase la desigualdad x >y para dos nimeros reales en términos de
sus representaciones decimales (véase el suplemento, pig. 115).

*3, Si p y q son enteros, ¢ > 0, demuéstrese que el desarrollo decimal de p/q
o bien termina (de manera que todos los digitos posteriores al ultimo sean ceros)
o es periédico; es decir, hay un punto a partir del que el desarrollo decimal consiste
en la repeticién sucesional de una determinada cadena de digitos. Por ejemplo, tene-
mos que $ = 0.25 termina, y que %1 = 0.090909 - - - es periédico. La longitud de la
cadena que se repite se llama periodo del decimal; para %; el periodo es 2. En ge-
neral, ¢qué tan grande puede ser el periodo de p/q?

SECCION l.le, pagina 36

1. Por medio de sélo signos de desigualdad (sin emplear los signos de valor
absoluto) especifiquense los valores de x que satisfacen las relaciones siguientes. Dis-
cutanse todos los casos.

(a) |x —a] <|x— b

(b) |*x —a|<x—b.

(¢) |x2—a| <6

2. Un intervalo (véanse las definiciones del texto) puede ser definido como
cualquier porcién conexa del continuo rcal. Se dice que un subconjunto S del con-
tinuo real es conexo si con todo par de puntos a, b en S, el conjunto S contiene todo
el intervalo cerrado [a, b]. Al margen de los intervalos abiertos y cerrados que hemos
ya mencionado, existen los intervalos ‘“‘semiabiertos” a < x < by a<x<b (que a
veces se denotan respectivamente por [a, b) y (a, b]) y los intervalos no acotados que
pueden constituir o bien toda la recta real, o bien un rayo, es decir, una “semirrecta”
x<a x<a x>a, x>a (que a veces se denotan respectivamente (— 0, )] y
(—o, a], (—o0, a), (a, ©), {a, ®©)), (véase también la nota al pie de la pagina,
en la p. 46).

*(a) Demuéstrese que los casos de intervalos que se acaban de describir agotan
todas las posibilidades de los subconjuntos conexos del eje numérico.

(b) Determinense los intervalos en los cuales se satisfacen las desigualdades
siguientes.

(1) x2—3x +2<0.
(i) (x —a)(x —b)(x —¢) >0, para a < b < c.
(i) j1 — x| —x2>0.

x—a
iv) -—-—=-20.
(iv) xX4+a

(v)

x+l|zs.
X



Problemas 131

(vi) [x] < x/2. Véase el problema 1 de la seccién 1.1c.
(vii) senx > V2/2.
(¢) Demuéstrese que si @ < x < b, entonces |x| < |a] + [b].

3. Dedtzcanse las desigualdades
1

(a) x + —-2>2, para x > 0,
x

1
(b) x +-< —2, para x < 0,

®

(¢) +—l- > 2, para x 5% 0.
x

4. La media arménica ¢ de dos nfimeros positivos a, b se define por

1 1/1 1
E‘E(Z+E)‘

Demuéstrese que la media arménica no excede la media geométrica; es decir, que
¢ < Vab. ;Cuando son iguales las dos medias?

5. Dedtzcanse las desigualdades siguientes:

(a) x2 + xy + 9220,

*(p) x2n 4 xn-ly 4 x2n-2y2 4 ... 4 y28 > (),

*le) xt—3x3+4x2—3x+12>0.
¢Cuindo se cumple la igualdad?

*6. ¢Cudl es la interpretacién geométrica de la desigualdad de Cauchy para
n=2 3?

7. Demuéstrese que la igualdad se cumple en la desigualdad de Cauchy si y
sélo si las a, son proporcionales a las b,: es decir, ca, + db, = O para toda »,
donde ¢ y d no dependen de » y no son ambas cero.

8. (a) lx—a) + |x—ay| + |x — a;] > a; — a,, para a;,< a, < a,.
¢Para qué valores de x se cumple la igualdad?
*(b) Encontrar el valor maximo de y para el que se tiene, para toda x, que

x —a]+ |x—a)+ - + |x—a,| >,
donde ¢, < a, < --- < a, ¢En qué condiciones se cumple la igualdad?

9. Demuéstrese que las desigualdades siguientes se cumplen cuando a, b, ¢ son
positivos.

(a) a® + b% + ¢2 > ab + bc + ca.

(b) (a+ b)(b + ¢)(¢c + a) = 8abe.

(¢) a2b? + b%¢? + c¢2a? > abc(a + b + ¢).

10. Supongamos que los nGmeros x;, ¥, %3 ¥ @5, (i, k=1, 2, 3) son todos
positivos y ademaés, a;; < M y x,2 + x,2 + x,2 < 1. Demuéstrese que

a31%.% + @1p%, %, + 0 F age¥? < 3M.
*11. Demuéstrese la desigualdad siguiente e interprétese geométricamente para
n < 3.
\/(al_ bl)z R (a",_ [,”)25 V(alz + e 4 anz) V(b12 + oo 4 5”2).
12. Demuéstrese e interprétese geométricamente que para n < 3,
V(a1+ b1+...+zl)2+... + (a”+b,,+--- +zn)2
<VaZ+ -+ a2+ Vo2t b4+ Vi + oo + 2,
13. Demuéstrese que la media geométrica de n numeros positivos no es mayor
que la media aritmética; es decir, si a; >0 (i =1, ..., n), entonces
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(a, +a,+ -+ a,).

(Indicacidn: supdngase que a, < a, < -+ < a,. Para el primer paso recmplécese
a, por la .mcdia geométrica y ajstese a, de manera que la media geométrica quede
sin alteracién.)

SECCION 1.2d, pagina 55

1. Si f(x) es continua en x =2 a y f(a) > 0, mostrar quc el dominio de f
conticne un intervalo abierto alrededor de a en el que f(x) > 0.

2. Por medio de la definicién de continuidad muéstrese que los intervalos
centrados

flx) =[x ) <e y Jx—x]l <8

se pucden substituir por un intervalo abierto arbitrario que contenga f(x,) y otro
intervalo abierto suficientemente pequeiio que contenga x,, como se indica en la
pagina 57.

3. Sea f(x) continua para 0 < x < l. Supongamos ademés que f(x) toma
valores racionales y ningunos otros y que f(x) == ¥ cuando x = 4. Demuéstrese que
en todo punto f(x) = 4.

4. (a) Definamos f(x) para todos los valores de x de la manera siguiente:

0, x irracional
flx) =

1, x racional.

Demuéstrese que f(x) es discontinua en todo punto.
(b) Consideremos por otra parte

0, x irracional

glx) = 1 P
. x == racional en sus menores términos.

q q
(Se dice que el ntmero racional p/q estd expresado en sus menores términos si
los enteros p y q no tienen factores comunes mayores que 1, y ¢ > 0. De esta ma-
nera, f(16/29) = 1/29). Demuéstrese que g(x) es continua para todos los valores
irracionales y discontinua para todos los valores racionales.

*5. Si f(x) satisface la ecuacién funcional
flx + 9) = Hx) + [(9)

para todos los valores de x e y, encuéntrense los valores de f(x) para los valores
racionales de x y demuéstrese, si f(x) es continua, que f(x) = cx, donde ¢ es cons-
tante.

6. (a) Si f(x) = x™, encuéntresc una § que pueda depender de ¢ tal que

fx) = f(8) <«

siempre que

e — g < 8.
*(b) Hagase lo mismo si f(x) es un polinomio cualquiera
f(x) = @px™ + ap (X"t 4 -+ + ayx + a,,

donde a, 7 0.

SECCION 1.2¢, pagina 68

1. Demuéstrese que si f(x) es monétona en [a, b] y satisfacc la propiedad dcl
valor intermedio, entonces f(x) es continua. ¢Se puede extraer la misma conclusién
si f no es mondtona?
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2. (a) Demuéstrese que x™ es mondtona para x > 0. En consecuencia, des-
cribase para a> 0 que x* = a posee una solucién positiva Gnica Va.
(b) Sea f(x) un polinomio
f(x) = axm + a,_x"1 + -+ 4+ a;x + a, (a, = 0).
Demuéstrese que (i) si n es impar entonces f(x) tiene por lo menos una rafz real,

(ii) si a, y a, son de signos opuestos, entonces f(x) tiene no menos de una raiz
positiva y ademds si n es par, n 5% 0, entonces f(x) tiene también una raiz negativa.

*3, (a) Demuéstrese que existe una recta en cada direccién tal que bisecta
cualquier tridngulo dado, es decir, tal que lo divide en dos porciones de 4reas iguales.

(b) Demuéstrese para cualquier par de tridngulos que existe una recta que
los bisecta simultdneamente.

SECCION 1.3b, pagina 72

1. (a) Demuéstrese que Vx no es una funcién racional. (Indicacién: exami-

nese la posibilidad de representar V' x como funcién racional para x = y2. (Puede
servir el hecho de que un polinomio diferente de cero no puede tener més que un
numero finito de raices.)

() Demuéstrese que Vx no es una funcién racional.

SECCION 1.3c, pagina 73

1. (a) Muéstrese que una recta no puecde cortar la grafica de una funcién
polinomial de grado mayor que uno sino en un namero finito de puntos.

(b) Obténgase el mismo resultado para las funciones racionales en general.

(¢) Verifiquese que las funciones trigonométricas no son racionales.
SECCION 1.5, pagina 80

1. Demuéstrense las propiedades siguientes de los coeficientes binomiales.
n n' no n -
(a)1+(1)+(2)+ +(n—l_)+(n)_2'
‘0 'n n o Ty n _
(b)l—(l)+(2)—(3)+ + ( 1)1(")—0.

\
(o) (’11) + 2(’21) + 3('3’) + -4 n (Z) = n(2"Y), (Indicacién: represénten-
se los coeficientes binomiales en términos de factoriales.)

(d)l-'_’(if,:) +2-3(\’3') 4+ 4 (= Dn (Z) = n(n — 1)2"2

1 (n 1(n 1 'n‘)=2n¥1_1
(")1+§<1)+§(2)+ Jrn+1(n, n+1 -

2 2 2
*(f) (3) + (';) +--+ (Z) = (2:> (Indicacién: considéresc ¢l coefi-

.

\

ciente de a™ en (1 + x)2n.)
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: 1 1 (n 1(n\ , ., (=D"(n

*(g) S = ’(8)‘3‘('1') +§(z) —7(3) + +2n+1(")
_ an(a)e
T2+ DY

(Indicacién: demuéstrese que g: i iSn =S, )

2. Demuéstrese que (1 + x)* > 1| + nx, para x > —1.

3. Demuéstrese por induccién que 1 + 2 + -+ + n = 4n(n + 1).
*4, Demuéstrense por induccién las proposiciones siguientes:
1—(n+ 1)q"* + ng™!?

(1—9q)2 '

(a) 1+ 29+ 3¢+ - + ngntl =

— qznn

=1
(6) (1+4g)(1+4%)---(1 +qz“)—]—_q——

5. Demuéstrese que, para todos los nimeros naturales n mayores que 1, o
bien n es un nimero primo o bien se puede expresar como producto de primos. (In-
dicacién: sea A, _; la afirmacién para todo entero k tal que k < n, que k es primo
o se puede expresar como producto de primos.)

*6. Considérese la sucesién de fracciones

13 2
T:Esgr L) _”a' AR

donde Pyul =pn+ 2']" Y Gni1 = b+ qye .
(a) Demuéstrese para toda n que p,/q, est4 en sus menores términos.

(b) Demuéstrese que el valor absoluto de la diferencia entre p,/q, y V2 se
puede hacer arbitrariamente pequefio. Demuéstrese también que el error de apro-

ximacién a V2 alterna de signo.

7. Sean a, b, a, y b, enteros tales que
(@a+bV2)r =a, +b,V2,
donde a es el entero mas cercano a bV 2. Demuéstrese que a, es el entero que mas
se aproxima a b, V2.
*8. Definamos a, y b, por
a, =3, a,,, = 30, y b, =9, by = 90
Determinese para cada valor de n el valor minimo m tal que a,, > b,.

9. Si n es un nimero natural, demuéstrese que
(1 4+ V5)r— (1 — V5)n
2nV5

es un namero natural.

10. Determinese el nimero méximo de regiones en las que se puede dividir un
plano por n rectas. Demuéstrese que el maximo ocurre cuando no hay dos rectas
paralelas entre si y no hay tres que concurran al mismo punto, y determinese el
nimero de regiones que se tiene al permitir concurrencias y paralelismos.

11. Demuéstrese, para cada numero natural n, que existe un némero natural
k tal que

(VZ—1)n = Vk— Vk— 1.



Problemas 135

12. Demuéstrese inductivamente la desigualdad de Cauchy.

nSECCION 1.6, pagina 84
1. Demuéstrese que lim (Vo + 1 — Va)(Vn + 1) = 4.

n-o

2. Demuéstrese que lim (Vn + 1 — ¥n) = 0.
n-ow
3. Sea a, = 10"/n!. (a) ¢A qué limite converge a,? (b) ¢Es mondtona la
sucesién? (¢) ¢Es monétona a partir de un cierto valor de #? (d) Dese una estima-
cién de la diferencia entre a, y el limite. (¢) ¢A partir de qué valor de n es la
diferencia menor que 1/100?
!

4. Demuéstrese que lim no_ 0.
noo N
5. (a) Demuéstrese que lim _1_ +_2_ o n —
noe \ 72 n? n?
(b) Demuéstrese que lim __I_ 1 . 1 —
I (e i S AL O F
(Indicacion: compéarese esta suma con su término mayor.)
(¢) Demuéstrese que lim ._1: + ! 4o _1__ = 00,
noe \ Voo Vo +1 V2n
*(d) Demuéstrese que lim ( 1 + 1 o 1 ) =1.
nre \ Vaz+1  Vn242 Vnz4n

6. Demuéstrese que todo decimal periédico representa un niimero racional.
(CompArese con seccién 1.1c, problema 3.)

n100

7. Demuéstrese que lim

T oin existe y determinese su valor.
noo Lo

8. Demuéstrese que si a y b < a son positivos, la sucesién Va® + b" con-
verge a a. De la misma manera, para cualesquiera k ndmeros positivos fijos ay,

4y, ..., aq, demuéstrese que Va” + a,” + - - + @ converge y encuéntrese su

limite.

9. Demuéstrese que la sucesién \/—2—, \) 2V2, « 2 ‘/ 2V72,..., converge. En-

cuéntrese el limite.

10. Si »(n) es el nimero de factores primos que tiene n, demuéstrese que

. ¥(n)
lim

n-eo n

= 0.

11. Demuéstrese que si lim a,, = £, entonces lim o, = ¢, donde o, es la media
B noo

”n
aritmética (a, + a, + -+ + a,)/n.

12. Encuéntrense
@lm( L 1 . 1
e\ T2 235 T2mFD
1

., 1 1
(Indwac:on. m P RTI )
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(b) lim 1 S
e\T 23 232 T E e

13. Si g, + a, + -+ + a, = 0, demuéstrese que
lim (g Vo 4+ a, Vo + 1+ -+ a, Vo + p) =0.
nro
(Indicacion: témese Vn como factor comin.)
14. Demuéstrese que lim (2D (n2 + n) = 1.
70

*15. Sea a, una sucesién tal que la sucesién b, = pa, + qa,,,, donde [p| < g,
es convergente. Probar que a, converge. Si [p| > ¢ > 0, mostrar que a, no converge
necesariamente.

16. Demuéstrese la validez de la relacién
1 " 1
Hm —— 3 #*F = oo
k+1
noro n 1:1 k t1

para cualquier entero k no negativo. (Indicacidn: apliquese la induccién con res-
pecto a k y empléese la relacién

n
E [F+1 — (1 — 1)k1] = ghely
i=1

con el desarrollo de (i — 1)%+1 en las potencias de i.)

SECCION 1.7, pagina 93

*1, Sean a, y b, dos nameros positivos cualesquiera y sea a, < b;. Definamos
a, y b, por las ecuaciones

a, + b
a, = \/alb]’ b.Z:_lTi
De la misma manera, sean
a, + b,
ay = Vayb, by = T

y, en general,
Gpy + by

a, = Vay_,b, b, = 2
Demuéstrese (a) que la sucesién a,, a,, ..., converge, (b) que la sucesién
by, by, ..., converge y (¢) que las dos succsiones tienen el mismo limite. (Este limite

se llama media aritmético-geométrica de a, y b,.)

#2, Demuéstrese que el limite de la sucesidén

vz\/2+vz‘/z+{2+v"2,...

(a) existe y (b) es igual a 2.

*3. Demuéstrese que el limite de la sucesién

1 +.+1
n+ 1 2n

existe. Dedidzcase que el limite es menor que 1 pero no menor que %.

1
4

a, = —
LY

4. Demuéstrese que el limite de la sucesién

1+ +1
n+ 1 2n

existe y cs igual al limite del ejemplo anterior.

b, —

n




Problemas 137

5. Obténganse las cotas siguientes del limite L de los dos ejemplos anteriores:

37/60 < L < 57/60.

*6. Sean a,, b, dos nimeros positivos cualesquiera tales que a, < b,. Sean

2a,b,
Uy = —————) b, = Vab,,
- al _+_ bl -
y en general
2an~lbn—1 T
Tn = An +;b:, b" = Van—lbn-r
Demuéstrese que las sucesiones a,, a,, ... y by, b,, ... convergen y tienen ¢l mismo
limite.
) 1 1 (—1)n .
#7. Demuéstrese que 1/¢ =1 — 1 + 51757 + - . (Indica-
! ! n!

cidn: considérese el producto de las n-ésimas sumas parciales de los desarrollos de
ey l/e.)

8. (a) Sin recurrir al teorema del binomio, demuéstrese que a, = (1 + 1/n)n
es monétona creciente y que b, = (1 + 1/2)"*! es monébtona decreciente. (Indica-
cidn: considérense a,,,/a, y b,/b,, .. Apliquese el resultado de la seccién 1.5, pro-

blema 2.)
(b) ¢Qué nimero es mayor (1,000,000)1,000,000 (1,000,001 )999,899?2

9. (a) A partir de los resultados del problema 8a demuéstrese que

('—1)n< n' <eln + 1)(—’3)".
e e

(b) Para n > 6 dedlzcase la desigualdad més fuerte

n‘ 7n
nt <nf-1|.
e
an+1

*10. Siag, >0y lim- = L, entonces lim \/;n = L.
noe @y nowo

11. Por medio del problema 10, evaliense los limites de las sucesiones si-

guientes: _
(@) Va (&) Vms % () VL!
nn

12. Por medio del problema 11¢, demuéstrese que
n! = nhe-"a,,
donde a, es un nimero cuya n-ésima raiz tiende a 1. (Véase el Apéndice, capi-
tulo 7.)
13. (a) Evaldese
L B
13 " 2% n(n + 2)

(Indicacién: compérese con la seccién 1.6, problema 12a.)

(b) A partir del resultado anterior, demuéstresc que 3 — converge.
k=1
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14. Sean p y g nameros naturales arbitrarios. Evaldense

», 1
@ 2 GG T
ﬂ‘ 1
() ?‘l (k+p)(k+p+q)
15. Evaldense
1 1 1
e T o we Y P Y P
n 1

(b) S — o
Kk + 1) (k + 3)
(¢) Evaldense los limites de las expresiones anteriores cuando n —> 0.

*(d) Sean a,, a,, ..., a, cnteros no negativos donde a, <a, <--- <4y, Se-
fialese la manera de obtener una férmula de
i 1

S, = R
n ,‘E:I(k+al)(k+a:)...(k+am)

y de encontrar lim §,,.
now

-]
16. Si a, es monétona y 3 a; converge, demuéstrese que 7lcim ke, = 0.
k=1 RS

17. Si a, cs monétona decreciente con limite O se tiene que by = a; — 2a3,,

0
+ ay,, > 0 para toda k, demuéstrese entonces que S kb, = a,.
k-1

SECCION 1.8, pagina 105

1. Demuéstrese que lim (cos x)?™ existe para cada valor de x y es igual a
1 o 0 segin sea x entero nmr;’ow]o sea.

2. (a) Demuéstrese que lim [lim (cosn!ax)2"] existe para cada valor de x

no Mmoo
y es igual a 1 o O segin sea x racional o irracional.
(b) Examinese la cuestién de la continuidad de estas funciones limite.

3. Sea f(x) continua para 0 < x < 1. Supongamos ademis que f(x) no toma
sino valores racionales y que f(x) = % cuando x = . Demuéstrese que f(x) = %
en todas partes.

SECCION 1.5.1, pagina 112

1. Sean r = p/q, s = m/n nGmeros racionales arbitrarios, en los que p, g,
m, n son enteros y g, n son positivos. Definanse, en términos de los enteros p,
q, m, n,

(a) 7 + s, by r—s, (¢) rs, (d) ;—, (e) r<s.

2. Demuéstrese para encajes de intervalos racionales, [a,, b,] y [e,’, b,'], que
cada una de las condiciones siguientes es necesaria y suficiente para tener la equi-
valencia:

(a) a,’ — a, es una sucesion nula,

’ ’
(b) a,<b, ya,<b,

3. Dados x ~ {[a,, b,]}, ¥ ~ {[a,, B,]}, (a) verifiquese que las definiciones
de adicién y substraccidn,
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x+y= {[an+an)bn+:8n]}! X —y= {[a”'_‘ﬁyp bn-‘d”]},
tienen sentido. En particular, verifiquese que
(i) las representaciones dadas constituyen, de hecho, encajes de conjuntos

para x + y y x — y cuando x e y son racionales;
(ii) si ¥ <y, entonces x + z<y + z, donde z es un ndmero real ar-

bitrario.
(b) Definase el producto xy y verifiquese sobre todo que la definicién de pro-

ducto tiene sentido, y que
(i) el conjunto encajado que se da constituye, en efecto, un encaje para

xy cuando x e y son racionales.
(i) si x <y y z>0, entonces xz < yz.

4, Demuéstrese que los principios siguientes son equivalentes en el sentido de
que uno cualquiera de ellos se puede deducir como consecuencia de cualquier otro.
(a) Todo encaje de intervalos con extremos reales contiene un namero real.

(b) Toda sucesién monétona y acotada converge.
(¢) Toda sucesién infinita y acotada tiene por lo menos un punto de acumu-

lacién o limite.
(d) Toda sucesién de Cauchy converge.
(¢) Todo conjunto acotado de nGmeros reales tiene un infimo y un supremo.
Problemas misceldneos
1. Siw,, wy ..., w, >0, demuéstrese que el promedio ponderado
WXy + Woky + 0 Wk,
wy + wy, + - w,

queda entre la mayor y la menor de las x.
2. Demuéstrese que
— 1 1 1 —
2(Vn+1—-1)<1l 4+ —+ —=+ -+ —=<2Vn
v2 V3 \'"4)
3. Demuéstrese para x, y > 0, que

x”+y" 12+ "
z( y).

2 2

Interprétese geométricamente este resultado en términos de la grafica de xm.
4. Sia, >a,> - 2a,yb 2>2b,2--2>b,, probar que

n§ ab; 2 (i-_ila") (;::lbi) .

5. (a) Demuéstrese que la sucesién a,, a,, @, ... se pucde expresar como
la sucesién dec las sumas parciales de la serie u, u,, u,, ... donde u, = a, — a,,
paran>1yu =a,.

(b) Exprésese la sucesién a, = n3 como sucesién de sumas parciales de una

serie,
(¢) Del resultado anterior, obténgase una férmula de la suma parcial n-ésima

de la serie
144 +94 - +n2+4---.

(d) De la férmula de 12 + 22 + - .- 4+ n2, obténgase una férmula para
12 432 452 -+ - 4 (2n 4 1)2,

6. Una sucesién se llama progresién aritmética de primer orden si las dife-
rencias entre los términos sucesivos son constantes. Se llama progresién aritmética de
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segundo orden si las diferencias de términos sucesivos constituyen una progresién
aritmética de primer orden; y, cn general, se llama progresién aritmética de orden k
si las diferencias de términos sucesivos constituyen una progresién aritmética de or-
den (k — 1).

Los nameros 4, 6, 13, 27, 50, 81 son los primeros seis términos de una pro-
gresion aritmética. ¢ Cual es el menor orden posible? ;Cudl es el octavo término de
la progresién del menor orden con estos términos iniciales?

7. Demuéstrese que el n-ésimo término de una progresién aritmética de se-
gundo orden se puecde expresar en la forma an® 4+ bn + ¢, donde a, b, ¢ son inde-
pendientes de n.

*8. Demuéstrese que ¢l n-¢simo término de una progresién aritmética de orden
k se pucde expresar en la forma an® + bn*¥-1 4+ ... 4 pn 4 q, donde a, b, ..., p,
g son independientes de n.

Encuéntresc ¢l término n-ésimo de la progresion del menor orden en el pro-
blema 6.

9. Encuéntrese una {érmula del término n-ésimo de las progresiones aritmé-
ticas de menor orden de las que los términos iniciales son los siguientes:

(@) 1,2, 4,7, 11,16, ...

(b) -7, —10, —9, 1, 25, 68, ....

*10. Demuéstrese que la suma de los n primeros términos de una progresién
aritmética de orden & es
@Sy + a4 1Sy + - a5, + ayn,

donde S, representa la suma de las n primeras potencias v-ésimas y las a; son in-

dependientes de n. Empléese este resultado para evaluar las sumas de las progre-
stones aritméticas del problema 9.

11. Al sumar
v(iv+ D +2)- - (v+k+1)—=(v—1Dep+1) - (v + k)

desde » = 1 hasta » = n, demudstrese que
n nn+1)---(n+k+1)
211/(1’ + D +2) (v + k) =- B A
v
12. Evaltese 13 + 23 + .- + n3 por medio de la relacién

wW=pr+ D+ 2)=3(v+1) +

13. Demuéstrese que la funcién

! z#0
fle) = {081l
0, «=0

es continua, aunque sin la continuidad dc Hélder. (Indicacion: mostrar que la con-
tinuidad de Hoélder con exponente a no sc cumple en el origen, al considerar los
valores x — 1/2n/%)
14. Sca @, una sucesién mondtona decreciente de nimeros no negativos. De-
A

muéstrese que ) @, converge si y sélo si lo hace ¥ 2va,,.
n=1 Vo
15. En lo que sigue, investiguese la convergencia y determinese el limite cuan-
do ello sea posible.
(a) nle — [n!e]
(b) a,/a,,,, donde @, =0, a, =1, y a,,. = a.,, + a.



Las ideas fundamentales del
calculo integral y diferencial

Los procesos de limite fundamentales del cilculo son la integracién y
la derivacién o diferenciacién. Casos aislados de estos procesos del calculo
(que culminaron con el trabajo de Arquimedes) fueron considerados atn
en la antigiiedad, y con frecuencia creciente en los siglos xvi y xvi. Sin
embargo, el desarrollo sistemdtico del cdleulo, no iniciado sino hasta en
el siglo xvi, es usualmente atribuido a los dos grandes pioncros de la cien-
cia, Newton y Leibnitz. La clave para este desarrollo sistematico es la
comprensiéon de que los procesos de derivacién e integracién, que fueron
tratados separadamente, estin intimamente relacionados al ser reciprocos
uno del otro.*

Una evaluacién histérica imparcial de los méritos no puede atribuir la
invencién del calculo a repentinos destellos inexplicables de genio por parte
de uno o dos individuos. Muchas gentes, tales como Fermat, Galileo y Ke-
pler, estimulados por las nuevas ideas revolucionarias en la cien/cia, contri-
buyeron a los fundamentos del calculo. De hecho, el profesor de Newton,
Barrow, cstuvo casi en posesiéon completa de la comprensién basica de la
reciprocidad entre derivacién e integracién, que es la piedra angular del
cdleulo sistematico de Newton y Leibnitz. Newton expuso los conceptos
de manera un poco mas clara; por otra parte, la ingeniosa notacién de
Leibnitz y sus métodos de cilculo son altamente sugestivos y siguen siendo
indispensables. El trabajo de estos dos hombres estimulé inmediatamente
las ramas superiores del analisis, incluyendo el cdlculo de variaciones y la
teorfa de ecuaciones diferenciales, y condujo a innumerables aplicaciones
en las ciencias naturales. Muy curioso resulta que, no obstante que Newton,
Leibnitz y sus sucesores inmediatos hicieron tales variados usos de la po-

1 Este enunciado constituye el “teorema fundamental del calculo”.

141
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derosa herramienta puesta en sus manos, ninguno consiguié clarificar com-
pletamente los conceptos bésicos involucrados en sus trabajos. Sus argu-
mentos emplecaron “cantidades infinitamente pequefias” en formas que son
légicamente insostenibles y no convincentes. La clarificacién acontecié a
fines del siglo x1x con la cuidadosa formulacién del concepto de limite y
con el analisis del continuo de ndmeros, como se explica en el capitulo 1.!

Comenzaremos con una discusién de los conceptos fundamentales. Estos
pueden apreciarse totalmente sélo a través de ilustraciones concretas y ejem-
plos; es, por lo tanto, que se recomienda aqui, como en muchas partes en
este libro, que las seccioncs tedricas y generales sean cuidadosamente estu-
diadas nuevamente después de que el lector haya absorbido el material mas
especifico y concreto en secciones subsiguientes.

2.1 La integral

a. Introduccién

Sélo después de un prolongado desarrollo los procedimientos sistemati-
cos de integracién y derivacién alcanzaron la necesidad de descripciones
matemniticas precisas para nociones intuitivas que surgen en la geometria
y en las ciencias naturales. La derivacién es el concepto requerido para
describir las nociones de tangentes a curvas y cl de velocidad de particulas
en movimiento, o bien, mis generalmente, el concepto de razén de varia-
cién o cambio. El concepto intuitivo de drea de una regién con fronteras
curvas cncuentra su formulacién matematica precisa en el proceso de inte-
gracién. Muchos otros conceptos relacionados en la geometria y en la fisica
requiercn también de la integracién, como se verd posteriormente. En esta
seccién se introduce el concepto de integral en conexién con el problema
de medir cl drea de una regién plana acotada por curvas.

Areas. Se tienc una percepcién intuitiva de que una regién contenida
dentro de una curva cerrada posce un “area” la cual mide el numero
de unidades cuadradas dentro de la curva. Empero, la pregunta de c¢émo
esta medida para el drea pucde ser descrita en términos precisos exige una
cadena de pasos matematicos. Las propiedades bésicas del area que la intui-
cién sugiere son: el 4rea es un nimero (positivo, dependiente de la elec-
cién de la unidad de longitud); este nimero es el mismo para figuras
congruentes; para todos los rectangulos es el producto de las longitudes de

1 FEl surgimiento del calculo, que se prolonga por més de 2,000 afios, repre-
senta uno de los capitulos mas fascinantes en la historia del descubrimiento cientifico.
A los lectores interesados se les recomienda el libro de Carl B. Boyer, Concept of the
Calculus, Hafner Publishing Company, 1949. Véase también O. Toeplitz, Calculus,
A Genetic Approach, University of Chicago, 1963.
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los lados adyacentes; y, finalmente, para una regién descompuesta en sec-
ciones el drea del todo es igual a la suma de las 4reas de las secciones.
Una consecuencia inmediata es el hecho de que: para una regién A4
que es parte de una regiéon B, el 4rea de 4 no puede exceder el 4rea de B.
Estas propiedades permiten el célculo directo del 4rea de cualquier fi-
gura que puede ser descompuesta en un ntmero finito de rectingulos. Mas
generalmente, para asignar un valor F al 4rea de una regién R, conside-
ramos otras dos regiones R’ (inscripta) y R” (circunscripta) que se puedan
descomponer en rectingulos, donde R” contiene a R y R’ est4 contenida en R

/T\ R"

(
N /

N __,//

Figura 2.1 Aproximacién de un 4rca.

(ver Fig. 2.1). Se sabe entonces, por lo menos, que F debe encontrarse
entre las areas de R’ y R”. El valor de F estd completamente determinado
si se encuentran sucesiones de regiones circunscriptas R,” y regiones ins-
criptas R.’ que puedan ambas descomponerse en rectangulos y tales que
las 4arcas de R,” y R, tengan el mismo limite cuando n tiende a infinito.
Este es, remontandonos a la antigiiedad, el método de “exhauccién”, el cual
es usado en geometria elemental para describir el 4rea de un circulo.! La
formulacién precisa de esta idea intuitiva conduce ahora a la nocién de
integracion.

b. La integral como un area

Area bajo una curva

La nocién analitica de integral surge cuando se asocian areas con fun-
ciones: Considérese el drea de una regiéon acotada por la izquierda y por

1 Por supuesto, puede utilizarse cualquier clase de poligonos inscriptos y cir-
cunscritos, puesto que un poligono puede ser descompuesto en tridngulos rectangulos
y el 4rea de un tridngulo rectingulo es claramente la mitad de la de un rectingulo
con los mismos lados.
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la derecha mediante lineas verticales x = a y x = b, debajo por el eje x y
arriba por la grifica de una funcién positiva continua f(x) (Fig. 2.2). En
breve, nos referiremos a esto como el irea “bajo la curva”. Por ¢l mbmento
se acepta como intuitiva la idea de que el drea de tal regién es un numero
definido. Llamamos csta arca F,® la integral de la funcién f entre los li-

Figura 2.2,

mites' a y b. En la investigacién del valor numérico de F,® sc hace uso de
aproximaciones mediante sumas de dreas de rectangulos. Para este propésito
se divide el intervalo (a4, b) del cje x en n partes (pequefias), no necesa-
riamente del mismo tamafo, las cuales se denominarin celdas. En cada
punto de divisién se traza la linea perpendicular al eje x, hacia arriba hasta
la curva. La regién con drea F;' es asi dividida en n franjas, cada una

Figura 2.3.

acotada por una porcién de la grafica de la funcidén f(x) y por tres seg-
mentos de recta (I'ig. 2.3).

Area o integral como limite de una suma. El calculo preciso del area
de tales franjas no es mas ficil que el clculo del area de la regién original.
Es, sin embargo, dar un paso hacia adelante el aproximar el area de cada
franja desde arriba y desdc abajo mediante las 4reas de los rectangulos
circunscritos ¢ inscritos con la misma base, donde la frontera curva de la

1 No debe surgir confusién del uso de la palabra “limite” para puntos frontera
del intervalo de integracién.
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franja se reemplaza por una linea horizontal a una distancia del eje
que es o bien el maximo o bien el minimo valor de f(x) en la celda (Fig.
2.4). Mas generalmente, se obtiene una aproximacién intermedia si se reem-
plaza la franja por un rectingulo de la misma base y acotado en la parte
superior por una linea horizontal que intersecta la frontera curva de la
franja (véase Fig. 2.5). Analiticamente, esto equivale a reemplazar la fun-

y
A

Figura 24.

cién f(x) en cada una de las celdas por algin valor intermedio constante.
Denétese por F, la suma de las n 4reas rectangualres. La intuicién nos
dice que los valores F, tienden a F,? si la subdivisién se hace cada vez mis
fina, esto cs, si se hace crecer n sin limite mientras que la méxima longitud
de las celdas individuales tiende a cero. De esta forma Fg® estd representa-
do como un limite de areas que consisten de rectingulos.

Yy

7 7

% 2 .

Figura 2.5.

c. Definicién analitica de la integral. Notaciones

~

Definicion y existencia de integrales

En el parrafo anterior aceptamos al drea baio ura curva como una
cantidad dada intuitivamente, y a continuacién ésta se representé como un
valor limite. Ahora se invertird el procedimiento. No se invocard més a la
intuicién para asignar un area a la regién bajo una curva continua; por
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el contrario, se comenzari de manera puramente analitica con las sumas F,
definidas anteriormente y se probard que estas sumas tienden a un limite
definido. Este limite es entonces la definicién precisa de la integral y del
area.

Sea la funcién f(x) continua (pero no necesariamente positiva) en el
intervalo cerrado a < x < b. Se divide el intervalo por (n — 1) puntos

X1, X2, ..., ¥a-1 €n n celdas iguales o distintas, con las longitudes
Xi — xi-1 = Ax;, (1=1,2,...,n)}
fE)p—————————— e
: =0 y=f(x)

__________lk

N
N

|
|
I
I
|
I
!
!
|
|
|
]
I
I
|
|
|

e

l
1
I
!
I
|
|
|
I
l
l
!
|
!
1
|
|
1

O a==x0 &1 13 xi-1 & X Tpe1 $n b=x,

Figura 2.6 Para ilustrar la definicién analitica de integral.
donde, ademas, se hace x, = a, x, = b (ver Fig. 2.6). En cada subintervalo

cerrado [x;.1, x;] o celda se elige cualquier punto £;. Se forma la suma

Fp=1(&) (21 — x0) + (&) (x2 — x1) + -+ f(&n) (xn — xna)
= f(&)Ax + f(&)Axe + -+ f(£) Axp.

Utilizando el simbolo de sumatoria se escribe méis concisamente

Fu=31() (%5 — i)
$=1

1 El simbolo A no debe ser interpretado como un factor sino solamente como
indicador de una diferencia en valores de la variable que le sigue. Asi, el simbolo
Ax; significa la diferencia x¢ — x;-, de valores consecutivos de x.
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o bien
F, = é/‘(&)Axi.

Si f(x) es positivo, el valor F, representa el irea bajo la curva, obtenida
substituyendo f en cada subintervalo por el valor constante f(£;). Por su-
puesto, las sumas F, pueden ser formadas sin suponer que f es positivo.
Parece plausible intuitivamente que las sumas F, deben tender a un li-
mite F,? conforme el ntimero n de intervalos crece indefinidamente y al
mismo tiempo la Jongitud del maximo subintervalo tiende a cero. Esto
implicaria que el valor del limite Fo® es independiente de la manera par-
ticular segiin la cual los puntos de subdivisién xy, %2, ..., %51 y los puntos
intermedios £, &, ..., &, son elegidos. Denominamos a Fgb la integral de
f(x) entre los limites a y b.

La intuicién geométrica, no importa cudn conviucente, puede servir
solamente como guia a los procesos de limite analiticos; por lo tanto, una
justificacién analitica es necesaria y se debe propogcionar una demostracién
para la existencia de la integral como el limite descripto arriba. Ademis,
como se ha dicho ya, no debe insistirse en la hipétesis de que la funcién f
es positiva en el intervalo.

Asi se afirma:

TrorREMA DE EXISTENCIA. Para toda funcidn continua f(x) en un inter-
valo cerrado [a,b] la integral sobre este intervalo existe como el limite
de las sumas F, descritas arriba (independientemente de la eleccion de los
puntos de subdivision xi, ..., xn-y ¥ de los puntos intermedios &, . . . , &,
siempre que el mdximo de las longitudes Ax; tienda a cero).

Se adquirird primero cierta experiencia y comprensién antes de consi-
derar la demostracién de la existencia de la integral, lo que se hari en el
Suplemento (p. 213).

Notacién de Letbnitz para la integral

La definicién de la integral como el limite de una suma condujo a Leib-
nitz a expresar la integral mediante el siguiente simbolo:

b
g f(x) dx.

El signo de integral es una modificacién del signo de sumatoria en for-
ma de una § grande que se us6 en la época de Leibnitz. El paso al limite
a partir de una subdivisién finita en porciones Ax; es indicada mediante
el uso de la letra d en lugar de A. Sin embargo, al utilizarse esta notacién
no debe tolerarse el misticismo del siglo xvin de considerar dx como un
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“infinitamente pequefio” o “cantidad infinitesimal”, o de considerar la
integral como una “suma de un namero infinito de cantidades infinita-
mente pequehas”. Tal concepcién estd desprovista de significado claro y
oscurece lo que anteriormente se ha formulado con precisién. Desde el
punto de vista presente, el simbolo individual dx no ha sido definido. La

b
sugestiva combinacién de simbolos g f(x) dx estq definida para una fun-

a
cién f(x) en el intervalo [a, b] mediante la formaciéon de las sumas ordi-
narias F, y pasando al limite con n — oo.

Figura 2.7.

El simbolo particular que se utiliza para la variable de integracién es
una cuestién sin importancia alguna (asi como en la notacién para sumas
no importa ¢cémo se denominé al indice de la sumatoria); en lugar de

b b b
S f(x) dx puede igualmente escribirse S f(t) dt o bien S f(u) du. El

a
integrando denotado por f es una funcién de una variable independiente

sobre el intervalo [a, b] y el nombre de la variable es indiferente. Solamente

los puntos extremos del intervalo de integracién a y b afectan el valor de
b b
la integral para una f dada. Expresiones como \ f(x) dx o bien S f(a) da,

a
en las cuales se utiliza la misma letra para la variable de integracién y un
punto extremo, son engafiosas bajo nuestra definicién y deberan, al principio,
evitarse.

Si el integrando f(x) es positivo en el intervalo [a, b], puede inmedia-
b

tamente identificarse \ f(x) dx con el area acotada por la grafica de f y
a

las rectas x = @, x = b e y = 0. Sin embargo, la integral de f est4 definida
analiticamente como el limite de las sumas F, independientemente de cual-
quier suposicién acerca del signo de f. Si f(x) es negativa en todo o parte
del intervalo, el tnico efecto es el de hacer los correspondientes factores
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\

! %/ / Ly »x
a b

Figura 2.8.

f(&;) en la suma negativos en vez de positivos. A la regién acotada por
la parte de la curva debajo del eje x se asignara entonces naturalmente un
area negativa. La integral serid asi la suma de términos positivos y negati-
vos, correspondiendo respectivamente a porciones de la curva encima y
debajo del eje x* (véase Fig. 2.7).

Es intuitivamente convincente afirmar que nuestro proceso de limite
converge, ain si la funcién f(x) no es continua en todas partes sino que

y

— X

————

1
Figura 2.9 S sgn x dx = 0.
-1

posee discontinuidades de salto en uno o varios puntos, como la funcién
indicada por la curva en la Fig. 2.8, donde claramente existe un area bajo
la curva.®

1 Las 4reas de regiones acotadas por curvas cerradas arbitrarias se considerarin

en el capitulo 4.
2 Como otro ejemplo considérese f(x) = sgnx en [—1, 1]. Se tiene f(x) = —1
+1

para x <0y f(x) = +1 para x > 0 (véase Fig. 2.9). Entonces f(x) dx = 0.

-1
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Asi, el proceso de limite anterior puede muy bien resultar en un limite
definido de la suma F,, para funciones que posecn algunas discontinuidades;
y esta posibilidad se indica denominando a tales funciones integrables. A
mediados del siglo xix el gran Bernhard Riemann analizé por prime-
ra vez la aplicabilidad del proceso de integracién a funciones generales.
Mais recientemente se han introducido varias extensiones del concepto mis-
mo de integracién. Empero, tales refinamientos poscen una menor impor-
tancia inmediata para el cilculo relativo a fenémenos intuitivamente acce-
sibles, y no serd necesario para nosotros destacar siempre la integrabilidad
de nuestras funciones como mero recordatorio de que pueden definirse fun-
ciones no integrables.

En cursos avanzados la integral que se ha definido aqui se denomina
“integral de Riemann”, para distinguirla de varios conceptos generalizados
de integral; las sumas de aproximacién F, se denominan sumas de Rie-
mann.

2.2 Ejemplos elementales de integracién

En un buen nimero de casos significativos estamos ya en condiciones
de calcular la integral de una funcién llevando a cabo los procesos de
limite prescriptos. Esto se hari mediante una evaluacién explicita de las
sumas F, para una eleccién adecuada de los puntos intermedios & (usual-
mente, el punto extremo izquierdo o derecho de las celdas). El teorema so-
bre la existencia de la integral de una funcién continua asegura que el
limite de los F, es ¢l mismo para cualquier otra eleccién de los puntos
intermedios £; y para cualquier método de subdivisién.

a. Integracién de una funcién lineal

Primero se verificard que la integral realmente da el valor correcto del
irea para algunas figuras sencillas que conocemos de la geometria.

Sea f(x) = constante = y. Para calcular la integral de f(x) entre los
limites @ y b se forman las sumas F, (véase Fig. 2.10). Puesto que aqui
f(&) =y, se encuentra

» n
F, = zyAx;Z'yzAx;Zy(b—a).

i=1 i=1
Por lo tanto, de manera aniloga

b
lim F, = S vydx = y(b — a).

Nnro

Esta es justamente la férmula para el 4rea de un rectingulo de altura v
y base b — a.
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f(x)
y
S fx)=v L
%—vml
Z
0 s b

Figura 2,10 Integral de una constante.

La integral de la funcién f(x) = x,

3
S x dx,

(Fig. 2.11), como se sabe de la geometria elemental, posee el valor
3(b — a) (b + a) = $(b% — a?).

Para confirmar que el proceso limite conduce analiticamente al mismo
resultado, se subdivide el intervalo de @ a b en n partes iguales por medio
de los puntos de divisién

a+ hat2h,...,a+ (n— 1)k,

y
s”#
b
a
7/ S
[0} a b
be— b=a —>
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donde h = (b — a) /n. Tomando para £; el punto extremo derecho de
cada intervalo se encuentra la integral como el limite, para n — 0, de la
suma

Fa= (a+hh+ (a+20)h+ -+ (a+nh)h
=nah + (1 +2+ 3+ 4+ n)h®=nah + in(n + 1)A°,

donde se ha utilizado la bien conocida férmula para la suma de una pro-
gresién aritmética (véase p. 134, problema 3). Substituyendo h = (b —
a)/n, se ve que

PR VP | YRR
F, = a(b a>+2(1+n)<b ay?,

de lo que se sigue inmediatamente que

mF, = a(b—a) + (b —a)* = $(b* — a?).

nro

b. Intcgracion de x*

La geometria elemental no conduce tan facilmente a la integracién de
la funcién f(x) = x%, esto es, a la determinacién del 4rea de la regién?
acotada por un segmento de una pardbola, un segmento del eje x y dos
coordenadas. Es necesario un verdadero proceso de limite. Suponiendo
a < b, se eligen los mismos puntos de divisién y los mismos puntos inter-
medios que en el ejemplo anterior (véase I'ig. 2.12). Se sigue entonces que
la integral de x? entre los limites @ y b es el limite de las sumas

Fo=(a+h)*h+ (a+2h)*h+ -+ (a + nh)h
= na*h + 2ah%(1 + 2+ 3+ -+ n)
+ h3(12 4+ 22 + 32+ - + n?);
usando los valores conocidos de las sumas cncerradas entre paréntesis se
encuentra (véase pp. 81-82)

F, = na*h + n(n + l)ah® + ;—) [n(n + D2n + DHIK®
9 1 1
=ad%b —a) + (l + -l-)a(b —a¥ + l(1 + —-)(2 + -—)(b —a)’.
n 6 n/\ n

1 .
Puesto que lim — = 0, se tiene
noeo T

lim Fy = a*(b — a) +a(b—a)9+%(b—a)a:%(bs_a3)_

o0

1 Algunas veces se expresa esto diciendo que se estd “cuadrando” la regién.
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Figura 2.12 Area bajo un arco parabdlico mediante subdivisién aritmética.
Asi, para a < b,

b 1
Sx'—’dx=§(b3—a3).

a

*c. Integraciéon de x* para enteros o7~ —1

Los siguientes ejemplos de esta seccién son ilustraciones instructivas que
muestran que en algunos casos la integracién puede llevarse a cabo me-
diante recursos especiales clementales. Posteriormente, en la Seccién 2.9d
(p. 212) se obtendran los mismos resultados de manera més simple utili-
zando métodos generales.

El mismo tipo de argumento que el utilizado para x y x%, aplicado a

las funciones x2, x*, ..., da como resultado la relacién
b 1
1 dx = bt — g™+
(1) | 5= g O =,

donde « es cualquier entero positivo; esto puede ser demostrado encon-
trando férmulas apropiadas para las sumas 1° + 2° + --- + n%, tal como
la relacion

1im[(1"+2“-|-“' + n%) _—1—]=L

nsc0 no+t a-t1

que puede ser probada por induccién sobre a (véase el Problema 16, p.
136). En la siguiente seccién la férmula (1) sera probada de una forma
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diferente, con mayor generalidad y simplicidad, indicindose con ello la
potencia de los métodos que desarrollaremos. Su validez serd extendida a
todos los valores de « excepto & = —1.

Afortunadamente, la definicién de integral nos deja bastante latitud
en la eleccién de las subdivisiones y proporciona un camino mas sencillo
para evaluar la integral. No se tienen que utilizar sumas basadas en puntos

equidistantes de divisién. En vez de eso, con el ‘“cociente” V/b/a = q se

Figura 2.13 Area bajo un arco parabdlico mediante subdivisién geométrica.

subdivide el intervalo [a, b] mediante los puntos de una progresién geomé-
trica (Fig. 2.13),
a,aq,aq? ...,aq", aq™ = b;
se requiere entonces solamente evaluar la suma de una seric geométrica.
Dados los puntos de divisién x; = aq* la longitud de la i-ésima celda estd
dada por
Ax; = aqt — aqit = —____aq’(qq— 1).

El maximo Ax; es el Gltimo:
b(g—1)
q

Para n - o el nimero g tiende hacia ¢l valor uno (véase Ejemplo d, p.
87), y por lo tanto la longitud Ax, de la mixima celda, y entonces también

Axy =
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la longitud de todas las celdas, tiende a cero. Para los puntos intermedios

£; se eligen nuevamente los puntos extremos derechos x; de cada celda.
La suma
n

(2) Fo=3(4) an=3 (aq‘)“aq‘tfl‘

i=1 i=1

es conocida explicitamente a partir de la suma de la progresién geométrica
con razén q'*¢. Aplicando la bien conocida férmula (p. 91), se encuentra

_— n(a+1)
Fn = g"+1 9 lq"u 9 e 1
q gt —1
(b/a)™ —1 g—1
— %+l — 1 a — ba+1 — gy 3 .
a (q )q qa.,.l - 1 ( a )q q"+1 — 1

Puesto que ¢ 541, puede utilizarse una vez mdas la férmula para la suma
de una progresién geométrica y escribir

qg—1 1

q““—l qﬂ+qa—1+...+1'

Para n — o todas las potencias de g tienden a uno y se sigue que

1
lim F,, = ——— (b — a™**).
nroo " 1+«
De esta forma se ha verificado la férmula (1) para la integral de x* para
0 < a < b y cualquier entero positivo a.
El mismo método se aplica también para enteros negativos «, siempre
que @ 7= —1. Para la suma F, se obtiene como antes

. g—1
= b¢+1._a+1 X
( e

donde se recuerda que —« es positivo y mayor que uno. Aplicando la férmu-
la para una progresién geométrica, se obtiene

1 qg—1 _ 1
‘-1 q_a_l —1 q-a~1 + q—a—z + s q

que tiende a 1/(—a — 1) conforme n — c0. Consecuentemente, como antes,

1
Hm F, =

n0 a 1

(b1 — g1y,
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La férmula integral no tiene significado para « = —1, puesto que tan-
to el numerador como el denominador en el miembro derecho serian en-
tonces cero. En vez de esto se encuentra, de la expresién original (2) para
F, para el caso « = —1, que F, = n(q — 1) /q. Consecuentemente, obser-

vando que ¢ = V/b/a tiende a uno conforme n — o0, se encuentra

b1 ——
(3) —dx =limn(¥b/a—1).

e * n—o
Aqui el limite en el miembro derccho no puede ser expresado en términos
de potencias de a y de b pero puede ser expresado en términos de logarit-
mos de esas cantidades como se verd posteriormente (p. 167).

*d. Integracién de x° para « racional distinto de —1

El resultado obtenido anteriormente puede ser considerablemente gene-
ralizado sin complicar csencialmente la demostracién. Sea ¢ = r/s un ni-
mero racional positivo, siendo r y s enteros positivos; entonces en la
evaluacién de la integral dada arriba nada se cambia excepto la evaluacién
del limite (¢ — 1) /(g™! — 1) cuando g se aproxima a uno. Esta expresion
es ahora simplemente (¢ — 1)/(q**/¢ — 1). Hagamos ¢"/* = 7(r £ 1):
Entonces, si ¢ tiende a uno r también tiendc a uno. Tenemos por ello que
cncontrar el valor limite de (+* — 1) /(+™* — 1) cuando 7 se aproxima a
uno. Si se dividen tanto el numecrador como el denominador por + — 1y
se transforman como antes mediante la férmula para progresiones geomé-
tricas, el limite sc torna simplemente

P
Tt I s 1'

Puesto que tanto el numerador como el denominador son continuos en T,
este limite se obtiene de inmediato substituyendo 7 = 1, y por lo tanto se
hace igual a 5s/(r +s) = 1/(a + 1) ; luego, para todo valor racional posi-
tivo de a se obtiene la féormula integral

e+ 1

a

b 1
S x*dx = (bt — a™1),

tal como con enteros positivos.

Esta férmula permanec:ce vilida para valores negativos racionales de
a = —r/s, siempre que se excluya el valor « = —1 (para el cual la férmu-
la utilizada arriba para la suma de la progresién geométrica pierde su
significado).

Para a negativo se evalGa nuevamente el limite de (¢ — 1) /(g** — 1)
haciendo ¢7/* = ¢ para @« = —r/s; esto se deja como un ejercicio para el
lector.
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Es natural conjeturar que el campo de validez de la Gltima férmula se extiende
también a valores irracionales de a. En realidad, se establecerd la férmula integral
para todos los valores reales de a (excepto @« = —1) en la seccién 2.7 (p. 176)
de una manera enteramente simple como una consecuencia de la teoria general.

*e. Integracién de senx y cosx

El daltimo ejemplo elemental que serd tratado aqui mediante un artificio especial
es la integral de f(x) = sen x. La integral

b
sen x dx
a

Sy, = h[sen (@ + h) + sen (a+ 2h) + - + sen (a + nh)],

es claramente el limite de la suma

quc surge de la divisién del intervalo de integracién en celdas de longitud k = (b —
a)/n. Multipliquese la expresién en el miembro derecho por 2sen h/2 y recuérdese
la bien conocida férmula trigonométrica

2senusen v = cos (4 — v) — cos (u + v).

Siempre que A no sea un multiplo de 27 se obtiene la férmula

h ’ h 3 / 3
S, = 7 cos(a—i—z)—cos a+§h +cos(a+§h
25en§ : ’

5/ 2n — 1 ° 2n +1
— cos a+§z + -+ +costfa+ 3 hl)—cos ~a+ 5 h

_ h +h) 2n+11‘
== hcosa 2’ —cos {a + 5 z).

2sen §

Puesto que a + nh = b, la integral se convierte en el limite de

h h 5 A for Ao
7| cos (a + 5) —cos +§) conforme A —0,

2 scn-z-

Se sabe ahora, del capitulo 1 (p. 107), que para h —> 0 la expresién (h/2)/(sen
h/2) se aproxima al limite uno. El limite deseado es entonces simplemente cosaq —
cos b, y se obtiene la integral

o
s sen x dx = — (cos b — cosa).

a

Analogamente,

)
S cosxdx = senb — sena (véasc problema 3, p. 217).
a
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Cada uno de los ejemplos anteriores fue tratado con un artificio espe-
cial. Empero, el punto esencial del célculo integral y diferencial sistematicos
es el simple hecho de que en vez de tales artificios especiales se usan
consideraciones gencrales que conducen directamente al resultado. Llegare-
mos a estos métodos discutiendo primero algunas reglas generales concer-
nientes a integrales, introduciendo luego el concepto de la derivada y final-
mente estableciendo la conexién entre integral y derivada.

2.3 Reglas fundamentales de integracién

Las propiedades basicas de la integral se siguen directamente de su
definicién como el limite de una suma:

b n

f(x) dx = lim 2 f(&)Axi,
a no izl

donde ¢l intervalo [a, b] es cortado en subintervalos o celdas de longitud

Ax;, el nimero £; es cualquier valor en el i-ésimo subintervalo y se re-

quiere que el miximo Ax; tienda a cero conforme n — .

a. Aditividad

Sea ¢ cualquier valor entre a y b. Si las integrales se interpretan como
areas y se recuerda que el 4drca de una regién que consistc de varias sec-
ciones es la suma de las areas de las secciones (Fig. 2.14), esto nos conduce
a la regla

b [4 b
(4) f(x) dx= S f(x) dx + j f(x) dx.
a a c
Para una demostracién analitica las subdivisiones se eligen de tal ma-
nera que el punto ¢ aparezca como un punto de divisién, digamos ¢ = xp
(donde m varia con n). Entonces,

S f(g)an = Sf(E)an + 3 f(&)ax,

i=1 =1 i=m+1
donde la primera suma en el miembro derecho corresponde a una subdi-
visiéon del intervalo [a, ¢] en m celdas, y la segunda suma corresponde a
una subdivisién del intervalo [c, b]. Ahora para n — « se obtiene nuestra
regla para integrales.

Ms

b
Hasta ahora solamente hemos definido f(x) dx cuando a < b. Para

a
a = b, o bien para a > b, definimos la integral de tal manera que la regla
de aditividad sea preservada. Por eso, para ¢ = a debe definirse

(5) S“f(x) dx =0,
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y entonces para b = a se sigue que
[ a a
S fx) dx+ g f(x) dx = S f(x) dx=0.
I3 ¢ a
[
Esto nos conduce a definir S f(x) dx para ¢ < a por la férmula

(6) Scf(x) dx = — S“f(x) ds,

donde el miembro derecho posee el significado establecido originalmente.
Su significado geométrico es que el drea bajo la curva y = f(x) ha de ser

Yy
A
/ P\
//
/
jL > » X
0 a c b

Figura 2.14.

considerada negativa si la direccién de movimiento desde el limite inferior
de integracién hacia el limite superior es el de las x decrecientes. Una ojea-
da a los ejemplos anteriores de integrales confirma que, en efecto, un
intercambio en los limites de integracién a y b da como resultado el cam-
bio de signo en el valor de la integral.

b. Integral de una suma y de un producto con una constante

Si f(x) y g(x) son dos funciones cualesquiera (integrables), las leyes
basicas de operar con limites implican

J:f(x) dx +f g(x) dx =1lim [Z f(f)Ax:l 4 )im [Zg(E)Ax:‘

—h; (3 s an+ 2:(;) A

= tim {3176 + gE18a:

n—+w \i=1
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y, por lo tanto, la importante regla para la suma de dos funciones
b b
(7) S (x) dx + S g(x) dx = S [F(x) + g(x)]ds;
a a
y anilogamente para la diferencia:
b v b
S f(x) dx —S g(x) dx = S [f(x) — g(x)]d
a a a

Ademis, con cualquier constante « es

[ of () de = lim Eaf(E)A:r

n—o i=1

= alim Zf(g,) Az,

, n—+w i=
y asi

‘[‘baf(x) dz = U.Lbf(x) da.

Las tltimas dos reglas permiten integrar “combinaciones lineales” de
dos o mas funciones que pueden ser integradas individualmente. Asi, para
cualquier funcién cuadratica y = Ax? + Bx + C con cualesquiera constan-
tes A, B, C, se tiene

b ~b ~ b b
{(Ax2+B.t+C)dx=’ Am2c1x+J Bxdx+[Cdx
v ~a a Jva

b b b
=A[x2dx+Bdex+Cf1dx

= %(hs -a’)+ g(b" — a%) + C(b — a).
De la misma manera se integra ¢l polinomio general
y=Agx"+ A" F A A
{bv A(b™! — a™h) + %Al(b" —a")y+ -

v

+ ,s(b* — @) + Ay (b — ).

c. [Estimacién de integrales

Otra obscrvacién obvia concerniente a integrales es basica. Considérese
para a < b una funcién f(x) la cual es positiva o cero en cada punto del
intervalo [a, b]. Entonces,

(9) Sbf(x) dx > 0.

a
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Fsto surge inmediatamente si se escribe la integral como el limite de una
suma y se observa que las sumas contienen solamente términos no negativos.

Mais generalmente, si se tienen dos funciones f y g con la propiedad
f(x) > g(x) para todo x en el intervalo [a, b] entonces

b b
(10) S flx) dx > S o) dx.

a 3
Pues se tiene

b b b
S f(x) dx — S g(x) dx = S [1(x) — g(x)]dx 2 0,
a a a
puesto que f(x) — g(x) jamdis es negativa.

Apliquese este resultado a una funcién f(x) la cual es continua en el
intervalo [a, b]. Sea M el maximo valor y m el minimo valor de f en ese
intervalo. Puesto que

m<f(x) <M

para todo x en [a, b}, se tiene

Sbmdx < Sbf(x) dx < Sbde-

a a a

Recordando que para cualquier constante C

a a

b b
S Cdx=0C S ldx=C(b — a),

se obtiene la desigualdad
b

(11) m(b — a) ss f(x) dx < M(b — a),

[
la cual da cotas superiores o inferiores sencillas para la integral definida
de cualquier funcién continua.

Nuevamente, esta estimacién es intuitivamente obvia. Si se considera
la integral interpretada como un area, las cantidades M(b —a) vy
m (b — a) representan areas de un rectingulo circunscripto y un rectin-
gulo inscripto sobre la base comin de longitud b — a (véase Fig. 2.15).

d. El teorema del valor medio para integrales

La integral como un valor medio

Es significativa una interpretacion ligeramente diferente de nuestras des-
igualdades en términos del promedio de la funcion f en un intervalo [a, b].
Para un numero finito de cantidades fi, f2, ..., fn, €l promedio o media
aritmética es el nimero

f1+f2+"'+fn

n
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Figura 2.15.

Si se desea asignar un significado al valor promedio de un nimero infinito
de cantidades f(x) correspondientes a x arbitrarios en el intervalo [a, b],
es natural escoger primero un namero finito n de valores de f, digamos

flx1),f(x2), ..., f(xn), para formar su promedio
fla) 4 )
n b
y
Mp-—-— -
N

\

\

R (o -
i
I
!
|
|

mp--—- et -
/ i
!
i
I
|
|

Y -
o a ¢ b

Figura 2.16. El valor medio x de una funcién.



Sec. 2.3 Reglas fundamentales de integracidn 163

y entonces tomar ¢l limite cuando n crece mas alla de toda cota. El valor
de este limite, si existe, dependerd mucho de cémo los puntos x; se encuen-
tren espaciados en el intervalo [a, b]. Un valor definido para el promedio
de f se logra si se toman para los x; los puntos que se obtienen cuando se
divide el intervalo [a, b] en n partes iguales de longitud Ax; = (b — a) /n.
Se tiene entonces

flx) + -+ f(xn) 1 % f(x:) Ax,

n b—aig

y es claro que en el limite, para n — o0, los n-ésimos promedios convergen
hacia el valor

A u se le llamard la “media aritmética” o bien el valor medio de f en el
intervalo [a, b]. Nuestras desigualdades entonces establecen simplemente que
el valor medio de una funcién continua no puede ser mayor que el valor
maximo ni menor que el valor minimo de la funcién (Fig. 2.16).

Puesto que la funcién f(x) es continua en el intervalo [a, b)], deben exis-
tir puntos en el intervalo donde f posec el valor M o el valor m. Por el
teorema del valor intermedio para funciones continuas, deberd entonces
existir también un punto £ en el intervalo donde f tome, en efecto, el va-
lor intermedio u. Se ha probado entonces:

TroREMA DEL VALOR MEDIO. Para una funcidn continua f(x) en el
intervalo [a, b), existe un valor & en el intervalo tal que

b
(12) {swa=roe-a.

a
Este es el sencillo pero muy importante teorema del valor medio del cdlculo
integral. En palabras, afirma que el valor medio de una funcién continua
en un intervalo pertenece al rango de la funcién.

El teorema asegura solamente la existencia de por lo menos un £ en
el intervalo, para el cual f(£) es igual al valor promedio de f, pero no da
ninguna informacién adicional sobre la ubicacién de é&.

Nétese que la férmula que expresa al teorema del valor medio perma-
nece valida si los limites a y b son intercambiados; por lo tanto, el teorema
del valor medio es correcto también cuando a > b.
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El teorema del valor medio generalizado. En vez de la sencilla media aritmética
es necesario considerar a menudo “medias pesadas” de =n cantidades f,, ..., f,,
dadas por

ﬁ1f1+p:f3+"'+pnfn .
byt py s+ by,

My

donde “los factores peso” p; son cualesquiera cantidades positivas. Si, por ejemplo,
f4, Py ... , son, realmente, los pesos de particulas localizadas en los puntos res-
pectivos f;, f,, .., f, del eje x, entonces u representard la posiciéon del centro de
gravedad. Si todos los pesos p; son iguales, la cantidad u es justamente la media
aritmética definida anteriormente.

Para una funcién f(x) puede formarse anilogamente la media pesada

b
S f(x)p(x) dx

b
S?(x) dx

Q

(13) b=

sobre el intervalo [a,b) donde p(x), la funcién peso, es cualquier funcién positiva
en el intervalo. La hipétesis de que p es positiva garantiza que el denominador no
se anula.

La media pesada p estd situada también entre el mdximo valor M y el minimo
valor m de la funcidn f en el intervalo.

FEn efecto, multiplicando la desigualdad
m < f(x) < M,
por el nimero positivo p(x), se cncuentra que
mp(x) < f(x)p(x) < Mp(x).

La integraciéon conduce entonces a
v b b
m\ p(x)dxe< S f(x)p(x)dxe < M S p(x) dx.
a a a
b

Dividiendo por la cantidad positiva S p(x) dx, indudablemente se obitene el re-
a

sultado
m<p <M
Si aqui f(x) es continua, se concluye del teorema del valor intermedio (p. 68)

que g = f(¢), donde ¢ es un valor apropiado en el intervalo a < ¢ < b. Esto conduce
al siguiente teorema del valor medio generalizado del cdlculo integral:

Si f(x) y p(x) son continuas en el intervalo [a,b] y ademds p(x) es positiva
en este intervalo, entonces existe un valor £ en el intervalo tal que

b

b
(14) j f(x)p(x) dx = f(§) S p(x) dx.

a

El caso especial p(x) = 1 conduce al teorema del valor medio anterior.,
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2.4 La integral como funcién del limite
superior (integral indefinida)

Definicién y formula bdsica

El valor de la integral de una funcién f(x) depende de los limites de
integraciéon a y b: La integral es una funcién de los dos limites a y b.
Para estudiar mds de cerca esta dependencia sobre los limites imaginemos
que el limite inferior es un nimero fijo, digamos «, denotemos la variable
de integracién ya no por x sino por u (véase p. 148) y denétese el limite
superior por x cn vez de denotarlo por b, de manera de indicar que se
considerara al limite superior como la variable y que se desea investiga:
cl valor de la integral como funcién de su limite superior. En efecto, es-
cribimos

7
309 =1 au
La funcién ¢(x) se denomina una integral indefinida de la funcién f(x).
Cuando se habla de una y no de la integral indefinida, se sugiere que en
vez del limite inferior « pudo haberse elegido cualquier otro, en cuyo caso
se obtendria ordinariamente un valor diferente para la integral. Geométrica-

y

t

e -

u

Figura 2.17 La integral indefinida como un irea.

mente, la integral indefinida ¢(x) estd dada por el 4rea (mostrada por el
sombreado en la Fig. 2.17) bajo la curva y = f(u) y acotada por el eje u,
la ordenada u = a y la variable ordenada u = x, estando el signo deter-
minado por las reglas discutidas anteriormente (p. 148).
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Cualquier integral definida particular se encuentra a partir de la inte-
gral indefinida ¢(x). Sin duda, por las reglas basicas para integrales,

Sbf(u) du = Snf(u) du + Sbf(u) du

= - Saf(u) du + S"f(u) du=$(b) — dla).

@ a

En particular, puede expresarse cualquier otra integral indefinida con li-
mite inferior « en términos de ¢(x):

S’f(u) du=$(x) — pla).

ar

Como se ve, cualquier integral indefinida difiere de la integral indefinida
especial ¢(x) sélo por una constante.

Continuidad de la integral indefinida

Si la funcién f(x) es continua en cl intervalo [a, b] y « es un punto de
este intervalo, entonces la integral indefinida

a

b(x) = S’f(u) du

representa una funcién de x la cual estd definida nuevamente en el mismo
intervalo. Como se ve ficilmente: La integral indefinida ¢(x) de una
funcion continua f(x) es asimismo continua. En efecto, si x e y son dos
valores cualesquiera en el intervalo, se tiene por el teorema del valor me-
dio que

(15) 600 — 600 =\ 100 dw=pl& 6y 0

donde ¢ cs algln valor en el intervalo con puntos extremos x e y. De la
continuidad de f se tiene entonces

lim¢(y) = lim[p(x) + f(&) (y — 2)] = ¢(x) +[(x) 0= ¢(x),

yoz Y-z
lo que muestra que ¢ es continua. Mas especificamente, en cualquier inter-
valo cerrado sc tiene |[¢(y) — ¢(x)| < M|y — x|, donde M ¢s el maximo
de |f| en el intervalo, de modo que ¢ es ain Lipschitz-continua.

La férmula (15) para ¢(y) — ¢(x) muestra: que ¢(x) cs una funcién

creciente de x en el caso cn que f sea positiva en todo el intervalo, o sea,
para y > x

$(y) = ¢(x) Hf(E) (¥ - x) > ¢(x).
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El formar la integral indefinida de una funcién es un camino importante
para general nuevos tipos de funciones. En la seccién 2.5 se aplicard este
método para introducir la funcién logaritmo. Esto nos hard también vislum-
brar el hecho de que tcoremas generales del andlisis matematico conducen
a las mas notables férmulas especificas.

Como se veri en la seccién 3.14a (p. 298), la definicién de nuevas
funciones por medio de integrales de funciones ya definidas es un procedi-
miento satisfactorio si se desean establecer las definiciones (por ejemplo,
de las funciones trigonométricas) sobre una base puramente analitica en
vez de atenerse a explicaciones geométricas intuitivas.

2.5 El logaritmo definido mediante una integral

a. Definicién de la funcién logaritmo

b

En la seccién 2.2 sc tuvo buen éxito en expresar \ x"dx para cual-
- a

quier racional a —1 en términos de potencias de a y de b. Para
a = —1 se pudo solamente representar la integral como el limite de la
sucesién

b1 .
—du = limn{Yb/a —~1).

P n—-wo
Independientemente de las discusiones de la seccién 2.2 se introduce ahora
la funcién representada por la integral indefinida

T 1
S ~du,?
LU

o bien, geoinétricamente, mediante el drea bajo una hipérbola como se
indica en la Fig. 2.18. La denominamos el logaritmo de x, o bien, mds
precisamente, el logaritmo natural de x, y se escribe

v 1
(16) log x = —du.

LU
Puesto que y = 1/u es una funcién continua y positiva para todo u > 0,
la funcién log x estd definida para todo x > 0, siendo ademdis continua y
también monétona creciente. La eleccién de 1 como el limite inferior en
la integral indefinida para log x es cuestién de conveniencia. Implica que

(17) log1 =0,

! En esta seccién otra vez se utilizarz libremente el hecho de que la integral
de una funcién continua (en este caso la funcién 1/u) existe; la demostracién ge-
neral estd dada en el Suplemento.
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{
\\\y= 1
_ - .

Figura 2,18 Log x representado por un Airea.

y que log x es positivo para x > 1 y negativo para x entre cero y 1 (Fig.
2.19). Cualquier integral definida de 1/u entre limites positivos a y b pue-

de ser expresada en términos de logaritmos mediante la férmula (véa-
se pp. 165-166)

b
(18) S 1du=logb—loga.
u

a

Figura 2.19 El logaritmo natural.
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Geométricamente, esta integral representa el area bajo la hipérbola
y = 1/x entre las ordenadas x = ay x = b.

b. El teorema de adicién para logaritmos

La propiedad fundamental que justifica el nombre tradicional para
log x estd expresada por el

Teor:eMA DE ADICION. Para todo x e y positivos
(19) log(xy) = log x + log .
DemosTRACION. El teorema de adicién se escribe en la forma
log(xy) — logy = log x,

o bien

donde deliberadamente se¢ han elegido diferentes letras para las variables
de integracién en las dos integrales. La igualdad de las dos integrales se
deducira del hecho de que las sumas de aproximacién poseen el mismo va-
lor para elecciones adecuadas de subdivisiones y de puntos intermedios.
Supédngase primero que x > 1. Entonces

S‘ ?ltdu = lim ¥ iAul,

1 N izl Si

donde uy = 1, uy, 4., ..., u, = x representan los puntos que aparecen en
una subdivisién del intervalo [1,x] y &; estd situado en la i-ésima celda.
Haciendo v; = yu;, n; = y&;, se ve que los puntos v, vy, ..., v, corres-

ponden a una subdivisién del intervalo [y, xy] con puntos intermedios
ni = &y. Obviamente,

Av; = yAu;,
de modo que
n 1 n 1
> —aAy; =3 --Au,.
=1 i i=1 €4 :

Para n tendiendo a infinito se obtiene la identidad deseada entre integrales
para el caso x > 1.

Para x =1 ¢l tecorema de adicién se cumple trivialmente, puesto que
log 1 = 0. Para probar el teorema también para el caso 0 < x < 1, se ob-
serva que entonces 1/x > 1, y por tanto
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log x + log y = log « + log (—1 xy\)
e /
= log © + log -1- + log (zy)
x
= logl + log x + log (xy)
x

= log (l x) + log (zy)
x

= log | 4 log (zy) = log (zy).
Esto completa la demostracién del teorcma de adicién.

Una demostracién del teorema de adicién pucde también basarse en la férmula
(3) (p. 156), de acuerdo con la cual
logx = limn(Vx — 1).
n »%

Entonces

log (xy) = lim n(\"/g— 1)
n o
=lim[n(Vx-- 1) ¥y + n(Vy — 1)]
noo

= [lim n(Vx — 1)](lim Vy) + limn(¥y — 1)

n-o nors
= logx + log y,
puesto que lim ¥y = 1 (véase p. 87).

n-o

Aplicando el teorema de adicién para el caso especial y = 1/x, éstc
conduce a

1
log 1 = logx + log >

o bien

(20) Iog% = —log x.

Entonces, mds generalmente, .

(21) Iog%:Iogy#'—log%:logy—logx.

Aplicando repetidamente el teorema de adicién a un producto de n
factores s¢ tiene

log (xyve - xy) = log vy 4 log v, -+ -+ + log v,
En particular, s¢ encuentra que para cualquier entero positivo n

(22) log (1) = nlog x.
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Esta identidad se cumple también para n = 0, puesto que x° = 1, y puede
ser extendida a enteros negativos n observando que

X"

log (x*) = log (—1—~) = —log (x™) = —(-n) logx = nlog x.

Para cualquier racional @ = m/n y cualquier a positivo puede formarse

[ J—

a" = a™" = x, Se tiene entonces
1 1 m
logx = —log x" = —log a™ = — loga = aloga.
n n n

Asi, la identidad
(23) log (a") = aloga

se cumple para cualquier real positivo a y cualquier racional a.
y

2.6 Funcién exponencial y potencias

a. El logaritmo del niimero e

La constante ¢ obtenida en la p. 102 como el limite de (1 + 1/2)" des-
cmpefia un marcado papel para la funcién log x. Sin duda, el nimero e
estd caracterizado por la ecuacién?

loge = 1.

Para la demostracién, se observa quc la continuidad de la funcién log x

, n , 1 n
log e = log l:llm (1 + -1—)} = limlog [(1 + ;)]
o0 n n-ro \

=limn log (1 + l)
n

n-*a

nmplica

Ahora, por el teorcma del valor medio del célculo integral,

1 141/n 11
]()g(1+—) =J ldll=-"‘,
n L u En

donde £ es algin nimero entre 1 y 1 + 1/n que depende de la eleccién
de n. Obviamente, lim £ = 1, de modo que

nox

1
(24) loge = lim —~ = 1.

N>R

! Esto significa geométricamente que el drea acotada por la hipérbola y = 1/x
y las rectas y == 0, x = 1 y x = ¢, tiene el valor uno (véase Fig. 2.18).
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b. La funcién inversa del logaritmo. La funcién exponencial
De la relacién loge = 1 sc sigue que para todo racional a es
log (¢") = aloge = a.

Esto muestra que todo nimero racional « aparece como un valor del log x
para alg(in x positivo. Puesto que log x es continuo, toma entonces cual-
quicr valor entre dos nimeros racionales, esto es, todos los valores reales
contenidos entre tales nimeros. Se sigue que cuando x varia sobre todos
los valores positivos, los valores de 9 = log x recorren todos los niimeros y.

y

1

Figura 2,20 La funcion exponcncial.

Puesto que log x es monétono creciente, existe para todo nimero real y exac-
tamente un real x positivo tal que log x = y. La solucién x de la ecuacién
y = log x esti dada por la funcién inversa del logaritmo, la cual se deno-
tard por x = E(y). Se sabe entonces que E(y) (Fig. 2.20) estd definida
y es positiva para todo v, y que es también continua y creciente (véa-
se pp. 65-66).

Puesto que las ccuaciones y = logx y x = E(y) se cumplen para la
misma relacién entre x ¢ y, la ecuacién a« = log (¢%), la cual es valida para
« racional, puede escribirse también en la forma

E(a) = €.
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Se ve que: para todo racional « el valor de Z(a) es la a-ésima potencia del
ndmero ¢. Para a = m/n racional la potencia ¢* cstd definida directamente
como V/e™. Para a irracional la expresién e esti definida mas naturalmente
representando a « como el limite de una sucesién de ntmeros racionales
an y haciendo ¢* = lim (e™). Puesto que ¢ = E(ay), y puesto que la fun-
cién E(y) depende continuamente de v, se puede estar seguro de que el
limite de e™ existe y que posee el valor E(a), independientemente de la su-
cesion especial utilizada para aproximar a a. Esto prueba que la ecuacién
E(a) = ¢ se cumple también para « irracional. Para todo « real puede
escribirse ahora ¢® en vez de E(«). Denominamos a e funcidn exponencial.
Esta funcién esti definida y es continua para todo x, y es creciente y posi-
tiva en todas partes.

Puesto que las ecuaciones y = log v y x = ¢¥ son dos formas de expre-
sar la misma relacién entre los niimeros x e y, se ve que la designacién
log x, el “logaritmo natural” de x (como se define aqui mediante una in-
tegral), se mantiene para el logaritmo de base e, con la interpretacién que
a ese término se le darfa en matematicas elementales; esto es, log x es el
exponente de aquella potencia de ¢ que es igual a x, o sca,

(25) eloss =

Puede escribirse * log x = loge x.
Anéalogamente, x = ¢¥ es aquel niimero cuyo logaritmo ¢s 3, o sea,

(26) log e¥ = y.

Desde el punto de vista del calculo, es realmente mas facil introducir en
primer término logaritmos naturales como integrales de la funcién sencilla
y = 1/x, como se hizo aqui, y definir después potencias de ¢ tomando la
inversa de la funcién logaritmo. De esta forma la continuidad y monotonia
de las funciones log x y ¢® aparecen justamente como consecuencia de teo-
remas generales y no requieren argumentos especiales.

c. La funcién exponencial como limite de potencias

Originalmente se obtuvo el niimero ¢ como el limite

l n
e =" lim(l -f-—).
n—-c0 n

Una férmula mas general representa ¢® para cualquier ¥ como un limite,
a saber:

1 Fl lector puede pensar que el nombre “logaritmo natural” debié6 haber sido
reservado mds bien para logaritmos de base 10. Sin embargo, histéricamente, la pri-
mera tabla de logaritmos, publicada por Napier en 1614, dio esencialmente logaritmos
de base e. Los logaritmos de base 10 fueron introducidos sélo subsecuentemente por
Briggs debido a sus obvias ventajas de calculo.
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0 , . X\"
(27 e = lim 1 4= ).
N->n n

Para la demostracion, es suficiente mostrar que la sucesién

oa(1:2)

posee el limite x. Pues entonces la sucesién de valores

en = (1+f)
n

debe tender a ¢f puesto que la funcién exponencial es continua. Ahora bien,
I

X term ]
sn = nlog (1 + -;l):n Edg.
1

Por el tcorema del valor medio del cdlculo integral se tiene

Sn_n;;[(l-}-%)*l]:%,

donde §&, es algiin valor entre uno y 1 -+ x/n. Pucsto que obviamente §,
tiende a uno para n tendiendo a oo, se tiene en efecto lim s, = x.

n o

d. Definicién de potencias arbitrarias de nimeros positivos

Las potencias arbitrarias de cualesquiera niimeros positivos pueden aho-
ra ser expresadas en términos de las funciones exponencial y logaritmo.?
Se encuentra para « racional y cualquier x positivo que la relacién

log (x") = alogx

se cumple. Se escribe esta ecuacién en la forma

4 = v logz,

Para « irracional se representa a « nuevamente como el limite de una
sucesién de naimeros racionales an, y s define
A =lima™ = lim ™ 'o¢ 7,
n norw
L.a continuidad de la funcién exponencial implica nuevamente que el li-
mite existe y que posee el valor ¢ '°¢% puesto que
6’" logr — elim ("n logr) — lim 6"" log >

1 Esto evita la definicidén ‘‘elemental”, mis incémoda, y la justificacién de estos
procesos mediante el paso al limite a partir de exponentes racionales, indicado en
la p. 109.
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Por lo tanto, la ecuacién
(28) AV T gt lose
sc cumple de manera completamente general para todo « y cualquier x
positivo. Haciendo log v = f3, o bien, lo que es lo mismo, x = ¢’, sc infiere
(]UC
(29) (e8)7 = e,
y, mas generalmente, para todo x positivo:
(x"‘)ﬁ o= (e" 1”!‘”)5 = e"“} logr — x"’{‘

Otra regla para operar con potencias, que es facilmente establecida en
forma completamente general, es la ley de multiplicacién, o sea,

(L — B

XA = e

donde x es un namero positivo y @ y 8 son arbitrarios. Es suficicnte probar
la correspondiente férmula obtenida tomando los logaritmos de ambos
lados:

log (x"x") = log (x*).

Ahora bien, por las reglas (19), (26) y (28) ya establecidas, se sigue que
log (2"x") = log x" + log a® = log (" 'v¢*) + log (& '°8¥)
=alogx + Blogx = (« + B) log x

= log (e!™# leg7) = Jog (xvF).

e. logaritmos de base arbitraria

Es facil expresar logaritinos relativos a una base diferente de ¢ en tér-
minos de logaritmos naturales. Si, para un ntimero positivo, a, la ecuacién
x = a¥ se satisface, se escribe entonces

y = log, x.
Ahora bien, a¥ = ¢¥ '°¢¢ de modo que x = ¢V 1°¢¢ o sea que y log a = log x.
Se sigue que

log x

log, v —
(30) O8N T
donde log x es el logaritmo natural de base e. En particular, los logaritmos
comunes de base 10 estin dados por

log x

109:1 A
s log 10
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Puesto que los logaritmos de cualquier base @ son proporcionales a los
logaritmos naturales, satisfacen el mismo teorema de adicién:

log, x + log, y = loga (xy).

2.7 La integral de una potencia arbitraria de x

En la seceidn 2.2 se obtuvo la férmula

b Gl ]
R b a
wdu =

. a1

para todo racional e~ - 1. (EI caso @ = —1 se vio que conduce al lo-
garitmo.) Para evaluar la integral cuando « es un nGmero irracional es
suficiente discutir la integral indefinida

b(x) = Su du.

de la cual todas las integrales definidas con limites positivos @ y b pueden
ser obtenidas. Supéngasc x > 1 (el caso x < 1 puede ser tratado de la
misma manera despudés de intercambiar los limites). Se tiene entonces, por

(28), que

ua = €" log u’

donde logu > 0 para u en cl intervalo de integracién. Sean 8 y y dos
nimeros racionales cualesquiera diferentes de —1 para los cuales

B<a<y
Entonces también
Blogu < alogu < ylogu.
Puesto que la funcién exponencial es creciente, esto imiplica
6.13 loz u .S (,’a log u S L’" lo;,u;
csto es,
u < u <
Se tienc entonces
a x
wdu < ¢p(u)< \ w du.
L 1
Las integrales de u” y u* se evaluaron anteriormente, conduciendo a

1 Bal L l
/J,—_r—]('\ I)Ssb(x)ﬁy%_i

(x™1 — 1).

Si se hacen ahora converger los nimeros racionales 8 v y a «, se obtiene
en cl limite
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[u—y

$lx) = —1 (¢ = 1),

+

puesto que x™t = gfr)logs y Ml = p(DosE tienden a e!™lET = x4
debido a la continuidad de la funcién exponencial. El mismo resultado se
sigue para x entre cero y uno. Asi, de manera general, para a, b positi-
vos es .

b 1

wdu=¢(b) = ¢(a) = ——— (™ — a™),

S “ at1
tal como para « racional.
Cuando « es un cntero positivo la férmula permanece valida aun cuan-

do los limites @ o b se tornen cero o bien negativos, y es facil extender la
férmula directamente a esos casos.

2.8 La derivada

El concepto de derivada, andlogamente al de integral, posee un inme-
diato origen intuitivo y es facil de entender. Ademaés, abre la puerta hacia
un caudal enorme de hechos matematicos e ideas. Y el estudiante sélo
gradualmente sc¢ harid conocedor de la variedad de aplicaciones significa-
tivas y de la potencia de las técnicas que se desarrollaran en este libro,

El concepto de derivada es sugerido primero mediante la nocién intui-
tiva de la tangente a una curva suave y = f(x) en un punto P de coorde-
nadas x € y. Esta tangente es caracterizada por el 4ngulo « entre su
direccién y cl cje x positivo. Pero, ;cémo obtiene uno este dngulo a partir
de la descripcién analitica de la funcién f(x) ? El conocimiento de los valo-
res de x e y en el punto P no basta para determinar el angulo @, puesto
que hay un nimero infinito de rectas, aparte de la tangente que pasa
por P. Por otra parte, para determinar « no se requicre conocer la fun-
cién f(x) en su comportamicnto global; el conocimiento de la funcién en
una vecindad arbitraria del punto P debe ser suficiente para determinar
la direccién @, no importa cuian minascula sea elegida esa vecindad. Esto
indica que se deberia definir la direccién de la tangente a una curva
y = f(x) mediante un proceso de limite, como se hard en breve.

El problema de calcular la direcciéon de tangentes, o de “derivacién”,
fue sugerido a los matematicos alrededor del siglo xvi por problemas de
optimizacién, esto es, cuestiones de méaximos y minimos que aparecen en
la geometria, mecanica y o6ptica. (Véase la discusién en la seccién 3.6.)

Otro problema de capital importancia que conduce a la derivacién es
el de dar un significado mateméatico preciso a la nocién intuitiva de velo-
cidad en un movimiento arbitrario no uniforme (véase p. 183).

Se principiard con el problema de describir analiticamente la tangente
a una curva mediante un proceso de limite.
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a. La derivada y la tangente

Definicién geométrica. De acuerdo con la intuicién ingenua, se defi-
ne la tangente a la curva dada, y = f(x), en uno de sus puntos, P, por
medio de los siguicntes procesos de limite geométricos (Fig. 2.21). Consi-
dérese un secgundo punto P, sobre la curva cercano a P. Por los dos pun-
tos P y P, se traza una linea recta secante de la curva. Si ahora el punto
P, se mueve a lo largo de la curva hacia el punto P, entonces es de espe-
rarse que la secante se aproxime a una posicién limite la cual es indepen-
diente del lado del cual P, tiende a P. Esta posicidn limite de la secante
es la tangente; la aseveracién de que cxiste tal posicién limite de la secan-

Py
Y =f(x)
N

le— R
le—

Figura 2.21 Secante y tangente.

te es equivalente a la suposicién de que la curva posee una tangente defi-
nida o bien una direccién definida en el punto P. Se ha utilizado la palabra
“suposicién” debido a que en realidad se ha hecho una. La hipétesis de
que la tangentc existc en cada punto no es de ninguna manera cierta
para todas las curvas que representan funciones sencillas. Por ejemplo, cual-
quier curva con una esquina o vértice en un punto P no posee ahi una
direccién determinada de manera tnica; por ejemplo, la curva definida
por ¥y = |x|, en (0,0). (Véase la discusién en las pp. 187-188.)

Puesto que nuestra curva esti representada por medio de una funcién
y = f(x), debe formularse el proceso de limite geométrico analiticamente
con referencia a f(x). Este proceso de limite analitico se denomina deri-
vacion de f(x).
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Considérese al angulo que una linea recta forma con el eje x como
aquél segin el cual el eje x positivo debe ser girado en la direccién positiva
o en el sentido contrario al de las manecillas del reloj* de modo que quede
por primera vez paralelo a la recta. (Este seria un 4dngulo « en el intervalo
0 <o < 7.) Sea a; €l dngulo que la secante PP, forma con el eje x positivo
(ver Fig. 2.22) y a el angulo que la tangente forma con el eje x positi-
vo. Entonces

lim a; = q,

PP
donde el significado de los simbolos es obvio. Sean x, y y i, ¥, las coor-
denadas de los puntos P y P; respectivamente. Entonces se tiene de inme-
diato.?

y
n——————————-— ~
SN =@
y-y=A4y
T2 |
| |
[ |
| |
| |
' |
|
! |
0 x X1 x
Figura 2.22.
_ iy _flx) — f(x)
tan a; — = ;

Xy T X X — X

ast, nuestro proceso de limite (omitiendo el caso @ = /2 de una tangente
perpendicular) esta representado por la ecuacién

" f(x1) — f(x)
i ——————

B

= lim tan @; = tane.

2302

1 Esto es, en una direccién tal que una rotacién de 7/2 lo hace coincidir con
cl eje positivo y. )

2 " Para que esta ecuacién pueda tener significado debe suponerse que tanto x
como x; estan situadas en el dominio de f. En lo que sigue, tAcitamente se harin las
hipétesis correspondientes en los pasos que dan lugar a procesos de limite.
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Notacién. La expresién
(%) =1(x) _ym—y _ Ay

X1 — X X1 — X Ax

se denomina cociente incremental de la funcién y = f(x), y los simbolos
Ay y Ax denotan las diferencias de la funcién y = f(x) y de la variable
independiente x. (Aqui, como en la p. 146, el simbolo A es una abreviacién
para diferencia y no es un factor.) La tangente trigonométrica de «, la
“pendiente” de la curva,® es por eso igual al limite al cual el cociente in-
cremental de nuestra funcién tiende cuando x, tiende a x.

A este limite del cociente incremental se le denomina derivada? de la
funcién y = f(x) en el punto x. Generalmente se utilizara la notacién de
Lagrange, 3 = f’(x), para denotar la derivada, o bien, como lo hiciera
Leibnitz, el simbolo® dy/dx, o df(x)/dx, o (d/dx)f(x). En la p. 192 se
discutira el significado de la notacién de Leibnitz con més detalle. Aqui se
puntualiza que: La notacién f’(x) indica el hecho de que la derivada es,
ella misma, una funcion de x, puesto que un valor de f’(x) corresponde a
cada valor de x en el intervalo considerado. Este hecho es destacado en
ocasiones mediante el uso de los términos funcién derivada, curva derivada.
La definicién de la derivada aparece en varias formas diferentes:

fla) = fx)  fx+R) = f(x)
J—— — m

b
h—0 h

f(x) = lim -

) a X1
donde en la segunda expresion x, sc¢ recmplaza por x + h; o bien en la
notacién de Leibnitz,

Si f estd definida en una vecindad del punto a, entonces cl cociente
[f(x + h) — f(x)]/h estd definido como una funciéon de & para todos los
valores h ## 0 para los cuales |k| es lo suficientemente pequeho para ase-
gurar que x + h esti en el intervalo bajo consideracién. La definicién de
Hx +h) = f(x)

h
riamente pequefio para todo i =0 (positivo o negativo) tal que |k| sea
suficientemente pequerio.

f(x) como limite requicre que == f'(x) | sea arbitra-

Cdlculo analitico de derivadas. El concepto intuitivo y la nocién ana-
litica gencral de derivada son simples y naturales. Menos obvio es el pro-
cedimiento de llevar a cabo verdaderamente tales procesos de limite.

1 Las palabras gradiente o bien coeficiente de direccién son utilizadas ocasio-
nalmente.

2 El término coeficiente diferencial es también utilizado en textos antiguos.

d3 La notacién de Cauchy Df(x) y la notacién de Newton y son tambien uti-
lizadas.
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Es imposible encontrar la derivada haciendo simplemente x; = x en la
expresion para el cociente incremental, pues entonces tanto el numerador
como cl denominador serian iguales a cero y esto nos conduciria a la ex-
presién sin significado 0/0. Asi, el paso al limite en cada caso depende de
ciertos pasos preliminares (la transformacién del cociente incremental).

Por ejemplo, para la funcién f(x) = x* se tiene

f(x) = f(x) _ x® — &7

= = x; + x slempre que x 5= x;.
X, — X Xy — X

Esta funci6n x, + x no posee exactamente el mismo dominio que
(%, — x%) /(x; — x): La funcién x; + x estid definida en el punto x; = x,
donde ¢l cociente (%42 — x2) /(x; — x) no estd definido. Para cualesquiera
otros valores de x; las dos funciones son iguales; por lo tanto, al pasar al
limite, para el cual se requiere especificamente que x;=% x, se obticne el

mismo valor para lim (x> — x?)/(x; — x) que para lim (%, + x). Sin
172 12z

embargo, puesto que la funcién x; + x estd definida y es continua en el

punto x; = x, puede hacerse con ésta lo que no se pudo hacer con el co-

ciente, a saber, pasar al limite haciendo simplemente x, = x. Para la deri-
vada se obtiene entonces

fx) = dE;:) = 2x.

Como otro ejemplo, derivamos, esto es, calculamos la derivada de la
funcién y = v7para x> 0. Para x; 7~ x se tiene
fn) —1(x) _ Vo —va_ (Vo= V5 (Va+ Vi)
X = x X x (1 — x) (Var + V)
. X1 — X _ 1
(1= 2) (Va+ Vo) Vo + Va
Por lo tanto (para x > 0)
x 1
(_1_\_/_;( = lim — = 1_ .
dx 2y \/xl + \/x 2\/’6

Para x = 0 se tiene una singularidad: La derivada es infinita, puesto que
(Vx1— 0)/(x1 — 0) = 1/v/x,—> o para x;— 0.

Definicién analitica

Es sumamente significativo que el proceso de derivar una funcién po-
sea un significado analitico definido completamente separado de la concep-
cién intuitiva geométrica de la tangente. La definicién analitica de la
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integral, libre de la visualizacién gcométrica de &rea, nos permitié basar
la nocién de 4rea sobre la de integral. Con igual espiritu, independiente-
mente de la representacién geométrica de una funcién y = f(x) por medio
de una curva, definimos la derivada de la funcién y = f(x) como la nueva
funcién ¥ = f'(x) dada mediante el limite del cociente incremental Ay/Ax,
siempre que el limite exista.

Aqui las diferencias Ay =y, —y = f(x;) — f(x) y Ax = x; — x son
“cambios o variaciones correspondientes” en las variables y y x. La razén
Ay/Ax puede denominarse “razén promedio de variacién” de y con respecto
a x en el intervalo (x,x ‘- Ax). El limite f'(x) = dy/dx representa enton-
ces la “razén instantinea de variacién” o simplemente la “razén de varia-
cién” de y con respecto a x.

Si este limite existe se dice que la funcién f(x) es derivable o diferen-
ciable. Se supondra siempre que cada funcién que se considere es derivable
a mcenos que se especifique lo contrario.! Se destaca que si la funcién f(x)
ha de ser derivable en el punto x, el limite para h — 0 del cociente
[f(x + i) — f(x)]/h debe existir, donde h puede poseer cualquier valor
=0 para el cual x + /i pertenece al dominio de f. Si, en particular, f
estd definida en todo un intervalo que contiene al punto x en su interior,
entonces el limite debe existir independientemente de la manera en la
cual h tiende a cero, ya sea a través de valores positivos o a través de
valores negativos, sin restriccién sobre el signo.

Disponiendo ahora de una definicién analitica para la derivada f/(x),
se toma el dngulo de direccién a con el eje x positivo, dado por la ecuacidon
tana = f'(x), como, la direcciéon de la tangente a la curva en el punto
(x,9).? De este modo, basando la definicidn geométrica en la analitica, se
cvitan dificultades que pueden aparccer por la vaguedad de la visualiza-
cién geométrica. De hecho, se ha definido ahora precisamente lo que se
entiende por una tangente a la grifica de y = f(x) en el punto (x,y) y
se dispone de un criterio analitico para decidir si una curva posec o no
una tangente en un punto dado (x,y).

Funciones mondtonas

No obstante, la interpretacion objetiva de la derivada como la pendiente
de la tangente a la curva cs una ayuda altamente provechosa para el
entendimiento, aun en discusiones puramente analiticas. Este es el caso de
la siguiente proposicién basada en la intuicién geométrica:

1 Ejemplos en los cuales esta hipdtesis no se satisface se darin posteriormente
(ver p. 188). Tales ejemplos justifican el mencionar la derivabilidad como una
hipétesis si el contexto lo asegura.

2 El angulo « no esti determinado absolutamente de manera dnica sino que
puede ser substituido por @ £ 7, « * 27, etc.,, a menos que se¢ especifique como
arriba que 0 < a < 7.
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La funcidn f(x) es mondtona creciente cuando f'(x) > 0 y monétona
decreciente cuando f'(x) < 0.

En verdad, si f(x) es positiva y la curva es recorrida en la direccién
de x creciente, entonces la tangente se inclina hacia arriba, esto es, hacia
y creciente (« es un “dngulo agudo”); por lo tanto, en el punto en cues-
tién la curva se eleva conforme x crece; y si, por otra parte, f'(x) es nega-
tiva, la tangente se inclina hacia abajo (a es un “4ngulo obtuso”) y la curva
cae conforme x crece (véase Fig. 2.23). Esto seri probado analiticamente
en las pp. 198, 199.

Y y

f(x) f(x) a

0 0

Figura 2.23 Tangentes a graficas de funciones crecientes y decrecientes.

b. La derivada como una velocidad

La necesidad de substituir el concepto intuitivo de velocidad o rapidez
por una definicién precisa conduce de nucvo a exactamente el mismo proce-
so de limite que ya hemos denominado diferenciacién.

Considérese el ejemplo de un punto que se mueve sobre una linca recta,
el eje y dirigido, estando determinada la posicién del punto por una sola
coordenada, y. Esta coordenada y es la distancia, con su signo adecuado,
de nuestro punto mévil medida desde un punto inicial fijo sobre la linea.
El movimiento ecstd dado si se conoce y como funcién del tiempo ¢:
y = f(#). Si esta funcién es una funcién lineal f(t) = ¢t 4+ b, se habla de
un movimiento uniforme con velocidad ¢, y para cualquier par dc valores
distintos, ¢ y t;, pucde obtenerse la velocidad dividiendo la distancia re-
corrida en un intervalo de tiempo por la longitud de dicho intervalo de
tiempo:

H(#) — ()

= ——————
tl—t
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La velocidad es, por lo tanto, el cociente incremental de la funcién ¢t + b,
y este cociente de incrementos es independiente del par particular de ins-
tantes que se fijen. Pero, ¢qué es lo que sc ha de entender por la velocidad
de movimiento e¢n un instante ¢ si el movimiento no c¢s ya uniforme?
Para responder a csta pregunta, se considera el cociente de incrementos

(e = f(O))/ (& — ).

el cual se denominard “velocidad promedio” en el intervalo de tiempo en-
tre t, y t. Ahora bien, si esta velocidad promedio tiende a un limite definido
cuando se hace tender ¢; a ¢, este limite se definird como la velocidad en
el tiempo t. En otras palabras: la velocidad, esto es, la razén instantanea
de variacién de la distancia con respecto al tiempo en el tiempo ¢, es la
derivada

ty) — (¢
f(£) = lim fe) Z 14 ‘t)l __ft(_)..

Newton destacd la interpretacion de derivadas® como velocidades, y es-
cribié v, o bien f(x), en vez de f’(¢), una notacién que se utilizari oca-
sionalmente. Nuevamente, la derivabilidad de la funcidén es una suposicién
necesaria si la nocién de velocidad ha de tener un significado.

Un ejemplo sencillo es el del movimiento de cuerpos en caida libre.
Se parte de la ley establecida experimentalmente segin la cual la distancia
recorrida en un tiempo ¢ por un cuerpo en caida libre, que parte del re-
poso en ¢t = 0, es proporcional a ¢?; es por lo tanto representada mediante
una funcién de la forma

y = f(t) = at?

con a constante. Como en las pp. 180-181, la velocidad entonces estd dada
mediante la expresion f'(t) = 2at; asi: la velocidad de un cuerpo en caida
libre crece en proporcion al tiempo.

c. Ejemplos de diferenciacion

Se ilustrari ahora la técnica de la derivacién mediante un nimero de
ejemplos tipicos.
Funciones lineales

Para la funcién y = f(x) = ¢ con ¢ constante, se ve para todo x, es
f(x +h) — f(x) = ¢ — ¢ =0, de modo que lim[f(x + k) — f(x)]/h = 0;

h-0
esto es, la derivada de una funcién constante es cero.

1 Denominadas por ¢l “fluxiones”.
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Para una funcién lineal y = f(x) = ¢x + b, se encuentra

- J
flx) = lim 1R I g et
ko0 h o il

[

La derivada de una funcién lineal es constante.
Potencias de x
En seguida se deriva la funcién potencia
y = f(x) =%

suponicndo primero que « €s un entero positivo. Siempre que x; 7= x se
ticne

fn) =10 =

Ay U X Xy — X

donde se divide directamente o bien se utiliza la férmula para la suma de
una progresién geométrica. Lsta sencilla manipulacién algebraica es la
clave para pasar al limite; pues la Gltima expresion en el miembro dere-
cho de la ecuacién es una funcién continua de x;, en particular para
¥, = x, y asi puede cfectuarse el paso al limite con x, —> x para esta expre-
si6n simplemente reemplazando x; en todas partes por x. Cada término
toma entonces el valor x*, y, puesto que el nimero de términos es exacta-
mente @, sc obtiene

Se llega al mismo resultado si @ es un entero negativo -f; se dche,
sin embargo, suponer cue x no es ccro. Entonces se encuentra

1 1
flxa) — f(x) _x* % —x" 1
X —x x—x x—x  xxf

P e T SRR o

xl"x'q
Una vez mas, puede efectuarse el paso al limite simplemente substituyendo
x por x;. Entonces, tal como se hizo antes se obtiene para cl limite

A1

Y =Bl = —pat.

Por lo tanto, para valores enteros negativos @ == —f la derivada estd dada
nuevamente por la férmula

Y = ax™.
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Finalmente, se probara la misma férmula cuando x es positivo y «
cualquier niimero racional. Se supone que @ = p/q, donde p y q son ambos
enteros y ademds positivos. (Si uno de ellos fuera negativo no se rcque-
ririan cambios esenciales en la demostracién; para a = 0 el resultado es
ya conocido, puesto que x* es entonces constante.) Se tiene ahora

fla) = f(x)  aP0 — xPr

X, — X X, — X

Si se hace ahora x/¢ = £ y x1/¢ = £, sc obtiene

flna) = fx) &0 =@ @ g

e A AR T TR
Después de esta Gltima transformacién puede efectuarse inmediatamente el
paso al limite con x; = x (o0, lo que equivale a lo mismo, £, — £) y obtener
asi para el valor limite la expresién

= 4 gﬂ-l == l) &1 = fx(l'—q)/q = ~{)x(p/q)rl
& q q q
o, finalmente.
fla) =y = ax,

que es formalmente ¢l mismo resultado obtenido antes. Se deja al lector
probar que la misma férmula de derivacién vale también para exponentes
racionales negativos.

Se volvera (p. 207) a la derivacién de potencias y se probard la validez
general de la férmula anterior para cxponentes arbitrarios a.

Funciones trigonométricas

Como un ltimo ejemplo s¢ considera la derivacién de las funciones
trigonométricas sen x y cos x. Se utiliza la elemental férmula de adicién tri-
gonométrica para transformar el cociente incremental

sen (x + h) — senx senxcosh + cosxsenh — senx

h h
cosh — 1 sen A
=senx ———— t+ cos x
h h
Recordando las relaciones de la seccién 1.8, pp. 107-108,
h—
i o ST,
h—0 h h—0 IZ
y se obtiene inmediatamente
v = d(sen x) — cosx.
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La funcién y = cos x puede ser derivada exactamente de la misma for-
ma. Partiendo con
cos (x + h) — cosx cosh — 1 sen h
= cos X ————— — sen x

h h h

y tomando el limite para h — 0, se obtiene la derivada*

__d(cos x)
=

— sen x.

Y

d. Algunas reglas fundamentales para la derivacién

Tal como cn el caso de la integral, existen ciertas reglas basicas para
la derivacién que se obtienen inmediatamente a partir de la definicién y
bastan para formar la derivada de muchas funciones.

1. Si¢(x) = f(x) + g(x), entonces ¢’(x) = f(x) + g'(x).
2. Si ¢(x) = ¢f(x) (donde ¢ es una constante), entonces y’(x) =
¢f’(x). Se tiene

BOxth) = ¢(x) _ flxth) —f(x) | glx+h) —gl)

h h h

g(x+ ) —y(x) flx +h) — f(x)

h h ’

y nuestras proposiciones se obtienen directamente mediante el paso al li-
mite.

Asi, por ejemplo, la derivada de la funcién ¢(x) = f(x) +ax + b
(donde a y b son constantes) estd dada por la ecuacién

¢’'(x) =f(x) +a

Con la ayuda de estas reglas y de la férmula para la derivada de una
potencia se puede inmediatamente derivar cualquier polinomio y = @ox® +
ax™* + -+ + a, y encontrar

Y = nax™ + (n — 1ax™? + -+ 2a,.x + an-..

e. Derivabilidad y continuidad de funciones

Es 1til saber que la derivabilidad es una condicién mas fuerte que la
continuidad:

1 Si x es interpretado como un &ngulo, entonces esias férmulas sencillas para
las derivadas de sen x y cos x presuponen, por supuesto, que el i4ngulo x estd medido
en radianes.
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Si una funcién es derivable, entonces es también continua.

Pues si el cociente de incrementos [f(x + k) — f(x)]/h se aproxima a
un limite definido cuando 4 tiende a cero, el numerador de la fraccién,
esto es, f(x + h) — f(x) debe! tender a cero con h; esto precisamente
expresa la continuidad de la funcién f(x) en el punto x. Por lo tanto, son
innecesarias otras demostraciones engorrosas de la continuidad de funciones
que puede mostrarse que son derivables (esto es, para la mayoria de las
funciones que se encontraran).

Discontinuidades de la derivada-Esquinas

La reciproca, sin embargo, es falsa; no es cierto que toda funcién con-
tinua posea una derivada en cada punto. El contraejemplo mas sencillo es
la funcién f(x) = |x|, esto cs, f(x) = —x para x <0 y f(x) = x para
x 2> 0; su grafica esti mostrada en la Fig. 2.24. En el punto x = 0 esta

Yy

f(x)= —x f(x)=x

0
Figura 2.24 f(x) = |«i.

funcién es continua pero no posee derivada. El limite de [f(x + k) —
f(x)]/h es igual a 1 si h ticnde a cero a través de valores positivos, y es
igual a —1 si /i tiende a cero por valores negativos; y si el signo de & no
se restringe, ningdn limite cxiste. Se dice que nuestra funcién posee dife-
rentes derivadas anterior y posterior c¢n el punto x = 0, donde por deriva-
da anterior y derivada posterior sc entienden respectivamente los valores
limite de [f(x + &) — f(x)]/h conforme A se aproxima a ccro sélo a tra-
vés de valores positivos y sélo a través de valores negativos respectivamente.
La derivabilidad de una funciéon definida en un intervalo en torno al pun-
to considerado requiere asi no solamente que existan las derivadas anterior
y posterior, sino que éstas sean iguales. Geométricamente, la desigualdad

1 Puesto que entonces

Hm [f(x + h) — f(x)] =

A0

[lim Het ’-'lh IO Gimpy =6 -0 =0,

h—o h—o
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de.las dos derivadas significa que la curva posee una esquina. La derivabi-
lidad expresa de una manera precisa lo que intuitivamente podria deno-
minarse suavidad de la grifica de la funcién.

Discontinuidades infinitas

Como un ejemplo méas de puntos donde una funcién continua no es de-
rivable, se consideran los puntos donde la derivada se torna infinita, esto
es, los puntos en los cuales ni existe una derivada anterior ni una derivada
posterior, y el cociente incremental [f(x + &) — f(x)]/h crece més alla de
toda cota conforme i — 0. Por ejemplo, la funcién y = f(x) = ¥x = x*%
estd definida y es continua para todos los valores de x. Para todos los va-
lores de x distintos de cero su derivada esta dada (p. 185) por la férmula
y = 4x7%. En el punto x = 0 se tiene [f(x + h) — f(x)]/h = h%[/h = h%,
y se ve de inmediato que cuando h — 0 la expresién no posee valor limite
sino que, por el contrario, tiende a infinito. Este estado de cosas es a me-
nudo descrito brevemente diciendo que la funcién posce una derivada in-
finita en el punto en cuestién; como sc podrd recordar, sin embargo, esto
significa solamente que conforme £ tiende a cero el cociente diferencia cre-
ce mas alld de toda cota y que la derivada en el sentido en que se ha
definido realmente no existe. El significado geométrico de una derivada in-
finita cs que la tangente a la curva es vertical (ver Fig. 2.25).

y

Figura 2.25.

La funcién y = f(x) = V/x, la cual esti definida y es continua para
¥ > 0, tampoco es derivable en el punto x = 0. Puesto que y no estq defi-
nida para valores negativos de x, se considera aqui solamente la derivada
lateral derecha. La ecuacién [f(h) — f(0)]/h =1 /\/—}? muestra que esta
derivada es infinita; la curva toca al cje y en el origen (Fig. 2.26).

Finalmente, en la funcién y = \*/;2_ = x% se ticne un caso en ¢l cual la
derivada lateral derecha en el punto x = 0 es positiva e infinita, en tanto
que la derivada lateral izquierda es negativa e infinita, como se sigue de la
relacién
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fh) =70 1

h Vh
En realidad, la curva continua y = x%, llamada pardbola semicibica o pa-
rdbola de Neil, posee en el origen una cuspide con una tangente perpen-

dicular al eje x (ver Fig. 2.27).

y

Figura 2.26.

f. Derivadas superiores y su significado

La grafica de la derivada f’(x) dc una funcion se denomina la curva
derivada dc la grifica de f(x). Por cjemplo, la curva derivada de la
pardbola y = x* es una linea recta representada por la funcién y = 2x.
La curva derivada de la curva scnoy = sen x es la curva coseno y = cos x;
y, anilogamente, la curva derivada de la curva y = cos x es la curva y =
—sen x. (Estas ultimas curvas pueden obtenerse una de la otra mediante

(o]
Figura 2.27.

una translacién en la direccién del eje x, como se muestra en la Fig. 2.28.)
Es bastante natural el formar curvas derivadas de las curvas derivadas,
esto es, formar la derivada de la funcién f/(x) = ¢(x). Esta derivada
x+ h)y —f(x
(r) = i LR 1)

h—o0
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suponiendo que existe, se denomina segunda derivada de la funcién f(x);
y se la denotara por f”(x).

Andlogamente, pucde intentarse formar la derivada de f’(x), llamada
tercera derivada de f(x), la cual entonces se denota por f’’(x). Para la
mayoria de las funciones que nos conciernen no hay nada que nos impida
repetir el proceso de derivacién tantas veces como queramos, definiendo
asi una n-ésima derivada ™ (x).* Ocasionalmente, serd conveniente deno-
minar a la funcién f(x) su propia 0-ésima derivada.

y
f(x) =senx [ (x)=cos x
// \\ 7
5 x
y
f(x)=cos x [ (x) = =senx
-7~
/ 7/ N
// N\
\
\ / \
\ / \
\ / \ x
o n 27\
\\ 5 \\

Figura 2.28 Curvas derivadas de sen x y cos x.

Si la variable independiente es interpretada como el tiempo ¢ y el mo-
vimiento de un punto esta representado como antes por la funcién f(t),
el significado fisico de la segunda derivada es la razén de variacién de
la velocidad f’(t) con respecto al tiempo, o sea, como se le denomina usual-
mente, la aceleracion. En el ejemplo del cuerpo en caida libre la distancia
recorrida en el tiempo ¢ estaba dada mediante la funcién y = f(¢) = at®.
Se encontrd f'(¢) = 2at para la velocidad en el tiempo ¢. La aceleracién

1 Los términos segundo, tercero, ..., n-ésimo coeficiente diferencial son tam-
bién utilizados, o bien D2f, ..., D" (ver nota 3, p. 180).
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posee cntonces el valor constante f/(t) = 2a (el cual usualmente es iden-
tificado con la constante gravitacional g). Posteriormente (p. 257), se dis-
cutird la interpretacién geométrica de la segunda derivada en detalle.
Aqui, sin embargo, se toma nota de los siguientes hechos: En un punto
donde f”(x) es positiva, f(x) crece conforme x crece; si aqui f/(x) es
positiva, la curva se torna mdis empinada para x creciente. Si por otra parte,
f”(x) es negativa, f'(x) decrece conforme a crece, y si f’(x) es positiva,
la curva se torna menos empinada conforme x crece.

Finalmente, se observa que las derivadas superiores pueden utilizarse
para definir una funcién. Asi, las funciones trigonométricas se pueden ca-
racterizar por una asi llamada ecuacién diferencial que involucra la fun-
cion y su segunda derivada. De las férmulas (dcosx)/dx = —senx,
(dsen x)/dx = cosx se obtiene inmediatamente al derivar nuevamente,

o 2

COS X == —COS X, -——:Senx = -—Usen Xx.

dy* dx*

Por tanto, si el simbolo u es representativo de cualquiera de las funciones
sen x o cos x, se tiene la relacién (ecuacién diferencial)

Esta ecuacién diferencial claramente la satisface también cualquier combi-
nacién lincal u = a cos x + b sen x con coeficientes constantes a, b. Se vera
en la Sec. 3.16 b que tales combinaciones lineales, con constantes arbitrarias
a y b, son las unicas funciones u para las cuales u” = —u.

En todos los tipos de aplicaciones que involucran oscilaciones o fend-
menos ondulatorios, tales como movimicntos de resortes o bien ondas sobre
la superficie del agua, pasaremos dircctamente de consideraciones fisicas
hacia una ecuacién diferencial del tipo ¥” = —u para la variable fisica
significativa u (usualmente la variable independicnte es el tiempo). Es
por ello importante reconocer ue u puede ser representada sencillamente
en términos de funciones trigonométricas (véase capitulo 9).

g. Derivada y cociente de incrementos. Notacién de Leibnitz

En la notacién de Leibnitz ¢l paso al limite en el proceso de derivacién

es simbolicamente cxpresado reemplazando el simbolo A por el simbolo d,
motivando ¢l simbolo de Leibnitz para la derivada definida mediante la
ecuacion

d , A

D~ fim 22

dx  pzao Ax
Si se desea obtener un entendimicnto claro del significado del célculo dife-
rencial, debemos precavernos contra la vieja falacia de imaginar la deri-
vada como el cociente de dos “cantidades” dy y dx que son de hecho
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“infinitamente pequefias”. El cociente de incrementos Ay/Ax posee un sig-
nificado sélo para diferencias Ax que no son iguales a cero. Después de
formar este genuino cociente incremental debe efectuarse el paso al limite
por medio de una transformacién o algin otro plan el cual también en el
limite evita la divisién por cero. No tiene sentido suponer que primero Ax
y Ay atraviesan por algo parecido a un proceso de limite y alcanzan valores
que son infinitesimalmentc pequefios pero atn diferentes de cero, de mo-
do que Ax y Ay se reemplazan por “cantidades infinitamente pequefias” o
“infinitesimales” dx y dy, y que el cociente de estas cantidades es entonces
formado. Tal concepcién de la derivada es incompatible con la claridad ma-
tematica; de hecho, no tiene significado alguno. Para mucha gente induda-
blemente posee un cierto encanto de misterio, siempre asociado con la
palabra “infinito”; y en los primeros dias del calculo diferencial aun el
mismo Leibnitz fue capaz de combinar estas vagas ideas misticas con un
tratamiento enteramente claro de los procesos de limite. Pero ahora el mis-
ticismo de las cantidades “infinitamente pequefias” no tiene lugar en el
célculo.

La notacién de Leibnitz, sin embargo, no es meramente sugestiva por
si misma, sino que es en realidad sumamente flexible y 1til. La razén es
que en muchos célculos y transformaciones formales podemos tratar con los
simbolos dy y dx exactamente como si fueran nimeros ordinarios. Tratan-
do a dx y dy como nameros es posible dar una expresién mds clara a mu-
chos célculos que pucden llevarse a cabo con toda validez sin su uso.
En los siguientes capitulos se verd este hecho verificado una y otra vez, y
nos habremos justificado al hacer un uso libre y repetido de ellos, siempre
que no se pierda de vista el caricter simbélico de los signos dy y dx.

*También para las derivadas segunda y superiores Leibnitz ide4 una
notacién sugestiva. Consider6 la segunda derivada como el limite del “se-
gundo cociente de incrementos” de la siguiente manera: Ademis de la
variable x se considera x; = x + h y x» = x + 2h. Entonces se toma el se-
gundo cociente de incrementos, entendiéndose por éste el primer cociente
de incrementos del primer cociente, esto es, la expresion

Liy:—y: yn—yy_ 1 _
Z(T_ —-h——) i (e = 20 Fy),

donde y = f(x), y: == f(x1) y y2 = f(«2). Escribiendo 2 = Ax,y. — y1 = Ay,
y 1 — y = Ay, se puede denominar apropiadamente la expresién en el dlti-
mo paréntesis “diferencia de la diferencia” de y, o bien, segunda diferencia
de y, y escribir simbélicamente

Y2 = 2y y T Ay Ay = A(Ay) = Ay

1 Aqui AA = A? es simplemente un simbolo para ‘“diferencia de diferencia” o
bien “segunda diferencia”.
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En esta notacién simbélica el segundo cociente incremental es escrito en-
tonces A?y/(Ax)2, donde el denominador es realmente el cuadrado de Ax,
mientras que en el numerador el indice superior 2 denota simbdlicamente la
repeticién del proceso de diferencia. La segunda derivada es expresada en-
tonces mediante

. A?
prix) = lim ST
r) oz (Ax) “
Este simbolismo para el cociente incremental* condujo a Leibnitz a in-
troducir la notacién
dy d®y
=) =28 =) =52 e,
para las derivadas scgundas y superiores, y se vera que esta notaciéon es
también de utilidad.?

h. El teorema del valor medio del cilculo diferencial

El cociente incremental involucra los valorcs de una funcién para dis-
tintos valores de x, mientras que la derivada en un punto no nos dice nada
acerca de la funcién en cualquier otro punto; €l cociente incremental re-
fleja propiedades de la funcién “globalmente”, micntras la derivada refleja
una propiedad local, o sea, una propiedad “en lo pequefio”. A menudo se
requerird deducir propiedades del todo, o propiedades “globales”, de una
funcién a partir de las propiedades locales dadas por su derivada. Para este
proposito se utiliza una relacién fundamental entre el cociente de incre-
mentos y la derivada, conocido como “el teorema del valor medio del cilcu-
lo diferencial”.

El teorema del valor medio es facil de apreciar intuitivamente. Consi-
dérese el cociente incremental

flm) = f(x) _ af

X1 — X2 Ax

de una funcién f(x) y supdéngase que la derivada existe en todas partes
en el intervalo cerrado x; < x < x,, de modo que la grifica de la curva
posea una tangente en todas partes. El cociente de incrementos es la tan-

1 Como debe destacarse, la proposicion de que la segunda derivada puede ser
representada como cl limite del segundo cociente de incrementos requiere, una de-
mostracién. Previamente, la segunda derivada no se definié de esta forma sino como
el limite del primer cociente de incrementos de la primera derivada. Las dos defi-
niciones son equivalentes siempre que la segunda derivada sea continua; la demos-
tracién, sin embargo, se dara sélo posteriormente (véase el capitulo 5, apéndice 1I),
puesto que no tenemos ain ninguna necesidad particular de esta propiedad.

2 Esta es la notacién que se acostumbra. Escribiendo y’ = d%/(dx)?
y""" = d%/(dx)® con paréntesis, seria un poco mais clara, pero de ordinario no se
hace.
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gente del dngulo de inclinacién « de la secante, mostrada en la Fig. 2.29.
Imaginese esta secante trasladada paralelamente a si misma. Al menos una
vez alcanzara una posicién en la cual es una tangente a la curva en un
punto entre x; y x»; esto ocurre en un punto x = £ de la curva el cual se
encuentra a la maxima distancia de la secante. Por lo tanto existe un valor
intermedio £ en el intervalo, tal que

f{x1) — f(x2)

X1 T Xo

= f'(8).

Esta proposicién se denomina teorema del valor medio del cdlculo diferen-
cial.* Puede expresarse también en forma algo diferente observando que el
ntimero £ puede ser escrito en la forma

E=x1+ 0(x: — x1),

donde todo lo que se sabe en torno a ® es que se encuentra situado entre
0 y 1. Adn cuando ® (o bien £) en general no puede ser especificado més
exactamente, el teorcma es sumamente poderoso en las aplicaciones.

o x1 4 x2

Figura 2.29.

Considérese, por ejemplo, el caso donde x es el tiempo y y = f(x) la
distancia de un automévil desde su punto de partida a lo largo de cierto
camino. Entonces f’(x) es la velocidad del automévil en el tiempo x. Si,
digamos, durante las dos primeras horas (Ax = 2) el automévil ha cu-
bierto una distancia Af = 120 millas, puede concluirse, a partir del teorema
del valor medio, que al menos en un momento £ durante estas dos horas
el automévil tuvo una velocidad de exactamente 60 millas por hora (siem-

1 Un nombre mas apropiado seria el de teorema del valor intermedio del
calculo diferencial.
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pre que la velocidad exista en todo momento). El conductor no puede
sostener, por cjemplo, que ha viajado todo el tiempo a menos de 50 millas
por hora. Por otra parte, no hay nada que indique cual fue el tiempo £
en el cual se alcanzd la velocidad precisa de 60 millas por hora; pudo haber
sido en algin tiempo durante la primera hora, o bien durante la segunda
hora o bien en diversas ocasiones.

Una formulacién precisa del teorema del valor medio es la siguiente:

St f(x) es continua en el intervalo cerrado x; < x < x» y derivable en
todo punto del intervalo abierto x;, < x < x,, entonces existe al menos un
valor 8, con 0 < 6 < 1, tal que

X») — X ,
[(x:) = flw) _ flx1 + 8(x: — x1)).
Xo — X1

Si se substituye x, por x y x, por x + kh, el teorema del valor medio

puede ser expresado mediante la férmula

fx Jr.__/_‘/)l A FUE) —~f(x+0h), x<E<x+h

Aun cuando es esencial que f(x) sca continua para todos los puntos del
intervalo, incluyendo los puntos extremos, no se tiene que suponer que la
derivada exista en los puntos extremos.

Si en cualquier punto en el interior del intervalo la derivada deja de
existir, el teorema del valor medio no es necesariamente cierto. Es facil
ver esto cn el ejemplo de f(x) = |x|.

1. Demostracién del teorema

El teorema del valor medio se deduce usualmente mediante la reduc-
cién a un caso especial que sera establecido primero.

TeoreMA DE ROLLE. 87 una funcidn ¢(x) es continua en el intervalo
cerrado x, < x < x. y derivable en el intervalo abierto x, < x < xu, y s,
ademds, ¢(x1) =0y $(x2) = 0, entonces existe al menos un punto £ en
el interior del intervalo en el cual ¢'(£) = 0.

Interpretado geométricamente, esto significa que si una curva alcanza
el eje x en dos puntos, entonces debe poseer una tangente horizontal en
algin punto intermedio (Fig. 2.30).

Sin duda, puesto que ¢(x) es continua en el intervalo cerrado [x,, x.),
existe un valor maximo M de ¢(x) y un valor minimo m en este intervalo
(véase p. 124). Puesto que ¢ se hace cero en los puntos extremos, se debe
tener m < 0 < M. Si estos valores méximo y minimo deben ser iguales,
entonces necesariamente m = M = 0 y asi ¢(x) = 0 en todos los puntos
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del intervalo; entonces también ¢’(x) = O en el intervalo, y, por lo tanto,
¢’(£) = 0 para todo ¢ en el intervalo. Entonces, debe considerarse sola-
mente el caso donde m y M no son cero ambos. Si, en particular M no es
cero, entonces M debe ser positivo. Existe un punto en el intervalo [x;, x.]
donde ¢(¢&) = M. Puesto que ¢ se hace cero en los puntos extremos del
intervalo, el punto ¢ debe ser un punto interior. Ademas, ¢(x) < ¢(§) = M

G (x)

M

30

Figura 2.30.

para todo x en [x;, x,]. Consecuentemente, para todo niimero A cuyo valor
absoluto |k] es suficientemente pequefio, la desigualdad ¢ (& + h) — ¢(£)
< 0 se cumple. Esto implica que el cociente

$(E+h) — (§)
h

es negativo o bien cero para h > 0 y positivo o bien cero para h < 0. Si
se hace h tender a cero a través de valores positivos se encuentra que
¢’(¢) <0, mientras que para h tendiendo a cero a través de valores nega-
tivos se sigue que ¢’(£) > 0. Por lo tanto, ¢’(£) = 0; y asi el teorema de
Rolle ha sido probado en el caso M 5= 0. El mismo argumento se cumple
para m 5= 0.

Para probar el teorema del valor medio se aplica el teorema de Rolle
a una funcién que representa la distancia vertical entre el punto (x,f(x))
de la grafica y su secante:

o(x) = f(x) — f(x:) —
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Esta funcién? obviamente satisface la condicién ¢(x;) = ¢(x.) =0, y es
de la forma ¢ (x) = f(x) + ax + b con coeficientes constantes a = —[f(x2)
— f(x1)]/(x2 — x1) y b. De la p. 187 se sabe que

¢’(x) =1 (x) +a
y asi, por el teorema de Rolle,
0=2¢(§) =f(§) ta
para un valor intermedio ¢ elegido adecuadamente; por lo tanto,

P (OB (C5)

X2 T Xy

y asi el teorema del valor medio est4 probado.

Significado del teorema

La derivada de una funcién fuc definida como el limite de cocientes
de incrementos para un intervalo cuando los puntos extremos se aproximan
entre si. El teorema del valor medio establece una conexién entre cocientes
de incrementos y derivadas de una funcién derivable, que no involucra la
contraccién del intervalo. Cada cociente incremental es igual a la derivada
en un punto intermedio adecuado £

Ejemplos. Tal como en el teorcma del valor medio del calculo inte-
gral, no hay nada afirmado especificamente en el teorema del valor inter-
medio respecto a la ubicacién de ¢ ademas del hecho de que £ esti situado
en el interior del intervalo. Para el ejemplo de la funcién cuadritica
y = f(x) = x* con derivada f'(x) = 2x, se encuentra

f(x2) — f(%1) -

X2 T Xy

x + x = f(§),

donde £ = (x; + x.) /2 es el punto medio del intervalo [x;, x.]. En general,
sin embargo, £ puede estar situado en cualquier otra parte entre x; y x..
Por ejemplo, si f(x) = x%, se tiene [f(1) — f(0)]/(1L —0) =1=f(§ =
3¢2, donde £ = 1/V/3.

Funciones mondtonas. Como una de las muchas aplicaciones del teore-
ma del valor medio del cilculo diferencial, se prueba que si la derivada de

1 Esta funcién es también proporcional a la distancia del punto (x,f(x)), de
la curva, a la secante. El lector puede verificar esto por si mismo f4cilmente; por
ejemplo, utilizando la propiedad de la geometria analitica elemental de que la ex-

presion (y — mx.— b)/ V1 + m® representa la distancia (con su signo) del punto
(x,y) a la recta con ecuacién y — mx — b = 0. De esta forma se encuentra que,
efectivamente, en los puntos de la curva que estin a una distancia mayor de la
secante, la tangente es paralela a la secante.
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f(x) posee un signo constante, entonces f es monétona. Especificamente, se
supone f(x) continua en el intervalo cerrado [a,b] y derivable en cada
punto del intervalo abierto (a,b). Si en estas condiciones es f(x) >0
para x en (a,b), entonces la funcidn f(x) es mondtona creciente; similar-
mente, st f'(x) < 0, la funcidn es mondtona decreciente. La demostracién
es obvia: Sean x; y x. dos valores cualesquiera en el intervalo cerrado [a, b].
Entonces existe un £ entre x, y x., y, por lo tanto, también entre a y b,
tal que

fx2) = f(x1) = F(€) (22 — x4).

Si f(x) > 0 en todas partes en (a,b), se tiene en particular f/(£) > 0.
Por lo tanto, f(x,) — f(x1) es positivo para x, > x;; esto es, f(x) es cre-
ciente. Analogamente, f es decreciente si f'(x) < 0 en (a,b).

De la misma manera se muestra que una funcién f(x) continua en [a, b]
y derivable en el intervalo abierto (a,b) debe ser constante si f'(x) =0
en todas partes en (a,b). Pucs cntonces

flx2) — f(x1) = f (&) (%2 — %) = 0.

Esta importante propiedad corresponde al hecho intuitivamente obvio de
que una curva cuya tangente en cada punto es paralela al eje x debe ser
una linea recta paralela al eje x.

Continuidad de Lipschitz de funciones diferenciables. Se mencioné an-
teriormente que una funcién f(x) que posee una derivada es necesaria-
mente continua. El teorema del valor medio del célculo diferencial
proporciona una informacién cuantitativa mucho mas precisa, a saber, un
médulo de continuidad. Considérese una funcién f(x) la cual esti definida
en el intervalo cerrado [a, b] y posee una derivada f’(x) en cada punto de
esc intervalo. Supéngase que [’(x) es acotada en el intervalo (éste es cier-
tamente el caso siempre que f/(x) sea definida y continua en el intervalo
cerrado [a, b]) ; existe un nimero M tal que |f'(x)| < M. Para dos valores
cualesquiera x;, x, en (a,b), se infiere del teorema del valor medio que

If(x2) = f(x0)] = [F(&) (22 = x1) | S M |22 — xa].
Para ¢ > 0 dado hemos asi producide un médulo sencillo de continuidad,
8 = ¢/M, tal que
f(x2) — flx)]| < e para |r; — x| < 8.
Témese, por ejemplo, la funcién f(x) = x% en el intervalo —a < x < + a.
Puesto que
If' (x)| = |22] < 2a,

se ve que aqui

[f(x2) — f(x1)| <& para [%: — x| < ¢/2a.
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Se dijo que una funcién f(x) “satisface una condicién de Lipschitz” o
bien que es “continua en el sentido de Lipschitz” (también, que es “lipschit-
ziana”) si existe una constante M tal que

lf(x2) = f(x1) ] < M |22 =1

para todos x, x. en cuestién. Esto significa que todos los cocientes de in-
crementos
f(x2) — (%)

Xo — X,

poseen la misma cota superior M para su valor absoluto. Se ve que toda
funcién f con derivada continua f’ en un intervalo cerrado es continua en
el sentido de Lipschitz. Sin embargo, aun funciones que no poseen derivada
en cada punto pueden ser “continuas de Lipschitz”, como lo muestra el
ejemplo f(x) = |x|. El lector puede verificar por él mismo que para esta
funcién siempre es [f(x;) — f(x:)] < [x2 — x|

Por otra parte, no toda funcién es continua en el sentido de Lipschitz.
Esto se muestra mediante ¢l ejemplo de f(x) = x%; aqui el cociente

f) = HO) _

£}

"
no esti acotado para x pequefio; por lo tanto, f(x) no es continua en el
sentido de Lipschitz en x = 0. Esto es compatible con cl hecho de que la
derivada f’(x) = 1/3x% no permanece acotada cuando x tiende a cero.
Las funciones que son continuas en el sentido de Lipschitz constituyen una
clase importante intermedia entre aquéllas que son simplemente continuas
y aquéllas que poseen una derivada continua.

j- La aproximacién de funciones mediante funciones lineales.
Definicién de diferenciales

Definicion. La derivada de una funcién y = f(x) se defini6 mediante
Ay

oy e JE R — {0
i e

donde Ax = h. Si para un x fijo y una & variable sc define una cantidad
¢ mediante

oy R k), Ay
e(hy = 1P IR DY iy = 22 e,
entonces el hecho de que f/(x) es la derivada de f en el punto x equivale
a la ecuacién
lime(h) = 0.

A0
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La cantidad Ay = f(x + h) — f(x) representa la variacién o incremento
en el valor de la variable dependiente y que resulta cuando el valor x
de la variable independiente es variado en la cantidad Ax = k. Puesto que

Ay = f(x) Ax + ¢ Ax,

la cantidad Ay aparcce como la suma de dos partes, a saber, una parte
f’(x) Ax que es proporcional a Ax y una parte £ Ax que puede hacerse tan
pequefia como se desce comparada con Ax haciendo a Ax mismo suficicnte-
mente pequcfio. La parte lineal, dominante, en la expresién para Ay la
denominaremos la diferencial dy dec vy, y escribimos

dy = df(x) = ['(x) Ax.

Para cualquier funcién derivable f y para un x fijo esta diferencial es
una funcién lincal bien definida de & = Ax. Por ejemplo, para la funcién
y = x% se tiene dy = d(x?) = 2x Ax = 2xh. Para la funcién particular
y = x, cuya derivada poscc el valor constante uno, se tiene simplemente
dx = Ax. Es entonces compatible con nuestra definicién el escribir dx para
Ax cuando x es la variable independiente; por lo tanto, la diferencial de
cualquier funcién y = f(x) puede ser escrita también como

dy = df(x) = f'(x) dx.
El incremento de la variable dependiente
Ay =f(x) dx + edx =dy + edx

difiere de la diferencial dy en la cantidad e dx, que, en general, no es cero.
En el ejemplo de la funcién y = x2 se tienc dy = 2xdx, mientras que

Ay = (x +dx)? — x* = 2x dx + (dx)* = dy + e dx,

donde & = dx.

Anteriormente se utilizd el simbolo dy/dx de manera puramente sim-
bélica para denotar el limite del cociente Ay/Ax para Ax tendiendo a cero.
Con la presente definicién de las diferenciales dy y dx, la derivada dy/dx
puede ser considerada en realidad como el cociente ordinario de dy y dx.
Aqui, sin embargo, dy y dx no son ahora en ningin sentido cantidades “in-
finitamente pcquefias” o “infinitesimales”; tal interpretacion estaria des-
provista de sentido. En vez de eso, dy y dx son funciones lincales bien defi-
nidas de & = Ax, las cuales para Ax grande pueden poseer valores numéricos
grandes. No hay nada sobresaliente en ¢l hecho de que cl cociente dy/dx
de estas cantidades posea el mismo valor que la derivada f(x). Esta es
solamente una tautologia reestableciendo la definicién de dy como f'(x)dx.?

1 Anailogamente, las diferenciales de orden superior podrian ser definidas por
d'y = f"(x)h* = ['(x) (dx)?, d’ = f""(x) (dx)’, etc., en concordancia con la nota-
cidon de Leibnitz para las derivadas superiores.
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Reescribiendo la relacién entre incremento y diferencial de f en la
forma

f(x +h) =f(x) + hff(x) + eh,

se ve que la expresién f(x + k) considerada como una funcién de h estd
representada por la funcién lineal f(x) -+ Af'(x), con un error sh que es
arbitrariamente pequefio comparado con & si h es suficientemente pequefio.
Esta representacién aproximada de f(x + k) mediante la funcién lineal
f(x) + hf'(x) significa gecométricamente que se reemplaza la curva por
su tangente cn el punto x (véase Fig. 2.31).

5
Ay
e ————
dx=h4%
x
o x x+dx

Figura 2.31 Incremento Ay y diferencial dy.

Aproximacién lineal

Una estimacién mas precisa de la magnitud del “error”, esto es, de la
desviacién de la funcién f(x) respecto de la funcién lineal que representa
a la tangente, estd dada mecdiante el teorema dcl valor medio del célculo
diferencial. Para una £ adecuada entre x y x + h se tiene

fx + Rh) — f(x) = hf'(£),

de modo que

f(x +h) —f(x)
¢ = A — () =18 — f(x).
Si, como ocurre usualmente en las aplicaciones, la funcién f'(x) misma
posee una derivada f’(x), se encuentra, aplicando el teorema del valor me-

dio por segunda vez, que

F(&) = F(x) = (£ —x)f"(n),
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donde 7 es un valor intermedio entre x y £ y por lo tanto también entre
xy x -+ h. Se sigue que

le] = [(¢ = x)f"(n)| = 16 = 2| |f"(n)| < kM,

donde M es una cota superior para el valor absoluto de la segunda derivada
de f en el intervalo [x,x + h]. Entonces |ek|, que mide la desviacién de
f(x + h) respecto a la funci6n lineal f(x) + hf'(x), es a lo mas igual a
Mh?, Para h suficientemente pequefio la expresion Mh? es, por supuesto,
mucho menor que f/(x)h, a menos que suceda que f’(x) posee el valor cero.
Esta aproximacién de una funcién en un intervalo pequeiio mediante una
funcion lineal es de gran significado tanto para las aplicaciones practicas
como para el analisis matemético avanzado. En capitulos posteriores volve-
remos a este topico, y se deduciri entonces la mejor estimacién de
leh’ < iMh2.

Interpolacion

*Cuando una funcién f(x) estd descripta numéricamente mediante una
tabla de valores, f esti determinada ordinariamente mediante interpolacion
lineal para argumentos x intermedios entre aquéllos para los cuales f esta
registrada. Este procedimiento corresponde también a reemplazar la fun-
cién f mediante una funcién lineal en un intervalo. En este caso la grafica
de la funcién lineal estd dada mediante una secante en vez de una tangente
a la curva que representa f. Si, digamos, los valores de f son conocidos en
los puntos ¢ y b, reemplazamos a f(x) para un x intermedio por la ex-
presion

b —_
b0 = Ha) + (x — o) LTI,

la cual es lineal en x y da los valores correctos de f en los puntos extremos
x = avy x = b del intervalo (véase Fig. 2.32). Aqui, nuevamente mediante
el uso del teorema del valor medio, puede estimarse el error en esta apro-
ximacién. Se tiene

fx) — ¢(x) = (x —

[f(x) — fla) _ f(b) — f(a)
x—a b—a ]
= (x —a)[f' (&) — f(&)]

Puesto que £, esta situado entre a y x, estard también situado entre a y b,
como lo estd £. Una segunda aplicacién del teorema del valor medio del
célculo diferencial conduce entonces a

(%) = ¢(x) = (x — a)f"(n) (& — &),
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dondc 7 csta entre & y & vy, por lo tanto, también entre a y b. Consecuen-
temente, denotando por M a una cota superior para |f’| en el intervalo
[a, b], sc encuentra que

fv) = ()| <ix el [ — &[ ()] S M(b — o)~

Una vez mds, la desviacion de f de su aproximacién lineal puede ser esti-
mada mediante el cuadrado de la longitud del intervalo.

¥

|
& x
a b

Figura 2.32 Interpolacién lineal.

Como cjemplo numérico se toman de una tabla de funciones trigono-
métricas con medida en radianes los valores

sen 0.75 = 0.6816, sen 0.76 = 0.6889,

donde los errores no exceden de 0.00005. Si sc desea deducir el valor de
la funcién seno para el argumento intermedio 0.754, se encuentra mediante
interpolacién lineal que

sen 0.754 =~ 0.6816 + %10(0.6889 — 0.6816) ~ 0.6845.

Para la funcién f(x) == sen x la primera derivada es f'(x) = cos x, y la se-
gunda derivada f”(x) = —scn x. Obviamente, [[”(x)| < 1, de modo que
el error en el valor que se encontré para sen 0.754 como resultado del pro-
cedimiento de interpolacién lineal no excede de 1 x (0.01)2 = 0.0001. A
esta estimacién del error debemos afiadir posiblemente errores debidos a
redondeos en los valores tabulados y en la interpolacién.

Puede compararse este valor obtenido mediante interpolacion lineal con
el valor que se obtendria reemplazando la curva seno por su tangente en el
punto x = 0.75. Tomando f/(0.75) = cos0.75 = 0.7317 de la tabla, se en-
cuentra
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sen 0.754 = f(0.75) + f/(0.75) (0.004) = sen 0.75 + 0.004 cos 0.75
~ 0.6845.

Noétese que el valor verdadero de sen0.754 correcto para seis cifras sig-
nificativas es 0.684560.

k. Observaciones sobre aplicaciones a las ciencias naturales

Al aplicar las matemadticas a fenémenos naturales nunca se opera con
cantidades conocidas en forma precisa. El que una longitud sca exactamente
un metro es una cuestién que no puede ser decidida mediante ningiin expe-
rimento y que en consecucncia no posee significado fisico. Ademads, no existe
significado fisico al decir que la longitud de una varilla de material es
racional o irracional; puede ser medida sicmpre con cualquier grado de-
seado de precisién mediante niimeros racionales, y el Unico problema signi-
ficativo es el de si se puede manipular para efectuar tal medicién utilizando
nGmeros racionales con denominadores relativamente pequefios. Tal como
la cuestién de racionalidad o de irracionalidad en el sentido riguroso de
“matemadticas exactas” no posee significado fisico, efectuar procesos de limi-
te cn las aplicaciones no es usualmente mas que una idealizacién mate-
matica.

El significado prictico —y sobresaliente— de tales idealizaciones estriba
en el hecho de que a través de idealizaciones las expresiones analiticas se
tornan esencialmente mas sencillas y mas manejables. Por ejemplo, es mu-
cho maés simple y mis conveniente operar con la nocién de velocidad ins-
tantinea, la cual es funcién de un solo instante definido de tiempo, que
con la nocién de velocidad promedio entre dos instantes diferentes. Sin tal
idealizacién toda investigacién cientifica de la Naturaleza estaria condenada
a complicaciones irremediables y se atollaria desde el principio.

No se tiene la intencién de entrar en una discusién filoséfica de la
rclacién de las matemadticas con la realidad. Para un mejor entendimiento
de la teoria sc debera destacar que en las aplicaciones se ticne el derecho de
reemplazar una derivada por un cociente incremental y viceversa, siempre
que las diferencias sean suficientemente pequefias para garantizar una aproxi-
macién suficientemente cercana. El fisico, el bidlogo, el ingenicro, o cual-
quier otro que tenga quc tratar con estas ideas cn la practica, tendrd por
ello el derecho de identificar el cociente incremental con la derivada, den-
tro de sus limites de precision. Mientras menor sea el incremento s = dx
de la variable independiente, con mayor precisién podra representarse el
incremento Ay = f(x + 1) — f(x) mediante la diferencial dy = hf’(x).
Mientras se mantenga, a sabiendas, dentro de los limites de precisién re-
queridos por el problema, puede estarle permitido hablar de las cantidades
dx = h y dy = hf’(x) como “infinitesimales”. Estas cantidades “fisicamente
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infinitesimales” poseen un significado preciso. Dichas cantidades son varia-
bles con valores finitos, diferentes de cero y elegidos suficicntemente peque-
fios para la investigacién dada; por cjemplo, menores que una parte fraccio-
nal de una longitud de onda, o menores que la distancia entre dos electrones
en un 4tomo; en general, menores que el grado de precisién requerido.

29 La integral, la funcién primitiva y
los teoremas fundamentales del calculo

a. La derivada de la integral

Como se afirmé ya, la conexién entre integracién y derivacién es la pie-
dra angular del cilculo diferencial e integral.

Recordamos de la seccién 2.4 que una integral indefinida de una fun-
cién continua f(x) esta definida como una funcién ¢(x) del punto extremo
superior de integracién mediante la férmula

o(x) = S’f(u) du,

3

donde a era cualquier punto en ¢l dominio de f. Se probard ahora:

Er TeEorEMa FunpaMENTAL DEL CALcuro (Primera Parte). La inte-
gral indefinida ¢(x) de una funcidn continua f(x) posee siempre una de-
rivada ¢'(x) y, ademds,

¢’ (x) ={(x).
Esto es, la derivacién de la integral indefinida de una funcién continua
reproduce siempre el integrando:

d z
2 | J0) du= £
«

Este cardcter inverso de las operaciones de derivacidn e integracion es
el hecho basico del calculo. La demostracién es una consecuencia inme-
diata del teorcma del valor medio del cilculo integral. De acuerdo con ese
teorema, para cualesquiera valores de x y x + h del dominio de f se tiene

z+h
olxt+ h) = o(x) =S f(u) du = hi(8),

donde £ es algin valor en el intervalo con puntos extremos x y x + h.
Para h tendiendo a cero el valor £ debe tender a x, de modo que

x+ h) — d(x
tim 2R 7 00 o) = 10,

=i
B0 h A0

puesto que f es continua. Por lo tanto, ¢’(x) = f(x), como afirma el teo-
rema.
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Aplicaciones. (a) Puede utilizarse el teorema para encontrar deriva-
das de algunas funciones introducidas anteriormente. El logaritmo natural
se defini6 para x > 0 mediante la integral indefinida

log x = S ldu.
u

1

Se sigue inmediatamente que

(b) Logaritmos mis generales de una base arbitraria a fueron expre-
sados en la forma

1
log, x = o8 %

log a

Aplicando la regla para la derivada del producto de una constante y de
una funcién se encuentra que

lo =1
dx 5o ” xloga
(¢) Se encontré que
e — a1
LY T e

en el caso en que el exponente @« es un entero o, mas generalmente, un
nimero racional. Puede ahora cxtenderse esta férmula para « arbitrario.
Para este propésito se recuerda la férmula de integracién

b 1
W du = ——— (b — g1,
Sa B8+1

la cual se probé para cualquier pareja de ntimeros positivos @, b y cualquier

B~ —1. Si se remplaza aqui el limite superior b por la variable x y se

derivan ambos miembros respecto a x, se sigue, para x > 0, que

o d 1
dx 3+ 1

Utilizando las reglas para la derivada de una suma y el preducto de una

constante por una funcién, podemos escribir este resultado en la forma

oo 1 4
B+ 1dx

Sustituyendo @ por 8 + 1, se obtiene la férmula

B

x (xﬁ+1 — B+1) .

X 841

—_— %= ax™?

dx
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para cualquier 8 £ —1, esto es, para « % 0. Sin embargo, la férmula tam-
bién se cumple trivialmente para « = 0, pues cntonces x* = 1, y la derivada
de una constante es cero.

b. La funcién primitiva y su relacién con la integral

Inversion de la derivacion

El tcorema fundamental muestra que la integral indefinida ¢(x), esto
cs, la integral con un limite superior variable x, de una funcién f(x), es
una solucién del siguicnte problema: Dada f(x) determinar una funcién
F(x) tal que

F'(x) = f(x).

Este problema requierc invertir el proceso de derivacién. Es tipico de los
problemas inversos que ocurren en muchas partes de las matematicas y
que hemos encontrado ya como un método matematico fructifero para
generar nuevos conceptos. (Por ejemplo, la primera extension de la idea
de los nimeros naturales esti sugerida por ¢l desco de invertir ciertos pro-
cesos clementales de la aritmética. Nuevamente sc obtuvieron nuevos tipos
de funciones de las inversas de funciones conocidas.)

Cualquier funcién F(x) tal que F’(x) = f(x), se denomina funcién
primitiva de f(x), o, simplemente, una primitiva de f(x); esta terminologia
sugiere que la funcién f(x) es deducida de F(x).

Estc problema dc la inversién de la derivacién, o dc encontrar una
funcién primitiva, es a primera vista de un caricter bastante diferente al
problema de la integracién. La primera partc del teorema fundamental del
célculo afirma, sin embargo:

Toda integral indefinida ¢(x) de la funcion f(x) es una primitiva de

f(x).

Empero, este resultado no resuelve completamente el problema de en-
contrar las funciones primitivas. Pues no se sabe atin si se han encontrado
todas las soluciones del problema. La pregunta acerca del conjunto de todas
las funciones primitivas es contestada por ¢l siguiente tcorema, mencionado
en ocasiones como segunda parte del teorema fundamental del célculo di-

ferencial e integral
La diferencia de dos funciones primitivas Fy(x) y Fa(x) de la misma
funcién f(x) es siempre una constante
Fi(x) — Fz(x) = c.
Asi, a partir de cualquier funcion primitiva F(x) pueden obtenerse todas

las demds en la forma
F(x) +¢
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mediante una eleccién adecuada de la constante c. Reciprocamente, para
cada valor de la constante ¢ la expresidn Fi(x) = F(x) -+ ¢ representa una
funcidn primitiva de f(x).

Es claro que para cualquier valor de la constante ¢ la funcién F(x) + ¢
es una funcién primitiva, siempre que la propia F(x) lo sea. Pues se tiene
(ver p. 187)

d d d

—[F - = ___ —c=F = .

FIF) + =2 Fx) + o= F(x) = f(x)
Por tanto, para completar la demostracién del teorema queda sélo por mos-
trar que la diferencia de dos funciones primitivas F,(x) y F.(x) es siempre
constante. Con este fin, considérese la diferencia

Fi(x) — Fa(x) = G(x).

Claramente,
G'(x) = F/(x) — F/(x) = f(x) — f(x) =0.

Sin cmbargo, se prob6 en la p. 199, a partir del teorema del valor medio
del cilculo diferencial, que una funcién cuya derivada se hace cero en
todas partes de un intervalo es una constante. Por lo tanto, G(x) es una
constante ¢, y el teorema queda demostrado.

Combinando las dos partes que se acaban de probar, puede formularse
ahora el

Teorema FunpaMeENTAL pEL CALcuro. Toda funcidn primitiva F(x)
de una funcién dada f(x), continua en un intervalo, puede ser representa-
da en la forma

F(x) =c+ ¢(x) = ¢+ S’f(u) du,

donde ¢ y a son constantes; y, reciprocamente, para cualesquiera valores
constantes de a y ¢, elegidos arbitrariamente,! esta expresion representa
siempre una funcidn primitiva.

Observaciones

Es posible conjeturar que la constante ¢ puede, en general, ser omitida
debido a que variando el limite inferior a se varia la funcién primitiva
mediante una constante aditiva; esto es, que todas las funciones primiti-
vas son integrales indefinidas. Frecuentemente, sin embargo, no pueden
obtenerse todas las funciones primitivas si se omite la ¢, como el ejemplo
f(x) = 0 muestra. Para esta funcién la integral indefinida serd siempre
cero, independientemente del limite inferior; asi, cualquier constante arbi-

1 Siempre que a esté situado en el dominio de f.
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traria es una funcién primitiva de f(x) = 0. Un segundo ejemplo es la

funcién f(x) = \/;, la cual estid definida sélo para valores no negativos
de x. La integral indefinida es

B(x) = 1% — 3o,

y se ve que no importa cémo se elija el limite inferior a; la integral inde-
finida ¢(x) se obtiene siempre de %(x)* afiadiendo una constante —%a*
que es menor que o igual a cero; sin embargo, una funcién tal como

3x% + | es también una primitiva de \/x. Asi, en la expresién general
para la funcién primitiva no puede hacerse caso omiso de la constante adi-
tiva arbitraria.

La relacién que se ha encontrado sugiere extender la nocién de integral

indefinida de modo que incluya todas las funciones primitivas. En lo suce-
z
sivo toda expresién de la forma ¢ + ¢(x) = ¢ + g f(u) du se denominara

a

una integral indefinida de f(x), y no se distinguird mds entre la funcién
primitiva y la integral indefinida. Sin embargo, si el lector ha de poseer
un correcto entendimiento de las interrelaciones de estos conceptos, es abso-
lutamente necesario que tenga en mente que en primera instancia la inte-
gracién y la inversiéon de la derivacién son dos cosas diferentes, y que es
s6lo el conocimiento de la relacién entre cllas lo que da el derecho de
aplicar el término “integral indefinida” también a la funcién primitiva.

Es bastante usual utilizar una notacién la cual no es perfectamente
clara sin comentario: se escribe

F(x) = Sf(x) dx,

cuando sc entiende que la funcién F(x) es de la forma

”
F(x) =c+ g f(u) du

a
para constantes apropiadas ¢ y a; esto es, se omite el limite superior x, el
limite inferior @ y la constante aditiva ¢, y se utiliza la letra x para la va-
riable de integracién. Estrictamente hablando, por supuesto, hay una pe-
quciia incompatibilidad en utilizar la misma letra para la variable de
integracién y el limite superior de integracién x que es la variable indepen-
diente en F(x). Al usar la notacién ff(x) dx no debe jamas perderse de
vista la indeterminacién asociada a ella, esto es, el hecho de que el simbolo
denota siempre una de las funciones primitivas de f solamente. La férmula
F(x) = ff(x) dx es justamente una forma simbélica de escribir la rela-
cién

2 Fx) = f(x).
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c. El uso de la funcién primitiva para la
evaluacion de integrales definidas

Supéngase que se conoce cualquier funcién primitiva F(x) para la fun-
b

cién f(x) y que se desea evaluar la integral definida S f(u) du. Se sabe
a

que la integral indefinida

o(x) = S f(u) du,

siendo también una primitiva de f(x), puede sélo diferir de F(x) por en
constante aditiva. Por ello

¢(x) =F(x) to

y la constante aditiva ¢ esti determinada de inmediato debido a que la
z

integral indefinida ¢(x) = \ f(u) du debe tomar el valor cero cuando
a

x = a. Se obtiene asi 0 = ¢(a) = F(a) + ¢, de lo cual se sigue que ¢ =

—F(a) y ¢(x) = F(x) — F(a). En particular, para el valor x = b se tie-

ne la férmula bisica

Sb f(u) du = F(b) — F(a),

st

Por ello,

Si F(x) es cualquier funcion primitiva de la funcién continua f(x),
la integral definida de f(x) entre los limites a y b es igual a la diferencia
F(b) — F(a).

Si se utiliza la relacién F/(x) = f(x), esta consecuencia del teorema
fundamental puede ser escrita en la forma

) b b
(31)  F(b) - F(a) = S F(x) dx = S F) e S dF (),
e e dx a

donde ahora F(x) puede ser cualquier funciéon con una derivada continua
F’(x), y donde se utiliza la sugestiva notacién simbélica dF(x) = F’'(x) dx
de Leibnitz.

Al aplicar nuestra regla, a menudo se utiliza una barra vertical para
denotar la diferencia de valores en los puntos extremos, escribiéndose

a

Sb () 4e = F(b) — F(a) = F(x) ’
. dax
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Puede escribirse (31) en la forma

(32) F(b) — Fla) _ 1 Sb F(x) dx.

b—a  b—a
Recordando la definicién de la p. 163 relativa al promedio de una funcién
en un intervalo, la regla afirma entonces que el cociente incremental de la
funcion F(x) formado para los puntos a y b es igual a la media aritmética
o promedio de la derivada de F(x) en el intervalo con puntos extremos
a y b. Cuando se considerd el movimiento de una particula sobre una recta,
a la variacién en distancia s dividida por la variacién en tiempo ¢ se le
denominé “velocidad promedio”. Se ve ahora que en realidad As/Af es
precisamente el promedio de las velocidades ds/dt para el intervalo de
tiempo dado, si ¢ es la variable independiente utilizada al formar el pro-
medio.

a

RELACION ENTRE LOS TEOREMAS DE VALOR MEDIO
La férmula
(33) F(b) — F(a) = Sb f(x) dx
a
que se cumple para cualquier funcién continua f y una de sus primitivas,
F, hace también evidente la relacién entre los teoremas del valor medio

del cdlculo integral (p. 163) y del cilculo diferencial (p. 194). Mediante
el teorema del valor medio del calculo integral se concluye de (33) que
E(b) — F(a) = (b — a)f(¢).

Puesto que F es una primitiva de f, puede reemplazarse f(£) por F/(£) y
obtenerse el teorema del valor medio del célculo diferencial para la fun-
cién F. Por supuesto, el requisito de que F posea derivada continua es mas
fuerte que el requisito del teorema del valor medio del calculo diferencial,
o sea, que la derivada simplemente exista.

d. Ejemplos

En el capitulo 3 se hara un uso extensivo del teorema fundamental al
evaluar integrales. Por el momento se ilustra el método que esti basado en
la utilizacién de la férmula

denn

=g = F) ~ Fa)

mediante algunos ejemplos.
En la p. 185 se dedujo la férmula

— X" = px™?
dx
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para enteros positivos n. Esta féormula es, en realidad, una consecuencia
trivial del teorema del binomio, puesto que

4 z" = liml [(z+ W)™ = 2"

dx n-0h
= Iim —l-(x" 4onhet 4 M=) pnee e x,.)
r=0h 2
= ]im (nx"—l + p(n_—l) hxn—z + .. + hn~—1) = nx"_l,
R0 \ 2

Integrando entre los limites a y b se encuentra que
b
nx*ldx = b* — a™.
a

Escribiendo m para n — 1 se obtiene la férmula

¢ m — 1 m+l . oM+l
be dx o (b am™?t)
para enteros m > 0. Esta deduccién de la expresién para la integral de x™
es mucho més sencilla que la dada en la p. 153, la cual estuvo basada en
una subdivisién geométrica del intervalo [a, b]; ademas, el resultado es
ahora, en verdad, mas general puesto que podemos excluir de la hipétesis
el que a y b sean positivos.
Las férmulas
dsenx d cos x
e cos% P

fueron obtenidas en la p. 186 aplicando los teoremas de adicién para fun-

= —senx

. . L, . , (senh .
ciones trigonoméiricas y utilizando hm( ) = 1. Integrando se obtiene
h—0

inmediatamente

b b
S cos x dx = sen b — sen q, S sen x dx = cosa — cos b.
a a

Nuevamente, esta deduccién de las férmulas de integracién a partir del
teorema fundamental es mas sencilla que aquélla basada en la definicién
de la integral definida considerando ésta como limite de una suma.

Suplemento. La existencia de la integral definida de una
funcién continua

Se tiene todavia que demostrar el hecho de que la integral de una
funcién f(x) entre los limites a y b (a < b) existe siempre que f(x) sea
continua en el intervalo cerrado [a, b]. La demostracion estara basada prin-
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cipalmente en la continuidad uniforme de f(x) (véase p. 65): para cual-
quier ¢ positivo dado los valores de f en dos puntos cualesquiera £ y 5 del
intervalo difieren en menos que ¢ si £ y # estdn suficientemente préximos
entre si; y el grado de proximidad depende solamente de ¢ y es indepen-
diente de ¢, 5; en otras palabras, existe un médulo uniforme de continuidad
3(e) tal que |f(€) — f(5)] < e para cualesquiera valores £, 7 en [a, b] para
los cuales |£ — 5| < 8.

La definicién de integral como un limite de sumas requiere que se sub-
divida el intervalo [a, b] en n partes mediante puntos sucesivos xo, X1, - . . ,
%y, donde xo =a, xp =b y x, < x; < ' < xp. Sea S, un nombre para
una particular subdivisién de [a, b], de cste tipo, en n celdas. La fineza
de la subdivisién ser4 medida mediante la longitud de la mayor de las celdas
resultantes, esto es, el maximo de las cantidades Ax; = x; — x;_,, la cual
se denominara la “norma” de S, Debido a la continuidad uniforme de f,
los valores de f en dos puntos cualesquiera de la misma celda difieren en
menos que ¢ tan pronto como la norma de §, sea menor que § = §(e).
Una suma de aproximacién basada en la subdivisién S, se obtiene eligien-
do un valor §; en cada celda [x;.;, x;] y formando

F,= é/(&)Ax;.

Debemos probar que para la sucesién de subdivisiones S, con norma
tendiendo a cero, las sumas F, convergen hacia un limite, el que se deno-

b
tara por S f(x) dx, y que el valor de este limite no depende de la particular
a
eleccién de las subdivisiones y de puntos intermedios £;. Para llevar a cabo
la demostracién se comparan primero los valores F, y Fy pertenecientes a
dos subdivisiones S, y Sy, donde la norma de S, es menor que § y donde
la subdivisién Sy es un “refinamiento” de S,; esto es, todos los puntos de
subdivisién de S, aparecen entre aquéllos de Sy. En una notacién modifi-
cada apropiadamente se tienc

¥
Fy = 3 f(n)Ayj,
=1
donde los valores y; son los puntos de subdivisién de Sy, donde Ay; = y; —
Yj-1, ¥ u; esta situado en el intervalo [y;_;, y;]. Dos puntos de subdivisién
sucesivos x;-; y x; de S, aparecen también entre los valores y;, por ejemplo,
¥i-1 = Yr1, X = ¥s. En Sy la celda [x;4, x;] cs cortada en intervalos, diga-
mos, [yr—ls yf]; [yn yrn], ey D’a-l, ya], siendo

2 f(n;) (y5 — i)

f=r
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la contribucién total a Fy. Se compara ésta con la contribucién a F, de la
celda [x;-4, x;], dada por f(£;) (x; — xi—1), la cual puede ser escrita como

2 f(&) (yi — pi1)

j=r
(véase Fig. 2.33), y se encuentra para el valor absoluto de la diferencia
de las contribuciones:

éWm)~NMHw—w@ Sgs%w—ym)=dm—mﬂ-

Por lo tanto, sumando las diferencias de las contribuciones a F, y Fy para
todas las celdas [x;_1, x;] de S, se encuentra la estimacién

n
|FN - F”l _<_ 2 s(xi - x,-_l) = 8(b - a),
i=1
siempre que S, posea una norma menor que §(g) y Sy sea un refinamiento
de Sa.
Si ahora S, y Sm son dos subdivisiones cualesquiera, puede considerarse
la subdivisién Sy formada por todos los puntos de subdivisién de §, junto
con los de S,. Entonces, Sy serd un refinamiento tanto de S, como de Sp.

Yr-1 Yj-1 7, Y. Y

Figura 2.33.

Supéngase que S, y Sn» poseen norma menor que §(e). Eligiendo cuales-
quiera puntos intermedios 7; de las celdas de Sy para definir Fy, se en-
cuentra

|Fn— m’:[(Fn_FN) +(FN_Fm)|S|Fn_FN|+|Fm_FN|
< 2(b — a).

Se ve entonces que dos sumas de aproximacién cualesquiera difieren
arbitrariamente poco una de la otra, si las normas de las correspondientes
subdivisiones son suficientemente pequefias. Considérese ahora cualquier su-
cesién de subdivisiones S, cuyas normas tiendan a cero para n—> 0. Sean
F, las correspondientes sumas de aproximacién. Para cualquier ¢ >0 la
norma de S, cs menor que 8(¢) para todo n suficientemente grande,. Por

lo tanto
|Fn — le < 2e(b — a)

para n y m suficientemente grandes. Se sigue que la sucesién F, satisface el
criterio de convergencia de Cauchy (véase p. 120) ; consecuentemente,
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limF,=F
existe.
Queda por probar que el valor de lim F, no depende de las particulares

n—w
subdivisiones y de los puntos intermedios. Si S,/ denota cualquier otra su-
cesibn de subdivisiones cuyas normas tienden a cero, entonces la suma
correspondiente F,’ posee un limite F’. Puesto que

|Fn/ — Fa| < 2¢(b — a)

siempre que las normas de S, y S,’ sean menores que 8(z), se encuentra
para n—> o0 que también [F — F'| < 2¢(b — a). Puesto que aqui & es un

nGimero positivo arbitrario, se sigue que F/ = F. Por lo tanto, el limite F,
b
que se denota por \ f(x) dx, estd determinado de manera Unica.

a
La demostracién de la existencia de la integral definida de una funcién
continua queda asi completamente terminada.

Sumas de aproximacién mds generales. Nuestra demostracién indica
mas claramente lo que es esencial en la aproximacién de una integral me-
diante una suma. Se hace evidente el hecho dec que se podria formular un
proceso de limite algo més general que conduzca también a la integral,
v que la siguiente forma, mas general, del teorema es cierta: f; no tiene
que ser un valor de la funcién para que las sumas F, = = f; Ax; converjan
a la integral; en vez de esto es suficiente que |f; — f(&)] < 8(e) para
algin punto ¢; en el intervalo [x;,, x;], donde 8(e) —> 0 para ¢ — 0.

Este aserto general es ttil a menudo. Si, por ejemplo, f(x) = ¢(x)y(x),
entonces en vez de la suma 3 f(&) Axy, puede considerarse la suma mas
general

26 9(4") b,
donde &’ y &” son dos puntos de la celda no necesariamente coincidentes.
Esta suma también tiende a la integral

) b
|\ s ae= {7 otute) an
a a
conforme n crece, siempre que la longitud de la méixima celda tienda a cero.
Una propiedad similar vale para otras sumas formadas de manera ana-
loga; por ejemplo, la suma

n

S Ve(E): F y(E7) A

V=

-

tiende a la integral

S° Ve[ F pa)t dx.
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Para probar estas propiedades se tiene solamente que probar que la variacién D
en las sumas de aproximacién debida a la desviacién de &, con respecto a £, tien-
de a cero en el limite. Esto es obvio en el primer ejemplo, donde la variacién en
la suma de aproximacién es

n
D =3 (&) (&") — v(&))] A,
v=1
Puesto que ¢ es acotada y ¢ uniformemente continua, D puede hacerse arbitraria-
mente pequefia eligiendo celdas suficientemente pequefias.
La variacién en la segunda suma est representada por

n
D = 2 (V¢(£v,)2 + ¢(§v")2 - \/¢($v’)2 + ¢(£v')2) Ax,.
v=1
Utilizando la desigualdad del trisngulo aplicada al tridngulo con vértices (a, 0),
(0, ), (0,¢) en la forma |Va? + b2 — Va2 + ¢2| < |b — ¢/, se encuentra que

V(&2 + (&) — Vo(&)? + v(&)2 S (") — v(&)]

de la que se sigue inmediatamente que D tiende a cero.

PROBLEMAS

SECCION 2.1, pagina 142

1. Sea f una funcién monétona positiva definida en [a, b], donde 0 < a <b.
Sea ¢ la inversa de f y sean a = f(a), B = f(b). Utilizando la interpretacién de la
integral como un 4rea, mostrar que

8 b
S ¢(y) dy = bB — aa — S f(x) dx.

« ]

SECCION 2.2, pagina 150

1. Probar para cualquier nimero natural p que

b 1
S xD dx == ——— (bP*1 — aP+l),
a p+1

utilizando una subdivisién de [a, b] en celdas de igual longitud. Emplear las técnicas
del capitulo 1, problemas diversos 5 a 12, para evaluar las sumas de aproxima-
cién F,.
b
2. Deducir la férmula para S x*dx,a,b > 0, donde « es racional y negativo;
2
por ejemplo, @ = —r/s, siendo r y s nameros naturales, (Sugerencia: Hagase

q1/® = r, donde q = {‘/m)

3. Por el método utilizado para encontrar la integral de sen x, deducir la
férmula

b
S cos x dx = sen b — sen a.

a
a
4. Hacer una aseveracién general relativa aS f(x) dx cuando f(x) es: (a)
-a
una funcién impar, y (b) una funcién par.
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/2 /2

sen x dx yS cos x dx. Explicar con argumentos geométricos
0

5. Calcular g

Jo
por qué éstas deben ser iguales. Ademas, explicar por qué

a+27 b+2m
sen x dx = cos x dx
a b

para todos los valores de a y b.
a

6. (a) Evaluar I, ——-S x1/ndx. :Qué es lim I,,? Interpretar geométricamente.
0 n—ow

a
(b) Hacer lo mismo para I, -- S X" dx.
0

7. Evaluar

SECCION 2.3, pagina 158

*1. Desigualdad de Cauchy para integrales. Probar que para todas las funcio-
nes continuas f(x), g(x), es

b b b 2
S [f(X)]'-’dXS [2(x)]?dx > (S f(x)g(x) dx )

*2. Probar que si f(x) es continua y
T
f(x) = S f(¢) dt,
o
entonces f(x) es idénticamente cero.
*3. Sea f(x) continua en el sentido de Lipschitz en [0, 1]; esto es

lf(x) — ()] < M|x — y]|

para todo x, y en el intervalo. Probar que

1
f(x)
0 Ly =1

SECCION 2.5, pagina 167

1. Probar que
b _b—aq
log - < —— (g < p).
a Vg

(Sugerencia: Aplicar la desigualdad de Cauchy, Problema 1.)

LS|
2. (a) Verificar que log (1 4 x) = du, donde x > — 1.
(b) Mostrar para x > 0 que o 1+ u

x2
x—-§-<log(1 + x) < x.
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*(¢) MA4s generalmente, mostrar para 0 < x < 1 que

x2  x3 x2n . x2  x3 x2n+l
X— =t == = ——<lg(l+x)<x——+——-+ .
2 3 2n< g { ) <x 2 3 2n + 1

(Sugerencia: Comparar 1/(1 4+ u) con una progresién geométrica.)

SECCION 2.6, pagina 171
b
S e dx = b — ¢
a

utilizando una subdivisién de [a, b] en celdas iguales. Sugerencia: Aplicar también
loga =lima(Va—1).
n-re

1. (a) Probar que

b
(b) Encontrar log x dx. (Véase seccién 2.1, problema 1.)

a
(¢) Mostrar para x > 0 que

x2 xn x2 x® eTxn+l
l+24+—++—<ef< 1+ 2x+—+ +—+ ——
21 n! 21 n!  (n+ I)!
E
(Sugerencia: Obtener estimaciones superiores e inferiores paraS e% du e integrar
0

repetidamente.)
Obtener estimaciones del mismo tipo para ¢ cuando x < 0.

SECCION 2.8¢, pigina 184

Calcular las derivadas de las siguientes funciones dondequiera que estén defini-
das, directamente como el limite de sus cocientes de incrementos.

tan x.

sec? x.

1
2
3. sen \/—x.
4.

Vsen x.
1

sen x

1
6. sen-—
x

5.

7. x°, donde a es racional y negativo.

SECCION 2.8i, pagina 196
1. Mostrar que x > sen x para x positivo y x < tan x para x en (0,%) .

2. Si f(x) es continua y derivable para a < x < b, mostrar que si f'(x) <0
para a < x < ¢y f'(x) 20 para § <x < b, la funcién nunca es menor que f(g).

*3, Si la funcién contirua f(x) posee derivada f(x) en cada punto x de una
vecindad de x = £, y si f/(x) se aproxima a un limite L conforme x —¢{, entonces
f'(¢) existe y es igual a L.
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*4, Sea f(x) definida y derivable en todo el eje x. Mostrar que si f(0) =0y
en todas partes es |[f'(x)| < |f(x)], entonces f(x) = O idénticamente.

SECCION 2.9, pagina 206

*1, Si una particula recorre una distancia | en un tiempo 1, partiendo del re-
poso y terminando también en reposo, entonces en algin punto del intervalo deberd
haber estado sujeta a una aceleracién igual a 4 o més.

SUPLEMENTO, pagina 213. Existencia de la Integral Indefinida.

1. Sea f(x) definida y acotada en [a, b]. Se definen la suma superior 2 y la
suma inferior ¢ para la subdivisién

a=x, < x, <2y < Hy==b

como
n ”

2 =M, Ax,, g =§:miAxi,
4=1 $=1

donde M, cs cl extremo superior y m; es el extremo inferior de f(x) en la celda
[xiop %5]-

(a) Mostrar que en cualquier refinamiento de una subdivisién la suma superior
decrece o bien permanece invariable; y que, analogamente, la suma inferior crece
o bien permanece invariable.

(b) Probar que cada suma superior es mayor que o igual a cada suma inferior.

(¢) La integral superior de Darboux F+ esti definida como el extremo in-
ferior de las sumas superiores, y la integral inferior de Darboux F-, como el ex-
tremo superior de las sumas inferiores, sobre todas las subdivisiones. De (b), F* > F-.
Si F+ = F-, al valor comin se le denomina integral de Darboux de f. Probar que
la integral de Darboux de f es en rcalidad la integral de Riemann ordinaria; ade-
més, mostrar que la intcgral de Riemann existe si y solo si las integrales superior
e inferior de Darboux existen y son iguales.

2. Sea f(x) una funcién monétona definida en [a, b].
(a) Mostrar que la diferencia entre las sumas superior e inferior para una sub-
divisién en n celdas iguales estd dada exactamente por

S —o=If(b) —f(a)] (b — a)/n.

y explicar este resultado geométricamente.

(6) Usar el resultado de (a) para probar que la integral de Darboux existe.

(¢) Estimar ¥ — ¢ en términos de f(a), f(b) y la amplitud de la subdivisién
si las celdas de la subdivisién pueden ser desiguales.

(d) En la mayor parte de los casos f(x), si no es monétona, puede escribirse
como la suma de funciones mondtonas, f(x) = ¢(x) + ¢(x), donde ¢ es no cre-
ciente y ¢ no decreciente. Estimar las diferencias entre las sumas superior e inferior
en ese Caso.

3. Mostrar que si f(x) posee derivada continua en el intervalo cerrado [a, b],
entonces f(x) puede escribirse comu la suma de funciones monétonas como en el
problema 2d.

PROBLEMAS DIVERSOS
1. Probar que
221 (nl)2

1 16 1
2 1)2dx = ——- —1)n 2 1)» _—
(a)gl(x jrde =i (0) (=) S_l(x s = ot
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n
2. Probar para el coeficiente binomial ( ) que
k

n 1 -
( )=[(n+I)S xk(l—x)”"‘dx}.
k 0

*3. Si f(x) posee una derivada f(x) (no necesariamente continua) en cada
punto x de ¢ < x < b, y si f'(x) toma los valores m y M, también toma cualquier
valor p entre m y M.

4. Si f’(x) > 0 para todos los valores de x en a < x < b, la grifica de
y = f(x) estd situada sobre o por encima de la linea tangente en cualquier punto
x =1¢, 9 =f(¢) de la grafica.

5. Si f’(x) >0 para todos los valores de x en u < x < b, la grifica de
¥ = f(x) en el intervalo x; < x < x, estd situada por debajo del segmento de recta
que une los dos puntos de la grifica para los cuales x = x,, x = E

-+ x,) + f{x,
6. Si f(x) > 0, entonces f x—‘—ﬁ) < ftr) +1(x)
2 2
*7. Sea f(x) una funcién tal que f”(x) > 0 para todos los valores de x y sea
u = u(t) una funcién continua arbitraria. Entonces

fSa flu(t)] de > f (18 ") dt) .
a 0 a 0

8. (a) Derivar directamente y escribir abajo las férmulas correspondientes de
integracién: (i) x%; (ii) tan x.
(b) Evaluar

L1 T 27 ny
Iim — { 1 + sec®2— + sec2— + -+ -+ sec2—~ } -
nswo T 4n 4n 4n

9. Sea f(x) una funcién que posee derivadas primera y segunda para todos los
valores reales de x. Probar que si f(x) es positiva en todas partes y cébncava, en-
tonces f(x) es constante.






Las técnicas del calculo

Parte A Derivacidn e integracion de las funciones elementales

3.1 Las reglas mas simples para derivar, y sus aplicaciones

Aln cuando los problemas de integracién son usualmente de mayor
importancia que los de diferenciacion, estos Gltimos ofrecen menor difi-
cultad formal que los primeros. Por cllo es natural el procedimiento de
conocer a fondo el arte de derivar la mds amplia clase posible de funciones;
entonces, por el teorema fundamental (seccién 2.9), los resultados de la
derivacién estaran disponibles para la evaluacién de integrales. En las si-
guientes secciones continuarcmos tales aplicaciones del teorema fundamen-
tal. Hasta cierto punto se hard un nuevo comienzo y se desarrollaran las
técnicas de intcgracién sistemdticamente sobre la base de ciertas reglas
generales para la diferenciacién.

a. Reglas de la derivacién

Se supone que en el intervalo bajo consideracién las funciones f(x) y
g(x) son derivables; entonces las siguientes reglas son basicas.

Regla 1. Multiplicacién por una constante. Para cualquier constante
¢, la funcién ¢(x) = c¢f(x) es derivable, y es

(1) ¢'(x) = ¢f (x)

La demostracién, trivial, fue dada en el capitulo 2, p. 187.

Regla 2. Derivada de una suma. Si ¢(x) = f(x) + g(x), entonces
¢(x) es derivable y es

(2) ¢'(x) = f(x) + ¢(x);

223
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esto es, las opcraciones de dcrivacién y adicién son intercambiables. Lo
mismo se cumple para la suma de un nuimero finito n de funciones deri-

vables,

para la cual se obtiene
¢'(x) = 21/ (x).
v=1

La demostraciéon es obvia a partir de la definiciéon de derivada.

Regla 3. Derivada de un producto. Si ¢(x) = f(x)g(x), entonces
¢(x) es derivable y es
(3) ¢'(x) = f(x)g(x) + g(%)f (x).
La demostracién se sigue a partir de la ecuacién
p(x+h) —d(x) _ fx+h)gx+ ) — f(x)g(x)
h N h
g(x +h) —g(x) fx + k) — ()

7 +alx) I :

= f{x - h)

Tomando el limite en csta expresion para h— 0 se obtiene la Ec. (3).
Esta férmula se vuclve mas clara si se divide? por ¢(x) = f(x)g(x).
Se obtiene entonces
# [ g
¢(x)  flx)  glx)
Utilizando la notacién de diferenciales (capitulo 2, p. 200), puede tam-
bién reescribirse la Ec. (3) como
d(fg) = fdg + g df.
Por induccién se obtiene para la derivada de un producto de n facto-

res una expresién que consiste de n términos, cada uno de los cuales consta
de la derivada de un factor multiplicada por todos los otros factores del

producto original:

F(6) = SR fal)]

= fH () fa(x) o falx) + fu(x) R (%) fa(x) - falx)
o () f(x) o fal(x)

gy P(%)
lE!fv (2) L)

U Dcbe, por supuesto, suponerse que ¢(x) en ninguna parte es igual a cero.
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o bien, dividiendo por ¢(x) = fi(x)fa(x) - fu(x),

S R K0 R SR
¢(x)  flx)  fo(x) fa(%)  va fo(x)
la cual es vilida donde se tenga ¢(x) 540.
Mediante la aplicacién repetida de la regla para la derivada de un pro-
ducto pueden obtenerse también férmulas para la segunda derivada y deri-
vadas de Srdenes superiores. Para la segunda derivada se tiene

Lhp 4 (ds) _ (5, 41 )

dxz—dx_d_x =:1—:; der dzx

_4 d_g) _d_(ﬂ )
dx(fdx + dx dxg
d’g dfdg | df
=728, 948 4J,
fdx2 + dx dx + dz? &

Regla de Letbnitz. El lector deberd probar por induccién que la n-ési-
ma derivada de un producto puede encontrarse de acuerdo con la siguiente
regla (regla de Leibnitz) :

d _ g (")ifL'lg
Tar (fg)'_fdx”+ 1) 3= d=

n\ &fd*’g .. (" )j_"_’_‘lég_ af
+(2) dxzdx"‘2+ + n—1 dx"'ldx-*-dz”g'

Aqui (Tll ) =mn, ( g) = [n(n — 1)]/2!, etc., denotan los coeficientes

binomiales.

Regla 4. Derivada de un cociente. Para un cociente

_ it
é(x) 2(0)

se cumple la siguiente regla: La funcién ¢(x) es derivable en cada punto
en el cual g(x) no se hace cero, y

() (x) — g(x)f(x)
lg(=x)]*

Si ¢(x) 50, esto puede ser escrito como

¢'(x) _ Flx) g%

(4) () =%

o(x)  flx) &%)
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DEMOSTRACION. Si se supone la derivabilidad de ¢(x), puede aplicarse
la regla de un producto a f(x) = ¢(x)g(x) y concluir que

f(x) = ¢(x)&(x) + g(x)¢'(x).
Mediante la substituciéon de f(x)/g(x) en vez de ¢(x) cn la derecha y
despejando ¢’(x), se obticne la regla 4.
Puedc probarse la derivabilidad de ¢(x) asi como la regla, si se escribe

f(x+ h) _ f(x)
ﬂx + h) — ¢(x) _ glx +} hy glx)

I h

g HEHRL 2110 gl — )

g(x)g(x + h)

Si ahora se hace /i tender a cero se obtiene el resultado establecido, pues,
por hipétesis, el denominador no ticnde a cero sino al limite [g(x)]?, y los
dos términos del numerador poscen limites g(x)f'(x) y g (x)f(x) respec-
tivamente. Esto prueba tanto la cxistencia del limite en el miembro izquierdo
como la férmula de derivacién.

b. Derivacién de las funciones racionales

Primero, se deduce una vez mas la férmula

— x" = nx™!

dx
para todo entero positivo n, invocando la regla para derivar un producto.

Considérese x™ como un producto de n factores, x® = x * - - x, y obténgase asi

ix”=1~x”“+1'x“+”-+l'x""=nx"“.
dx

La segunda derivada de la funcién x™ se sigue a partir de esta férmula y
la Ec. (1):

d2
——at® =n(n — 1)x"2
dx?
Continuando, se obtienen las derivadas de érdenes superiores

d3
dx?

aP=an(n—1)(n— 2)a™3
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A partir de la Gltima de estas férmulas es claro que la n-ésima derivada
de #" es una constante, mientras que la (n + 1)-ésima derivada se hace
cero en todas partes.

Utilizando las dos primeras reglas y la regla para derivar potencias pue-
de derivarse cualquier polinomio y = ao + a1x + @x* + - + @x™, obte-
niéndose

Y = ar + 2a,x + 3azx® + - + na.x™?;
ademas,

V' =2a, + 3 2a;x +4-3ax®+ -+ n(n— 1)ax"?2,

y asi sucesivamente.

La derivada de cualquier funcién racional puede encontrarse ahora con
la ayuda de la regla del cociente. En particular, se deduce nuevamente la
férmula de derivacién para la funcién x™, donde n = —m es un entero
negativo. La aplicacién de la regla del cociente, junto con el hecho de que
la derivada de una constante es igual a cero, da el resultado

(d/dx) (1/x™) = —mx™1/x*™ = —m/x™;

o bien, si se toma m = —un,

n — n-1
— X" = nx"

dx

que coincide formalmente con el resultado para valores positivos de n y
con los resultados dados anteriormente (p. 186).

c. Derivacion de las funciones trigonométricas
Para las funciones trigonométricas senx y cosx se han obtenida ya

(p. 186) las férmulas de derivacién

——Ssenx = Cos x Yy — COS X = —sen x.

dx dx
La regla del cociente nos permite ahora derivar las funciones

sen x CoS X
y y = cotx = .
Ccos x sen x

y=tanx =

De acuerdo con la regla, la derivada de la primera de estas funciones es

,_cos’xt+sen*x 1
r - cos? x " cos?x’
de modo que
1
—tanx = = sec?x = 1 -+ tan?x.

dx cos? x
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Anilogamente, se obtiene

d 1
—cotx = — = — cosec®x = — (1 + cot?x).
dx sen® x

A las férmulas de derivacién para sen x, cosx, tan x y cotx correspon-
den las siguientes férmulas de integracién:

S cos x dx = sen x, Ssenxdx = —cos x,
1 1
dx = tan x, ——dx = — cot x.
cos?x sen? x

A partir de estas férmulas sc obtiene, por medio de la regla fundamental
de la seccién 2.9, p. 211, el valor de la integral definida, entre limites
cualesquiera, siendo la Unica restriccién el hecho de que cuando las dos
Gltimas férmulas son utilizadas el intervalo de integracién no debe conte-
ner punto alguno de discontinuidad del integrando, tal como un miltiplo
impar de #/2 en el primer caso y un multiplo par de #/2 en segundo. Por
ejemplo,

b b
S cosxdx =senx| =senb — sena.
Qa a

3.2 La derivada de la funcién inversa

a. Férmula general

Hemos visto en la p. 69 que una funcién continua y = f(x) posee una
inversa continua en todo intervalo en el cual aquélla es monétona. Pre-
cisamente:

St a < x < b es un intervalo en el cual la funcidn continua y = f(x)
es mondtona, y st f(a) = a y f(b) = B, entonces [ posee una funcién in-
versa que es continua y mondtona en el intervalo entre a y B.

Como se hizo notar en la p. 198, el signo de la derivada proporciona
un criterio simple para ver cuindo una funcién es mondtona y posee por
consiguiente una inversa. Una funcidén derivable es continua y serd moné-
tona creciente en un intervalo donde f’(x) sea mayor que cero, y monétona
decreciente e¢n un intervalo en el cual f(x) sea en todas partes menor que
cero.

Se caracterizara ahora la derivada de la funcién inversa probando el
siguiente teorema.

TeorEMA. Sila funcion y = f(x) es derivable en el intervalo a < x < b
y st f(x) >0, 0 bien {'(x) <0, en todo el intervalo, entonces la funcién
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inversa x = ¢(y) posee también una derivada en cada punto interior de
su intervalo de definicién: la derivada de y = f(x) y la de su inversa
x = ¢(y) satisfacen la relacién f'(x) ¢’(y) =1 en valores x, y corres-
pondientes.

Esta relacién puede también expresarse en la forma

dy 1
) @ — .
(5) dx dx
dy

Esta Gltima férmula nuevamente ilustra lo adecuado de la notacién de
Leibnitz: el cociente simbdlico dy/dx puede ser tratado en las férmulas
como si fuera realmente una fraccién.

DEMOSTRACION. La demostracién del teorema es sencilla. Escribiendo
la derivada como el limite de un cociente de incrementos, se tiene
_ , Ay , YTy
y = f(x) = lim — = lim = ,

Az—0 AX #170e X1 T X

donde x e y = f(x), y x1 € y1 = f(x;), respectivamente denotan parejas de
valores correspondientes. Por hipétesis el primero de estos valores limite
no es igual a cero. Debido a la continuidad de y = f(x) y x = ¢(y), las
rclaciones y; — y y x; — x son equivalentes. Por tanto, el valor limite

X1 — X
1=z Y1 y 1=y Y1 — Y

existe y es igual a 1/f/(x). Por otra parte, el valor limite en el miembro
derecho es por definicién la derivada ¢’(y) de la funcién inversa ¢(y), y
nuestra férmula queda probada.

El sencillo significado geométrico de la féormula estd mostrado clara-
mente en la Fig. 3.1. La tangente a la curva y = f(x), o bien x = ¢(y),
forma un 4ngulo « con el eje positivo x y un angulo 8 con el eje positivo
y;y, a partir de la interpretacién geométrica de la derivada de una funcién
como la pendiente de la tangente, se tiene

(%) tan e, ¢’(y) = tan B.

Puesto que la suma de los 4ngulos a y B8 es #/2, tanatanf =1, y
esta relacién es exactamente equivalente a nuestra férmula de derivacién.

Puntos criticos

Hasta ahora se ha supuesto expresamente que f(x) >0, o bien
f'(x) <0, esto es, que f(x) nunca es cero. ¢Qué sucede entonces si
f(x) =02 8i f(x) =0 en todas partes de un intervalo, entonces f es
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R

Figura 3.1 Derivacién de la funcién inversa.

y=x

Figura 3.2 Paribola.
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constante en €, y consecuentemente no posee inversa debido a que el mismo
valor de y corresponde a todos los valores de x en ¢l intervalo. Si f'(x) =0
solamente en puntos “criticos” aislados (y si f/(x) se supone continua),
entonces se tienen dos casos, segiin que al pasar por estos puntos f'(x) cam-
bie o0 no de signo. En el primer caso este punto separa una regiéon donde
la funcién es monétona creciente de otra donde es mondtona decreciente.
En la vecindad de uno de tales puntos no puede haber funcién inversa
univaluada. En el segundo caso, ¢l que la derivada se haga cero no con-

a3

Figura 3.3 Parabola ctbica.

tradice el cardcter monétono de la funcién y = f(x), de modo que existe
una funcién inversa univaluada. Sin embargo, la funcién inversa ya no
sigue siendo derivable en el correspondiente punto; de hecho, la derivada
es alli infinita. Las funciones y = x%* ¢ y = x® en el punto x = 0 ofrecen
ejemplos de los dos tipos. La Fig. 3.2 y la Fig. 3.3 ilustran el compor-
tamiento de las dos funciones al pasar por el origen, y al mismo tiempo
muestran que la funcién y = x® posee una inversa univaluada, mientras
que la otra funcién, y = x?, no.
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b. La inversa de la n-ésima potencia: la n-ésima raiz

El ejemplo mas sencillo lo constituye la inversa de la funcién y = x*
para enteros positivos n; primero se suponen valores positivos de x, por lo
tanto también y > 0. Bajo estas condiciones ¥ es siempre positivo, de modo
que para todos los valores positivos de y puede formarse la funcién inversa
unica

x =y =y
La derivada de esta funcién inversa se obtiene inmediatamente por la re-
gla general anterior como sigue:
d(y*) dx 1 1
dy dy dy/dx nx™?
Si se cambia ahora la notacién y se denota nuevamente la variable indepen-

diente jor x, puede finalmente escribirse

d\'Vx - i (xl/”) — lx(l/n)—l’

dx dx n

1 1
e (1/n)—1'
n)’

1
T n yn-1/n

que coincide con el resultado obtenido en la p. 185.

Para n > 1, el punto x = 0 requiere una consideracién especial. Si x se
aproxima a cero a través de valores positivos, d(x'/*) /dx crecerd obviamen-
te mas alld de toda cota; esto corresponde al hecho de que para n > 1 la
derivada de la n-ésima potencia f(x) = x™ se hace cero en el origen. Geo-
métricamente esto significa que las curvas y = x'/® para n > 1 tocan el eje
y en el origen (véase Fig. 1.35, p. 72).

Se debera notar que para valores impares de 7 la suposicién x > 0 puede
omitirse y la funcién y = x™ es monétona y posee una inversa sobre todo el
dominio de ntmeros reales. La férmula

d(Vy) _ ym-1
—a;— = (1/n)y/™

se sigue cumpliendo para valores negativos de y, pero para x = 0, con n > 1,
se tiene d{x")/dx = 0, que corresponde a una derivada infinita dx/dy de
la funcién inversa en el punto y = 0.

c. Las funciones trigonométricas inversas—Multivalencia

Para formar las inversas de las funciones trigonométricas nuevamente se
consideran las graficas! de senx, cos x, tan %, y cotx. Se ve de inmediato
a partir de las Figs. 1.37, p. 74 y 1.38, p. 74, que para cada una de estas

1 La representacién grifica ayudari al lector a superar las ligeras dificultades
inherentes & la discusién de la ‘“multivalencia” de las funciones inversas.
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funciones es necesario seleccionar un intervalo definido si va a hablarse de
una inversa inica, pues las rectas y = ¢ paralelas al eje x cortan a las curvas
en un namero infinito de puntos.

El seno y el coseno inversos

Para la funcién y = sen » (Fig. 3.4), la derivada y/ = cos x es positiva
en el intervalo —x/2 < x < =/2. En este intervalo y = sen x posee una fun-
ci6én inversa que denotamos por !

x = arcseny

(1éase arco seno y; esto significa el 4ngulo cuyo seno tiene el valor y). Esta
funcién crece monétonamente de —=/2 a +=/2 conforme y recorre el in-
tervalo de —1 a +1. Si se desea destacar que estamos considerando la fun-

y
y=senx
/"\\ 1 S x=arcseny

e —_—_——_—————— —— f— —_——— N —_——— — — ———

/Z \ \ //

\ \
I/ \ l/ x
7 -vr“\\ 72 0 w2 TN 3wz g
/ N \\ //
\ \ /
S -1 SN’

Figura 3.4 Grafica de y = sen x (el valor principal esta indicado
por una curva llena).

cién inversa del seno en este intervalo particular, se habla del valor principal
del arco seno. Para algtn otro intervalo en el cual sen x es monétona, por
ejemplo, el intervalo +x/2 < x < 37/2, se obtiene otra inversa o “rama”
del arco seno. Sin Ja especificacién exacta del intervalo en el cual los valores
de la funcién inversa deban estar situados, el simbolo arco seno no re-
presenta una funcién bien definida sino que, de hecho, denota un nimero
infinito de valores.?

La multivalencia de arcseny estd descripta por la propiedad: A cual-
quier valor y del seno le corresponde no sélo un 4ngulo x especifico sino
también cualquier angulo de la forma 2k= + x, o bien (2k + 1)= — x, don-
de k es cualquier entero (véase Fig. 3.4).

1 La notacién simbdlica x = sen-1y es utilizada también cuando no existe peli-
gro de confusién con la funcién reciproca 1/sen x.

2

2 A veces llamada vagamente funcién multivaluada.
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/2 |} x=seny
//
b0

Figura 3.5 Gré&fica de y = arcsenx (cl valor principal esti indicado
por una curva llena).

La derivada de la funcién x = arc sen y se obtiene a partir de la Ec. (3)
como sigue:

dx 1 1 1 1

dy ¢ cosx ;\/1 —sen®*xy £\/1 - yﬁ’

donde la raiz cuadrada ha de tomarse como positiva si nos restringimos al
primer intervalo mencionado, esto s, —w/2 < x < #/2.

Finalmente, cambiamos ¢l nombre de la variable independiente, de y
al comunmente usado x (Fig. 3.5); entonces la derivada de arcsen x esta
expresada por

1 Si, en vez de éste, se hubiese elegido el intervalo =/2 < x < 37/2, correspon-
diente a la substitucién de x por x + 7, se habria tenido que utilizar la raiz cua-
drada negativa, puesto que cos x es negativo en este intervalo.
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1
—arcsen x = ————-.

dx V1 —

Aqui se supone que arcsen cs el valor principal que estd situado entre
—x/2y +=/2, vy el signo de la raiz cuadrada es elegido positivo.

37r/£+//

{ -
\ ™

Figura 3.6 Gréfica de y = arc cos x (el valor principal esta indicado
por una curva llena).

Para la funcién inversa de y = cos x, denotada (después de intercambiar
nuevamente los nombres x ¢ y) por arc cos x, se obtiene la férmula

— arc cos x = ¢ —~__1___,
dx V1-—«x®
exactamente de la misma manera. Aqui se toma el signo negativo de la
raiz si el valor de arc cosx se toma en el intervalo entre 0 y = (no entre
—7/2 y +x/2, como en el caso de arcsen x) (véase Fig. 3.6).
Las derivadas se vuclven infinitas al aproximarse a los puntos extremos
x= —1y x== -1, lo cual corresponde al hecho de que las graficas del
seno inverso y del coseno inverso ticnen tangentes verticales en estos puntos.
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Tangente y cotangente inversas

Las funciones inversas de la tangente y de la cotangente se tratan en
forma andloga. La funcién y = tan x, que poscc en todas partes una deri-
vada positiva 1/cos® x para x 5= =/2 + k=, posee una inversa Unica en el
intervalo —#/2 < x < #/2. Denominamos a esta funcién inversa (la Rama
Principal de) x = arctany. Se ve de inmediato a partir de la Fig. 3.7
que para cada v pudo haberse elegido en vez de y cualesquiera de los

Figura 3.7 Gréfica de y = arctan x (la curva llena para el valor principal).

valores y + kr (donde k ¢s un entero). Analogamente, la funciéon y = cot x
posee una inversa x = arc coty que estid determinada de manera Gnica si
sc exige que su valor esté situado en el intervalo de 0 a #; si no, la multi-
valencia de arc cot x es la misma que para arc tan x.

Las férmulas de derivacién son como sigue:

= arc tan e cos* x = L -1
x Y D dyjdx [+ tantx 1+ 9%
= arc cot dx——sen‘-’x—— ! = — L
* o dy 1 + cot*x 1+ 92’
o, finalmente, si denotamos nucvamente la variable independiente por x,
ret S
Zyaretanx = s,
rc cotx = I
i x = — .
x> 1+ x*
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d. Las férmulas integrales correspondientes

Expresadas en términos de integrales indefinidas, las férmulas que se
acaban de deducir se escriben como sigue:

1 1
- —- dx = arcsen x, S—_::dxz — arc cos x,
V15—« V15—«
Ly ¢ \— 4 ¢
————dx = arctan x, ———dx = — arc cot x.
1+ &2 ! Sl-{-x2 ¥ o

Aun cuando las dos férmulas de cada fila expresan diferentes funciones
mediante integrales indefinidas idénticas, no hay contradiccién entre ellas.
En cfecto, ilustran lo que se aprendié anteriormente (ver seccién 2.9), a
saber: que todas las integrales indefinidas de la misma funcién difieren
solamentc cn constantes. Aqui las constantes son =/2 puesto que arc cos x +
arcsenx = /2, arctan x + arccotx = = /2.

Las formulas para integrales indefinidas puecden aplicarse de inmediato
para encontrar integrales definidas, como en la p. 165. En particular,

4 dx
—— == arcsen x
. 1+

b

= arc tan b — arc tan q.
a

Si se hacen a =0, b =1 y sc rccuerda que tan0 =0 y tan#/4 =1, se
obtiene la importante férmula

T 1 1
6 L= ——dx.
(6) 4 o 1+ &

El ntmero =, que surgié originalmente de la consideracién del circulo,
es puesto por esta férmula en una relacién muy simple con la funcién ra-
cional 1/(1 + x?) y representa el 4rea indicada en la Fig. 3.8. Esta férmu-
la para =, a la cual regresaremos posteriormente (Sec. 5.2a), constituye uno
de los primeros triunfos de la potencia del célculo.

Mais generalmente, las férmulas integrales de esta seccién nos permiten
definir las funciones trigonométricas de manera puramente analitica, sin
referencia alguna a objetos geométricos tales como tridngulos o circulos.
Por cjemplo, la relacién entre el 4ngulo y y su tangente, x = tany, estd
descrita completamente por la ecuacién

y = *  du
S" 1+ u?
(al menos para —7/2 < y < %/2). Con esta relacién podemos definir aho-

ra, sin recurrir a la intuicién, un valor numérico para el dngulo y en un
tridngulo rectingulo con lados a (adyacente) y b (opuesto) para el cual
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b/a = x. Tal definicién analitica en términos de cantidades numéricas hace
licito ¢l uso de angulos y funciones trigonométricas en el anélisis superior
independientemente de una definicién por construccién geométrica.

Figura 3.8 «/2 ilustrado mediante un arca.

e. Derivada e integral de la funcién exponencial

En el capitulo 2, p. 172, se introdujo la funcién exponencial como la
inversa del logaritmo. Mas precisamente, las relaciones y = e* y x = logy
fueron asi definidas como equivalentes. En consecuencia, sus derivadas satis-
facen la rclacién [ver (5), p. 229]

Por tanta, la funcién exponencial es igual a su derivada:

de®
— LT

—_— .

dx

Mas generalmente, para cualquier a positivo la funcién y = a® posee
como inversa

— log, v = 98
x =log,y = og @
y la derivada de a® cs
da® 1
— ==l = (1 s,
“ay

Asi, para cualquier constante positiva a la derivada de la funcién y = &*
cs proporcional a la funcién misma. El factor de proporcionalidad loga es
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1 cuando a es el nimero e. En la p. 244 se mostrara, reciprocamente que
cualquier funcién que es proporcional a su derivada debera ser de la forma
y = ce®, donde ¢ denota un factor constante.

Por cl teorema fundamental del cilculo, como antes, pueden traducirse
las férmulas para las derivadas de ¢ y de a® en férmulas para integrales
indefinidas:

S e* dx = €7,

1
S o dx = a’'.

log a

3.3 Derivacién de funciones compuestas
a. Definiciones

Las reglas anteriores nos permiten encontrar las derivadas de funciones
que se obtienen como cxpresiones racionales, en términos de funciones de-
rivadas ya conocidas. Para encontrar expresiones explicitas para las deriva-
das de otras funciones que ocurren en andlisis debemos llegar miés lejos
deduciendo una regla general para derivar funciones compuestas. Bastante
a menudo se encuentran funciones f(x) construidas por el proceso de com-
posicién de otras mas sencillas (ver capitulo 1, p. 76): f(x) = g(é(x)),
donde ¢(x) estid definida en un intervalo cerrado @ < x < b y tiene ahi
el rango o < ¢ < B, y donde g(¢) estid definida en este Gltimo intervalo.

En relacién con csto es util recordar la interpretacién de funciones
como ‘“‘operadores” o transformaciones. Como en el capitulo 1, se escribe
la funcién compuesta simplemente como

f=g¢

y se denomina a g¢ el “producto” (simbélico) de los operadores o trans-
formaciones g y ¢.

b. La regla de la cadena

Para funciones g y ¢ que son continuas en sus respectivos intervalos de
definicién, la funcién compuesta f(x) = gl¢(x)] es también continua (ver
capitulo 1, p. 79).

Las funciones ¢(x) y g(¢) se suponen ahora no sélo continuas sino tam-
bién derivables. Se tienc entonces el siguiente teorema fundamental, de la
“regla de la cadena” para la derivacion:

La funcidon f(x) = gl¢(x)] es derivable y su derivada estd dada por
la ecuacion

(7) fx) = ¢&($) ¢'(),
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o bien, en la notacién de Leibnitz,

df _ df d¢

dx~ d¢ dx’
Por consiguiente, la derivada de la funcién compuesta es el producto de
las derivadas de las funciones que la constituyen. O bien: La derivada del
producto simbélico de funciones es el producto real de sus derivadas con
respecto a sus correspondientes variables independientes.

Intuitivamente esta regla de la cadena es plausible. La cantidad
¢’(x) = lim A¢/Ax cs el cociente local en el cual pequefios intervalos son
amplificados por ¢l “mapeo” ¢. Anilogamente, g’(¢) es la amplificacién
dada por el “mapco” g. Aplicar primero ¢ y después g equivale a amplifi-
car un intervalo x primero ¢’ veces y luego agrandar el intervalo ¢ resul-
tante g’ veces, obteniéndose asi un cociente total de amplificacion igual a
g'¢’, que debe ser el cociente de amplificacién para el “mapeo” compuesto
f = g¢.

El teorcma se siguc muy facilmente a partir de la definicién de la de-
rivada. De hecho, se vuelve intuitivamente casi obvio si se supone
¢’(x) %0 cn el intervalo cerrado x que sc considera. Entonces, para
Ax = x, — x; 5= 0 se tiene por el teorema del valor medio

Ap = ¢ — ¢1 = p(x2) — ¢(x1) = ¢’ (£)Ax£0 con x; < ¢ < xy,
y, con &g = g(¢2) — g(¢1) y Af = f(x2) = f(#1), puede escribirse
Af  Ag Ad

Bx Ap Ax
que es una identidad con sentido, puesto que A¢ 0. Ahora A¢ — 0 para
Ax—> 0, esto es, para x» — x,; por tanto, para Ax —> 0 los cocientes incre-
mentales tienden a sus respectivas derivadas y el teorcma estd probado.
Para cvitar la hipétesis explicita ¢’(x) 520 podemos prescindir de la
divisién por A¢ de la siguiente manera un poco mas ingeniosa:
Por la hipétesis de la derivabilidad de g(¢) en el punto ¢ se sabe que
la cantidad & = Ag/Adp — g’(¢), como funcién de A¢ para ¢ fijo y
A$ # 0, posce el limite cero para A¢—> 0. Si se define ¢ = 0 para A¢ = 0,
sin restriccién sobre A¢ se tiene
ag = [g(¢) + €] Ad.
Andilogamente, para x fijo,
A = ¢(x + Ax) — ¢(x) = [¢'(x) + 7] Ax,
donde lim# = 0. Entonces, para Ax %0y ¢ = ¢(x), es
Az o
Ap _

2~ g(e) S = (e) + A+l
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Para Ax tendiendo a cero a través de valores distintos de cero se tiene

limA¢ = 0 y por lo tanto lime = 0, de modo que
A0 Ar—o

lim 28 = lim [¢(¢) + o] lim [¢'(x) + 9] = g'(9)¢(),

Az—o AX Az-»0

lo que demuestra la regla de la cadena.

Por aplicacién sucesiva esta regla puede extenderse inmediatamente a
funciones que resultan de la composiciéon de mds de dos funciones. Si, por
ejemplo,

y=gu), w=4¢(v), ov=4y(x),

entonces y = f(x) = gl (¢ (x))] es una funcién compuesta de x; su deri-
vada estd dada por la regla

dy dy du dv

— =9 =g (u)p' ()Y (x) =~ —" —;
relaciones similares son ciertas para funciones que estin compuestas de un
ntmero arbitrario de funciones.

Derivadas superiores de una funcion compuesta y = g[¢(x)]. Pueden encon-
trarse ficilmente mediante la aplicacién repetida de la regla de la cadena y las
reglas anteriores:

y = .d_y i(é

de dx

yll J— g'/¢’2 + g’¢ll’
yll' —_ glll¢l3 + 3gll¢/¢'/ + g'¢ll'.
Férmulas analogas para »” ", etc., pueden ser deducidas sucesivamente.

=g'¢,

Finalmente, examinemos la composicion de dos funciones que son in-
versas una con respecto a la otra. La funcién g(y) es la inversa de y = ¢(x)

si f(x) = gl¢(x)] = x. Se sigue que
f(x) =gy)¢'(x) =1
que es exactamente el resultado de la seccién 3.2, p. 228.
Ejemplos. Como un ejemplo sencillo, pero importante, relativo a una

aplicacién de la regla de la cadena derivemos x“(x > 0) para una potencia
real arbitraria «. En el capitulo 2, p. 174, se definié

X" = e 18T,

y se probd también para ¢(x) = logx, ¢(u) = au, g(y) = e¥ que
1
P =2 YW =a  gh) =

Ahora x* es la funcién composicién g{y[¢(x)]}. Aplicando la regla de la
cadena se obtiene la férmula general
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d
(") = g1 ()¢ ()

= gV¥- o —
X
aea logz
X
x*
= a._,
X
por tanto
d
ay -y
d—x (' ) - ax ",

un resultado que solamente se podria probar con alguna dificultad si se
intentara proceder directamente a partir de la definicién de x* para «
irracional como el limite de potencias con exponentes racionales.

Una consecuencia inmediata de esta derivacién es, nuevamente, la férmu-

la integral

a1
Como un segundo cjecmplo, considérese
y=VI—x osa y=vVg,
donde ¢ = 1 — x? con —1 < x < 1. La regla de la cadena conduce a

Sx"dx——— T ek —1).

1 x
) — _— —-2 e
Y 2V¢ (=% VI1I—a®

Los siguientes calculos breves proporcionan ejemplos adicionales.

1. y=arcsen /1 — x% (-1 <x<1,x%0).

dy 1 dy1— x?
dx 1 — (1 —x?) dx
1 —x —1
= ———— = ——=———sgn (x).
x| V1 —x% 1 —x
‘/1+x (—1<x< ).
1 — &
d{fl +x
dy 1 — x
dA 2J1+x dx
1 —x
l—x. 2 _ 1

Coyidx (1—x)° (1+x)%(1—x)%
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3. y=log|x|. Esta funcién? puede expresarse ¢como log x para x > 0
y como log (—x) para x < 0. Para x > 0 es

dloglx| dlogx
dx  dx

Para x < 0, se obtiene a partir de la regla de la cadena que

dloglx| dlog(—x) 1 d(—x) 1

dx dx —x dx x

Por tantc, en forma general para x %0 es

1
"

dlog|x| 1

dx x
4. y = a®. DPor definicién de a* (ver p. 174), se tiene

Z — L(Z)
a® = e*®,

donde ¢(x) = (log a)x. Entonces,

El mismo resultado fue obtenido ya en la p. 238 a partir de la regla para
la derivada de la funcién inversa.

5. y=[f(x)®. Puesto que
[flx) 7@ = e*@),

con ¢(x) = g(x) log [f(x)], se encuentra que
Elore = e (g1osr + 31

- g0 ()
= (7 (20 Togli] + )

Por ejemplo, cuando g(x) = f(x) = x se tiene
dx®
dx

= x"(logx + 1).

c. El teorema generalizado del valor medio
del cilculo diferencial

Como una aplicacién de la regla de la cadena se deduce el teorema generalizado
del valor medio del calculo diferencial. Considérense dos funciones F(x) y G(x)
continuas en un intervalo cerrado [a, b] del eje x y derivables en el interior de este

1 La funcién log x estd definida solamente para x > 0, mientras que log |x|
esta definida en todas partes excepto para x = 0.
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intervalo. Se supone G’(x) positiva. El teorema ordinario del valor medio del calculo
diferencial aplicado separadamente a F y a G proporciona una expresién para el

F(b) — F(a)
G(b) — Gla)’

F(b) —F(a) F(&)(b—a) F@)
G(b) —G(a) G'(n)(b—a) G()

donde ¢ y 7 son valores intermedios apropiados en el intervalo abierto (a, b). El teo-
rema generalizado del valor medio establece que el cociente de incrementos puede
ser escrito en la forma més sencilla

FO) = F@ _FG)
G(b) — G(a) G' ()

donde F’' y G’ estan evaluadas en el mismo valor intermedio §.

Para la demostracién introducimos u = G(x) como una variable independiente
en F. De la hipétesis G’ > 0 se concluye que la funcién u = G(x) es monétona en
el intervalo [a, b], y, por tanto, que posee una inversa x = g(u) definida en ¢l in-
tervalo [a, B], con a = G(a), B = G(b). La funcién compuesta Flg(u)] = f(u)
est4, por tanto, definida para u en el intervalo [a, 8]. A partir del teorema ordinario
del valor medio se encuentra que

F(b) —F(a) = {(B) — fla) = f(¥)(B — a) = f(¥)IG(b) — G(a)],
donde y es un valor apropiado entre « y B. Por la regla de la cadena se infiere que
F'(x)
G'(x)

cociente de incrementos

d
fu) = 7 Fle(u)] = Flg(u)lg' () =
u

Al valor « = y le corresponde un valor x = g(y) = { en el intervalo (a, b). Enton-
ces f'(y) = F'($)/G'(§), y se sigue el teorema generalizado del valor medio.

3.4 Algunas aplicaciones de la funcién exponencial

Algunos problemas diversos que involucran la funcién exponencial ilus-
trarin la importancia fundamental de esta funcién en toda clase de apli-
caciones.

a. Definicién de la funcién exponencial
por medio de una ecuacion diferencial

Podemos definir la funcién exponencial mediante una propiedad senci-
lla cuyo uso evita muchos argumentos detallados en casos particulares.

St una funcion y = f(x) satisface una ecuacién de la forma

3/ = ay,
donde « es una constante, entonces y tiene la expresion
(8) y = f(x) = ce”,

donde ¢ es también una constante; reciprocamente, toda funcién de la for-
ma ce™* satisface la ecuacidn v = ay.
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Puesto que la Ec. (8) expresa una relacién entre la funcién y su de-
rivada, aquélla se denomina la ecuacién diferencial de la funcién exponen-
cial.

Es claro que y = ce*® satisface esta ecuacién para cualquier constante
arbitraria ¢. Reciprocamente, ninguna otra funcién satisface la ecuacién
diferencial y — ay = 0. En efecto, si y es tal funcién, considérese la fun-
cién u = ye~**. Se tiene entonces

W=y — aye™™ = (Y — ay).

Sin embargo, el miembro derecho se anula, ya que se ha supuesto que
y" = ay; por lo tanto v’ = 0, de modo que (ver p. 199) u es una constan-
te ¢, y asi resulta y = ce™, como se queria probar.

Aplicaremos ahora este teorema a cierto niumero de ejemplos.

b. Interés compuesto continuamente
Desintegracién radiactiva

Una suma “capital” o “principal”, aumentada por su interés en periodos
regulares de tiempo, se incrementa por saltos en estos periodos de la si-
guientec mancra. Si 100« es el porcentaje de interés y, ademds, si el interés
acumulado se suma, al finalizar cada afio, al capital invertido (original),
después de x afios la cantidad acumulada de un capital original igual a 1
sera

(1 + a)°

Sin embargo, si al capital le fuera sumado el interés no al finalizar
cada afio sino al finalizar cada n-ésima parte de un afo, después de x afios

¢l capital ascenderia a
« ne
(1+-)
n

Tomando, por simplicidad, x = 1 se encuentra que el capital 1 ha au-
mentado después de un afio a
n
(1+3)
n

Si ahora se¢ deja crecer n mas alld de toda cota, esto es, si se deja que
el interés sea abonado en intervalos cada vez mas cortos, el caso limite sig-
nificara en cierto sentido que el interés compuesto es abonado a cada ins-
tante; entonces la cantidad total después de un afio serd e” veces el capital
inicial u original (véase p. 175). Anilogamente, si el interés se calcula de
esta manera, un capital original igual a 1 habrd crecido después de x afios
hasta una cantidad ¢**; aqui x puede ser cualquier nimero, entero o de
otra forma.
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La discusién de la seccién 3.4a constituye un marco de referencia en el
cual ejemplos de este tipo encajan facilmente. Considérese una cantidad,
dada por el nimero y, que crece (o decrece) con el tiempo de modo que
la medida en que la cantidad aumenta o disminuye es proporcional a la
cantidad total. Entonces, tomando el tiempo como la variable independiente
x se obtiene una ley de la forma yY = ay para el grado de aumento (o de-
crecimiento), donde a, el factor dec proporcionalidad, es positivo o negativo
dependiendo de que la cantidad esté creciendo o decreciendo. Entonces,
de acuerdo con la seccién 3.4a, la cantidad y estd representada por la
férmula

y = ce’%,

donde el significado de la constante ¢ es obvio si se considera el instante
x = 0. En este instante ¢ = 1, y se encuentra que ¢ = y, es la cantidad
al comienzo del tiempo considerado, de modo que se puede escribir

y = Yoe™.

Un ejemplo caracteristico es el de la desintegracion radiactiva. La me-
dida en que la cantidad total y de la substancia radiactiva est disminuyendo
es proporcional en cualquier instante a la cantidad total presente en ese
instante; esto es plausible a priori pues cada porcién dc la substancia de-
crece tan ripidamente como cualquicr otra porcién. Por tanto, la cantidad
y de la substancia, expresada como funcién del tiempo, satisface una re-
lacién de la forma y = —ky, donde k debe tomarse positiva puesto que
se esti tratando con una cantidad que disminuye. La cantidad de substancia
queda asi expresada como funcién del tiempo por y = y.e™*, donde y,
es la cantidad de la substancia al comienzo del tiempo considerado (tiem-
po x = 0).

Después de un cierto tiempo = la substancia radiactiva habra disminuido
a la mitad de la cantidad original. Este tiempo, llamado vida media, esta
dado por la ecuacién

%yo = yoe'kr:

de la cual se obticne de inmediato r = (log 2) /.

c. Enfriamiento o calentamiento de un cuerpo por el medio ambiente

Otro cjemplo tipico en el que aparece la funcién exponencial lo cons-
iituye el enfriamiento de un cuerpo; por ejemplo, uina placa de metal de
temperatura uniforme que es sumergida en un gran “bafio”, o medio cir-
cundante o “ambiente”, de baja temperatura. Se supone que la extensién
del medio ambiente es tan grande que su temperatura no es afectada por
el proceso de enfriamiento. Se supone ademdis que en cada instante todas
las partes del cuerpo sumergido se encuentran a la misma temperatura, y



Sec. 34 Algunas aplicaciones de la funcidn exponencial 247

que la medida en que la temperatura varia es proporcional a la diferencia
entre la temperatura del cuerpo y la del medio circundante (Ley de en-
friamiento de Newton).

Si se denota el tiempo por x y la diferencia de temperatura entre el
cuerpo y el bafio por y = y(x), esta ley de enfriamiento estd expresada por
la ecuacién

Yy = —ky,
donde %k es una constante positiva (cuyo valor es una caracteristica fisica
de la substancia del cuerpo). A partir de esta ecuacién diferencial, que
expresa el efecto del proceso de enfriamiento en un instante dado, se obtie-
ne por medio de la Ec. (8), p. 244, una “ley integral” que nos da la
temperatura cn un instante arbitrario x en la forma

y = ce.

Esto muestra que la temperatura decrece “exponencialmente” y tiende a
ser igual a la tempcratura externa. La rapidez con la que esto sucede estd
expresada por el ntimero k. Como antes, el significado de la constante ¢
es el de la temperatura inicial en el instante x = 0, y, = ¢, de modo que
nuestra ley de enfriamiento puede ser escrita en la forma

Y = yoe .

Evidentemente, la misma discusién se aplica al calentamiento de un
cuerpo. Lo tnico que cambia es que la diferencia inicial de temperaturas
yo ¢s en este caso negativa en vez de positiva.

d. Variacién de la presién atmosférica con la altura
sobre la superficie de la Tierra

Un ejemplo mis en el que aparece la féormula exponencial es el de la
variacién de la presién atmosférica con la altura: Se hard uso (1) del
hecho fisico de que la presién atmosférica es igual al peso de la columna
de aire que csti verticalmente por encima de una superficie de 4rea uno,
y (2) de la Ley de Boyle, de acuerdo con la cual la presién p del aire a
una temperatura constante es proporcional a su densidad ¢. La Ley de
Boyle, expresada en simbolos, es p = ao, donde a es una constantec que
depende de una propiedad fisica especifica del aire. Nuestro problema es
el de determinar p = f(h) como una funcién de la altura & por encima
de la superficie de la Tierra.

Si por po se denota la presion atmosférica en la superficie de la Tierra,
esto es, el peso total de la columna de aire sostenida por un &rea unitaria,
por g la constante gravitacional y por o(A) la densidad del aire a la altu-
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ra A sobre la superficie terrestre, el peso! de la columna de altura 4 esta
h

dado por la integral g S o(X)dX. La presién a una altura h es, por lo tanto,
o

h
o=t =p | o«
[}
Derivando esta expresién se obticne la siguiente relaciéon entre la presién
p = f(h) y la densidad o(h):

golh) = = (k) = —p".
Utilizando ahora la Ley de Boyle para eliminar la cantidad ¢ de esta

ecuacién, resulta una relacion p’ = —(g/a)p que involucra solamente la
funcién presién desconocida. De la Ec. (8), p. 244, se sigue que

p = f(h) = ce e,

Si, como antes, la presién f(0) en la superficic de la Ticerra se denota por
o, se siguc de inmediato que ¢ = p,, y consecuentemente

p = f(h) = poee.
Tomando logaritmos esto conduce a

pe=% log &

g b4
Estas dos [6rmulas se aplican frecuentemente. Por cjemplo, la constante a,
si es conocida, permite determinar la altura de un lugar a partir de la
presién barométrica, o bien determinar la diferencia entre las alturas de
dos lugares midiendo la presién atmosférica en cada sitio. Por otra parte,
si la presién atmosférica y la altura i son conocidas, puede determinarse
la constante a, la cual es de gran importancia cn la teoria de los gases.

e. Progreso de una reaccién quimica

Se considerard ahora un ejemplo de la Quimica, la asi llamada reac-
cién unimolecular. Se supone que una substancia es disuelta en una gran
cantidad de solvente; por ejemplo, una cierta cantidad de azicar de cafia
en agua. Si ocurre una reaccién quimica, la ley quimica de accién de las
masas cstablece en este caso que la medida de reaccién es proporcional
a la cantidad de substancia reaccionantce presente. Se supone que el aziicar
de cafia esta siendo transformnada mediante accién catalitica en azdcar in-
vertida, y se denota por u(x) la cantidad de azicar de cafia que al tiempo
x permancce invariable ain. La velocidad de reaccién es entonces —du/dx,

1 ga(\) es el peso del aire por unidad de volumen a la altura A.
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y, de acuerdo con la ley de accién de masas, se cumple una ecuacién de
la forma

du _

=
donde k es una constagnte que depende de las substancias reaccionantes.
A partir de esta ley instantinea o diferencial se obtiene de inmediato, como
en la p. 244, una ley integral que da la cantidad de aztcar de cafia como
funcién del tiempo:

—ku

u(x) = ae**.

Esta férmula muestra claramente cémo la reaccién quimica tiende asintd-
ticamente a su estado final u = 0, esto es, la transformacién completa de la
substancia reaccionante. La constante ¢ es obviamente la cantidad de
azucar de cafia presente en el tiempo x = 0.

f. Apertura y cierre de un circuito eléctrico

Como un ejemplo final, considérese el crecimiento de una corriente
eléctrica directa o “continua” cuando se cierra un circuito, o bien su decai-
micnto cuando el circuito se abre. Si R es la resistencia del circuito y E
la fuerza electromotriz (voltaje), la corriente I se incrementa gradualmente
desde su valor original cero hasta un valor estacionario final E/R. Tenc-
mos, por tanto, que considerar I como una funcién del tiempo x. El au-
mento de la corriente depende de la autoinduccién del circuito; y el circuito
posee una constante caracteristica L, el coeficiente de autoinduccion, de
naturaleza tal que conforme la corriente crece se desarrolla una fuerza elec-
tromotriz de magnitud L dI/dx que se opone a la fuerza electromotriz
externa E. A partir de la ley de Ohm, que afirma que el producto de la
resistencia y de la corriente es en cada instante igual al voltaje efectivo
real, se obtiene la relacidn

dl
IR=E—L—.
R=EF de
para
E
=7 —_—
fe) =1(x) =
se encuentra de inmediato que f'(x) = —(R/L)f(x), de modo que por la
Ec. (8), p. 244, es f(x) = f(0) e %=/%. Recordando que I(0) = 0, se encuen-
tra que f(0) = —E/R; y asi se obtiene la expresién
E E
= = = — ~RZ/L
I=f(x)+ R (1 —e )

para la corriente como una funcién del tiempo.
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Esta expresién muestra cémo la corriente tiende asintéticamente a su
valor estacionario E/R cuando se cierra el circuito.

3.5 Las funciones hiperbélicas

a. Definicién analitica

En muchas aplicaciones la funcién exponencial aparece en combinaciones
de la forma
1(e® + ) o bien 1(ef — e7%).
Es conveniente introducir éstas y combinaciones similares como funciones
especiales, que se definen como sigue:

[ '-1' x + =T

(9a) senhx = 2 5 ¢ , cosh x = 5—2—8,
T - T T

(9b) tanh x = e——e—, cothy = £_1° .
el + e—l’ e.t p— e‘l

llamadas seno hiperbdlico, coseno hiperbdlico, tangente hiperbdlica, y cotan-
gente hiperbélica respectivamente. Las funciones senh x, cosh x, y tanh x
estan definidas para todos los valores de x, micentras que para coth x ¢l pun-
to x = 0 debe ser excluido. Los nombres son clegidos para expresar una
cierta analogia con las funciones trigonométricas; y esta analogia, que ha
de estudiarse en detalle, es la que justifica una consideracion especial de
estas nuevas funciones. En las Figs. 3.9, 3.10 y 3.11 se muestran las graficas
de las funciones hiperbélicas; y las lincas punteadas cn la Fig. 3.9 son las
graficas de y = (3)e® y de y = (4)e%, a partir de las cuales pucden cons-
truirse facilmente las graficas de senh x y cosh x.

Cosh x es, evidentemente, una funcién par, csto es, una funcién que per-
manece invariable cuando x es reemplazado por —x, mientras que senh x
es una funcion impar, esto es, una funcién que cambia de signo cuando x es
rcemplazado por —x (ver p. 53).

Por su definicién, la funcién
et + e*

2

es positiva y no menor que uno para todos los valores de x. Posee su valor
minimo cuando x = 0: cosh ) = 1.
La relacién fundamental entre cosh x y senh x,

cosh x =—

cosh? x — senh?x = 1,

se sigue de inmediato a partir de las definiciones. Si se denota ahora la
variable independiente por ¢, en vez de x, y se escribe

x = cosh ¢, y = senh t,
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Figura 3.9.
y
o —
y=tanhx
-2 -1 0 Ji‘ S x

Figura 3.10.
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Figura 3.11.

se tiene

L2 - .
A y—=»Ln

esto cs, el punto de coordenadas x == cosh £, y = senh ¢ se mueve a lo largo
de la hipérbola rectangular x? — y* = 1 conforme ¢ recorre toda la escala de
valores de — 0 a + 0. De acuerdo con la ecuacién de definicién, x > 1,y
la férmula hace evidente que y recorre toda la escala de valores de — oo
a -+ o0 conforme ¢ lo hace; en efecto, si ¢ tiende a infinito, también e?, mien-
trsa que e~f tiende a cero. Se puede por tanto establecer mds exactamente:
Conforme ¢ corre de -~ o0 a + oo las ecuaciones x = cosh ¢, y = senh ¢ dan
una rama de la hipérbola rectangular, a saber, la del lado derecho.

b. Teoremas de adiciéon y férmulas para derivar

A partir de su definicién se obtienen los teoremas de adicién para las
funciones hiperbdlicas:

cosh (@ + b) = cosh a cosh b + senh a senh b,
senh (a -+ b) = senh a cosh b + cosh a senh b.

Las demostraciones se obtienen de inmediato si se escribe

(10)

e%’ + ¢ ? €%t — et

cosh (a + b) = 5 senh (a + b) = 5 ,
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y se insertan en estas ecuaciones
¢* = cosh a + senh a, ¢~ = cosh a — senh q,
e” = cosh b + senh b, e’ = cosh b — senh b.

Entre estas férmulas y las correspondientes férmulas trigonométricas existe
una notable analogia. La tnica diferencia entre los teoremas de adicién es
un signo en la primera férmula.

Una analogia correspondiente se cumple para las férmulas de diferencia-
ciér. Recordando que d(e?) /dx = %, se encuentra facilmente que

d _
pp cosh x = senh x, T senh x = cosh x,
) dtanh -1 thx = —‘———1
dx Py dx 00T T senhea

De las dos primeras ecuaciones sc siguc de inmediato que y = cosh x e
y = senh x son soluciones de la ecuacidn diferencial
d?
(12) PP
la cual difiere sélo en signo de la ecuacién aniloga que es satisfecha por
las funciones trigonométricas cos x y senx (véase p. 192).

c. Las funciones hiperbélicas inversas

A las {funciones hiperbélicas x = cosht, y = senht, les corresponden
las funciones inversas que denotamos?! por

t = arc cosh x, t = arc senh y.

Puesto que la funcién senh ¢ es mondtona creciente ? en todo el intervalo
— oo < t < + o0, su funcidén inversa esti determinada de manera tnica
para todos los valores de y; por otra parte, una ojeada a la grafica (véase
Fig. 3.9, p. 250) muestra que ¢ = arc cosh x no esta determinado de mane-
ra Unica sino que posec una ambigiicdad de signo debido a que a un valor
dado de x le corresponde no solamente el nimero ¢ sino también el niimero
—t. Puesto que cosh ¢ > 1 para todos los valores de ¢, su inversa arc cosh x
estd definida solamente para x > 1.

Estas funciones inversas pueden expresarse ficilmente en términos del
logaritmo, interpretando la cantidad e’ = u en las definiciones

ettt et — et

x.__Q_.__’ y:__2___

1 La notacién simbdlica cosh-lx, etc., es también utilizada (ver nota, pagi-

8).
2 (d/dt)senht = cosht > 0.

na,
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como Incégnita y resolviendo estas ecuaciones (cuadréiticas) para u:
u=x=\x =1, u=9+\Vy*+1;

y puesto que u = ¢' sblo puede posecr valores positivos, la raiz cuadrada
en la segunda ecuacién debe tomarse con el signo positivo, mientras que
en la primera cualquier signo es posible (lo que corresponde a la ambi-
giiedad mencionada arriba). En la forma logaritmica, ¢t = logu, y por
tanto

t =log (x = \/x* — 1) = arccosh x,

(13)

t =log (y + V»* + 1) = arcsenhy.
En el caso de arccosh x la variable x estd restringida al intervalo x > 1,
mientras que arc senh y estd definido para todos los valores de y.

La ecuacién (13) da los valores,

log (x + Vaz — 1) y log (x — Vx* — 1)
para arc cosh x, que corresponden a las dos ramas de arc cosh x. Puesto
que

(x+ Ve — 1) (x— Var—1) = 1,

la suma de estos dos valores de arc cosh x es cero, lo que concuerda con la
ambigiiedad en el signo de ¢ mencionada antes.

Las inversas de la tangente hiperbdlica y la cotangente hiperbdlica pue-
den ser definidas anilogamente, y también pueden ser expresadas en tér-
minos de logaritmos. Estas funciones las denotamos por arctanhx vy
arc coth x. Expresando la variable independientc en todas partes por x,
facilmente se obtiene

1+ x

. en el intervalo — 1 < x < |,
—x

arc tanh x =;— log

(14) x+ 1

x —

en los intervalos x << —1, x > 1.

arc coth x =§ log

La diferenciacién dc cstas funciones inversas puede ser llevada a cabo
por el mismo lector, quicn pucde hacer uso ya sca de la regla para deri-
var una funcién inversa, o bien de la regla de la cadena simultineamente
con estas expresiones para las funciones inversas en términos de logaritmos.
St x es la variable independiente, los resultados son

d 1 d 1
—arccoshx = &+ ——— — arcsenh ¥ = ———-,
(15) dx Vx—1 dx Vx:+1
1
d 1
iarctanhx =—l——— — arc coth x =

dx 1 — x2’ dx 1 — a2
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Las tltimas dos férmulas no se contradicen una con otra puesto que la
primera se cumple solamente para —1 < x <1 y la scgunda solamente
para x < —1 y 1 < x. Los dos valores de la derivada d(arc cosh x) /dx,
expresados por el signo =+ en esta primera férmula, corresponden a las dos
ramas diferentes de la curva y == arc cosh » = log (x &= V/x* — 1).

d. Otras analogias

Las semcjanzas entre las funciones hiperbélicas y las trigonométricas no
son accidentales. El origen profundo de estas analogias se manifiesta cuan-
do se consideran estas funciones con argumentos imaginarios, como se hard
posteriormente en la scccidn 7.7a. Se estard entonces en condiciones de

identificar cosh x con cos(ix) y senh x con (1/i)sen(ix), donde i = v/ —1.
Este hecho hace evidente que toda relacién que involucra funciones trigo-
nométricas tiene su contrapartc para funciones hiperb6licas. Muchas de esas
analogias poseen intercsantes interpretaciones geomdétricas o fisicas. (Véase
también el capitulo 4, Sec. 4.1j.)

En la representacién anterior de la hipérbola rectangular mediante la
cantidad ¢ no se atribuy6 ningin significado geométrico a este “pardmetro”.
Volviendo ahora a este tema se encuentra otra analogia entre las funciones
trigonométricas y las hiperbdlicas. Si la circunferencia cuya ecuacién es
x% + 9* =1 se representa por medio de un parametro ¢ en la forma x =
cost, y = sent, la cantidad ¢ puede interpretarse como un 4angulo o bien
como una longitud de arco medida a lo largo de la circunferencia. Podemos,
sin embargo, interpretar ¢ también como el doble del 4rea del sector circu-
lar quec corresponde a este angulo, siendo considerada el area positiva o
nega-tiva dependiendo de si el angulo es positivo o negativo.

Se establece ahora anadlogamente que para las funciones hiperbélicas la
cantidad ¢ es el doble del area del sector hiperbdlico para x* — y® = 1,
mostrado sombreado en la Fig. 3.12.* Es esta interpretacién de ¢ en términos
de 4reas la que explica y justifica los nombres ¢ = arc cosh x y ¢ = arcsenh y
dados a las funciones hiperbélicas inversas.? La demostracién se obticne sin
ninguna dificultad si se reficre la hipérbola a sus asintotas tomadas como
ejes, por medio de la transformacién de coordenadas

x—y=V2%  x-t+y=\on

o bien

1 1
= (£+7), S
x 73 (£ +7) y v

1 Para una demostracién diferente, véasc Sec. 4.1j.

2 Tal como la notacién t =: arc cos x se refiere a un arco del circulo unitario,
la notacién ¢ = arc cosh x se refierc a un drea conectada con una hipérbola rectan-
gular x2 — y2 = 1. Debe notarse que ¢ no es la longitud del arco hiperbélico.

(n—8&);
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Figura 3.12,

con estas nuevas coordenadas la ecuacién de la hipérbola es &y = 4. Por
tanto, los dos triangulos rectingulos OPQ y OAB poseen ambos un area
igual a %, puecs las longitudes de OQ y QP son, respectivamente, 5 y 1/27,
y el area en cuestién es igual a la de la figura ABQP. Obviamente las
coordenadas de los puntos 4 y B son

¢ v—z,n V2 y ¢ \/5’17 NG

respectivamente, y para el doble del drea de la figura en cuestién se ob-
tiene asi

(:+y)/\/:.’-
2g (1/29) dnp =log (x +y) =log (x = Vx2 — 1),

Jayvz

pero, por la Ec. (13), p. 254, esto es igual a ¢, lo que prueba la asevera-
cién hecha.
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Figura 3.13 Para ilustrar las funciones hiperbélicas.

En conclusién, puede senalarse que, como se muestra en la Fig. 3.13,
las funciones hiperbélicas pueden ser representadas graficamente sobre la
hipérbola, de la misma manera que las funciones trigonométricas pueden
ser representadas sobre el circulo.

3.6 Maximos y minimos

Como la primera de una gran variedad de aplicaciones se considerard
ahora la teorfa de méximos y minimos de una funcién, junto con una
discusién geométrica de la segunda derivada.

a. Convexidad y concavidad de curvas

Por definicién, la derivada f’(x) = df(x)/dx representa la pendiente
de la curva y = f(x). La derivada de la funcién f(x), es decir, de la pen-
diente de la curva y = f(x), estd dada por la derivada df’(x) /dx = f"(x),
la segunda derivada de f(x); y asi sucesivamente. Si la segunda derivada
f’(x) es positiva en un punto x—de modo que debido a la continuidad
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(que se supone) es positiva en alguna vecindad ' de este punto x—entonces
a lo largo de esta vecindad la derivada f/(x) aumenta con valores crecientes
de x. Por lo tanto, la curva y = f(x) ticne su lado convexo hacia abajo y
es “abierta” hacia arriba. A la funcién f(x), o a la curva y = f(x), la
denominamos convexa. Si f’(x) es negativa, la curva y la funcién son cén-
cavas. Por lo tanto, cuando f’(x) > 0 la curva en la vecindad del punto

T i
y =f(x)
|
y=f(x) % P 1l
| |
D x D . x
0 / x 0 i
(a) (b)

Figura 3.14 (a)f'(x) > 0. (b)f"(x) <O0.

esta situada por encima de la tangente, mientras que cuando f”(x) < 0 estd
situada por debajo de la tangente (véanse las Tigs. 3.14a y 3.14b) (ver
problema 4, p. 221 y seccién 5.6).

Punto de inflexion

Se requiere una consideracién especial solamente cn los puntos donde
f’(x) = 0. Al pasar a través de uno de tales puntos la segunda derivada
f’(x) cambiara generalmente de signo. Tal punto serd entonces un punto
de transicién entre los dos casos que se acaban de indicar; esto es, en un
lado la tangente estid por encima de la curva y por el otro lado estd por
debajo, mientras que en este punto cruza la curva (véase Fig. 3.15). Tal
punto es denominado un punto de inflexién de la curva, y la tangente
correspondiente se denomina tangente de inflexion.

1 S¢ hace uso aqui de la observacién intuitivamente obvia: una funcién conti-
nua g(x) que es positiva en un punto x, es también positiva para todos los puntos
de una vecindad suficientemente pequefia de x, (siempre que pertenezcan al domi-
nio de g). La demostracién rigurosa es sencilla. A partir de la continuidad de g en
%, se sabe que para todo e positivo se cumple la desigualdad [g(x) — g(x0)| <e
para todo x en una vecindad suficientemente pequefia |x — x| < 8 del punto xo.
Como g(x,) > 0, se tiene libertad dc clegir para ¢ el valor g(x), de modo que
lg(x) — g(%)] <3g(x) en alguna vecindad. Puesto que entonces es g(x) —
g(x) < lg(x) — g(x)| < 4g(x), se sigue que g{x) > #g(x) > 0.
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El ejemplo més sencillo estd dado por la funcién y = %%, la parabola
ctibica, para la cual el eje x mismo es una tangente de inflexién en el punto
de inflexién x = 0 (véase Fig. 3.3, p. 231). Otro ejemplo estd dado por
la funcién f(x) = sen x, para la cual

Ff(x) =d(senx)/dx = cosx y  f"(x) = d?(senx)/dx* = —senx.

Consecuentemente, f(0) = 1y f(0) = 0; y, puesto que el signo de f/(x)
cambia en ¥ = 0, la curva scno posee en el origen una tangente de inflexién
inclinada a un 4ngulo de 45 grados con respecto al eje x.

f(x)

Figura 3.15 Punto de inflexidn.

Debe notarse, sin embargo, que pueden existir puntos donde f”(x) =0
y el signo de f/(x) no varie al crecer x, en tanto que la tangente no corta
a la curva sino que permanece por completo a un lado de ésta. Por ejem-
plo, la curva y = x* estd situada enteramente por encima del eje x, aun
cuando la segunda derivada f(x) = 12x? se anula para x = 0.

b. Maximos y minimos—Extremos relativos. Puntos estacionarios

Una funcién f(x) posee un mdximo en el punto £ si el valor de f en
el punto £ no es excedido por el valor de f en cualquier otro punto x del
dominio de f; esto es, f(§) > f(x) para todo x donde f esté definida.!
Andilogamente, f posece un minimo en ¢ si f(§) < f(x) para todo x en el
dominio. La palabra extremos es utilizada para designar tanto a maximos
como a minimos.

1 Se habla de un punto mdximo estricto ¢ si f(¢) > f(x) para todo x en el do-
minio de f que sea diferente de ¢£.
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La funcién f(x) = /1 — % por ejemplo, que esti definida para
—1 < x < 1, posee minimos en x = == 1 y un maximo en x = 0. Es facil
dar ejemplos de funciones continuas que no poseen maximos o no poseen
minimos. Asi, la funcién f(x) = 1/(1 + x?) (Fig. 3.8, p. 238) en el domi-
nio —o < x < + o0 no posee minimos; la funcién f(x) = 1/x definida
para 0 < x < o0 no posee ningln punto extremo. Sin embargo, recuérdese
del capitulo 1, p. 124, el teorema de Weierstrass, de acuerdo con el cual
una funcién continua definida en un intervalo finito cerrado posee siempre
un maximo (y analogamente un minimo).

oS
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Figura 3.16 Grafica de una funcién dcfinida en el intervalo [a, 8] con minimos
relativos en x = a, x,, x,, ¥;, maximos relativos en x,, x;, x;, b, maximo absoluto
en b, y minimo absoluto en x,.

El objetivo aqui es encontrar un medio de localizar los extremos de una
funcién o curva. Este problema, que se encuentra muy frecuentemente en
geometria, mecanica, fisica y otros campos, fue uno de los principales es-
timulos para el desarrollo del calculo en el siglo xviL.

El cilculo no proporciona un método directo para determinar los ex-
tremos de una funcién f(x), sino que permite localizar los asi llamados
puntos extremos relativos, entre los cuales los méximos y minimos reales
deben ocurrir. El punto £ es un méaximo relativo (minimo de f si f po-
see su valor maximo (minimo) en £ cuando es comparado no con todos
los valores posibles de f(x) sino con sélo aquellos valores de f(x) para x
en alguna vecindad de £. Por una vecindad o entorno del punto £ se entien-
de aqui cualquier intervalo abierto « < x < 8 que contiene al punto £
pero que puede ser arbitrariamente pequefio. Un punto extremo relativo
¢ de f es entonces un punto que es un extremo cuando f esti restringida
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a todos aquellos puntos de su dominio situados suficientemente cerca de £.!
Obviamente, los extremos de una funcién estan incluidos entre los extremos
relativos. Para evitar confusién se emplearan los términos mdximos absolu-
tos (minimos) para los méximos y minimos de f en todo su dominio (véase
Fig. 3.16).

Geométricamente hablando, los maximos y minimos relativos, si no estin
localizados en los puntos extremos del intervalo de definicién, son respec-
tivamente las crestas y depresiones de la curva. Una ojeada a la Fig. 3.16
muestra que el valor del maximo relativo en un punto x5 puede muy bien
ser menor que el valor de un minimo relativo en otro punto x.. El diagra-
ma sugiere también el hecho de que maximos y minimos relativos de fun-
ciones continuas se alternan: Entre dos méximos relativos sucesivos estd
siempre localizado un minimo relativo.

Sea f(x) una funcién derivable definida en el intervalo cerrado
a < x < b. Se ve de inmediato que en un punto extremo relativo que est4
localizado en el interior del intervalo la tangente a la curva debe ser hori-
zontal. (La demostracién rigurosa se da a continuacién.) Por lo tanto, la
condicién

r(&) =0

es necesaria para un extremo relativo en un punto £ tal que a < ¢ < b. §j,
no obstante, f(£) es un extremo relativo y ¢ coincide con uno de los puntos
extremos del intervalo de definicién, la ecuacién f/(¢) = 0 no necesaria-
mente se cumple. S6lo puede decirse que si el punto extremo izquierdo es
un punto mdiximo relativo (minimo), la pendiente f'(a) de la curva no
puede ser positiva (negativa), mientras que si el punto extremo derecho b
es un maximo relativo (minimo) entonces f'(b) no puede ser negativa
(positiva).

Los puntos en los cuales la tangente a la curva y = f(x) es horizontal,
que corresponden a las raices £ de la ecuacién f/(£) = 0, se denominan los
puntos criticos o puntos estacionarios de f. Todos los extremos relativos
de una funcién derivable f que son puntos interiores del dominio de f son
puntos estacionarios. Por lo tanto: un mdximo absoluto o un minimo abso-
luto de la funcién coincide ya sea con un punto critico de la funcién o
bien con un punto frontera de su dominio. Para localizar los maximos ab-
solutos (minimos) de la funcién debemos solamente comparar los valores
de f en los puntos criticos y en los dos puntos frontera o extremos del
intervalo, y ver cudles de estos valores son los mayores (menores). Si f
no es derivable en un nGmero finito de puntos, se deberd sélo sumar estos
puntos a la lista de localizaciones posibles de un extremo y también verifi-

. 1 La definicién rigurosa de un punto de mdximo relativo, ¢, estableceria que
existe un intervalo abicrto que contiene a ¢ tal que f(¢) > f(x) para todo x de este
intervalo para el cual f esté definida.
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car los valores de f en estos puntos. Asi, la labor principal en la determi-
nacién de los extremos de una funcién se reduce a la de encontrar los
ceros de la derivada de la funcién, que usualmente existen en nimero
finito.

Para tomar un ejemplo sencillo, determinemos los valores maximos y
minimos de la funcién f(x) = %0x® — %0x? en el intervalo —2 < x < 2.
Aqui los puntos criticos, las raices de la ecuacién f(x) = 6(x* — x) /10 =0,
estan localizados en x = 0, +1, —1. Calculando los valores de f en estos
puntos y también en los puntos extremos del intervalo encontramos

x -2 —1 0 1 2

f(x) 52 —02 0 —02 52

Es claro que los puntos x = =1 representan minimos rclativos, mientras
que los méximos relativos ocurren en x = 0 y x = =2, El valor méximo
de la funcién, alcanzado en los puntos extremos del intervalo, es 5.2; el
valor minimo, alcanzado en los puntos x = =1, es —0.2 (véase Fig. 3.17).

N — e e e e o

Figura 3.17 y = (x6 — 3x2)/10.

Sin apelar a la intuicién, se puede probar ficilmente mediante métodos
puramente analiticos que f’(£) = O siempre y cuando £ es un punto extremo
relativo en el interior del dominio de f, suponiendo f derivable en £ (Com-
parar las consideraciones exactamente analogas para el teorema de Rolle,
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p. 196.) Sila funcién f(x) posee un maximo relativo en el punto £, entonces
para todos los valores suficientemente pequefios de % diferentes de cero la
expresién f(£ 4+ h) — f(&) debe ser negativa o cero. Por lo tanto,

[f(§+ hil — (8] <0
para & > 0, mientras que
e+ R — 1]
A =

para h < 0. Asi, si h tiende a cero a través de valores positivos el limite
no puede ser positivo, mientras que si h tiende a cero a través de valores
negativos el limite no puede ser negativo. Sin embargo, ya que se ha su-
puesto que la derivada en £ existe, estos dos limites deben ser iguales entre
si y, precisamente, iguales al valor f/(£) que, por consiguiente, solamente
puede ser cero; o sea, debe tenerse necesariamente f’(§) = 0. Una demos-
tracién andloga se cumple para un minimo relativo. La demostracién prue-
ba también que si el punto extremo izquierdo £ = a es un punto maximo
relativo (minimo), entonces por lo menos f’(a) < 0[f(a) 2> 0]; si el punto
extremo derecho b es un punto miximo relativo (minimo) entonces
f(b) 2 0[f(b) <O

La condicién f/(£) = 0 que caracteriza a los puntos criticos no es de
ninguna manera suficiente para que existan extremos relativos. Pueden exis-
tir puntos en los cuales la derivada se anula, esto es, en los cuales la tan-
gente es horizontal, aun cuando la curva no posee méaximo relativo ni
minimo relativo ahi. Esto ocurre si en el punto dado la curva posee una
tangente de inflexién horizontal que la corta, como en el ejemplo de la
funcién y = x® en el punto x = 0.

El siguicnte teorema da las condiciones necesarias y suficientes bajo las
cuales un punto critico es un punto de maximo o minimo relativo (y, por
tanto, un criterio para reconocerlo). Se aplica a una funcién continua, f,
que posee una derivada continua f* que se anula en a lo mas un ndmero
finito de puntos, o, mas generalmente, a funciones derivables f para las
cuales f/ cambia de signo en a lo més un nimero finito de puntos:

La funcidn f(x) posee un extremo relativo en un punto interior £ de
su dominio si y sélo si la derivada f (x) cambia de signo cuando x pasa a
través de este punto; en particular, la funcién posee un minimo relativo
si cerca de £ la derivada es negativa a la izquierda de & vy positiva a la
derecha, mientras que en el caso contrario posee un mdximo.

Se demuestra esto rigurosamente utilizando el teorema del valor medio.
Primero se observa que a la izquierda v a la derecha de £ existen intervalos,
LE<x<Ey ¢<x< &, en cada uno de los cuales f/(x) posee un solo
signo, puesto que f’ se anula solamente en un némero finito de puntos.
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(Aqui & y £ pueden ser tomados como los puntos mis cercanos a ¢ en los
cuales f se anula, si tales puntos existen.) Si los signos de f'(x) en estos dos
intervalos son diferentes, entonces f(£ + h) — f(£) = hf’(¢ + 6h) posee
el mismo signo para todos los valores suficientemente pequefios de h, ya
sea que h se tome valor positivo o negativo; de modo que £ es un extremo
relativo. Si f/(x) posee el mismo signo en ambos intervalos, entonces
hf’ (¢ + 6h) cambia de signo cuando & lo hace, de modo que f(£ + &) es
mayor que f(£) en un lado y menor que f(£) cn el otro lado, v asi no existe
valor extremo. Nuestro tcorema estd asi probado.

Al mismo tiempo se ve que el valor f(£) es el valor mdximo o minimo
de la funcién en todo intervalo que contiene al punto &, en el cual f es
derivable y en el cual el inico cambio de signo de f'(x) ocurre en & mismo.

El teorema del valor medio, en el que esta demostracién se basa, puede
seguirse utilizando ain en el caso en que f(x) no es derivable en un punto
extremo del intervalo en el cual se aplica, siempre que sea derivable en
todos los otros puntos del intervalo; por lo tanto, esta demostracion sigue
siendo valida si f/(x) no existe en x = £ Por ejemplo, la funcién y = ||
posee un minimo en x = 0, puesto que ¥ > 0 para x >0 e y < 0 para
x < 0 (ver Fig. 2.24, p. 188). La funcién y = ¥x? posec del mismo modo
un minimo en el punto x = 0, aun cuando su derivada %x™% es infinita ahi
(ver Fig. 2.27, p. 190).

El método mas sencillo para decidir si un punto critico £ es un maximo
o minimo relativo involucra la segunda derivada en este punto. Es intuiti-
vamente claro que si f(£) = O entonces f tiene un maximo relativo en £
si f7(€¢) <0, y tienc un minimo relativo si f’(£) > 0. Pues en el primer
caso la curva en la vecindad de este punto estd situada completamente por
debajo de la tangente y en el segundo caso completamente por encima de
la tangente. Este resultado se obtiene analiticamente a partir del criterio
(teorema) anterior siempre que f(x) y f'(x) sean continuas y que f”(§)
exista. En efecto, st f(£) = 0 y, digamos f”(£) > 0, se tienc

N L R (ORI

0.
B0 h B0 h

7 (8)

Se sigue que /(& + h) /h > 0 para todos los 4 54 0 que son suficientemente
pequefios en valor absoluto; por lo tanto, /(£ + &) y h posecn el mismo
signo en una vecindad de £ Si x estd cerca de £, la derivada f/(x) debe ser
negativa para x a la izquierda de £ y positiva para x a la derecha de ¢;
y esto implica que existe un minimo relativo en £.

La situacién es particularmente simple en el caso en que f’(x) es de
uno y el mismo signo en todo el intervalo [a, b] en el cual f estd definida:

Un punto & en el cual f' se anula es un punto de mdximo de f st
f7(x) <0 en todo el intervalo (o bien si su curva es céncava), y es un
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punto de minimo de f si en todo el intervalo f’(x) > 0 (esto es, si la curva
es convexa).!

En efecto, si f’(x) <0 la funcién f/(x) es monétona decreciente, Y,
por lo tanto, £ es su tinico cero. Ademés, f' > 0 para a < x < £ mientras
que f* <0 para £ < x < b. Por el teorcma del valor medio esto implica
nuevamente que f(x) < f(¢) para x=%=¢, de modo que £ resulta ser un
estricto punto de mdaximo. El minimo de f debe coincidir con uno de los
puntos frontera, a, b, puesto que no existe otro punto critico aparte de £
El mismo argumento se aplica cuando f > 0 en el intervalo.

Ejemplos

Ejemplo 1. De entre todos los tridngulos con base y drea dadas deter-
minar aquél con minimo perimetro.

Para resolver cste problema se toma al eje x a lo largo de la base dada
AB y el punto medio de AB como el origen (Fig. 3.18). Si C cs el vértice
del tridngulo, % su altura (la cual esti determinada por el 4rea y la base),
y (x,h) son las coordenadas dcl vértice, entonces la suma de los dos lados
AC y BC del tridngulo esti dada por

f#) =vVx+a)+ht+ V(x—a)+ I

donde 2a es la longitud de la base. De aqui s¢ obtiene

Plx) = xta n x—a
Vi(x +a)® + h* \/(x—a)z-}—hz,
#(x) = —(x+a)* i 1
Vilx+a)z -+ hr2P (x4 a)2+ h?
n —(x—a)? n 1
Vlx —a)2+hP V(v —a)2+h?
h? h?

+ .
VI T @) 4 Vi(x +a)F + kT

Vemos de inmediato que: (1) f/(0) se anula, y (2) f”(x) es siempre posi-
tiva; por lo tanto, en x = 0 existe un valor minimo (ver pp. 264 y 265).
Este valor minimo estd dado scgn esto por el tridngulo isGsceles.

Anéilogamente se encuentra que de entre todos los tridngulos con peri-
metro y base dados el tridngulo isdsceles posee el 4drea méxima.

Ejemplo 2. Encontrar un punto sobre una recta dada tal que la suma
de sus distancias a dos puntos fijos sea un minimo.

1 También se dice, brevemente, que el punto es un “mdximo (minimo) de f(x)”

(N. del R.).



266 Las técnicas del cdlculo Cap. 3

Figura 3.18.

Supénganse dados la recta y dos puntos fijos cualesquicra 4 y B en el
mismo lado de la recta. Se desca encontrar un punto P sobre la linea recta,
tal que la distancia P4 + PB tenga el minimo valor posible.

Se toma la recta dada como ¢l eje x y se utiliza la notacién de la
Fig. 3.19. Entonces, la distancia ¢n cuestién esti dada por

f(x) = Vx4 2+ V(x—a)* + hy?

y se obtiene

Fx) = —t T
V2 + L2 Vix—a)?+ h?
P R
VL) Vlx - a)? t R
y
A
B
h
111
a B
) . : F
et o]
b e @

Figura 3.19 Ley de reflexion.

1 Si A y B estan situados en lados opuestos de la recta, obviamente P es, pre-

cisamente, la interseccién de la recta con el segmento AB.
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La ecuacién f(£) = O significa
¢ a—¢
VE+ R V{E—a)>® T+t

o bien
cosa = cos fB;

y, por lo tanto, las dos rectas PA y PB deben formar 4ngulos iguales con
la recta dada. El signo positivo de f’(x) muestra que realmente tenemos
un valor minimo.

La solucién de este problema estd conectada muy de cerca con la ley
de reflexién 6ptica. Por un principio importante de la dptica, conocido

e hy

Figura 3.20 Ley de refraccion.

como “principio del tiempo minimo” de Fermat, la trayectoria de un rayo
de luz estd determinada por la propiedad de que el tiempo que tarda la
luz en ir de un punto 4 a un punto B bajo las condiciones dadas debe ser
el menor posible. Si se impone la condicién de que un rayo de luz en su
recorrido de 4 a B pase por algin punto de una recta dada (digamos, sobre
un espejo), se ve que el tiempo minimo se lograra a lo largo del rayo para
el cual el “4ngulo de incidencia” sea igual al “4ngulo de reflexién”.

Ejemplo 3. La Ley de Refraccién.* Considérense dados dos puntos
A y B en lados opuestos del cje x. ¢ Cudl es la trayectoria de 4 a B que

1 En tanto que los ejemplos anteriores pueden ser tratados también mediante
la geometria elemental, el presente no puede ser ficilmente resuelto sin el célculo.
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requicre el menor tiempo posible si la velocidad en un lado del eje x es ¢,
y en el otro lado es ¢,?

Claramente, esta “trayectoria minima” debe consistir de dos porciones
de lineas rectas que se encuentran una a la otra en un punto P sobre el
eje x. Utilizando la notacién de la Fig. 3.20 se obtienen las dos expresiones
VIE + %2y \VIu,® -+ (a — x)? para las longitudes PA, PB, respectivamente;
y el tiempo, T, dc viaje a lo largo de esta trayectoria se encuentra divi-
diendo las longitudes de los dos segmentos por las correspondientes veloci-
dades y después sumando:

B

U e ——
T = f(\) == c—l\/ll,2 4+ x2 +;— \/hl2 + (a - x)-'

Diferenciando, se obtiene

, 1 X l a—x
flo) = = i e
o VRE+ A o VA (a— x)?
h* 1 hy?
pr(x) = 2 Lt 4

W VIETOE e Vhit (@0
Como facilmente se ve por la Fig. 3.20, la ecuacién f'(x) = 0, esto es, la

ecuacién
| v 1 a— x

o, Vit A+ x® -C;\/hﬁ-}- (a~x);

es cquivalente a la condicién (1/¢,) sena = (1/¢c-) senf3, o bien,

sena __ ¢

sen B Ca

¥

Figura 3.21 Punto de una elips¢ que csta a la minima distancia de otro sobre
el eje mayor.
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El lector debe verificar el hecho de que existe s6lo un punto que satis-
face la condicién, y que este punto proporciona en realidad el valor minimo
requerido.

El significado fisico de nuestro ejemplo estd precisamente dado por el
principio 6ptico del ticmpo minimo. Un rayo de luz que viaja entre dos
puntos describe una trayectoria de tiempo minimo. Si ¢; y ¢. son las velo-
cidades de la luz en dos medios 6pticos distintos, la trayectoria luminosa

estara dada por nuestro resultado, el cual es una forma de la Ley de Snell
de la refraccidn.

Ejemplo 4. Encontrar el punto de una elipse que estd mds cerca que
cualquier otro de un punto dado sobre su eje mayor (Fig. 3.21).
Tomando la ecuacién de la elipse en la forma

x%  y? .
a‘_,'l"p—l (b<a),

y el punto dado sobre el eje mayor como (c,0), se encuentra para la dis-
tancia de cualquier punto (x,y) sobre la elipse al punto (¢,0) la expresién

d=1V{(x—c¢)?+ b*(l — x*/a?),

donde —a < x < a. La {uncién f(x) = d® es convexa (f” > 0). Posec un
minimo para el mismo x que d. El Gnico punto critico de f estid en x =
¢/(1 — b*/a*). Si este punto estd situado en el dominio dc d, representa
un punto de minimo; si no, el minimo de d corresponde al punto extremo
del eje mayor que esté mas cercano a ¢. De acuerdo con esto, se encuentran
para la minima distancia los valores

— Co . ) b*
d—b{l—mﬂz St !L'|Sa(1_;?-)’

d=a-—|d si !c}Za(l—

*3.7 El orden de magnitud de las funciones

Las diferencias entre los comportamientos de las funciones para valores
grandes del argumento conducen a la nocién de orden de magnitud. Debido
a su gran importancia este asunto merece una breve discusién aqui, aunque
no esté directamente conectado con la idea de la integral o de la derivada.

a. El concepto de orden de magnitud. Los casos mas simples

Si la variable x crece mas alld de toda cota, entonces, para « > 0, las
funciones x%, log x, €°, €™ crecen también mas all4 de toda cota. Estas, sin
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embargo, se incrementan en formas esencialmente diferentes. Por ejemplo,
la funcién x* se torna “infinita en un orden superior” ' al de x%; y por esto
sc entiende que: conforme x crece, el cocicnte x°/x? se incrementa mas
alli de toda cota. Anilogamente, la funcién x" sc torna infinita en un orden
superior al de x” si @ > 8 > 0, etc.

En forma general se dice de dos funciones, f(x) y g(x), cuyos valores
absolutos se incrementan con x mas alld de toda cota, que f(x) se torna
infinita de un orden superior al de g(x) si para x — oo cl cociente
If(x)/g(x)| se incrementa mis alld de toda cota; y diremos que f(x) se
torna infinita en un orden menor que el de g(x) si el cociente |f(x)/g(x)|
ticnde a cero conforme x crece; y se dird que las dos funciones se tornan
infinitas del mismo orden de magnitud si, al crecer x, el cocicnte |f(x) /g(x)]
posee un limite diferente de cero o, al menos, permanece entre dos cotas
fijas positivas. Por ejemplo, la funcién ax® + bx* + ¢ = f(x), donde a0,
serda del mismo orden de magnitud que la funcién x* = g(x), pues el co-
ciente |f(x)/g(x)| = |[(ax® -k bx® + ¢) /x?| posee el limite |a| conforme
x = . Por otra parte, la funcién x® 4 x + 1 sc torna infinita de un orden
de magnitud superior al de la funcién »* + x + 1.

Una suma de dos funciones f(x) y ¢(x), donde f(x) es de orden de
magnitud supcrior al de ¢(x), posee el mismo orden de magnitud que f(x).

Pues |(f(x) + ¢(x))/f(x)] = |1 + ¢(x)/f(x)], y, por hipbtesis, esta ex-
presién tiende a uno cuando x crece mas alld de toda cota.

b. Los érdenes de magnitud de la funcién exponencial
y del logaritmo

Se podria cstar tentado a medir el orden de magnitud de las funciones
mediante una escala, asignando a la cantidad x ¢l orden de magnitud uno
y a la potencia x* (@ > 0) el orden de magnitud «. Un polinomio de grado
n tendria entonces obviamente ¢l orden de magnitud »; una funcién racio-
nal, el grado de cuyo numerador cs superior en /& al del denominador,
tendria el orden de magnitud #.

Salta a la vista, sin embargo, que cualquicr intento para describir el
orden de magnitud de funciones arbitrarias mediante tal escala debe fallar.
Esto es asi porque existen funciones quc sc tornan infinitas en un orden
superior al de la potencia x” de x, no importa cuan grande se elija «; ade-
més, existen funciones que se tornan infinitas en un orden menor que el
de la potencia x°, no importa cuin pequefio se elija el nimero positivo .
Estas funciones, por lo tanto, no encajan en nuestra cscala.

Sin entrar en una teoria detallada, se establece el siguicnte teorema.

1 O “infinita de orden superior” al de x2.
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TeOREMA. Si a es un nimero arbitrario mayor que uno, entonces el
cociente a®[x tiende a infinito cuando x crece.
DEMOSTRACION. Para probar esto se construye la funcién

k4

d(x) = logaT = xloga — log x;

y es obvio que serd suficiente mostrar que ¢(x) crcce mas alld de toda
cota si x tiende a + 0. Con este objeto, se considera la derivada

¢'(x) = loga — %\

y se observa que para x 2> ¢ = 2/log @ no es menor que el nimero positivo
3 log a. Por lo tanto, se sigue que para x > ¢ es

blx) — 8(c) =S’

4

@’'(¢) dt > S slogadt > %(x — ¢) loga,

$(x) 2 ¢(c) +3(x — ¢) loga,

y el miembro derecho se torna infinito para x — co.
Se da en seguida una segunda demostracién de estc importante teorema:

con \/71 =b=1+h, se tiene b > 1y h>0. Sca n el entero tal que
n <x < n+ 1;y puede tomarse x > 1, de modo que n > 1. Aplicando el
lema de la p. 87 sc tiene
@ b* _ (L+h)®_ (L+h)" 1+ A i i
Vlﬁ':“' —:( @l) >( L>M nh S .mh b
X \Vx Vx vn+ 1 vt \/211 \/2

de modo que

a® h?
— > =n
X 2 7
y, por lo tanto, el cociente tiende a infinito con x.
De este hecho que se acaba de probar se siguen muchos otros. Por ejem-
plo: para todo indice positivo a y todo nimero a > 1, el cociente a®/x
tiende a infinito cuando x crece. Esto cs, vale el siguiente

TeOREMA. La funcion exponencial se torna infinita de un orden de
magnitud superior al de cualquier potencia de x.
Para demostrarlo sélo se necesita mostrar que la a-ésima raiz de la ex-

presién, esto es,
a’/* _la’" 1 av¥ X
T T T — y=-=1,

1 También se dlce frecuentemente; por l)levedad “de orden superxor a cual-
quier potencna de x”. Otra expresién equivalente es: “a? crece a infinito mds rdpida-
mente que x° cuando x—> 00",
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tiende a infinito. Esto, sin embargo, sc sigue inmediatamente a partir del
teorcma anterior cuando x es reemplazado por y = x/a.

De un modo anilogo se demuestra el siguiente teorema. Para todo valor
positivo de « el cociente (log x)/x* tiende a cero cuando x — o0 esto €S

TeorEMA. El logaritmo se torna infinito de un orden menor de mag-
nitud que el de cualquier potencia positiva arbitrariamente pequefia de x.*

DEMOSTRACION. La demostracién se obtiene de inmediato si se expresa
log x = yy asi el cocicnte es transformado en y/e”. Se hace entonces ¢* = a;
entonces @ > 1, y el cocientc y/a¥ se aproxima a cero cuando y tiende a
infinito. Puesto que y sc aproxima a infinito conforme x lo hace, el teorema
estd demostrado.®

Sobre la basc de estos resultados pueden construirse funciones de un
orden de magnitud muy superior al de la funcién exponencial, y otras fun-
ciones de un orden de magnitud bastante mas pequeno que el del logaritmo.
Por cjemplo, la funcién ¢‘“® es de un orden superior al de la funcién ex-
ponencial, y la funcién log log x es de un orden menor que el del logaritmo;
ademas puedc iterarse este proceso tantas veces como sc quiera, reiterando
los simbolos u operaciones ¢! o log tantas veces como se desee.

Todas las funciones x, log x, log (log x), log [log (log x)], etc., eventual-
mente s¢ tornan arbitrariamente grandes para x suficientemente grande, pero
con creciente lentitud. Tomando, por ejemplo, para x el enorme ntmero
x = 109 se encucntra que logx ¢s mis o menos 230, mientras que log
(log x) es sélo 5.4, aproximadamente.

c. Comentarios generales

Estas consideraciones muestran que no es posible asignar a todas las
funciones nimeros definidos, como 6rdenes de magnitud, de modo que de
dos funciones, aquélla con el orden de magnitud més alto tenga un na-
mero superior. Si, por ejemplo, la funcién x es de orden de magnitud uno
y la funcién x'*¢ de orden de magnitud 1 - ¢, entonces la funcién x log x
debe ser de un orden de magnitud mayor que uno y menor que 1 + ¢, no
importa cuin pequefio sea clegido e. Pero no existe tal nimero.

Ademis, es facil ver que las funciones no tienen que poseer un orden
relativo de magnitud claramente definido. Por ejemplo, la funcién

1 También: “crece menos rdpidamente que x°, cuando x—> 00, por pequeiio
que sea o”’. (Cf. Nota al pie de la pagina anterior.) (N. del R.)
2 Puede sugerirse otra demostracién sencilla: Para x > 1y ¢ >0

Tde (* 1
log x = —E-< el g = — (x€ — 1)

1 L

y, si se elige ¢ igual a « y se dividen ambos miembros de csta desigualdad por xo,
entonces se sigue que (log x)/x% — 0 cuando x — 0.
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[x*(sen x)® + x + 1]/[x%*(cos x)? + x] no se aproxima a un limite definido
cuando x crece; por el contrario, para x = nr (donde n es un entero) el
valor es 1/nw, mientras que para x = (n+ 3)7 es (n + 3=+ 1+ 1/
(n + %)= Aunque tanto el numerador como el denominador se tornan
infinitos, el cociente no permanece entre cotas positivas, ni tiende a cero
ni tiende a infinito. El numerador, por lo tanto, no es del mismo orden
que el denominador, ni de orden mayor o menor. Esta situacién aparen-
temente alarmante significa solamente que las definiciones anteriores no
estan disenadas de tal forma que se puedan comparar dos funciones cua-
lesquiera. Este no es un defecto. No se desea aqui comparar los érdenes
de tales funciones como el numerador y el denominador mencionados; pues
el conocimiento del valor de uno de ellos no da ninguna informacién util
acerca del otro.

d. El orden de magnitud de una funcién
en la vecindad de un punto arbitrario

Asi como se pueden comparar los comportamientos de funciones para
X — o0, pueden compararse también funciones que se tornan infinitas en el
punto finito x = £

Se dice que la funcién f(x) = 1/|x — | se torna infinita del primer
orden en el punto x = §, y, correspondientemente, que la funcién 1/|x — ¢|*
se torna infinita de orden «, siempre que « sea positiva.

Se reconoce cntonces que la funcién €%~ se torna infinita de orden
superior para x —> £, y la funcién log |x — £| infinita de menor orden que
el de todas estas potencias; esto es, que las relaciones limite

lim (¢ — € e/8) =0y lim (]x — & log|v — &) =0

z7¢ 72§
se cumplen.

Para confirmar esto, solamente se hace 1/|x — £| = y; y nuestros asertos
se reducen entonces al conocido teorema de la p. 271, puesto que

4 1
lx—Sl“'el/lx‘H:f}: y lx*Sl“‘loglx—ﬂ:— Oguy,

y

y que y crece mas alla de toda cota conforme x tiende a £ (El método de
reducir el comportamiento en un punto £ ai comportamiento en el infinito
mediante la substitucién 1/|x — £ = y resulta ser frecuentemente atil.)

e. El orden de magnitud (pequeiiez) de una
funcién que tiende a cero

Tal como se buscé describir la aproximacién de una funcién al infinito
por medio del concepto de orden de magnitud, puede especificarse también
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la forma en la cual una funcién se aproxima a cero. Se dice que cuando
x—> oo la cantidad 1/x se anula de (con) primer orden; y que la canti-
dad x~%, donde « es positiva, se anula de orden «.* Se encuentra nuevamente
que la funcién 1/log x se anula con orden menor que el de una potencia
arbitraria x~*; esto es, para todo « positivo la relacién

lim (x*-logx) =0

o0

se cumple.

De la misma manera se dice que para x = ¢ la cantidad x — £ se anula
en primer orden y la cantidad |x — £|* en orden «. Con nuestros resultados
es facil probar las relaciones

lim (|x|* - log |x]) = 0, lim (|x[- e-V/I2l) =0,
z-0 z-0

las cuales son expresadas usualmente como sigue:

La funcién 1/log |x| se anula cuando x — 0 con un orden menor que
el de cualquier potencia positiva de x; y la funcion exponencial ¢/1*l se
anula con un orden superior al de cualquier potencia positiva de x.*

f. Las notaciones “O” y “o” para 6rdenes de magnitud

Una forma conveniente de indicar que una funcién f(x) es de menor
orden de magnitud que una funcién g(x) es la de escribir f = o(g). Esta
ecuacién simbélica significa solamente que el cociente f/g posee el limite
cero, y puede ser utilizada con igual ventaja para funciones que se anulan
o se tornan infinitas y para argumentos x que tienden a infinito o se apro-
ximan a un valor £.°

Muchos de los resultados de la secccién anterior pueden rcescribirse en
esta notacién; por ejemplo,

** = o(x") paraa < B conforme x —
log x = o(x") paraa >0 conforme x — oo
e® = o(x") conforme x = o
eVE = o(x") conforme x — 0 con valores positivos
log |x| = o(1/x) conforme x — 0
1 — cosx = o(x) conforme x — 0.

1 También se dice que *““1/x es infinitésimo de primer orden y x~* (a > 0) es
infinitésimo de orden o”. (N. del R.)

2 O sea: “La funcién 1/log |%|, cuando x — 0, se torna un infinitésimo de orden
inferior al de cualquier potencia x*(a > 0); y la funcién e-%/I#| se torna un infinité-
simo de orden superior al de cualquier potencia x*(a > 0)”. (N. del R.)

3 La letra o es elegida para sugerir la palabra “orden”. Obsérvese que la rela-
cién f = o(g) para una g que se anula significa que f se anula con un orden su-
perior.
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Esta notacién, introducida por E. Landau, es 1til para indicar el orden
de magnitud del error en una férmula de aproximacién. Por ejemplo,

1
\/1+4 ( ) para x — o
X

es la notacién para la relacién

1 1
g VI 42 2
roe 1/x

=0.

Anélogamente, la relacién entre incremento y diferencial de una funcién f
que posce derivada en un punto x puede ser escrita en la forma

f(x + k) — f(x) = hf'(x) + o(h) para h—0.

Igualmente 1til es la notacién simbélica f = O(g) usada para indicar
que f(x) es a lo mds del orden de magnitud de g(x), esto es, que el co-
ciente f(x) /g(x) estd acotado para los valores de x en cuestién.' El uso del
simbolo O cs, ademds, muy flexible. Asi, la frase “f = O(g) para x > ”
significa que el cociente f/g estd acotado para todo x suficientemente gran-
de, como en

Vv 10x — 1=0(vx) para x —> oo.
Analogamente, “f = O(g) para x — £’ significa que f/g estd acotada en
una vecindad suficientemente pequeifia del punto x = £, como en

s — 1= 0(x) para x — 0.

Mis generalmente, puede utilizarse la ecuacién f = O(g) para indicar la
acotacion de f/g en cualquier dominio del eje x sin que se requiera que x
se aproxime a un limite. Asi

logx = O(x) para x > 1,
™
x = Of(sen x) para |x| < 5

Algunos de los primeros ejemplos que involucran el simbolo o pueden
ser ahora refinados indicAndose una mejor estimacién del error con la ayuda
del simbolo O. Asi se tiene para una funcién f para la cual f” esta definida
y es continua:

f(x +h) — f(x) = hf'(x) + O(h*)  para h—>0.

1 Nétese que f = O(g) no significa que f/g tenga el limite uno o que el co-
ciente tenga necesariamente un limite, cualquiera que sea.
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Otros ejemplos son

cosx = 1+ O(x?) para todo x.

Las mismas notaciones pueden utilizarse para sucesiones a,, con el indice
n que tienda a infinito. En lo siguiente se encontrardn algunos ejemplos
interesantes de tales férmulas “asintéticas” con un término de error de orden
superior (ver la férmula de Stirling para n! Cap. 6, A.l1). Una famosa
ley asintética,’ ya mencionada en el capitulo 1, p. 80, afirma que el nimero
w(n) de primos menores que n estd dado aproximadamente por n/(logn).
Aqui el orden de magnitud del error ha sido encontrado también y se tie-
ne, mas precisamente, el resultado

n n
m(n) = logn +o (logzn) )

Apéndice

La dificultad para apreciar un desarrollo riguroso del calculo surge de
un dilema béasico: Aunque los procedimientos y conceptos fundamentales
como continuidad, suavidad, etc., son motivados por apremiantes necesida-
des intuitivas, deben hacerse precisos para que tengan significado légico y
las resultantes definiciones rigurosas puedan cubrir fenémenos que estan
mas alld de aquéllos de caracter intuitivo. Asi, ¢l concepto riguroso de con-
tinuidad requiere inevitablemente un grado de abstraccién que no esti to-
talmente reflejado en la nocién intuitiva de una curva concxa; y el concepto
de derivabilidad es més restrictivo y mas abstracto que la vaga idea que
sugiere la suavidad de una curva. Discrepancias de este tipo son inevitables
y pueden arruinar la paciencia y el entendimiento de un principiante o de
alguien para quien la sutileza légica no es de principal interés. Sin embargo,
deseamos hacer mis clara para el lector la nccesidad de dicha precisién,
mostrando que, quizi inesperadamente, la precisién y el refinamiento son
requeridos an para los ejemplos mas sencillos e intuitivamente compren-
sibles.

A.1 Algunas funciones especiales

Como regla, tales ejemplos pueden no estar dados en términos de ex-
presiones analiticas sencillas (véanse Figs. 1.28, p. 62 y 1.30, p. 63). Aqui,

{ La demostracién no puede darse en este libro. Véase: A. E. Ingham, The
Distribution of Primes, Cambridge University Press, 1932,
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sin embargo, se desea representar varios tipos de discontinuidades y fené-
menos inesperados o “anormales” mediante expresiones muy sencillas cons-
truidas a partir de las funciones elementales. Se comienza con un ejemplo
en el cual no se presenta ninguna discontinuidad.

a. La funcién y = V=

Esta funcién (ver Fig. 3.22) estd definida en primera instancia sola-
mente para valores de x diferentes de cero, y obviamente posee el limite
cero cuando x — 0. En efecto, mediante la transformacién 1/x? = £ la fun-
cién se vuelve y = ¢, y lime# = 0. Por lo tanto, es natural extender la
funcién de modo que sea continua para x = 0 definiendo el valor de
la funcién en el punto x = 0 como y(0) = 0.

0o

Figura 3.22.

Por la regla de la cadena, la derivada de la funcién para x40 es
Y = —(2/x%)e/* = 2E%¢¢t. Si x tiende a cero esta derivada posee también
el limite cero, como se deduce inmediatamente de la p. 271. En el punto
x =0 la derivada

o 1/h

y(0) =1 — 2O
h—>0 h hao K
puede ser también definida en forma continua como cero.

Para las derivadas superiores en x =0, obviamente se obtiene siempre
el producto de la funcién e/ y un polinomio en 1/x, y el paso al limite
x — 0 conduce siempre al limite cero. Por lo tanto, todas las derivadas
superiores se anulan, como y/, en el punto x = 0.

Asi, la funcién es continua en todas partes y derivable tantas veces como
se desee; y, ain mads, en el punto x = 0 se anula con todas sus derivadas,
pero no se anula idénticamente. Posteriormente se podrd observar (Apén-
dice 1.1 del capitulo 5) cudn notable o “anormal” es este comportamiento.
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b. La funcién y = /¢

Como se ve ficilmente, para valores positivos de x esta funcién se com-
porta de la misma manera que la funcién que acabamos de tratar: si x
tiende a ccro por un lado, con valores positivos, la funcién tiende a cero,
y lo mismo es cierto para todas sus derivadas. Si se define el valor de la
funcién en x = 0 como y(0) = 0, todas las derivadas laterales dcrechas cn
el punto x = 0 poscen el valor cero. Otra situacién muy diferente se tiene
cuando x tiende a ccro a través de valores negativos; pues entonces la fun-
cién y todas sus derivadas sc vuelven infinitas, y las derivadas laterales iz-
quierdas no existen cn el punto x = 0. En el punto x = 0, por lo tanto, la
funcién posee una clase notable de discontinuidad bastante diferente de las

discontinuidades infinitas de las funciones racionales consideradas en las pp.
60, 61 (ver Fig. 3.23).

>

Figura 3.23.

1
c. La funcién y = tanh -
x

Como sc ha visto ya en la p. 88, las funciones con discontinuidades de
“salto” pueden obtenerse a partir de funciones elementales mediante el
paso al limite. La funcién exponencial, definida en la p. 172, junto con
el principio de la composicién de funciones, nos da otro método para cons-
truir funciones con tales discontinuidades a partir de funciones elementales,
sin ningun otro proceso limite adicional. Un ejemplo de esto es la funcién

el/z . e~1/@

y = tan x e+ /7
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y su comportamiento en el punto x = 0. La funcién en primera instancia
no esti definida en este punto. Si x se acerca al punto x = 0 a través de
valores positivos, obviamente se obtiene el limite 1; si, por otra parte, se
aproxima al punto x = 0 a través de valores negativos, se obtiene el limi-
te —1. Este punto x = 0 es asi un punto de discontinuidad de salto; confor-
me x crece pasando por O el valor de la funcién salta dos unidades (ver
Fig. 3.24). Por otra parte, la derivada

1 1
Y=

cosh? (1/x) x
1 4

;E (el/.t + e—-l/:c)Z
se aproxima al limite cero desde ambos lados, como surge facilmente® a
partir de la seccién 3.7, p. 270.

Figura 3.24.

d. La funcién y = xtanh 1/x

En el caso de la funcién

el/z — e-l/s

— vtanhl =
Yy = xtan ;_xel/z"i‘e_l/z

la discontinuidad anterior es climinada por el factor x. Esta funcién tiene
el limite cero cuando x — 0 desde cualquier lado, de modo que se puede
nuevamente definir en forma apropiada »(0) como igual a cero. Esta fun-
cién es entonces continua en x = 0, pero su primera derivada

1 Otro ejemplo donde aparece una discontinuidad “de salto” est4 dado por la
funcién y = arc tan 1/x cuando x— 0.
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I 1 1
=t h —_——
Yy A T X cosh? (1/x)
posee justamente la misma clase de discontinuidad del ejemplo anterior.
La gréfica de la funcién es una curva con una esquina (ver Fig. 3.25); y
en el punto x = 0 la funcién no posee una derivada, sino una derivada
lateral derecha con ¢l valor +1 y una derivada lateral izquierda con el
valor —1.

Figura 3.25.

e. La funciéon y = xsenl/x, y(0) =0

Se ha visto ya que esta funcién no estd compuesta por un nimero finito
de partes monétonas—o, lo que es lo mismo, no es “seccionalmente” monéto-
na o monétona “por pedazos’—pero que, sin embargo, es continua (p. 63
y Fig. 1.31). Su primera derivada

1
y"—'isen%-%cos; (x5£0),

por el contrario, posee una discontinuidad en x = 0; pues conforme x tiende
a cero esta derivada oscila continuamente entre curvas acotadas, una positiva
y una negativa, las cuales a su vcz tienden a + o0 y — oo respectivamente.
En el punto x = 0 el cociente incremental es [y(h) — y(0)]/h = sen (1/h);
y puesto que este valor oscila hacia arriba y hacia abajo entre 1 y —1 un
namero infinito de veces conforme i — 0, la funcién no posee una derivada
lateral derecha ni tampoco una derivada lateral izquierda en x = 0.

A.2 Comentarios sobre la derivabilidad de funciones

La derivada de una funcién que es continua y posee derivada en cada
punto de un intervalo puede no ser continua.
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Como un ejemplo sencillo considérese la funcién dada por

y = f(x) = a* sen-}c para x =0

£(0) =0.

Esta funcion csta definida y es continua en todas partes. Para todos los
valores de x diferentes de cero la derivada estd dada por la expresién

X X

1 1
f'(x) = —x? (cosl)—}— + 2x senl = —cos— 1 2xsen—,
x ) x® X ; x

Cuando x tiende a cero f’(x) no posee limite. Si, por otra parte, sc forma
cl cociente incremental [f(h) — f(0)]/h = (h?sen1/h)/h = hsen1/h, se ve
de inmediato que éste tiende a cero cuando A lo hace. La derivada, por
lo tanto, existe para x = 0 y posee el valor 0.

Para entender intuitivamente la razén de este comportamiento paradé-
jico se representa la funcién gréficamente (ver Fig. 3.26). Esta oscila entre
las curvas y = x* e y = —x? a las cuales toca alternadamente. Asi, las ra-
zones de las alturas de las crestas de onda de la curva y sus distancias al

y

3

Figura 3.26.
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origen s¢ tornan gradualmente mas pequefias. Sin embargo, estas ondas
no se tornan mas planas pues su pendiente, dada por la derivada

f(x¥) = 2xsen1/x — cos 1/x,

es igual a —1 en los puntos x = 1/2 nx, donde cos 1/x = 1, e igual a +1
en los puntos » = 1/(2n + 1)«, donde cos 1/x = —1.

En contraste con la posibilidad ilustrada aqui (de que una derivada cxiste en
todas partes y sin embargo no es continua), se establece el siguiente sencillo teorema,
el cual ilumina toda una serie de ejemplos y discusiones anteriores.

TeorEMA. Si se sabe que en una vecindad de un punto x = a la funcidn f(x)
¢s continua, que para x F# a también posee derivada f'(x) y si, ademds, la ecuacién
limf'(x) = b se cumple, entonces la derivada f'(x) existe también en el punto

ay f(a) =b.

DEMOSTRACION. La demostracidén se obtiene inmediatamente a partir del teore-
ma del valor medio. Pues se tiene [f(a + h) — f(a)]/h = [ (¢), donde ¢ es un valor
intermedio entre @ y a + h. Si h ticnde ahora a cero, por hipétesis f'(£) tiende a
b, y la tesis surge de inmediato.

Un teorcma analogo puede ser probado de un modo similar: Si la funcién f(x)
es continua en a < x < b y para a < x < b posee una derivada que crece mas alla
de toda cota conforme x tiende a a, el cociente incremental derecho [f(a + k) —
f(a)]/h crece también mas alld de toda cota conforme h tiende a cero, de modo
que no existe derivada lateral derecha para x = a. El significado geométrico de este
ascrto es que en el punto con coordenadas (finitas) [a,f(a)] la curva posec una
tangente vertical.

Parte B Técnicas de integracion
Funciones explicitas

Una amplia clase de funciones puede ser construida a partir de las
funciones elementales ! aplicando repetidamente operaciones racionales, esto
es, la adicién, multiplicacién, divisidn, y, ademis, mediante las operaciones
de formar funciones inversas y funciones compuestas. Las funciones asi des-
criptas constituyen la clase de funciones “explicitas” o “expresiones exactas”
finitas.* Como un resultado de la Parte A de cste capitulo sc establece la
propicdad bastante gencral:

Toda funcion explicita puede derivarse y su derivada es también una fun-
cién explicita.

Se ha logrado asi un dominio bastante completo de la operacién o “al-
o
goritmo” de la diferenciacién. No obstante, el proceso inverso, el de integra-

1 Se deberd destacar que la distinciéon entre funciones “elementales” y “ex-
plicitas” y otras es, dc por si, algo arbitraria. Para nosotros el término funcién “ele-
mental” incluye justamente las funciones racionales, las f{unciones trigonométricas y
las exponenciales, y sus inversas.

2 Este nombre indica que se encontrardn muchas otras funciones que no pueden
ser representadas de esta forma pero que pueden ser construidas por medio de pro-
cesos de limite tales como las series infinitas.
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cién, es, hablando generalmente, mis importante y representa el mayor
problema. Hasta cierto grado el problema es abordado y resuelto mediante
el tcorema fundamental del cilculo: A cada férmula de diferenciacion
F'(x) = f(x) le corresponde una férmula equivalente para las funciones
primitivas F(x) de f(x), o sea, la integral:

S f(x) dx = F(x).

(Mas precisamente, se tiene F(x) = S’ f(u) du + constante). Asi, mien-
a

tras mas férmulas explicitas de diferenciacién sean deducidas, mas funciones

explicitas podrin ser integradas en términos de funciones explicitas. Una

primera tabla de integrales se da en la p. 284. En principio, no seria di-

ficil, aunque si impractico y confuso, extender mucho més dicha tabla.

En las primeras fases del desarrollo del cdlculo muchos matematicos
trataron de encontrar, en forma explicita o exacta, la funcién integral o
primitiva para toda funcién dada explicitamente.

Pas6 algtn tiempo hasta que se comprendié que, en principio, este pro-
blema no puede ser resuclto. Por el contrario, para algunos integrandos
bastante elementales la integral no puede ser expresada en términos de fun-
ciones elementales (véase Sec. 3.14a). Asi, la necesidad de estudiar nuevos
tipos de funciones generadas mediante procesos de integracién a partir de
funciones clementales se convirtié en un estimulo importante para el desarro-
llo del analisis. Sin embargo, el deseo de integrar—cuando es factible—fun-
ciones explicitas dadas explicitamente, sin meterse en los enredos desespe-
rados de la consulta tediosa de tablas o de los cilculos numéricos, ha condu-
cido a algunos recursos sencillos que proporcionan una cierta flexibilidad
para transformar integrales dadas. En efecto, estos recursos permiten efectuar
la integracién mediante la reduccién a alguna de las integrales clementa-
les en la Tabla de Integrales.

La seccién 3.9 scra dedicada al desarrollo de tales dtiles recursos. En
relacién con esto, el principiante deberd cstar precavido en contra de me-
morizar simplemente las muchas férmulas obtenidas usando estos recursos
técnicos. En vez de ello, €l estudiante debera dirigir su esfuerzo hacia la
obtencién de una comprensién clara de los métodos de integracién y el apren-
dizaje de cémo aplicarlos. Mas adn, deberd recordar que aun cuando la
integracién mediante estos recursos sea imposible, la integral si existe (al
menos para todas las funciones continuas), y puede ser realmente calculada
con un grado tan alto de precisién como se desee por medio de los métodos
numéricos que sc desarrollaran posteriormente (seccién 6.1).

La Parte C de este capitulo se ocupard de extender los conceptos de
integracién e integral, en forma separada del problema de la técnica de la
integracién.
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Cap.

Tabla de integrales elementales

F(x) = (%) Flx) = Sf(x) dx
a+1
1. x* (a -1 X
(a=—1) P
1
9
2 log |x|
3. ¢ ad
4. a® (az£1) e
log a
5. senx —~COS X
6. cosx sen x
. 1
7. —=- (= cosec*x) —cotx
sen? x
1 .
8. —r- (= sec®x) tan x
cos® x
9. senhx cosh x
10. cosh x senh x
1
1. - — (= cosech? x) —coth x
senh® x
1 .
12. cosh® x (= sech®x) tanh x
13. —;— (le < 1) {arc sen
\/1 — x° —arc cos x
1 arc tan x
14, —-
1 + x* {—arccotx
_ 1 -
15. '\/_ITxﬁz arc senh x = log (x + V1 -+ x?)
1 l ——
16. :‘:\/_\_‘—l: (Jxf > 1) arccosh x = log (x = Va2 — 1)
, 1
x| < 1 arc tanh x = 1—logl
1 2 1 —x
17, — =
3 i
b=~ |x] > 1 arccothx=£logi—_—f-—
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3.8 Tabla de integrales elementales

A cada una de las férmulas de derivacién demostradas anteriormente
le corresponde una férmula equivalente de integracién. Puesto que estas
integrales elementales son utilizadas una y otra vez como materiales para
cl arte de la integracién, se han reunido en una tabla. La columna derecha
contiene un nimero de funciones elementales y la columna izquierda las
correspondientes derivadas. Si se lee la tabla de izquicrda a derecha, se
obticne en la columna derecha una integral indefinida de la funcién que
aparece en la columna izquierda.

Se le recuerdan también al lector los teoremas fundamentales del calcu-
lo diferencial ¢ integral, demostrados en la seccién 2.9, en particular, el
hecho de que cualquier integral definida cs obtenida a partir de la integral
indefinida F(x) mediante la férmula?

b b
S f(x)dx=F(x)| = F(b) — F(a).
a a

En las secciones siguientes se intentard reducir el calculo de integrales
de funciones dadas de una u otra manera al de las integrales clementales
coleccionadas en nuestra tabla. Aparte de algunos artificios especiales que
son aprendidos solamente por experiencia, esta reduccién estid basada esen-
cialmente en dos métodos utiles: “substitucién” e “integracién por partes”.
Cada uno de estos métodos permite transformar de muchas maneras una
integral dada; y el objeto de tales transformaciones en su mayor parte es
el de reducir la integral dada, en un paso o en una sucesién de pasos, a
una o mis de las férmulas elementales de integracién dadas arriba.

3.9 El método de substitucion

Integracion de funciones compuestas

El primero de estos métodos consiste en la introduccion de una nueva
variable (esto es, cl método de substitucién o transformacién). Su objeto
es cl de reducir la integracién de funciones compuestas (tales como funcio-
nes de x — ¢ o de ax + b) a la de funciones m4s sencillas.

a. La férmula de substituciéon. Integral de una funcién compuesta

La regla para integrar funciones compuestas se obtiene a partir de la
correspondiente regla de la cadena para derivar. Para una funcién com-
puesta G(u) = F[¢(u)] se tienc (véase p. 239)

1 En este capitulo no se discutirs el problema algo diferente”de calcular inte-
grales definidas especiales sin encontrar primero una funcién primitiva general,
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dG(u dF|
(16) ) W) prg .

Para la validez de esta férmula es suficiente que las funciones x = ¢(u)
y F(x) sean continuamente derivables respecto a sus argumentos u, x, res-
pectivamente, y que F(x) esté definida para los valores de x tomados por
la funcién x = ¢(u) (esto es, el rango de la funcién ¢ debe pertenecer al
dominio de F). Integrando la férmula entre los limites u = a y u = 8 se
cncuentra

B

(17) G(B) — Gla) = Fig(8)] — Fig(a)] = S Flo(u) 14 (u) du.

Si aqui se hace

se tiene

Fl$(B)) — Flp(a)] = F(b) — F(a) = Sb F'(x) dx.

a

Haciendo F'(x) = f(x) sc obtiene la férmula fundamental de substitucion

b B
(18 [ 1 ar =\ s au, c= g,
o sea, escrita sugestivamente en la notacién de Leibnitz con la diferencial

dd = ¢/ (x) dx,
(18a) S (%) dx=S 1($) dg.

Aqui x = ¢(u) pucde ser cualquier funcién que esté definida y posea una
derivada continua cn ¢l intervalo J/ con puntos extremos « y 8; y dicha
funcién transforma estos puntos extremos en x = ¢ y x = b respectivamen-
te. Se supone que la funcién f(x) es continua en un intervalo I que contiene
las imdgenes de todos los puntos de J bajo la transformacién ¢. Por F(x)
puede tomarse cualquier funcidn primitiva de f(x).

Como se habrd notado, la regla de la substitucién (18) no requiere que
la transformaciéon x = ¢(u) transforme puntos entre @ y B solamente en
puntos entre a y b, o sea, que valores diferentes u sean transformados en
diferentes x; todo lo que importa es quc « y 8 sean transformados en a y
b y que f(x) esté definida para los valores x tomados por ¢(u) para u en-
tre « y B.

En términos de integrales indefinidas la regla de la substitucién adquie-
re la forma

(19)  G(u) = Sf[¢(u)]¢'(u) du = gf(x) dx = F(x) = Flp(u)].
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Los simbolos diferenciales
dx
(u) du = — du v dy
#w) du=Tdu
se vuelven idénticos si formalmente se cancelan los simbolos du en el nu-
merador y el denominador.

Ejemplos. Se aplica la férmula (18) al integrando f(x) = I/x y se
hace la substitucién x = ¢(u), suponiendo ¢(u) 20 en el intervalo con-
siderado; entonces

¢'(u) ,_ ( dx
du =\ — = log |x| = log |¢(u)],
4=\ 5 = gl = e o)
o bien, cambiando el nombre de la variable u nuevamente por x,
( ¢'(x) .
20 dx = log (¢ (x)].
(20) S e = log ()]

Si en esta importante férmula se substituyen funcioncs particulares, ta-
les como ¢(x) = logx, ¢(x) = senx, o ¢(x) = cos x, sc obtiene?

dx_ _ log {log x|
xlogx og |log xi,
(21)
( cot x dx = log [sen x|, S tan x dx = —log |cos x|.
J
Otros ejemplos
1) Sﬁf’(u)(}y(u) du=Sxdx~_—§x2:5[¢(u)],_,’

donde f(x) = x. De aqui se obtiene para ¢(u) = log u:

. 1
(22) S 8 udu = % (log u)z
u

2) Finalmente se considera

Ssen" u cos u du.

Aqui x = senu = ¢(u), y, por lo tanto,

xnil sen®+! y
senfucosudu = \ andx = S

7+ 1 nA4 1

1 Estas y las siguientcs férmulas son verificadas facilmente mostrando que la

derivada del resultado da otra vez el integrando.
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3) La misma substitucién x = sen u da, para cualquier funcién f(x) continua en
el intervalo —1 < x <1,

4 sen A
S f(sen u) cos u du = S f(x) dx.

« sen @

Tomando aqui @ = 0 y 8 = 27, resulta un ejemplo para aplicar la férmula de subs-
titucién a un caso en que la funcién transformacién x = ¢(u) = senu = x no es
monétona cn el intervalo @ < u < 8. Se encuentra

] [}

21 0
S f(senu) cos u du = S f(x) dx = 0.

Otras formas de la regla

En muchas aplicaciones la integral que ha de cvaluarse esti dada en
la forma

F(u) = Shw»(u)]du

en la cual el integrando aparece como la funcién compuesta h{¢p(u)] sin el
factor adicional ¢’(u). Puede aplicarse la regla de substitucion (18) si se
logra escribir el integrando A[¢(u)] en la forma f[¢(u)]p’(u). Esto puede
ser logrado siempre bajo la hipotesis de que la funcién x = $(u) posee una
derivada continua ¢’(u) que no se anula. Porque entonces cxiste una fun-
cién inversa u = ¢(x) con dcrivada continua du/dx = ¢/ (x) = 1/¢'(u).
Tomando por f(x) la funcién i(x)y’(x), se ticne asi Al¢(u)] = flop(u)]/
¢ (x) = fl¢p(u)]¢’(u) y se obtiene, a partir de la regla de substitucién,

(23) Shw(u)]du =Sf[¢(u)]¢’(u) du =Sf(x) dx

= Slz(x)gb’(x) dx =Sh(x) Z—:dx.

La hipétesis ¢’(1) 70 ha sido introducida para evitar que la expresion
dx/du cn la férmula (23) se torne infinita.

El principiante jamas deberd olvidar que al substituir ¢(x) por u en
una integral no se debe expresar simplemente la antigua variable x en tér-
minos de la nueva, u, y después integrar con respecto a esta nueva variable;
en vez dc esto, antes de integrar se debe multiplicar el integrando por la
derivada de la variable original x con respecto a la nueva variable u. Esto,

. o d
por supuesto, es sugerido por la notacién de Leibnitz h dx = hd—xdu. En
u

la integral definida
B

Sb hly(x)]dx =S h{u)p’(u) du

a

no debe olvidarse cambiar los limites a, b, para x, por los limites corres-
pondientes « = ¢(a) y B = ¢(b) para la variable u.
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Ejemplos. Para calcular fsen2xdx se toma u = y(x) = 2x y h(u) = sen u.
Se tiene entonces
du ey = 2 dx 1
— = x) = [
Y T odu 2

Si se introduce ahora u = 2x en la integral como la nueva variable, entonces aquélla
se transforma, no en {sen u du, sino en

1 1 1
_\senudu = — —cosu = — —cos 2x;
2 2

esto puede, por supuesto, verificarse de inmediato derivando el lado derecho de la
ecuacion.

Si se integra con respecto a x entre los limites cero y w/4, los correspondientes
limites para u = 2x son cero y 7/2, y se obtiene

/4 1 ™2 1 /2
S sen2xdx=—S sen u du = — —cos'u = —
0 2 Jo 2 4 2
. . ¢ dx —
Otro ejemplo sencillo es la integral -~ —. Aqui se toma u = y¢(x) = Vx, de don-
1 Vox

de x = ¢(u) = u2 Puesto que ¢’'(u) = 2u, se tiene

4 dx 2 udu 2
—_ =\2. =2 du = 2.
v Vax 1 u 1

Como otro ejemplo, se considera la integral de sen 1/x para el intervalo
3 < x < 1. Se tiene para u = 1/x o bien x = 1/u, dx = —du/u?; y, por lo tanto,

1 1 1 2
sen u sen u
sen —dx = — du = du.
3% x 2 u? 1 u?

*bh. Una deduccién alternativa de la férmula de substituciéon

La férmula de integracién (17), con una ligera variante en la notacién,
puede ser intepretada también de un modo directo basado en el significado
de la integral definida como el limite de una suma, en vez de ser deducida
a partir de la regla de la cadena de la derivacién.! Para calcular la integral

b
\\ ryonas
a

(para el caso a < b), se parte con una subdivisién arbitraria del intervalo
a < x < b y se hace entonces la subdivisién cada vez mas fina. Estas sub-
divisiones se inician de la siguiente manera. Si se supone que la funcién
u = y(x) es mondtona creciente, existe una correspondencia biunivoca en-
tre el intervalo @ < x < b sobre el eje x y un intervalo « < u < 8 de los

1 El resultado obtenido de esta manera esti restringido nuevamente a substi-
tuciones mondétonas, y asi es menos general que la férmula (18) proporcionada por
la regla de la cadena (pag. 286).
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valores de u = y/(x), donde @ = y(a) y B8 = y(b). Se divide este interva-
lo x en n partes de longitud? Ax; existe una correspondiente subdivisién
del intervalo u en subintervalos que, en general, no son todos de la misma
longitud. Los puntos de divisién del intervalo x se denotan por

Xo = @, X1, X2, ..., %Xn = b,
y las longitudes de las correspondientes celdas u por
AUy, Auy, ..., Au,.

La integral que se estad considerando es el limite de la suma

Ma

lh{'/’(g") } AJC,

v

donde el valor & es selcccionado arbitrariamente en el v-ésimo subintervalo
Ax

n
de la subdivisién x. Esta suma se escribe ahora en la forma 3 (o)
v=1 Uy

Auy,

donde vy = y/(£). Por el teorema del valor medio del célculo diferencial,
es Ax/Auy = ¢’(nv), donde 7 es un valor intermedio elegido adecuada-
mente para la variable u en el v-ésimo subintervalo de la subdivisién u, y
x = ¢(u) denota la funcién inversa de u = y(x). Si se selecciona ahora el
valor £ de tal manera que vy y 9y coincidan, esto es, gy = ¢(&), & = & (),
entonces la suma toma la forma

M=

h(nv) ¢’ (nv) Au.

v=1

it

Si ahora aqui se pasa al limite haciendo n— c0,? se obtiene la expresién
8 dx
h(u) —du
S,, ( )du

como el valor limite, esto es, como ¢l valor de la integral que se est4 con-
siderando, de acuerdo con la férmula (23) dada anteriormente.
Asi se llega al siguiente resultado.

TeOREMA. Sea h(u) una funcidn continua de u en el intervalo
a<u< B Sila funcién u = y(x) es continua y mondtona y posee una
derivada continua du/dx que no se anula en a < x < b, y st, ademds,
¥(a) = ay ¢(b) = B, entonces

Sb h{y(x)} dx = Soh(u) dx ZSZh(u) %du.

. ' La hipétesis de.que las longitudes de estos subintervalos son iguales no es de
ninguna manera esencial para la demostracién.

| 2 Este llmxte. existe (para Ax —0) y es la integral, puesto que, de acuerdo con
ca cczltmuldad uniforme de « = y(x), la mayor de las longitudes Au, tiende a cero
on Ax.
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Esta deduccién exhibe el mérito sugestivo de la notacién de Leibnitz.
Para llevar a cabo la substitucién u = y(x) se requiere escribir solamente
(dx/du)du en vez de dx, cambiando los limites de los valores originales
de x a los correspondientes valores de u.

c. Ejemplos. Férmulas de integracién

Con la ayuda de la regla de substitucién puede evaluarse en muchos
casos una integral dada, ff(x) dx, si se le reduce por medio de una substi-
tucién adecuada, x = ¢(u), a una de las integrales fundamentales de nues-
tra tabla. Si tales substituciones existen y como encontrarlas son problemas
a los cuales no se les puede dar una respuesta general; y ésta es, mas bien,
una cuestién en la cual la practica y el ingenio, en contraste con los métodos
sistematicos, desempefian el papel més importante.

Como un cjemplo se evalda la integral —‘jé_—— por medio de la
a® — x*

substituciéon * x = ¢(u) = au, u =y(x) = x/a, dx = adu, mediante la
cual, usando el N? 13 de nuestra tabla, se obtiene

(24)
dx . adu a x
, = .=\ ———— = arcsenu = arc sen — .
Va? — x? av1—u a’ para J+] < d
Mediante la misma substitucién se obtienen
dx adu 1 _ 1 x
(25) Sa2+x2 —S 1T ) —;arctanu~—;arctan;,
x
= arsenh = |
(26) S\/a‘ + x? a
x
= arcosh =, ara |x| > ial,
o (e, pmali>
1 X
J Zar tanhz para |x| < |a,
x
(28) _“a- - x%

1
Zarcothl paralx| > |al,
a a

férmulas que aparecen muy frecuentemente y que pueden ser facilmente
verificadas derivando el lado derecho de cada ecuacién.

1 Por brevedad nos tomamos nuevamente la libertad de escribir los simbolos dx
y du separadamente, esto es dx = ¢'(u) du en vez de dx/du = ¢'(u) (Ver. p. 201).
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3.10 Otros ejemplos del método de substitucién

En esta seccién se recopila un nimero de ejemplos que cl lector puede
considerar cuidadosamente para ejercitacién.

Mediante la substitucién u = 1 £x2, du = *2x dx, se deduce que

x dx

(29) — = EVI £x2,
V1 *£x2

x dx w11 I

(30) = gl =,

En estas férmulas debe tomarse en los tres lugares el mismo signo, ya sea el po-
sitivo o bien el negativo.
Mediante la substitucién u = ax + b, du = a dx (a 7 0), se obtiene

(31) 9% _ Lioglax + b
= —log |ax ,
ax +b a $
32 (ax + b)*d ! (ax + ) (a7 —1)
ax X = ——_(a * —
(32) PP T “ ’
1
(33) Ssen (ax + b) dx = — —cos (ax + b);
a
y anélogamente, por medio de la substitucién u = cos x, du = —sen x dx, se obtiene
(34) Stan x dx = —log |cos x|;

y, por medio de la substitucién u = sen x, du = cos x dx, se tiene

(35) cot x dx = log [sen x|

[Ver (21) p. 287]. Utilizando las substituciones anilogas u = cosh x (que da du =
senh x dx) y u = senh x (du = cosh x dx), se obtienen las férmulas

(36) S tanh x dx = log cosh x,

(37) S coth x dx = log |senh x|.

Por medio de la substitucién u = (a/b) tanx, du = (a/b) sec? x dx, se llega a las
dos férmulas

dx 1 1 dr
(38) a’sen?x + b2costx  bE) (a?/bP)tan?x + | cos®r

1 a ]
o arc tan B tan x

’

: t 4at
abal'CCO (b anzx
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Lart h(at )
— —artanh (- tanx
(39) J- dr _ ab b

a*sen?e — b2cos?e 1 a
— —arcoth [-tanzx
ab b

dx
sen x

escribiendo sen x = 2 sen (x/2) cos (x/2) = 2 tan (x/2) cos? (x/2) y haciendo
u = tan (x/2), de modo que du = 3% sec? (x/2) dx; la integral se vuelve entonces

Se evalia la integral

dx du x
(40) senx= ‘;‘-=108 tan—2 .
Si se reemplaza x por x + 7/2, esta férmula se convierte en
dx
(41) S ~ log tan(f+’:).
cos x 2 4

La substitucién u = 2x conduce, si se aplican también las conocidas férmulas
trigonométricas 2cos?x — 1 + cos2x y 2sen?x = 1 — cos 2x, a las férmulas fre-
cuentemente utilizadas

(42) Scos‘-’xdx: 3 (x + sen x cos x)
4
(43) Ssenﬁxdxz $(x — sen x cos x).

Mediante la substitucién x = cos u, equivalente a u = arc cos x, 0, mas
generalmente, x = acos u (a 5 0), podemos reducir

S\/l—xzdx y S\/a‘*’-xzdx

respectivamente a estas férmulas. Se obtiene asi

—— a? X X ——
(44) \/a*-x‘dx:——2—arccos—+§\/a2—x2.
a
Analogamente, mediante la substitucién x = a cosh u se obtiene la férmula
o ——— 2 ————
(43) \/x2—a*dx=—iarcoshf—}-f\/x”—az,
2 a 2

y mediante la substitucidn x = a senh u se tiene

a'_’

(46) S\/a'~’+x2dx=2

arsenhf +i Vat + x2.
a 2



294 Las técnicas del cdlculo Cap. 3

La substitucién u = a/x, dx = — (a/u?)du, conduce a las férmulas
47 _dx_ = — ! arc sen 2
(47) Sx\/x2 — a? a x
dx 1 a
(48) —_—— ——arscnh—,'
xVxt+ a? a x
dx 1 a
(49) —————= — —arcosh—.
xVat— x* a x

Finalmente, se consideran las tres integrales

S sen mx sen nx dx, S sen mx cos nx dx, Scos mx cos nx dx,

donde m y n son enteros positivos. Mediante bien conocidas férmulas trigo-
nométricas puede dividirse cada una de estas integrales en dos partes, es-
cribiendo

sen mx sen nx = 4[cos (m — n)x — cos (m + n)x],
sen mx cos nx = #[sen (m + n)x + sen (m — n)x],
cos mx cos nx = }[cos (m + n)x + cos (m — n)x].

Si se¢ hace ahora uso de las substituciones u = (m + n)x y u = (m — n)x
respectivamente, se obtiene directamente el siguiente sistema de férmulas:

(50)

1 {sen(m —n)z  sen(m + n)x} Gim o,
2 m-—n m+n
J.scn mz sennx der =
1 (z _sen me) sim = n;
2 2m
(S1)
_l:cos(m + n)x+ cos(m — n)x} im
2 m+n m-—n
fscn mz cos nx dx =
_1 (M) Gm = s
2 2m
(52)
1 {sen(m + n)x 4 fen (m — n)a:; sim s,
2 m+n m-—n
fcos mz cos nx dx =
1 (scn2mx n a:) sim = n.
2 2m

Si, en particular, se integra de -~z a +m, se obtienen de estas férmulas las
relaciones sumamente importantes
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+r 0 sim % n,
sen mz sen px dx =
- ™ sim = n,

+z
(53) f sen mz cos nx dx = 0,
het s
o 0 sim 3 n,
cos mx cos nx dxr = .
- T sim = n.

Estas son las relaciones de ortogonalidad de las funciones trigonométricas,
las cuales se encontrardn nuevamente en la seccién 8.4e.

3.11 Integracion por partes

a. Férmula general

El scgundo método ampliamente utilizado para tratar problemas de in-
tegracion cxpresa en forma integral la regla para derivar un producto,

(fe) =fg+f¢.
La correspondiente férmula integral es (Ver. p. 210)
st = (gt o) ax + \ g ) as,

o bien,
(54) f(x) g (x) dx = f(x)g(x) — S () f (x) dx.

Utilizando la notacién diferencial de Leibnitz, esta expresién se convierte en

(54a) S fdg = fg — Sgdﬁ

Esta férmula serd mencionada como la férmula de integracion por partes.
Ella reduce el cilculo de una integral al cilculo de otra integral. Puesto que
un integrando dado puede ser interpretado como un producto f(x)g(x)
de muchas maneras diferentes, esta férmula proporciona una herramienta
efectiva para la transformacién de integrales.

Escrita como férmula de integracion definida, la férmula para integra-
cién por partes es

(54b) S" Fx) g (x) dx = f(x)g(x)

b b
- S e()f (x) dx

a

b

= f(b)g(b) — f(a)g(a) —S g(x)f (x) dx.

a
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Esta se obtiene, ya sea directamente integrando la férmula de la deriva-
da de un producto entre los limites @ y b, o bien formando la diferencia
de la férmula (54) en los puntos b y a.

Puede darse una interpretacién geométrica sencilla de la férmula (54b) :
Supéngase que y = f(x) y z = g(x) son funciones monétonas y que f(a) =
A, f(b) = B, g(a) = a, g(b) = B; puede entonces formarse la inversa de
la primera funcién y substituir en la segunda ecuacién, obteniéndose asi z
como funcién de y. Se supone que esta funcién es monétona creciente. Pues-
to que dy = f'(x) dx y dz = g’/(x) dx, la f6érmula para integracién por
partes puede ser escrita [Ver la regla de substitucién (18), p. 286] como

8 B
S ydz + g z2dy = BB — Aa,
a Ja
en concordancia con la relacién que se pone de manifiesto mediante la
Fig. 3.27:
area NQLK + area PMLQ = area OMLK — 4rea OPQN.
2

K
Be— oL

] il M,
ol—a—

B

Figura 3.27.

El siguiente ejemplo puede servir como una primera ilustracién:

S log x dx == Slogx- 1 dx.

El intcgrando se escribe de esta manera para indicar que se hace f(x) =logx y
g (x) = 1, de modo que se tiene f'(x) = 1/x y g(x) = x. La férmula de integracién
da entonces

x
(55) S logxdx=xldgx—-‘~dx=xlogx—x.
x
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Esta ultima expresién es, por lo tanto, la integral indefinida del logaritmo, como
puede verificarse de inmediato derivando.

b. Otros ejemplos de integracién por partes

Con f(x) == x, g'(x) = €%, se tiene f'(x) = 1, g(x) = €% y la integral es en-
tonces
(56) Sxe’dx=e’(x—l).
De modo analogo se obtiene
(57) stenxdx= —xcosx + senx
y
(58) chosxdx = xsenx 4 cos x.
Para f(x) = log %, g'(x) = x¢, se tiene la relacién
xa+1 1
(59) xalogxdx=a+ . logx——a—_l—1 .
Aqui debe suponerse a = —1. Para a = —1 se obtiene
1 dx
—log x dx = (log x)2 — \logx - —;
x x
y pasando la integral del miembro derecho al izquierdo se tiene [Ver (22), p. 287]
1
(60) S—logxdx = 4(log x)2.
x
La integral farcsenx dx se calcula tomando f(x) = arcsenx, g'(x) = 1. Por
tanto,
x dx
arcsenxdx=xarcsenx— et .
V1—x2

La integracién en el miembro derecho puede ser efectuada como en (29), p. 292;
se encuentra asi

(61) Sarcsenxdx=xarcsenx+ V11— x2.
De la misma manera se encuentra la integral
(62) Sarctanxdxr—xarctanx—ilog(l + x2),

y muchas otras de un tipo similar,

Los siguientes ejemplos son de una naturaleza algo diferente. Aqui la repeticién
de Ia integracidén por partes lleva nuevamente a la integral original, para la cual se
obtiene asi una ecuacién.
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Procediendo en esta forma se obtiene

1
je‘“’senbxdx= —Ze‘“’cosbx +:Sea‘«’cosbxdx

2

1 2
= ——e"-"cosbx+—a—ea¢senbx——a— €% sen bx dx;
b b2 b2

Resolviendo esta ecuacién para la integral fe2® sen bx dx:

(64) Se‘“‘sen bxdx = ——— ¢%(asen bx — b cos bx).
a? + b2

De manera aniloga se sigue que

(63) €%% cos bx dx = ———— e%%(a cos bx + b sen bx).
a? + b2

c. Formula integral para f(b) + f(a)

Como un dltimo ejemplo se deduce una férmula notable que expresa la suma
f(8) + f(a) como una integral definida (en vez de la diferencia f(b) — f(a) dada
por la férmula fundamental). La integracién por partes serd aplicada introduciendo
I = g'(x), donde g(x) =x — m con una constante m a nuestra disposicién. Se
tiene entonces para las integrales indefinidas

S f(x) dx + Sl’(x)(x —m) de = [(x) (x — m),

y para la integral entre a y b

b b
S (%) dx+S f'(x)(x — m) dx = f(b) (b — m) — f(a) (a — m).

a a

Si con a y b arbitrarios se elige para m ¢l valor medio m = (a 4 b)/2 entre a y b,
se obtiene, como el lector puede verificar [acilmente,

b b

f(x) dx + S (x — m)f'(x) dx.

a

b—a
--T[f(a) + f(b)] = S

d. Férmulas recursivas

En muchos casos el integrando no sélo es funcién de la variable in-
dependiente sino que depende también de un indice entero n. Al integrar
por partes se obticne en ocasiones, en vez del valor de la integral, otra
expresién similar en la cual el indice n posee un valor menor. Puede lle-
garse asi, después de cierto nimero de pasos, a una integral que puede ser
tratada por medio de la tabla de integrales de la p. 284. Tal proceso es
HNamado recursivo.

Los siguicntes ejemplos son ilustraciones: Mediante la repetida inte-
gracién por partes pueden’ calcularse las integrales trigonométricas
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Scos" x dx, S sen® x dx, S sen™ x cos™ x dx,

siempre que m y n sean enteros positivos. Pues utilizando f(x) = cos™ x,
g(x) = sen x, se encuentra para la primera integral que

8 cos"xdx = cos®'xsenx + (n — 1) S cos™? x sen® x dx;
y el miembro derecho puede ser escrito en la forma
cos™lxsenx + (n — 1) Scos"""xdx —(n—1) Scos"xdx.
Asi se ha obtenido una relacién recursiva:
1 . n—1 s
(65) cos™ x dx = —cos™! x sen x + —— \ cos®? x dx.
n n

Esta férmula permite disminuir el indice en el integrando paso por paso
hasta que finalmente se llega a la integral

Scosxdx=senx o de=x,

dependiendo de que n sea impar o par. De un modo anélogo se obtienen
las férmulas recursivas similares

(66) S sen® x dx = — —i—lsen”‘1 xcosx + 2 IS sen™? x dx

y

sen™*! x cos™ ! x n—1
m+n m-+n

(67) g sen™ x cos™ x dx =

S sen™ x cos"? x dx.

En particular, se calculan las integrales

1
Ssenzxdx=§(x — sen x cos x)

Scoszxdx=%(x+ sen x cos x),

como se ha hecho ya por el método de substitucién [Ecs. (42), (43), p-
293].

Casi no es necesario mencionar que las integrales correspondientes para
las funciones hiperbdlicas pueden ser calculadas de exactamente el mismo
modo:



300 Las técnicas del cdlculo Cap. 3

\ 1
(68) Ssenhzxdx = 5 (—x + senh x cosh x),
1
(69) Scosh”'xdx =3 (x + senh x cosh x).

Otras férmulas recursivas estén dadas por las siguientes transformaciones:
(70) S (log x)™ dx = x(log x)™ — m S (log x)m-1 dx,

(71) xMeZ dx = xMe* — m S xM-1¢2 dx,

(72)

xMmsen x dx = —x™cosx + m Sx’”-l cos x dx,

xa+1 (log X)m

(74) a-+1

x¢(log x)™ dx —

(73) S xMcosxdx = xMsenx —m S x7-1sen x dx,

S x¢(log x)m-1dx (a# —1).
a+1

e. El producto infinito de Wallis para =
La férmula recursiva para la integral fsen™x dx con n > 1 conduce a

una expresién fascinante para el nimero = como “producto infinito”. En
la fé6rmula

1 n—1
Ssen"xdx = — Zsen™!xcosx + —— \ sen™ 2 x dx
n n

se insertan los limites 0 y 7/2, obteniéndose asi

0 n o

/2 n—1(™2
(75) S sen® x dx = S sen™? x dx para n > 1.

Si repetidamente se aplica la férmula recursiva, se obtiene, distinguiendo
entre los casos n = 2m y n = 2m + 1, las integrales

w2 2m—12m—3 1 (w2
2m = [N d
(76) Xosen x dx 2m 2m—2 2 SO ®
2m  2m — 2

/2 2 /2
(76a) S sen?™! x dx 2 S sen x dx,
0 3 0

:2m+1 2m — 1
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por lo que
n2 2m —1 2m — 3 1 =
2m . R
(77) So sen?™ x dx 5 5 55
w2 2m 2m —2 2
m+l — . e _
(77a) So sen*™! x dx = 5 T3 Ty

Por divisién resulta

/2
sen®™ x dx
4 6- 2m - 2m go

2 .
1-3 35 57 (2m—1)«(2m+1)gn/2

1-

S
(=]

(78) 3 §
sen®*! x dx
0
El cociente de las dos integrales en el miembro derccho converge a 1
cuando m crece mas alld de toda cota, como se deduce a partir de las si-
guientes consideraciones. En el intervalo 0 << x < #/2, donde 0 < senx
< 1, se tiene
0 < sen®™! x < sen®™ x < sen®™-! x;

consecuentemente

/2 /2

sen®® x dx < S sen?™-! x dx.
0

/2
0< S sen?™ ! x dx < S

0 [

/2
Si se divide aqui cada término por S sen?™*1 x dx y se observa.que, por
[}

la férmula (73), cs

/2
sen?™-1 x dx

2m + 1
3{/2 = ";m =14+ 71_.,
S sen?™! x dx m
0
se tiene que
n/2
S sen®™ x dx .
1< 22 <14+
/2 —_ ’
S sen?™*! x dx 2m
0

de la cual surge la propiedad antedicha.
Consecuentemente, la relacién
224466 2m 2m

Im —---- 3 .

T
2 2133557 m—12m+1

(79)

se cumple.

Esta férmula producto (debida a Wallis), con su sencilla ley de for-
macién da una relacién notable entre el nimero = v los enteros.
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Producto para \/;

Como una consecuencia sencilla, puede deducirse una expresién igual-

mente notable para \/;. Si se observa que

lim 2m__ 1
m— =
T —>0 2m + 1 ’
entonces puede escribirse
lim 2242 (2m — 2)¢ m=T
mow 32707 - (2m — 1) 2’

y tomando la raiz cuadrada y multiplicando después el numerador y el de-
nominador por 2-4---(2m — 2), se encuentra

‘/leim 24 (2m—2) o 24 (2m =) o

2 w35 (2m—1) Mo (2m — 1)!
. 2242 (2m)2 \/Q—m—‘
= lim .
Mmoo (2m)! 2m
_ ]inl (22 . 12) (22 . 22) (22 .31. . ._(32 . m?.)
(2m)!'vV2m
De aqui se obticne finalmente
1) 292m .
(80) fm 2T
mow (2m)!Vm

una forma del producto de Wallis que sera utilizada posteriormente (Ver
apéndice, capitulo 6).

*3.12 Integracién de funciones racionales

Durante los siglos xvir y xvinr los matematicos estuvieron preocupados
por descubrir clases dc funciones explicitas elementales que pudieran ser
integradas explicitamente. Fueron inventados gran nimero de medios inge-
niosos y al mismo tiempo se cre6 la base para una comprensién més pro-
funda. Cuando posteriormente se entendié que el lograr la integracién de
todas las funciones explicitas en forma exacta no era una meta alcanzable
ni tampoco una meta realmente importante, las tediosas técnicas que se
habian desarrollado en conexién con tales problemas fueron gradualmente
pasando a segundo plano. Sin embargo, prevalecié un significativo resul-
tado general:

Todas las funciones racionales R(x) de una variable x pueden ser in-
tegradas explicitamente en términos de las integrales elementales registradas
en la Tabla 3.1.
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Este resultado general puede ser obtenido mucho mas facilmente en el
contexto de la teoria, mas avanzada, de funciones de una variable com-
pleja. No obstante, vale la pena bosquejar una deduccién elemental em-
pleando solamente variables reales.

Las funciones racionales son aquéllas de la forma

(81) R(x) = 4es

3

donde f(x) y g(x) son polinomios:
f(x) = amx™ + apoix™ =1 4 - -+ ao,
g(x) = bpx™ + by x® 1+ -+ by (b, 7#0).

Como se recuerda, todo polinomio puede ser integrado de inmediato v
su integral es también un polinomio. Basta por cllo considerar solamente
aquellas funciones racionales para las cuales el denominador g(x) no es
una constante. Ademds, puede suponerse siempre que cl grado del nume-
rador es menor que el grado n del denominador. Pues, de lo contrario,
dividiendo el polinomio f(x) por el polinomio g(x) se obtiene un resi-
duo de grado menor que n; en otras palabras, puede escribirse f(x) =
q(x)g(x) + r(x), donde g(x) y r(x) son también polinomios y r(x) es
de grado menor que n. La integracién de f(x)/g(x) es reducida enton-
ces a la integracién del polinomio g(x) y a la de la fraccién “propia”
r(x)/g(x). Se observa ademéas que la funcién f(x)/g(x) puede ser repre-
sentada como la suma de las funciones ayx¥/g(x), de modo que se requiere
considerar solamente integrandos de la forma xV/g(x).

a. Los tipos fundamentales

Se procedera por pasos en la integracién de las funciones racionales
mais gencrales del tipo (81), estudiando primero s6lo aquellas funciones con
denominador g(x) del tipo particularmente sencillo

g(x) =",
o bicn
g(x) = (1 +x)m,
donde n es cualquier entero positivo.

A cste caso puede reducirse el caso algo més general en el que g(x) =
(ax + B)", una potencia entera (n > 1) de una expresién lineal ax + 8
(a#0), o bien g(x) = (ax® + 2bx + ¢)™, una potencia de una expresién
cuadritica definida.? Si g(x) = (ax + 8)", se introduce £ = ax + B como

1 Una expresién cuadratica Q(x) = ax? 4 2bx + ¢ se dice que es definida si
para todos los valores reales de x toma valores que poseen uno y el mismo signo,
esto es, si la ecuacién Q(x) = 0 no posee raices reales. Para esto es nececsario y
suficiente que el “discriminante” ac — b° sca positivo. Esto surge, por supuesto, a
partir de la férmula explicita (—b = Vb2 — ac)/a para las raices. Equivalentemen-

te, una expresién cuadratica definida es aquélla que no puede ser factorizada en dos
factores lineales reales.
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una nueva variable. Entonces d¢/dx = a y x = (¢ — 8) /a es también una
funcién lincal de £ Cada numecrador f(x) se vuelve un polinomio ¢(£)
del mismo grado, y, consecuentemente,

() _ 1098
S(ax Far T ZS—“ o

En el segundo caso se escribe

2
axt* + 2bx + ¢ = (ax+b)2+d7 (d* = ac — b%,d > 0);

Q-

y como se ha supuesto que la expresién es cuadratica y definida, ac — b?
debe ser positivo y a £ 0. Introduciendo la nueva variable

ax + b

€= —

se obtiene una integral con denominador [(d®/a) (1 + £2)]*, en el inte-
grando.

Por lo tanto, para integrar funciones racionales cuyos denominadores
son potencias de una expresién lineal o de expresiones cuadraticas defi-
nidas es suficiente con poder integrar los siguientes tipos de funciones:

x2v x2v +1

1
7 (2D (D

Se vera, cn cfecto, que ain estos tipos no requieren ser tratados en general,
pues se puede reducir la integracién de cada funcién racional a la inte-
gracién de las formas muy especiales obtenidas de estas tres funciones
tomando v = 0. De acuerdo con esto se considerari ahora la integracién
de las tres expresiones

1 1 X
X’ (x24+ D)7 (224 1)

b. Integracién de los tipos fundamentales

La integracién del primer tipo de funcién, 1/x", conduce inmediatamente a la
expresién log |x| si n = 1, y a la expresién —1/(n — 1)x"—1 si n > 1, de modo que
en ambos casos la integral es también una funcién elemental. Las funciones del tercer
tipo pueden ser integradas rapidamente introduciendo la nueva variable § = x2 + 1,
de lo cual se obtiene 2xdx = d¢ y

+log (22 4 1) sin =1,

x d.
,______.dx=_ — == 1
(x2 + 1)» 2 g — .
2(n — 1)(x2 4 1)n=1  sin > 1.
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Finalmente, para calcular la integral

/ dx
") e+’

donde n tiene cualquier valor entero mayor que uno, se hace uso del método recur-
sivo: Si se pone
1 1 x2

2+ Dm (@ et (@ o+ )

dx dx x2 dx
(x3+1)"'=S(x2+l)”—1 (x + O’

puede transformarse ¢l miembro derecho mediante integracién por partes, utilizando
la férmula (54) de la p. 295 con

>

de modo que

x
f(x) = x, g'(x) =m~

Entonces, tal como se ha encontrado,

1 1
T2 (- D(xF + D

g(x) =

H

y, consecuentemente, se obtiene

! dx _ x + 2n — 3 dx
) a2+ ) 2n— 1) (a2 1)B-1 0 2(m—1) | (x2 + 1)n-1]

El célculo de la integral I, es reducido asi al de la integral I, ,. Sin — 12> 1, se
aplica el mismo proceso a esta {ltima integral y se continta hasta que finalmente

se llega a la expresién
dx
= arc tan x.

Xt + 1

Se ve asi que la integral® I, puede ser expresada explicitamente en términos de
funciones racionales y de la funcién arc tan x.

Por otra parte, ndtese que pudo haberse integrado la funcién 1/(x2 + 1)™ tam-
bién en forma directa, utilizando la substitucién x = tant; se habria obtenido en-
tonces dx = sec2tdt y 1/(1 + x2) = cos2¢, de modo que

S(z_dxl)__= Scosz”“ztdt,
x2 4 1)»

y se ha aprendido ya {Ec. (65), p. 299] cémo evaluar esta integral.

1 La integral de la funcién 1/(x2 — 1)» puede ser calculada de la misma ma-
nera; por el correspondiente método de recurrencia se reduce ésta a la integral

dx
S = ar tanh x (o bien ar coth x).
1 — x2
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c. Fracciones parciales

Se estd ahora en condiciones de integrar las funciones racionales mas
gencrales. Se hace uso del hecho de que cualquiera de tales funciones
puede ser representada como la suma de las asi llamadas fracciones par-
ciales, esto es, como la suma de un polinomio y un ntimero finito de funcio-
nes racionales cada una de las cuales tienc, ya sea una potencia de una
expresién lineal como denominador y una constante definida como nume-
rador, o bien una potencia de una expresién cuadratica definida como
denominador y una funcién lineal como numerador. Si el grado del nu-
merador f(x) es menor que el del denominador g(x), el polinomio no
aparece. Se sabe ya c6mo integrar cada fraccién parcial. Pues, de acuerdo
con lo visto en la p. 304, el denominador puede ser reducido a una de las
formas especiales x™ y (x® + 1)7, y la fraccién es entonces una combina-
cién de los tipos fundamentales integrados en la p. 304.

No se dard la demostracién gencral de la posibilidad de esta resolucién
en fracciones parciales. Simplemente se tratard de hacer inteligible para el
lector el contenido del teorema y mostrar mediante ejemplos cémo la reso-
lucién en fracciones parciales puede ser llevada a cabo en casos tipicos.
En la prictica se tratan solamente funciones comparativamente sencillas,
pues de otra forma los célculos se tornan demasiado complicados.

Como se sabe del algebra elemental, todo polinomio real g(x) puede
ser escrito en la forma !

g(x) = a(x —a) b (x —an)lr---

s (2% 4 2byx +oer) (2% 2box +oca)

Aqui los niimeros distintos a;, e, ... son las raices reales de la ecuacién
g(x) =0, y los enteros positivos [,,l., ... indican la multiplicidad de estas
raices; los factores x* -+ 2byx + ¢, indican expresiones cuadriticas defini-
das, de las cuales no hay dos iguales, con raices complejas conjugadas, y
los enteros postitivos 75, 7., ... dan la multiplicidad dec estas raices.

Se supone que el denominador estd dado en esta forma, o bien que ha
sido llevado a esta forma calculando las raices reales ¢ imaginarias. Se
supone ademéas que el numerador f(x) es de menor grado que el denomi-
nador (Ver p. 303). Entonces el teorema sobre resolucién en fracciones
parciales pucde establecerse como siguc: Para cada factor (x — «)?, donde
a es cualquiera de las raices reales de multiplicidad 1, se puede determinar
una expresion de la forma

1 La demostracién real de este teorema, llamado teorema fundamental del dl-
gebra, no pertenece al algebra. Se la logra mas ficilmente por métodos que pertene-
cen a la teoria de funciones de una wvariable compleja.
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A A, 4
— + e

x—a (x—a)? (x —a)t’

y para cada factor cuadrdtico Q(x) = x* + 2bx + ¢ en el producto, que
estd elevado a la potencia r, se puede determinar una expresion de la forma
B, + Cx n B, -i-nsz+ +B,+ C,x’

Q Qs Qr
de tal manera que la funcidn f(x)/g(x) es la suma de todas estas expre-
siones (Av, By, Cy, son constantes). En otras palabras, el cociente f(x) /g(x)
puede ser representado como una suma de fracciones cada una de las cua-

les pertenece a uno de los tipos integrados arriba.

En casos particulares la descomposiciéon en fracciones parciales puede
efectuarse facilmente por inspeccidn. Si, por ejemplo, g{x) = x2 — 1, se ve
de inmediato que

1 1 1 1 1
=1 2 (x—1) 2(x+1°
de modo que
dxm — 1loe|* T 1
xt—1 g x+ 1

Mis gencralmente, si g(x) = (x — a) (x — B), esto es, si g(x) es una ex-
presiéon cuadratica no definida con dos ceros reales a y 8, se tiene
1 _ 1 1 . 1 1
x-a)(x—pB) (a—B) (x—a) («a—RB) (x—p)’

' Bosquejamos brevemente un método mediante el cual puede probarse la posi-
bilidad de esta descomposicién en fracciones parciales sin usar la teoria de funciones
de variables complejas, suponiendo que g(x) puede factorizarse completamente c¢n

factores lineales. Si g(x) = (x — «)¥h(x) y h(a) # 0, entonces el numerador en
cl lado derecho de la ecuacién
f(x) fle) 1 f()h(a) — fla)h(x)

gx)  hla)(x—a)F h(a) (¥ —a)kh(z)
obviamente se anula para ¥ = a; por consiguiente, e¢s de la forma h(a) (x—a)™f(x),

donde f,(x) es también un polinomio, el entero m es > 1 y fi(a) 7 0. Escribiendo
f(a)/h(a) = B, la anterior da

f(x) B fi(%)

¢x)  (x—a)k  (x —a)Fmh(x)

Continuando este proceso, podemos hacer que disminuya paso a paso el grado
de la potencia de (¥ — @) que aparece en el denominador, hasta que finalmente no
aparezca tal factor. Repetimos el proceso con la fraccién restante considerando algu-
na otra raiz de g(x), y hacemos lo mismo tantas veces como factores distintos tenga
g(x). Haciendo esto no sélo para las raices reales sino también para las complejas,
y combinando fracciones complejas conjugadas, finalmente se llegard a la descom-
posicién completa en fracciones parciales.
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de modo que

dx _ 1 o
x—a)(x—B) a—p"

d. Ejemplos de resolucién en fracciones parciales.
El método de los coeficientes indeterminados

Si g(x) = (x —ay) (x — @) "~ (x — an), donde a; 7= si i~ k, esto
es, si la ecuacién g(x) = 0 posee solamente raices reales simples, y si f(x) es
cualquier polinomio de grado <n, la expresién en términos de fracciones
parciales tiene la sencilla forma

f(x a, a, an
) = + ot —.
g(x) X — o X — ao X~ an
Se obtienen expresiones explicitas para los coeficientes a,, @, ... si se mul-

tiplican ambos lados de esta ecuacién por (x — a;), se cancela el factor
comin (x — «;) en el numerador y el denominador de la izquierda y en el
primer término de la derecha, y luego se hace x = a;. Esto da

f(as)

al:(al“a:)(al_aﬂ (e T an)

El lector observara a partir de la regla para la derivada de un producto
que el denominador a la derecha es g'(a,), esto es, la derivada de la fun-
cidn g(x) en el punto x = ;. Férmulas analogas para a,, as, .. ., obtenidas
de esta mancra, conducen a la expresién explicita en fracciones parciales

1) fle) f(a2) f(an)
e Pl e Pl k=) T e (x =)

Como un ejemplo tipico de un denominador g(x) con raices miultiples se consi-
dera la funcién 1/[x2(x — 1)]. Esta tiene por representacion

1 a b ¢
= + -+ —,
x2(x—1) x—1 x «x2

en concordancia con la p. 307. Si se multiplican ambos miembros de esta ecuacién
por x2(x — 1), se obtiene la ecuacién

1= (a+b)x2— (b—c)x—c¢,

vélida para todos los valores de x, a partir de la cual han de determinarse los coefi-.
ficientes a, b, ¢. Esta condicién no puede cumplirse a menos que todos los coeficientes
del polinomio (a + b)x2 — (b — ¢)x — ¢ — 1 sean cero; esto es, se debe tener
a+b=b—c=c+1=0, o bien ¢ = —1, b= —1, a=1. Se obtiene asi la
resolucién

1 1 1 1

x2(x—1) x—1 x 2’



Sec. 3.12 Integracion de funciones racionales 309

Yy, consecuentemente,

B loglx— 1] — log <] + >
;2—(7_—]7—0gx og |x >

A continuacién se descompone la funcién 1/[x(x2 + 1)], cuyo denominador posee
ceros complejos, de acuerdo con la ecuacién

1 a+bx+c
x(x2 + 1) Tx 2241

Para los coeficientes se obtiene a + b = ¢ = a — 1 = 0, de modo que

1 1 x

x(x2 4+ 1) —x_x2+l’

y, por lo tanto,

& _ flog (x2 + 1)
;(—;+—l)—og|x\— og (x2 + 1).

Como un tercer ejemplo se considera la funcién 1/(x* + 1), cuya integracién
era un serio problema aun en los tiempos de Leibnitz. Se puede representar el deno-
minador como el producto de dos factores cuadriticos:1

04 1= (224 1)2— 222 = (x2 + 1 4+ V2x) (22 + 1 — V2x).
Se sabe, por lo tanto, que la resolucién en fracciones parciales tendra la forma

1 ax + b cx +d
+

x4+ 1 %2+ V2x + 1 xz—\/?x+1.
Para determinar los coeficientes a, b, ¢, d, se utiliza la ecuacién
(a+c)xd+ (b+d—aV2 + cV2)x?
+(@a+c—bV2+dV2)x+ (b+d—1)=0,

la cual se satisface para los valores

1
a=——

J
2V2
Se tiene entonces

1 1 x4+ V2 1 x— V2

xt+1 2V2 x2+ V2x4+1 2VZ x2— Vi + 1

1 La factorizacién de x* + 1 en factores cuadriticos reales corresponde a la
factorizacién en factores lineales complejos conjugados

x+ 1 =[(x— e} (x — e)J[(x — &3) (x — £3)],
donde

T b isent—ivI(l+i
= cos — sen — = ~
€ Y [} n4 3 1)

es una de lac ocho rajces de +1, y una cuarta raiz de —1 (véase pp. 128-129).
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y, aplicando el método dado en la p. 304, se obtiene

.

dx 1 — 1 —
_—= log |x2 + V2x + 1| — - —log|x? — V2x + 1]
x4+ 1 4v2 4V2

1 _ —
+ —-—arc tan {V2x + 1) + ——arctan (V2x — 1),

2v2 2v?2

lo cual puede ser verificado f4cilmente por derivacién.

Los ejemplos anteriores ilustran un método general de integrar una funcién ra-
cional f(x)/g(x). Se divide primero y se reduce el problema al caso en que el grado
de f es menor que el de g. Se descompone g(x) en factores lineales cuadraticos defi-
nidos, agrupando el producto en potencias de tales factores. Se escribe la represen-
tacién en fracciones parciales apropiadas de f/g, con coeficientes indeterminados a,
b, ¢, .... Multiplicando todo por g(x) y comparando coeficientes de potencias igua-
les en la identidad polinomial resultante se obtiene un sistema dc ecuaciones lineales
para los coeficientes desconocidos, que justamente debe ser adecuado para determinar
estos coeficientes si realinente se tiene la forma correcta para la descomposiciéon en
fracciones parciales. Sc esti entonces cn posibilidad de integrar cualquiera de las
fracciones parciales resultantes mediante las reglas discutidas anteriormente.

3.13 Integracién de algunas otras clases de funciones

a. Comentarios preliminares sobre la representacién *
racional de la circunferencia y de la hipérbola

L.a integracién de algunas otras clases generales de funciones puede
ser reducida a la integracién de funciones racionales. Se estard en condi-
ciones de entender mejor esta reduccién estableciendo primero ciertas pro-
piedades elementales de las funciones trigonométricas ¢ hiperbélicas. Si se
hace t = tan (x/2), la trigonometria elemental conduce a las férmulas

sencillas
2t . [ — ¢
sen x — ———— oS X == — -
1+ ¢ 1+
en efecto, a partir de
1 2 ¥ t? L X
———F — COS~ — v —_ . .= sen*-—
1+ ¢ 2 ’ 1+ ¢ 2’

y de las férmulas clementales

-- 2
sen? —,

DR

LX X
sen x = 2 cos® 5 tan - y cos x = cos?

2

se obtienen esas ecuaciones. Ellas muestran que sen x y cosx pueden ser
ambas expresadas racionalmente en términos de la cantidad t = tan x/2.
Derivando se tiene

AR

1 Ilamada a veces ‘“‘uniformizacién”.
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de modo que

dx 2

82 =% .
(82) dt 1 +1t?’

por lo que la derivada dx/dt cs también una expresién racional en ¢.

*La representacién geométrica de nuestras férmulas y su significado geométrico
se da en la Fig. 3.28. Aqui se muestra el circulo u2 4+ 22 =1 en un plano u, v. Si
x denota el dangulo TOP en la figura, entonces u = cosx y v = senx. El 4ngulo
OSP, con su vértice en el punto u = —1, v = 0, es igual a x/2, por un teorema de
la geometria elemental, y puedec extraerse el significado geométrico del parametro ¢
de la figura; t = tan 4x = OR donde R es la “proyeccién™ sobre el eje v del punto

Figura 3.28 Representacién paramétrica de las funciones trigonométricas.

P del circulo desde S. Si el punto P parte desde S y describe una vez el circulo en
la direccidén positiva, esto es, si x recorre el intervalo desde —ar hasta +r, la canti-
dad ¢ recorrerz todo el rango de valores desde — o0 hasta 400 una vez exacta-
mente. (Nétese que el punto § mismo corresponde a ¢ = *00.) Se tiene aqui una
representacion del punto general (u,v) del circulo 42 + 2 = 1 en términos de las
funciones racionales u = (1 — ¢2)/(1 + ¢2), y v = 2t/(l + #2) del parimetro t.
Estas formulas definen entonces una transformacién racional de la recta ¢t sobre un
circulo del plano u,v (la cual es la analoga bidimensional de la proyeccién estereo-
grafica sobre una esfera, mencionada en la p. 45). En la base de esta representacién
racional del circulo se encuentra, evidentemente, la identidad

(12— )2 (21)2 = (12 + 1)z

Es por demés curioso que esta férmula sea de interés también en la teoria de nGme-
ros, puesto que genera para cada entero t enteros pitagdricos a =2 — 1, b = 2t,

y ¢ = t2 + 1 que satisfacen la identidad a2 + b2 = ¢2; esto es, determina un triin-
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gulo rectingulo con lados conmensurables. Asi t = 2 da lugar a la terna bien cono-
cida a =3, b=4, ¢c=15; para t = 4 se obtiene a =15, b =8, ¢ = 17, etc. Es
notable, y, por supuesto, no accidental, que la misma identidad algebraica es de
significacién en contextos tan diversos como la integracién en forma exacta, la geo-
metria y la teoria de ntimeros. Ligar campos diferentes de tal manera es una tenden-
cia tipica en las matemAticas modernas; aunque cuando el ejemplo en cuestién se
remonta a la antigiiedad.

Analogamente pueden expresarse las funciones hiperbélicas
cosh x = % (e* + &%)
y senh x = 4(e* — ¢*) como funciones racionales de una tercera cantidad.
El camino mas obvio es hacer ¢* = r, de modo que se tiene

1 1 1
coshx=§(r+;), senhx=—2-(r—%),

que son expresiones racionales para senhx y cosh x. Aqui, nuevamente,
dx/dr = 1/7 es racional en 7. Sin embargo, se obtiene una analogia mas
cercana con las funciones trigonométricas introduciendo la cantidad ¢t =
tanh (x/2) = (+ — 1) /(r + 1); y sc llega entonces a las férmulas

1+ ¢2 2t

—i-—_?, senh x = —l-—rt—z.

Derivando ¢ = tanh (x/2) se obtiene, como en la Ec. (82) de la p. 311,
la expresién racional

cosh x =

dx 2
(83) dt 1-—¢*

para la derivada dx/dt. Aqui, nuevamente, la cantidad ¢ posee un signifi-
cado geométrico similar al que tiene para las funciones trigonométricas,
como se ve de inmediato de la Fig. 3.29.

Se tiene aqui una representacién racional de la hipérbola u* — v? = 1
en el plano u, v, por medio de las ecuaciones u = (1 + ¢2) /(1 — ¢*), v =
2t/(1 — #?). Los puntos en la rama derecha de la curva son de la forma
u = cosh x, v = senh x, y corresponden a valores de ¢ con |t| < 1. La otra
rama se obtiene para |t| > 1.

Se prosigue ahora con los problemas de integracién.

*b. Integracion de R(cosx, senx)

Denétese por R(cosx, senx) una expresibn que es racional en las dos
funciones sen x y cos x, esto es, una expresiéon que se forma racionalmente
con estas dos funciones y algunas constantes, tal como

3 sen? x + cos x
3 cos? x + sen x
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Figura 3.29 Representacién paramétrica de las funciones hiperbdlicas.

Si se aplica la substitucién ¢ = tan x/2, la integral

S R(cos x,sen x) dx

es transformada en la integral

1 —t2 2t 2 dt
R 1+¢2 1+¢2 )1 +1¢2 7

y bajo el signo de integral sc tiene ahora una funcién racional de ¢ Asi
se ha obtenido, en principio, la integral de nuestra expresién, puesto que
puede efectuarse ahora la integracién por los métodos de la seccién an-
terior.

c. Integracién de R(cosh x,senh x)

Del mismo modo, si R(cosh x, senh x) es una exprestén racional en tér-
minos de las funciones hiperbdlicas cosh x y senh x, puede efectuarse su
integracién por medio de la substituciéon ¢ = tanh x/2. Recordando la Ec.
(83), se tiene
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jR(coshx, senh x) dx = SR ( 1+ 2t ) 2 gt

1 — 21—z 1 —¢2

i
(De acuerdo con un comentario anterior pudo haberse introducido también
7 = ¢° como una nueva variable y expresado cosh x y senh x en términos
de 7). La integracién queda nuevamente reducida a la de una funcién
racional.

*d. Integracién de R(x, V1 — x*)

La integral fR(x, /1 — x*) dx puede ser reducida a la del tipo trata-
do en la seccién 3.13b utilizando la substitucion

X = COs u, V1 — x? = senu, dx = —scnu du.

A partir de este paso la transformacién ¢ = tan u/2 conduce a la integra-
ci6n de una funcién racional. Obsérvese que pudo haberse efectuado la
reduccidon en un paso, en vez de dos, utilizando la substitucién

t:‘/l—x_ . s

14 %’ 1427’
2t de _ —4t
T+ de (1+&)2

V1—x*=

csto ¢s, pudo haberse introducido ¢ = tan u/2 directamente como la nueva
variable y con ello obtenido un integrando racional.

*e. Integracién de R(x, Vx* — 1)

La integral fR(x,Va* — 1) dx e¢s transformada mediante la substitu-
¢ién x = cosh u cn una del tipo tratado en la seccién 3.13¢. Aqui también
puede llegarse a la meta directamente introducicndo

*f. Integracion de R(x, \Vx* + 1)

La integral fR(x,V/(x*+ 1)) dx es reducida mediante la transforma-
¢ién ¥ = senh u a una del tipo considerado en la seccidon 3.13¢ (pp. 313-314)
y pucde, por ello, ser integrada cn términos de funciones elementales. En
vez de la reduccién posterior a la integral de una funcién racional por
medio de la substitucién ¢* = 7, o de tanh%/2 = ¢, podria llegarse a la
integral de una funcién racional en un solo paso por cualquiera de las
substituciones

>

@ y £

_E-8 A %



Sec. 3.13 Integracién de algunas otras clases de funciones 315

*g, Integracién de R(x, Vax* + 2bx + ¢)

La integral fR(x, Vax*+ 2bx + ¢) dx de una expresién que es ra-
cional en términos de x y de la raiz cuadrada de un polinomio arbitrario
de segundo grado en x puede ser reducida inmediatamente a uno de los
tipos tratados. Se escribe (Ver p. 304)
ac — b2

ax® -+ 2bx -+ ¢ = 1 (ax + b)* +
a a

Si ac — b* > 0, se introduce una nueva variable £ por medio de la
transformacién £ = (ax + b) /\/ac — b*, después de lo cual el radical ad-

quierc Ja forma V/(ac — 6*) (& + 1) /a. Por lo tanto, la integral cuando
estd expresada cn términos de £ es del tipo de la seccién 3.13f. La cons-
tante a debe ser aqui positiva de modo que la raiz cuadrada pueda tener
valores reales.

Si ac — b* = 0 y a > 0, entonces por medio de la férmula

va::ﬁvizzvz(x+§)

se ve que ¢l integrando era racional desde un principio.
Si, finalmente, ac -- b*> < 0, se hace £ = (ax + b)/V/b* — ac y se ob-
tiene para el radical la expresion V/(ac — b?) (§2 — 1) /a. Si a es positiva,

la integral es asi reducida al tipo de la secciéon 3.13¢; si, por otra parte, a
es negativa ¢l radical se escribe en la forma

V(b* —ac) (1l = £)/(—a),

y se ve que la integral es asi reducida al tipo de la seccién 3.134.

*h. Otros ejemplos de reduccién a integrales de funciones racionales

De otros tipos de funciones que pueden ser integradas mediante reduc-
cién a funciones racionales, serin mencionados solamente dos: 1) expre-
siones racionales que involucran dos raices cuadradas diferentes de expresio-

nes lincales, R(x, VVax + b, \/ax + B); 2) expresiones de la forma R(x,
V(ax + b)/(ax + B8)), donde a, &, «, B son constantes. En las del primer

tipo se introduce la nueva variable ¢ = V/ax + 3, de modo que ax + 8 = £,
y, consecuentemente,

£-8 de _2¢
Y ET

X =
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cntonces

SR(x, Vax + b, Vax + B) dx

§2__.
= sR {—;—B’Ji[asz ~ (af — ba)],f}zfdz,

que es del tipo discutido en la seccién 3.13g.
Si en las del segundo tipo se introduce la nueva variable

e — {ax—i—b
ax + 8
se tiene
_axtb R+ b dx aBl — ba

T T ET N A O

e inmediatamente se llega a la férmula

R ,].Hb‘ _=J'R(—ﬂ$"+b, )aﬂ—bx wt g,
J(x ax+ﬂ)dt af" — a E(af"—-a)gnf d

que es la integral de una funcién racional.

i. Comentarios sobre los ejemplos

Las discusiones anteriores son principalmente de interés tedrico. En ex-
presiones complicadas los cdlculos reales podrian ser demasiado intrincados.
Es, por lo tanto, conveniente aprovechar cuando sea posible la forma espe-
cial del integrando para simplificar el trabajo. Por ejemplo, para integrar
1/(a®sen? x + b2 cos? x) es mejor utilizar la substitucién ¢ = tan x en vez
de la dada en las pp. 313-314; pues sen® x y cos? x pueden ser expresados ra-
cionalmente en términos de tan x, y es entonces innecesario retroceder a ¢ =
tan x/2. Lo mismo cs cierto para toda expresién formada racionalmente a
partir de ! sen?x, cos®x y sen x cos x. Ademads, para el calculo de muchas
integrales es preferible una forma trigonométrica a una racional, siempre
que la forma trigonométrica pueda ser evaluada por algiin método sencillo

de recurrencia. Por ejemplo, aunque el integrando en fx"(y/1 — x2)™ dx
puede ser reducido a una forma racional, es mejor escribir x = sen u y lle-
varla a la forma fsen™u cos™?*u du, puesto que ésta puede ser tratada
facilmente por el método de recurrencia de la p. 299 (o bien, utilizando
los teoremas de adicién para reducir las potencias del seno y coseno a senos
y cosenos de angulos miltiples).

1 Pues senx cosx = tan x cos?x puede, por supuesto, ser expresado racional-
mente en términos de tan x.
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Para la evaluacién de la integral

dx
f_—Tb——— (a + 62> 0),
en vez de recurrir a la teoria general se escribe
JR— a b
A= Va2 + b2, sen0=§—, coso=I.

La integral toma entonces la forma

1 dx

A ) sen (x + 0)’
e introduciendo la nueva variable x + 6 se encuentra [(cfr. Ec. (40), p. 293)] que
el valor de la integral es

tan

1l x+ 6
— 1o .
48 {

Parte C Otros pasos en la teoria del cdlculo integral

3.14 Integrales de funciones elementales

a. Definicién de funciones por medio de integrales.
Integrales y funciones elipticas

Con los ejemplos que se han dado de los tipos de funciones que pueden
scr integradas mediante la reduccién a funciones racionales se ha terminado
practicamente la lista de funciones que son integrables en términos de fun-
ciones clementales. Intentos de expresar integrales indefinidas tales como
(para n > 2)

dx
Va, +ax+---+ a,.x”’

S\/ao 4 ax + - + apx™ dx,

Se—dx
x

en términos de funciones elementales han fallado. En el siglo xx finalmen-
te se probd que es realmente imposible llevar a cabo estas integraciones en
términos de funciones elementales.

Si el objcto del calculo integral fuera integrar funciones explicitamente,
se habria llegado a un alto definitivo. Sin embargo, tal restringido objetivo
no posee ninguna justificacién intrinseca; es de una naturaleza artificial.

o bien
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Se sabe que la integral de toda funcién continua existe como un limite y
cs ella misma una funcién continua del limite superior, bien sea que la in-
tegral pueda ser integrada en términos de funciones elementales o no. Los
rasgos distintivos de las funciones elementales estin basados en el hecho de
que sus propiedades son facilmente reconocidas, que su aplicacién a proble-
mas numéricos es facilitada mediante tablas convenicntes, o bien que pueden
ser calculadas con un grado tan grande de precision como se desee.

Siempre que la integral de una funcién no pueda ser expresada por me-
dio de funciones con las cuales ya se tenga familiaridad, no existc objecién
para introducir esta integral como una nueva funcién “superior”, lo que
no es otra cosa que darle a la integral un nombre. El que la introduccién
de tal nueva funcién sea conveniente depende de las propicdades que posee,
la frecucncia con la que aparece y la facilidad con la cual puede ser mani-
pulada en la teoria y ¢n la practica. En este sentido el proceso de integra-
cién es un principio general para Ja gencracidon de nuevas funciones.

Cicrta familiaridad con este principio s¢ ha obtenido ya al tratar con
las funciones clementales. Asi, se tuvo necesidad de introducir (p. 167) la
integral de 1/x como una nueva funcién, la cual se denominé logaritmo y
cuyas propiedades pudieron facilmente ser deducidas. Las funciones trigo-
nométricas pudicron haberse introducido del mismo modo, haciendo uso
solamente de las funciones racionales, el proceso de integracion y la ope-
racién de inversion. Con este objeto, se requiere tomar solamente una u
otra de las ecuaciones

T dt
arc tan x = _—,
, T+¢
o
( de
arc scn x -— —_— =
o V1—t®

como la definicién de la funcién arc tan x, o bien arc sen x, respectivamente,
y obtener entonces por inversién las funciones trigonométricas. Mediante
este proceso la definicién de estas funciones esti divorciada de la intuicién
gcométrica (en particular, de la nocién intuitiva de “angulo”), pero queda
entonces la tarea de desarrollar estas propiedades independicntemente de
la geometria.? (Posteriormente, en la seccién 3.16 se darda otra discusion
puramente analitica de las funciones trigonométricas.)

*Integrales elipticas

El primer ejemplo importante que rebasa los limites del conjunto de
las funciones elementales cstd dado por las integrales elipticas. Estas son

1 No continuaremos aqui con el desarrollo de estas ideas. El paso esencial es el
de probar los teoremas de adicién para las funciones inversas, esto es, para el seno
y para la tangente.
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integrales en las que el integrando depende racionalmente de la raiz cua-
drada de un polinomio de tercer o cuarto grado. Entre estas integrales, la

funcién
s dx
N

ha llegado a ser particularmente importante. Su funcién inversa s{(u) tam-
bién desempefia un papel importante.® Esta funcién s(u) ha sido examinada
detenidamente y tabulada, como se hizo con las funciones clementales.?

Es el prototipo de las llamadas funciones elipticas, que ticnen un lugar
principalisimo en la teoria de funciones de variable compleja y aparecen en
muchas aplicaciones f{isicas (por ejemplo, en conexién con el movimiento
de un péndulo simple; ver p. 429).

El nombre “integral eliptica” surge del hecho de que tales integrales

aparecen en el problema de determinar la longitud de arco de una elipse
(Ver capitulo 4, pp. 395-396).

Debe hacerse notar ademdas que integrales que a primera vista tienen una apa-
riencia diferente resultan ser integrales clipticas después de una substitucién sen-
cilla. Como un ejemplo, la integral

S dx
Vcosa — cos x

cs transformada por medio de la substitucién u = cos x/2 en la integral
— d 1

_k\/2S “ , k=

V(T — u?) (1 — k2u?) cos (a/2)

j‘ dx
V cos 2x

se convierte por medio de la substitucién u = sen x en

y la integral

du
S VI =) (1 - a2

dx
V1 — k%senzzx

es transformada por medio de la substitucién u = senx en

y, finalmente, la integral

du
VI — a2 (1 — k2ar)

2 Para el valor especial k = 0 se obtiene u(s) — arcsenx y s(u) == senu res-
pectivamente,

3 La funcién s(u), una de las llamadas funciones elipticas jacobianas, es deno-
tada usualmente por el simbolo snu para indicar que es una generalizacién de la
funcién seno ordinaria.
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b. Sobre la derivacién y la integracién

Debe agregarse otro comentario sobre la relacién entre derivacién e in-
tegracion. La derivacién puede ser considerada como un proceso mas ele-
mental que la integracién, puesto que ella no conduce fuera del dominio
de las funciones “conocidas”. Por otra parte, debe recordarse que la deri-
vabilidad de una funcién continua, arbitraria, no es de ninguna manera
una conclusién predeterminada sino una hipétesis estipulada. En efecto,
como se ha visto, existen funciones continuas que no son derivables en
ciertos puntos aislados; en tanto que desde los tiempos de Weierstrass han
sido construidos muchos ejemplos de funciones continuas que no poseen
derivada en ninguna partc.! En contraste, aun cuando la integracién en
términos de funciones elementales no es posible en general, es cierto, al
menos, que la integral de una funcién continua existe.

Tomadas en conjunto, la integracién y la derivacién no pueden ser
comparadas entre si sencillamente como operaciones més elementales o
menos elementales una respecto a la otra; desde algunos puntos de vista,
la primera puede ser considerada como mas elemental; desde otros puntos
de vista, la segunda.

En cuanto a lo que concierne al concepto de integral, no se utilizara
en la siguiente seccidon la hipétesis de que el integrando es continuo en
todas partes; y se vera que la integral puede ser extendida a una amplia
clase de funciones que posee discontinuidades.

3.15 Extension del concepto de integral

a. Introduccién. Definicién de integrales “impropias”

b
En el capitulo 2 (p. 150) se definiéS f(x)dx formando las “sumas de
Riemann”, e

n
Fo= 3 (&) Ax,,
i=1
basadas en la subdivisién del intervalo [a, b] en n subintervalos de longitu-
des Ax; y en una ecleccién de puntos intermedios §; de esos subintervalos.
Si las sucesiones F,, tienden al mismo limite, F°, para cualquier sucesién de
subdivisiones y puntos intermedios, cuando el valor Ax; maximo tiende a

b
cero, se¢ define S f(x) dx como el limite F?. Se mostr6 que este limite existe
a

1 Compéarese con Titchmarsh, The Theory of Functions, Oxford, 1932, Seccio-
nes 11.21 a 11.23, pp. 350-354.
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cuando f(x) es continua en [a, b]. Sin embargo, a menudo se presenta la
necesidad de definir una integral cuando f(x) no esti definida o no es
continua en todos los puntos del intervalo cerrado I, o bien cuando el inter-
valo de integracién se extiende a infinito. Seria deseable, por ejemplo,
adjudicar un significado apropiado a expresiones tales como

1 4 1
—=dx, S sen — dx,
o Vx 0 X
S e~ % dx, S senz x dx, etc.
0 1 X

En primer lugar, se extiende el concepto de integral a funciones que
son continuas en el intervalo abierto (a,b) pero que no estin necesaria-
mente delinidas o son continuas’en los puntos extremos a, b. Para niimeros
cualesquiera a, B8, con a < a < 8 < b, la integral ordinaria (“propia”)

s .
5 f(x) dx queda entonces definida. Si

a

‘8
F = lim S f(x) dx
E—990 ae

existe cuando a < ae < Be < b ylima: = a,lim B = b, y st F es indepen-
£50 £—0

diente de la eleccién particular de a: y B¢, se dice que la integral impropia

a

®
S f(x) dx converge y posee el valor F.

Integrandos seccionalmente continuos. Si, mas generalmente, f(x) estd
definida y es continua en (a,b) con la posible excepcién de un nimero
finito de puntos intermedios ¢y, ¢z, ..., €a, ¥ i f €s continua en cada uno

b
de los intervalos abiertos (a,¢1), (¢1,¢2), ..., (cn, b) se define f(x) dx
a

como la suma de integrales impropias sobre los subintervalos, siempre que

cada una dec éstas converja.
b
La integral impropia | f(x) dx siempre converge cuando f es continua

a
y acotada en un intervalo abierto (a, b). Por ejemplo, la integral

0 X >0 )&

1 1 1 1
S sen —dx = limS sen;dx

converge. Para probar esta propiedad general puede suponerse, por bre-
vedad, que f es continua en b, pero no necesariamente en a. Entonces, por
definicién,

gb f(x) dx = lim F(a),
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>
donde F(a), para a < « < b, esta definida como \ f(x) dx. Si M es una

cota superior para f y @, €s una sucesién que tiende a a, se tiene, por el teo-
rema del valor medio del calculo integral, |F(an) — F(am)| < M |an — an/;

y, consecuentemente, por el criterio de convergencia de Cauchy, lim F(as)
n—>0

existe. Puesto que éste es el caso para cualquier sucesién a, que converge
a a, se sigue que lim F(a) existe.
a-a

De hecho, cuando f es continua y acotada en (a,b) se pueden asignai
a f cualesquiera valores en los puntos extremos a, b y obtener también

b
S f(x) dx directamente como una integral “propia” definida como el limite
a

de sumas de Riemann. Se ve facilmente que para funciones continuas y
acotadas f ambas definiciones se aplican y conducen al mismo valor, inde-
pendientemente de la eleccién de f(a) y f(b). Lo mismo es cierto, mas
generalmente, para funciones acotadas que estin definidas y son continuas

en (a,b) con la posible excepcién de un namero finito de puntos. En
b

particular,g f(x) dx siempre existe cuando f es continua excepto en un
a

f(x)
4

o a | [ €] | €2 [ &
ay g1 a2 B2 a3 B3

Figura 3.30 La integral de una funcién con discontinuidades.
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numero finito de discontinuidades de salto. Por todo lo anterior, la conver-
gencia de una integral impropia de una funcién sobre un intervalo finito
requiere atencién solamente cuando f se torna infinita.

Nétese que la interpretacién geométrica de la integral como el rea
bajo la curva es la misma que para una f continua (Fig. 3.30).

b. Funciones con discontinuidades infinitas

7 Sl dx
bl >
0 *%
donde « es un ndmero positive. El integrando 1/x* se torna infinito para x— 0.
Por lo tanto, se debe definir J tomando la integral J, desde el limite positivo ¢ hasta

el limite 1, y, finalmente, hacer que ¢ tienda a cero, De acuerdo con las reglas elemen-
tales de integracién se obtiene, suponiendo a7 1,

14 1
15=S 'f= (1 — &),

p
£ X l —a

Se comenzard con la integral

Se observan de inmediato las siguientes posibilidades: 1) « es mayor que 1; en-
tonces, para ¢—>0 el miembro derecho tiende a infinito. 2) a es menor que 1;
entonces el miembro derecho tiende al limite 1/(1 — ). En el segundo caso, por

1dx
lo tanto, solamente se tiene que tomar este valor limite como la integral ] =\ —. En

0
el primer casosse dice que la integral desde 0 hasta 1 no existe, o bien, que diverge.
3) En el tercer caso, en el que a = |, la integral es igual a —loge y, por lo tanto,
para ¢— 0 no tiende a un limite sino que tiende a infinito; esto es, la integral
ldx
S — = ] no existe, o sea, es divergente.
o X

Otro ejemplo de un integrando con una discontinuidad infinita estd dado por
f(x) = 1/V 1 — x2. Se encuentra

1-e dx
————— =arcsen {1 — ¢).

o V1 —x2

Para ¢ — 0 el miembro derecho converge al limite 7/2; éste es, entonces, el valor

de la integral:
T S 1 dx
—= \ />
2 o V1 — a2
aun cuando el integrando se torna infinito en el punto x = 1.

c. Interpretacién de la integral como un area

Las integrales impropias pueden ser interpretadas como 4reas de regiones que se
extienden al infinito definidas a partir de regiones acotadas, por medio del paso
al limite. Por ejemplo, los resultados anteriores para la funcién 1/x* establecen
que el area acotada por el eje x, 1a recta x = 1, la recta x = ¢ y la curva y = 1/x°
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y
a<l
a=1
a>1
x
(0]

Figura 3.31 Para ilustrar la convergencia o la divergencia de integrales impropias.

tiende a un limite finito cuando e~ 0, siempre que a < 1, y que tiende a infinito
si @ > 1. Este hecho puede ser expresado como sigue: El area entre el eje x, el eje y,
la curva y = 1/x® y la recta x = 1 es finita o infinita segiin que a <1 0 @ > 1.

La intuicién no puede dar, por supuesto, una informacién segura sobre la fi-
nitud o la infinitud del 4rea de una regién que se cxtiende al infinito. La figura 3.31
ilustra el hecho de que para a < 1 el area bajo la curva permanece finita, en tanto
que para a > 1 es infinita; un hecho que, ciertamente, no es sugerido por la intui-
cién geométrica.

d. Criterios para determinar la convergencia

Para probar la convergencia de la integral de una funcién f(x) con una dis-
continuidad infinita en el punto x = b, puede hacerse uso a menudo del siguiente
criterio.

Sea la funcién f(x) continua en el intervalo a <x < b, y supdngase que

b
lim f(x) = 0. Entonces, la integral f(x) dx converge si existe un numero posi-
zb a
tivo 4 menor que uno y un namero fijo M, independientes de x, tal que en todas
partes del intervalo a < x < b se cumple la desigualdad |f(x)| < M/ (b — x)*; en
en otras palabras, si en el punto x = b la funcidn f(x) se torna infinita de orden
menor que el primero: f(x) = O[1/(b — x)*] para algiin u < 1. Por otra parte, la
integral diverge si existen un nimero v > 1 y un nimero fijo N tales que en todas par-
tes del intervalo a < x < b se cumple la desigualdad f(x) > N/(b — x)7; en otras pa-
labras, si en el punto x = b la funcién positiva f(x) se torna infinita de primer orden
al menos.

La demostracién surge casi de inmediato por comparacién con el caso muy sen-
cillo que se acaba de discutir. Para probar la primera parte del teorema se observa
que para 0 < e < b — a se tiene

2M

)”+f(x) Sm,

M
0 —-—-
(b —x
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y, por lo tanto, también

b-¢ M b~e 2M
0< S [__— + f(x) |dx < —dx.
e Lb—x)* (b — x)*

a

Si ¢ = 0, el integrando en la derecha, el cual se obtiene a partir de la integral {dx/x*
mediante una sencilla substitucién de x por b — x, nosee un limite, y, por ende,
permanece acotado. Ademas, los valores de la integral de en medio crecen monéto-
namente conforme ¢ —> 0; puesto que también estin acotados, deben poseer un limite,
y asi la integral

' M d . d
b-2 2M J b-e d )
~in(, ], e

a

converge. La convergencia de la integral de M/(b — x)* implica entonces también

0
la deS f(x)dx.
a

La demostracién de la segunda parte del teorema se deja como un ejercicio para
el lector.

De la misma manera se ve de inmediato que teoremas exactamente andlogos se
cumplen cuando el limite o extremo inferior de integracién es un punto de disconti-
nuidad infinita. Si un punto de discontinuidad infinita est4 situado en el interior
del intervalo de integracidn, se separa simplemente el intervalo en dos subintervalos
por medio de este punto y se aplican entonces estas consideraciones a cada uno de
esos subintervalos.

Como un ejemplo se considera la integral eliptica

1 dx
(k2 < 1).
So V(1 — x2) (1 — k2x2)

Por la identidad 1 — %2 = (1 — x) (1 + x) se ve de inmediato que conforme x — 1
el integrando se torna infinito, pero sélo de orden #; de lo que se sigue que la in-
tegral impropia converge. (Para k = 1 la integral diverge.)

e. Intervalo de integracién infinito

Otra extensién importante Cel concepto de integral se refiere a la de un
intervalo de integracién infinito. Para una formulacién precisa se introduce
la siguiente notacién: Si la integral

SA f(x) dx,

con a fijo, tiende a un limite definido cuando 4 — o, la integral de f(x)
sobre el intervalo infinito x > a se define como

lim SA [(x) dx =Sw f(x) dx.

Ao

Otra vez, tal integral se denomina convergente.
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Ejemplos. Ejemplos sencillos de las diversas posibilidades estdin dados aqui tam--
bién por las funciones f(x) = 1/x":

4 dx 1
— = (A= — 1).
X

N l —a

Aqui se ve, una vez més, que si se excluye el caso @ = 1, la integral extendida al
infinito existe para el caso « > 1, y, en efecto,

Cuando ¢ <1 la integral ya no existe. Para el caso a = 1, claramente la integral
de nuevo deja de existir puesto que log x tiende a infinito cuando x tlende a infinito.
Por ello se ve que, en lo que respecta a la integracién sobre un intervalo infinito, las
funciones 1/x* no se comportan del mismo modo que para la integracién hasta el
origen. Esta afirmacién se hace también plausible mediante una ojeada a la Fig. 3.31.
Pues, obviamente, mientras mas grande sea « las curvas se acercardn méas rapidamen-
te al eje x para x —> 00; y asi es plausible que el 4rca considerada tienda a un limite
definido para valores suficientemente grandes de a.

El siguiente criterio para la existencia de una integral con un limite infinito es
a menudo 1til. (Se supone nuevamentc que para valores suficientemente grandes
de x, digamos, para x > a, el integrando es continuo.)

Criterio de convergencia

@

La integral S f(x) dx converge si la funcidn f(x) se anula en el infinito con

a
un orden superior al primero; esto es, si existe un numero » > 1 tal que para todos
los valores de x suficientemente grandes se cumple la relacién |f(x)| < M/x*, donde

. . 1
M es un nimero fijo independiente de x. En simbolos: f(x) = 0 ( -—) Por otra
xU

parte, la integral diverge si la funcidn permanece positiva y se anula en el infinito
con un orden no superior al primero, esto es, si existe un namero fijo N > 0 tal que
xf(x) > N.

La demostracién de estos criterios es exactamente paralela al argumento anterior
y puede dejarse al lector.

©

1
Un ejemplo muy sencillo es la integral »de (a > 0). El integrando se
X
a
anula en el infinito como infinitésimo de segundo orden. Se ve de inmediato que

A1 dxd 1 d
i —dx = — — —, y, por ende,
la integral converge, pues T 2 4 Y, P
® 1 1
—dx = —.
x2 a

Otro ejemplo igualmente simple es

ol

® 1
—~————dx = lim (arctan 4 — arctan 0) =
1+ x2

] A0

Entonces, evidentemente también se tiene

+o0 1
——dz =,
o 1+ x2
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puesto que el integrando es una funcién par. Es curioso que el irea entre la curva
y = 1/(1 + x2) y el eje x (ver Fig. 3.8, p. 238), que se extiende al infinito, resulte
ser la misma que la del circulo de radio uno.

f. La funcién gamma

Otro ejemplo de particular importancia en el analisis es el de la lamada
funcién gamma:

I'(n) = S e x™ 1 dx (n > 0).
0

Partiendo el intervalo de integracién en dos partes, una desde x = 0 hasta

x =1y otra desde x = 1 hasta x = o0, se ve que la integral sobre la pri-

mera parte converge, puesto que 0 < e®x™* < 1/xk con p=1—n< 1.

Para la integral sobre la segunda, la parte infinita, el criterio de convergen-

cia también se satisface; por ejemplo, para v = 2 se tiene lim x2¢~*x"* = 0,

P
puesto que la funcién exponencial e~ tiende a cero con un orden superior
al de cualquier potencia 1/x™ (m > 0) (ver p. 274). Esta funcién gamma,
que se considera como una funcién del nimero n (no necesariamente un
entero), satisface una relaciéon notable que se obtiene mediante integracién
por partes como sigue. Primero se tiene (con f(x) = x™7, g/(x) = )

Se“’x"‘ de = —e*x™1 4+ (n— 1) Se"x"'z dx.

Si se toma esta relacién integral entre O y 4 y entonces se deja crecer 4
mas alld de toda cota, se obtiene inmediatamente
I'(n) =(n—1) S ex"2dx = (n— 1)T(n — 1) para n > 1;
(1]
y de esta férmula de recurrencia, siempre que p sea un enteroy 0 < p < n,

se sigue que
'

T{n) =(n—1)(n—2) (n—pn) S e Exm b1 gy,

]
En particular, si n es un entero positivo se tiene, con g = n — 1, la rela-
cién

©

T(n) = (n — 1)(n—2)"'3'2~1S e dx;

()
s e?dx =1,
- . 0
se tiene finalmente

T(n)=(n—1)(n—2) 2 1= (n—1)1,

y, puesto que
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una expresién muy til de un factorial mediante una integral.

Otros ejemplos. Las integrales

© L
et dx, xhe~" dx
) 0

también convergen, como puede deducirse facilmente a partir del criterio antes dado.
La primera es idéntica con 3I'(3), la segunda con #T((n + 1)/2]} para n > —1,

como se ve mediante la substitucién x2 = u, dx = (1/2Vu) du.
g. La integral de Dirichlet

En muchas aplicaciones se encuentran integrales cuya convergencia no surge
directamente a partir de nuestro criterio. Un ejemplo importante es proporcionado

por la integral
® senx
I= S dx
o x

investigada por Dirichlet. Si el limite superior no es infinito sino finito, la integral es
convergente puesto que la funcién (sen x)/x es continua para todo x finito (para
n x

Se;
x = 0, est4 dada por lim =1 con x—0). La convergencia de la integral [

se debe al cambio periédico del signo del integrando, lo que hace que las contribu-
ciones a la integral debidas a los intervalos vecinos de longitud = casi se cancelen
unas con otras (Fig. 3.32). Asi, la suma del namero infinito de areas entre el eje x

sen x

Figura 3.32 GrAfica de y =

X
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sen x . .
converge, si se cuentan las 4reas por encima del eje x como.

y la curva y =

positivas y por debajo del eje x como negativas. (Por otra parte, la suma de los
valores numéricos de todas las 4reas, esto es, la integral

-]
[sen x|
dx
0 X

como puede ficilmente mostrarse, diverge.)
El carécter alternante de la funcién sen x es causa del hecho de que su integral
indefinida

Ssenxdx= 1 — cosx

est4d acotada para todo x. Se hace uso de esto al calcular el valor de la expresién

B senx B 1d(l — cosx)
IAB=: dx= ————dx

A x 4 X dx

La integracién por partes muestra que

I,p=- -
AB B 4

«® 0
sen x B 1 — cosx
dx =lim1,, = — dx,
v X 4-0 0 x2

B-®

1 —cosB 1—cos A SB 1 — cosx
= - o - + dx
4 x2

Por lo tanto,

donde la integral en el miembro derecho es claramente convergente. En otras pala-
bras, la integral I existe. En la seccién 8.4¢ se establecera, ademas, el hecho notable
de que I posee ¢l valor 7/2.

h. Substitucién. Integrales de Fresnel

Evidentemente, todas las rcglas para la substitucién de nuevas variables,
etcétera, permanecen validas para integrales impropias convergentes. A me-
nudo tales transformaciones pueden conducir a expresiones diferentes mas
manejables para la integral.

Como un cjemplo, para calcular

-]
xe ™ dx
[}
se introduce la nueva variable © = x* y se obtiene

S xe“”a’x=lS e‘“du=lim%(1—e"‘)=

0 2 0 A—e0

N —

Otro ejemplo en la investigacién de integrales impropias estd dado por
las integrales de Fresnel, que aparecen en la teoria de difraccién de la luz:
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F,= S sen (x?) dx, F, = S cos (x*) dx.

0 0

La substitucién x?2 = u conduce a

F1=1S°° Ly pz_!S” S 4y,

2 0 '\/_u 2 P \/—u
Integrando por partes se encuentra
B - — B —
icgdu: 1 (fsB_l CiSA +_l_ 1 ;osudu.
. Vu VB V4 2)4 u

Si 4 y B tienden a cero e infinito respectivamente, se ve, mediante el nis-
mo argumento que para la integral de Dirichlet, que la integral F, converge.
La convergencia dc la integral F, se prucba exactamente de la misma ma-
nera.

Estas integrales de Fresnel muestran que una integral impropia puede
existir ain si el integrando no ticnde a cero cuando x — . En efecto,
una integral impropia puede existir aiin cuando el integrando no esté aco-
tado, como se muestra mediante el ejemplo

0

S 2u cos (u*) du.
Cuando u* = n, esto es, cuando u = Wnm, n = 0,1,2, ..., el integrando

se convierte en 2V nr cos nr = =2 nr, de modo que no es acotado. Me-
diante la substitucién u® = x, sin embargo, la integral se reduce a

00
cos (x?) dx,
0
la cual, justamente, se ha visto que es convergente.

Por medio de una substitucién una integral impropia puedc ser a me-
nudo transformada en una integral propia. Por ejemplo, la transformacién

x = sen u conduce a
1 dx n/2 T
S S S du == -2'.
o VI —x® 0

Por otra parte, integrales de funciones continuas pueden ser transformadas
en integrales impropias. Esto sucede si la transformacién u = ¢(x) es tal
que en un extremo del intervalo de integracién la derivada ¢/(x) se anula,
de modo que dx/du es infinita.
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3.16 Las ecuaciones diferenciales de las funciones trigonométricas
a. Comentarios introductorios sobre las ecuaciones diferenciales

La integracién es simplemente un primer paso en un campo mucho mas
extenso: En vez de invertir la derivacién mediante la integracién, esto es,
resolver la ecuacién y = f(x) con una f(x) dada, para tener y = F(x),
puede desearse encontrar funciones y = F(x) que satisfagan relaciones mds
generales entre y y las derivadas de y. Tales “ecuaciones diferenciales” apa-
recen en todas partes en las aplicaciones, asi como en contextos estricta-
mente tedricos. Sobre estas ecuaciones se hacen estudios penetrantes que van
mucho maés alld del alcance de este libro. Se volverd sobre algunos aspectos
clementales de la teorfa de las ecuaciones diferenciales posteriormente, en
éste y en el siguiente volumen. Por ahora la discusién se restringiri a ejem-
plos bastante sencillos pero significativos. Se discutirdn las ecuaciones dife-
renciales de las funciones senx y cosx, las que han sido mencionadas ya
en la p. 192.

Aunque en la trigonometria elemental estas funciones y sus propiedades
fueron tomadas desde el punto de vista geométrico, se descarta ahora la
confianza en la intuicién gecométrica y se expresan las funciones trigonomé-
tricas en una forma sencilla sobre una base precisa, analitica, de acuerdo
con la tendencia general del desarrollo mencionado anteriormente.

b. Sen x y cos x definidos mediante una ecuacion
diferencial y condiciones iniciales

Se considera la ecuacién diferencial
' +u=0

con el deseo de caracterizar soluciones u(x) que serin identificadas con
las funciones seno y coseno. Cualquier funcién u = F(x) que satisface la
ecuacién, -stc eg, para la cual F”’(x) + F(x) = 0, se denomina una solu-
cion.!

Salta a la vista que, junto con una solucién u = F(x), la funcién u =
F(x + h), para una constante arbitraria h, es también una solucién, como
se verifica de inmediato derivando F(x + h) dos veces con respecto a x.
Analogamente, se ve de inmediato que, conjuntamente con F(x), la deri-
vada F’(x) = u es también una solucién; como también lo es, claro esta,
cF(x), con el factor constante ¢. Ademas, junto con Fi(x) y F.(x), cual-
quier combinacién lineal ¢,Fy(x) + ¢.F.(x) = F(x), con constantes ¢; y
¢z, es una solucién.

1 Por supuesto, siempre se entiende ae las funciones consideradas son deriva-
bles un nimero suficiente de veces.
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Para destacar de la multitud de soluciones de una ecuacién diferencial
una especifica se imponen “condiciones iniciales” estipulando que para x = 0
los valores de u = F(0) y w’ = F’(0) estén prefijados como a y b respec-
tivamente. Se establece primero el siguiente teorema:

La solucién estd determinada de manera unica por estos valores ini-
ciales.

Para la demostracién, se comienza con un comentario general valido
para cualquier solucién u. Multiplicando la ecuacién diferencial por 2u’
se encuentra, debido a que 2u”v’ = (u'?)’ y 2u'u = (u?)’, la ecuacién

0= 2uw"vw + 2u'u = [(v)? + u?,
la cual puede ser integrada de inmediato e implica
u'? 4+ u? =g,

donde ¢ es una constante, esto es, no depende de x. Por lo tanto, ¢ debe
poseer €l mismo valor que el miembro izquicrdo para x = 0. Asi se tiene
que para cualquier solucién u es

u2(0) + u2(0) =c.

Ahora supéngase que sc tienen dos soluciones u; y u» con las mismas con-
diciones iniciales: Entonces la diferencia z = u; — u, es una solucién con
2/(0) = z(0) = 0. Por lo tanto, se tiene ¢ = 0 y para todo x: 1’2 + 22 = 0.
Esto significa que 2 =0y 2/ = 0, lo que demuestra el aserto.

Se definen ahora las funciones sen x y cosx como aquellas soluciones
de la ecuacién diferencial u”(x) + u(x) = 0 para las cuales las condicio-
nes iniciales son, respectivamente, para u = sen x,

u(0) =a=0, w(0) =b=1,
y para u = cos x,
u(0) =a=1, w(0) =b=0.

Se toma por cierto aqui que tales soluciones existen y son arbitrariamente
derivables cuantas veces se quicra; mientras que la demostracién de esto se
dard posteriormente en un contexto méis general (ver seccién 9.2).

La tnica solucién u de »” + u = 0 para la cual es u = a, u’ = b para
x =0 es entonces la funcién u = a cos x + b sen x. Esto prueba que toda
solucién de la ecuacién difercncial es una combinacién lineal de cosx y
sen x.

Se obticnen ahora las propiedades basicas de las funciones trigonométri-
cas a partir de la ecuacién diferencial u” + u = 0 aplicada, por ejemplo,

! Obsérvese que estos hechos pueden inferirse inmediatamente a partir de la
ecuacién u'?2 + u2 = 1, la cual es vilida para sen x, asi como también para cosx,
y, a partir de su forma equivalente dx/du = 1/V 1 — u?, las funciones inversas de
sen X y cos x son obtenidas inmediatamente por integracién.
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a la funcién u = sen x. Obviamente, si u es una solucién, v = v’ también
lo es: v” + v = 0. Debido a que u” +u =20 + u =0, se tiene 2/(0) =
—u(0) = 0, mientras que »(0) = «/(0) = 1. Por lo tanto,

v(x) = cosx = —sen x.

(%) T

Anilogamente se deduce (d/dx) cosx = —sen x.

El teorema central de la trigonometria es el teorema de adicién:

cos (x + y) = cos x cosy — sen x sen y.

Se sigue de inmediato, a partir del presente enfoque, que: en primer lugar,
la funcién cos (x + y), como una funcién de x, manteniendo por el mo-
mento a y constante, es una solucién u(x) de la ecuacién diferencial »” +
u = 0, que satisface para x = 0 las condiciones iniciales u(0) = cosy = a
y #/(0) = —seny = b; en segundo lugar, la solucién —que, de acuerdo
con el teorema anterior, es la inica— para la cual 4(0) =a y «’(0) = b,
es precisamente a cos x + b sen x, como se verifica de inmediato. Por lo tan-
to, se tiene de inmediato para nuestra solucién cos (x + y) la expresién

cos (x + y) = cosxcosy — sen x sen y,

como se queria probar.

Los comentarios en esta seccién podrian ser suficientes para indicar cémo
las funciones trigonométricas pueden ser introducidas de una manera ente-
ramente analitica sin referencia alguna a la geometria.

Sin entrar en mas detalles, se menciona lo siguiente.

El niimero 4= podria ser definido ahora como el menor valor positivo
de x para el cual cosx = 0.

La periodicidad de las funciones trigonométricas surge asimismo facil-
mente a partir del enfoque analitico.

Se volvera a la construccién analitica de las funciones trigonométricas
mediante las series infinitas de potencias (ver seccién 5.56).

PROBLEMAS

SECCION 3.1, pagina 223

1. Sea P(x) = a, + a;x + a,x2 + -+ + a,x™
(a) Calcular el polinomio F(x) a partir de la ecuacién

F(x) — F'(x) = P(x).
*(b) Calcular F(x) a partir de la ecuacién
coF (%) + ¢,F'(x) + ¢ ,F"(x) = P(x).

2. Encontrar el limite, para n —> o, del valor absoluto de la n-ésima derivada
de 1/x en el punto x = 2.
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3. Probar que si f® (x) = 0 para todo x, entonces f es un polinomio de gra-
do n — 1 a lo méas, y reciprocamente.

4. Determinar la forma de una funcién racional r para la cual

5. Probar por induccién que la n-ésima derivada de un producto puede en-
contrarse de acuerdo con la siguiente regla (regla de Lcibnitz):

e P df drg af drag
4 18 =153 dedent 2 ) 4t denz
dan- 1)‘ dg dnf
n— 1) dxn-t dx dx"g

Y n n(n—1) - N
Aqui = n, = - , etc., denotan los coeficientes binomiales.

nlo n— 1)x® — nxn-1 4 1
6. Probar que 3 ixi-1 = ( )
i=1 (x — 1)2

SECCION 3.2, pagina 228

1, Sea y = e*(asenx + b cos x). Demostrar que y”’ puede expresarse ccmo
una combinacién lineal de y e y’, esto es,

Y=y + 9y
donde p y g son constantes. Expresar todas las derivadas superiores como combi-
naciones linecales de y' e y.

*2. Encontrar la n-ésima derivada de arcsenx en x = 0, y luego la de (arc
senx)2 en x = 0.
SECCION 3.3, pagina 239

1. Encontrar la segunda derivada de f[g{h(x)}].

2. Derivar la siguiente funcion: log,,,u(x), [esto es, el logaritmo de u(x)
en la base v(x); y sea v(x) > 0].

3. ¢Qué condiciones deben satisfacer los coeficientes a, 8, a, b, ¢ para que
ax + B
(a.:r2 + 2bx + ¢)

posea en todas partes una derivada finita que en ningin caso se anule?

4. Mostrar que dn(e**/2)/dx" = u, (x)e#*/2, donde u,(x) es un polinomio de
grado n. Establecer la relacién de recurrencia

. ’
Uy, = XU, + u,’.

*5. Mediante la aplicacién de la regla de Leibnitz a
d
— (e£*/2) = xex¥/2,
dx

obténgase la relacién de recurrencia

Uy, = XUy + NU, .
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*6. Mediante la combinacién de las relaciones de rccurrencia de los problemas

4y 5, obtener la ecuacién diferencial
u,” + xu,” — nu, =0
satisfecha por u, (x).
7. Encontrar la solucién polinomial

u”(x) = x® + alxn—l + -+ a,.

de la ecuacién diferencial u.” + xu ' — nu_ = (.
ona w - - .

dan
*8. Si P,(x) = Taml dam (x* — 1)7, probar las relaciones
x2 — 1 (n + 2)x n+ 2
a) P’ = -—P "4+ ———P' 4 ——P,.
( ) n+l 2(71 + 1) n n + 1 ” 2 ”

(b) P’y = %P, + (n+ L)P,.
d

(¢) =[x = 1P T—n(n + 1)P, = 0.
dx

9. Encontrar la solucién polinomial
(2n)!
n on(nl)2

de la ccuacién diferencial

x”+a1xn-l+..‘+an

d
—[(x2 = 1)P,"] — n(n + 1)P, = 0.
dx

n

10. Determinar el polinomio P, (x) = ol dam
ma del binomio.

*11. Sea D o) = ([’)rn(l —)rr o =0,1,2,...,p.
’ n
n

1 = z ;'rz.n(“')'

n -0

"

» (

p

a
M
~
=
<
N
=
N

SECCION 3.4, pigina 244

1. La funcién f(x) satisface la ecuacién

f(x + ) = [{(x){{).

a) Si f(x) es derivable, entonces f(x) =0 o bien f(x) = e

*b) Si f(x) es continua, entonces f(x) =0 6 bien f(x) = o=,

—— (x2 — 1)7» utilizando el teore-

Mostrar que
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2. Si una funcién derivable f(x) satisface la ecuacién
f(xy) = f(x) + f(3),
entonces f(x) = alog x.

3. Probar que si f(x) es continua y

f(x) =j f(¢) dt,
0

entonces f(x) es idénticamente cero.

SECCION 3.5, pagina 250

1. Demostrar la férmula

a+ b a—b
senh a 4+ senh b = 2 senh — cosh 3 .

Obténganse férmulas anslogas para sena — senh b, cosh a + cosh b, cosha —
«cosh b.

2. Expresar tanh (a + &) en términos de tanh e y de tanh &.

Expresar coth (a -}- b) en términos de coth a y coth b.

Expresar sen %a y cosh 44 en términos de cosh a.

3. Derivar:

(a) coshx + secnhx; (b) etanhe+cothe

(¢) logsenh (x + coshzx); (d) arccosh x + arcsenh x,
(e) arcsenh (acosx); (f) (arctanh (2x/(1 + x2)).

4. Calcular el 4rea acotada por la catenaria y == cosh x, las ordenadas x = a
yx=0byel eje x.

SECCION 3.6, pagina 257

1. Determinar los maximos, minimos y puntos de inflexién de x3 + 3px + q.
Discutir la naturaleza de las raices de x3 + 3px + ¢ = 0.

2. Dada la paribola y2 = 2px, p > 0, y un punto P(x = ¢, y = 5) dentro de
ella (72 < 2pt), encontrar la trayectoria minima (consistente en dos segmentos de
recta) que va de P a un punto Q sobre la pardbola y de ahi al foco F(x = 44,
y = 0) de la pardbola. Demostrar que el angulo FQP es bisectado por la normal a la
par&bola y que QP es paralelo al eje de la pardbola (principio del espejo parabélico).

3. De todos los tridngulos con base y 4ngulo vertical dados, el tridngulo isés-
celes posee el irea mAaxima.

4. De todos los tridngulos con base y 4rea dadas, el tridngulo isésceles posee el
maéximo angulo vertical.

*5. De todos los tridngulos con 4rea dada, el trizngulo equilitero posee el
minimo perimetro.

*6. Dec todos los tridngulos con perimetro dado, el tridngulo equildtero posee
el drea méxima.

*7. De todos los tridngulos inscritos en una circunferencia, el triangulo equi-
latero posee el 4rea maxima.

8. Probar que si p>1yx>0,es 2P — 1> p(x — 1).
9. Probar la desigualdad 1 > (sen x)/x > 2/m, 0 < x < w/2.

10. Probar que: (g) tanx > x, 0 < n/2;
(b) cosx > 1 — x2/2.
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*11. Dados a, >0, a, >0, ...,a, >0, determinese el minimo de
a +:-+a, , +x
n
Vaa, - a”_lx_

para x > 0. Utilizar el resultado para probar por induccién matemética que (cfr.
problema 13, p. 131):

a + -+ +a,

\ ve
Vaa, - a, <
n

”
12. (a) Dados n niimeros fijos ay, . . .,a,, determinar x de modo que.z (a; —x)2
sea un minimo. i=1

n
*(b) Minimizar 3 |a; — x].
=1

n
*(¢) Minimizar > \;la; — x|. donde A; > 0.
i=1

13. Bosquejar la grafica de la funcién
y = (+%)%, y(0) = L

Demuéstrese que la funcién es continua en x = 0. ¢Posee la funcién maximos, mi-
nimos o puntos de inflexién?

*14. Encontrar el minimo valor e tal que

1)%+
(1+~) >
X

para todo x positivo. (Sugerencia: Es sabido que [l 4+ (1/x)]#+1 decrece y
[1 + (1/x)]* crece, ambas mondtonamente, al limite ¢ en el infinito.)

*15. (a) Encontrar el punto para el cual la suma de sus distancias a los tres
lados de un tridngulo es un minimo.

() Encontrar el punto para el cual la suma de sus distancias a los vértices es
un minimo.

16. Probar las siguientes desigualdades:
(a) e >1/(1 + x), x> 0.

(b) e >1 +log (1 + x),x>0.

(¢) e¢>1+4+ (1 + x)log (1 + x),x>0.

17. Supéngase que f”(x) << 0 en (a, b). Probar que:

(a) Todo arco de la gréfica dentro del intervalo estd situado por encima de la
cuerda que une sus puntos extremos.

(b) La grafica estd situada por debajo de la tangente, para cualquier punto
dentro de (a,b).

*18. Sea f una funcién que tiene segunda derivada en (a, b).

(a) Demostrar que cualquiera de las condiciones @ o b del prnblema 22 es
suficiente para garantizar que f’(x) < 0.

(b) Demostrar que la condicién

f(x;-}’) 2f(x) + f(y)

2

para todo x e y en (a,b) es suficiente para garantizar que f’(x) < 0.

*19. Sean a, b, dos nimeros positivos, y p y ¢ nimeros cualesquiera diferentes
de cero y tales que p < q. Probar que
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[6a? + (1 — 0)bP]1/P <
[6a% + (1 — @)b9)1/a —

para todos los valores de ¢ en el intervalo 0 <6 < 1.
(Esta es la desigualdad de Jensen, que establece que la potencia media p-ésima
[6a? + (1 — 6)bP]1/P de dos cantidades @, b es una funcién creciente de p.)

20. Mostrar que el signo de igualdad en la desigualdad anterior se cumple si
y sélo si a = b.
21. Probar que lim [6aP + (1 — 6)bP]L/P = gBh1-6,
0
22. Definiendo la potencia media 0-ésima de a, b, como afb!-4, demostrar que
la desigualdad de Jensen se aplica a este caso y se convierte en (cona = b):

a®b1-8 = [6a? + (1 — 6)b9]/¢ de acuerdo con que g 2 0.

Para g = 1, es
abb1-0 < ga + (1 — 6)b.

23. Probar la desigualdad
a%1-8 < ga + (1 — 6)b,

a, b> 0, 0 <9< 1, sin referencia a la desigualdad de Jensen, y mostrar que la
igualdad se cumple sélo si @ = b. (Esta igualdad establece que la media geométrica
de 6, 1 — 6, es menor que la correspondiente media aritmética.)

#24, Sea f continua y positiva en [a, b] y dendtese por M su valor maximo.

Probar que
= hm ‘/j [f(x)I™ dx.
SECCION 3.7, pagina 269

1. Sea f(x) una funcién continua que se anula, junto con su primera deri-
vada, para x = 0. Mostrar que f(x) se anula con un orden superior al de x cuando
x— 0.

2. Mostrar que
ax® + ax®-* + -+ + a,

box™ + byam=1 4 - + by,

donde a,, b, % 0, es del mismo orden de magnitud que x"—" cuando x —> 0.

f(x) =

#3, Probar que €° no es una funcién racional.
*4, Probar que e* no puede satisfacer una ecuacién algebraica con polinomios
en x como coeficientes.

5. Si el orden de magnitud de la funcién positiva f(x) cuando x— 0 es ma-

N z
yor, el mismo o bien menor que el de x™, probar que S f(¢) dt posee el correspon-
a

diente orden de magnitud relativo a x™+1,
2

6. Comparar el orden de magnitud, para x — 0, de S f(¢) dt relativo a f(x)
a
para las siguientes funciones f(x):

evVx
vr
(b) e=. (d) log x.

(¢) xe?*

(a)
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SECCION 3.8, péagina 284

L R
n+1 n+2 2n’

1. Encontrar el limite, para n— %, de a, =

#2, Encontrar el limite de
1 1 1 1
= + + doeee S
vnz—0 Vnz —1 Vnz— 4 Vnz— (n—1)2
*3, Si a es cualquier niimero real mayor que —1, evaluar
L, 1T+ 22434 42
Iim .

n— 0 nrnl

b

SECCION 3.11, p4gina 295

1. Demostrar que para todos los valores positivos impares de n, la integral
fe—%xn dx puede ser evaluada en términos de funciones elementales.

2. Demostrar que si n es par, la integral fe—#x"dx puede ser evaluada en
términos de funciones elementales y de la integral fe—2*dx (para la cual se han

construido tablas).
S [S f(t)d‘-ldu=5 F(w) (x — ) du.
[4 0 J o

*4, El problema 3 da una férmula para la segunda integral iterada. Probar
que la n-ésima integral iterada de f(x) est4 dada por

3. Probar que

1 z
?n—:T)—'-SO f(u) (X - u)"—l du.

¥
5. Probar para el coeficiente binomial ( ) que
u

n 1 —1
( )=[(n+l)g xk(l—x)"-"dx]
k 0

6. Obtener una férmula recursiva para

Sxp(ax” + b)2dx

y utilizar esta relacién para integrar

Sx3(x7 + 1)4dx.

n

1
*7. (a) Sea P, (x) = prorim (x2 — 1)": Demostrar que

1
S P.(x)P,(x)dx =0, simy»
1

1

(&) Probar que S . P,2(x) dx =

o9 + 1
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~1

(¢) Probar que S xmP_(x) dx =0, si m < n.
. 1
1

(d) Evaluarg xmP, (x) dx.

-1

SECCION 3.12, p4gina 302
*1. Integrar
dx
x6 4+ 1

2. Utilizar el desarrollo en fracciones parciales para probar las férmulas de
Newton:

,alk + ,a?" - ,a"" ={0 para k=0,1,2,...,n—2
g(e)  g(ay) & (ay,) 1 para k=n—1,
donde g(x) es un polinomio de la forma a% + @71 + --- con raices distintas
[ 2

SECCION 3.14, pigina 317

*1. Probar que la substitucién x = (at + B8)/(yt + 8), con ad — yB #0,
transforma la integral

dx
S\/ax“+bx3+cx2+dx+e
en una integral de un tipo similar, y que si la expresién bicuadratica
ax* + bx3 4 cx2 + dx + e

no posee factores repetidos, tampoco los posee la nueva expresién bicuadritica en ¢
que toma su lugar. Probar que lo mismo se cumple para

SR(x, Vaxt + bx3 + cx? + dx + e) dx,

donde R es una funcién racional.

2. La funcién

z du
#(x) = o V1 —kisenZu

es conocida como la integral eliptica de primer orden.
(@) Mostrar que ¢ cs continua y creciente, y que, por lo tanto, posee una

inversa continua.
(b) Denétese por am(x) la inversa de ¢(x). Probar que sn(x) = sen[am(x)],
donde sn(x) estd definida en la p. 319, nota al pie nimero 3.

SECION 3.15, pagina 320

b 1
*1. Probar que S senzl: T (x + - ):I dx no existe (diverge).

0 X

® dx
*#2. Probar que lim — = 0.
ks Jo 1+ kx10
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T g sen x
3. ¢Para qué valores de s es (a) dx, (b) dx convergente?
o 14+ x o X8

sen ¢

dt?

L]
*4, :Converge la integral S
o 1+t

*5. (a) Si a es un nUmero positivo fijo, probar que
’ ¢ h
lim ——dx = .
ho0+/ -0 h® + x%
(b) Si f(x) es continua en el intervalo —1 < x < 1, probar que

ok
limS mf(x) dx = 7}(0).

h—0/ -1

T
*6. Probar que lim e”’S e*dt = 0.
P )

7. Suponiendo que |af 5 |B|, probar que

1 (7
lim —j‘ sen ax sen Bx dx = 0.
T->0 T ]

©

(%)

a X

*8. Sila integralg dx converge para cualquier valor positivo a, y si

flax) — f(Bx)

0 X

f(x) tiende a un limite L cuando x — 0, mostrar queS dx con-

verge para a y B positivos y posee el valor L log-.
a
9. Refiriéndose al problema 8, probar que

© gaz — gPr B
(&) ——dx = log -.
x «

0

—dx = logg.
x a

®  cosax — cos Bx
(a) -
0

b f(x)

a

dx converge para cualesquiera valores positivos de

*10. Sila integralS

ay b,y sif(x) tiende a un limite M cuando x —> 0 y a un limite L cuando x — 0,

mostrar que

—dx= (L — M) loglz.
x a

=

11. Obténganse las expresiones siguientes para la funcién gamma:

e

0
1 1 n-1

Ir'(n) =S (log—) dx.
0 X
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SECCION 3.16, pégina 331

1. Obtener la férmula de adicién para sen (x + »).

2. Sin utilizar las férmulas de adicién, probar que cos x es una funcién par y
en x una funcién impar.

3. (a)* Probar que para algin h positivo es cosx << 1 para 0 < x < h.
(b) Si cosz > 0 para 0 < z < 2%x, probar que

cos (2m+1x) < 2% (cosx — 1) + 1.

(¢) Combinando los resultados (a) y (b), probar que cos x posee un cero.

4. Sea a el menor cero positivo de cos x. Probar que
sen (x + 4a) = sen x,
cos (x + 4a) = cos x.

5. Completar en los pasos siguientes la demostracién indirecta de que cos x
posee un cero:

(a@) Si cosx no posee ceros, entonces sen x es mondtona creciente para x > 0.

(b) Las funciones sen x y cos x estidn acotadas por arriba y por abajo.

(¢) El limite de sen x cuando x tiende a infinito existe y es positivo.

() I~ ecuacién

¢
cos x = 1 —S sen t dt
0

est4d en contradiccién con el inciso (&).

PROBLEMAS DIVERSOS
1. Probar que

dn _enlf 4 d 4
;;f(logx)—rdt -‘—i;—l)(z—2) (E—n+l)f(t)

donde ¢ = log x. Aqui se emplea

d ) do
ok - _ k
dt TS

donde ¢ es cualquier funcién de ¢ y k es una constante.

2. Una curva suave cerrada C se dice que es convexa si estd situada por com-
p}eto de un lado de cada tangente. Demostrar que en el tridngulo de 4rea minima
circunscrito a C cada lado es tangente a € en el punto medio del lado.
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Aplicaciones en fisica y geometria

4.1 Teoria de curvas planas

a. Representacién paramétrica
Definicion

La representacién de una curva por medio de una ecuacién y = f(x) im-
pone una seria restriccién geométrica: Una curva representada de esa manera
no debe ser intersectada en mis de un punto por cualquier paralela al eje y.
Usualmente esta restriccién puede superarse descomponiendo la curva en
porciones, cada una representable en la forma y = f(x). Asi, una circunfe-
rencia de radio a alrededor del origen estd dada por las dos funciones
y = Va? — x* ey = —V a* — x? definidas para —a < x < a. Sin embargo,
para una curva tan simple como una recta paralela al eje y este artificio
no sirve.

Mayor flexibilidad se obtiene usando una representacién implicita me-
diante una ecuacién ¢(x,y) = 0 que involucra una funcién ¢ de dos va-
riables independientes. Por ejemplo, la circunferencia de radio @ alrededor
del origen estd completamente descripta por ¢(x,y) = x*> + y? — a? = 0.
Cualquier linea recta en el plano tiene una ecuacién implicita de la forma
ax + by + ¢ = 0, donde a, b y ¢ son constantes y a y b no se anulan si-
multineamente. Para b = 0 se obtiene una paralela al eje y.

La descripcién implicita de una curva tiene la desventaja de que para
encontrar puntos (x,y) de la curva explicitamente, es decir, el valor de y
para un valor de x dado, se debe resolver la ecuacién ¢(x,y) = 0. Este
problema se discutird en detalle en el Volumen II.

La descripcién més directa y mas flexible de una curva es una repre-
sentacion paramétrica. En vez de considerar una de las coordenadas rec-
tangulares en particular, y o x, como una funcién de la otra, se consideran
ambas coordenadas x e y como funciones de una tercera variable indepen-

343



344  Aplicaciones en fisica y geometria Cap. 4

diente ¢, el llamado parémetro?; y el punto con coordenadas x e y describe
entonces la curva conforme ¢ recorre un cierto intervalo. Tal representacion
paramétrica ya ha sido encontrada antes; por ejemplo, la circunferencia
x? + y* = a® tiene la representacién paramétrica x = acost, y = asent.
Aqui ¢ denota el angulo en el centro de la circunferencia.

Figura 4.1

Para el elipse x%/a® + y?/b? = 1 se tiene una representacién paramé-
trica similar: x = acost, y = bsent, donde ¢ es el llamado dngulo excén-
trico, esto es, el dngulo en el centro de la elipse asociado al punto de la
circunferencia circunscrita que esta verticalmente por encima o por debajo
del punto P = (acost, bsent) de la elipse. Se supone aqui que b < a
(véase Fig. 4.1). En ambos casos el punto con coordenadas x, y describe
por completo la circunferencia o la elipse conforme el parametro ¢ recorre
el intervalo 0 < ¢t < 2.

En general, una curva C es rcpresentada paramétricamente mediante
dos funciones de un parametro ¢,

x=¢(t) =x(t), y=4y(t) =y();

la notacién abreviada x(¢) ¢ y(t) se usard sicmpre que no dé lugar a con-
fusion.*

En lo que sigue sc supondrd que ¢ y ¢ tienen derivadas continuas, a
menos que se diga lo contraric

1 Esta palabra denota una variable auxiliar que no se desea sefialar en especial.

* La notacién x = ¢ (t), etc., ponc de relieve la conexién funcional entre la va-
riable dependiente y la independiente; la notacién x(t¢), etc., significa justamente
que ¢t va a ser considerada como la variable independiente que detcrmina el valor
funcional de x segin una forma prescrita.
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Transformacién del intervalo paramétrico en la curva.
Sentido de direccidn

Dada una curva, las dos funciones ¢(¢) y y(¢) deben determinarse de
manera que el conjunto de pares de valores funcionales, x(¢) e y(¢), co-
rrespondientes a un cierto intervalo de valores de ¢ definan todos los puntos
de la curva y ningtn otro punto mas. Se tiene entonces una correspondencia
entre los puntos de la curva y los valores de ¢ en un intervalo del eje ¢.
La representacién paramétrica define una transformacion de un intervalo
del eje t en la curva,® siendo el punto ¢ original del eje ¢ transformado en
el punto x = ¢(¢), y = ¢(¢) de C.

Puesto que x(¢) e y(¢) se han considerado continuas, puntos vecinos
sobre el eje ¢t corresponden a puntos vecinos sobre la curva. Ademas, como
los puntos del eje ¢ estin ordenados, de manera obvia se puedc asignar un
orden o “sentido” a los puntos de C diciendo simplemente que el punto
en el cual se transforma el nlimero ¢, precede al punto en el cual se trans-
forma ¢, si t; < ¢, (ver p. 352). La representacién paramétrica da asi un
significado preciso a la vaga nocién intuitiva de curva como un conjunto
de puntos dispuestos en el mismo orden que sobre una linea recta.

b. Cambios de parametros

Los valores del pariametro ¢ sirven para distinguir los diferentes puntos
de la curva C. Dichos valores desempefian el papel de “nombres” para los
puntos individuales de la curva.

La misma curva C admite muchas representaciones paramétricas dife-
rentes. Cualquier cantidad que varie continuamente a lo largo de la curva
y que tenga diferentes valores en puntos diferentes de ella pueed servir
como parametro.

Si, por ejemplo, la curva estd dada originalmente por una ccuacién
y = f(x), sc pucde escoger como parametro ¢ la variable x y describir la
curva mediante las funciones x =t, y = f(¢). Anilogamente, para una
curva descripta dando x como una funcién de y, por ejemplo x = g(y), se
puede usar y como pardmetro ¢ y escribir x = g(¢), y = t.

Para una curva dada por una ecuacién r = k() en coordenadas po-
lares r, 8 (véase capitulo 1, p. 124), se puede escoger § como parametro ¢
y obtener la representacién paramétrica

x =rcosf = h(t) cost = ¢(t),
y=rsenf = h(t) sent = y(¢).

2 MA4s exactamente, se dice que la transformacién es sobre la curva C (en in-
glés, “onto”) porque los puntos imagen son todos los puntos de la curva (N. del R.).
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Partiendo de una representacién paramétrica dada, x = ¢(¢), y = ¢(¢),
para una curva C, siempre se pueden obtener muchas otras representacio-
nes paramétricas. Para ello se toma una funcién arbitraria = = x(¢) que
sea monétona y continua en el intervalo ¢ correspondiente a los puntos de C.
La funcién y tiene entonces una inversa monétona y continua t = ¢(r)
en un correspondiente intervalo de 7. Las coordenadas de los puntos (x, )
de C pueden entonces representarse en la forma

x=glo(r)]=alr), y=yo(r)]=B(r).
Las funciones a{7) y B(r) son también continuas; ademds, puntos dife-
rentes de C corresponden a valores diferentes de ¢ y, por lo tanto, debido
al caracter monétono de la funcién ¢, a diferentes valores de 7. El efecto
total del cambio de parametro de ¢ a 7 es el de “rebautizar” los puntos de C.

Asi, la recta y = x tiene la representacién paramétrica x = ¢, y = ¢,
donde — o0 < ¢t < 0. La substitucién r = #* da lugar a la representacién
paramétrica x = 7%, y = 7% para la misma recta.

Analogamente, la elipse x2/a® + y?/b? = 1 admite la representacién pa-
ramétrica x = acost, y = b sen ¢, donde 0 < ¢ < 27. Definiendo ¢t =c¢{+d,
para nUmeros reales ¢ y d (¢50), se obtiene otra representacion,
x(&) = acos (¢ + d), y(¢) = bsen (¢ + d), para la misma elipse, con {
variando en los intervalos —d/c < & < (2= — d)/c para ¢ > 0 y
(2r —d) /e < & < —d/c para ¢ < 0. La substitucién r = tan (¢/2) con-
duce a la representacién paramétrica “racional” (ver pp. 311-312),

(1—72) _ 2b1‘_
I y 1+ .2

para la elipse. Conforme r recorre todos los valores reales, se obtienen
todos los puntos de la elipse con la excepcién del punto § = (—a,0).

Las singularidades en una representacién ordinaria pueden desaparecer
si se usa un parametro adecuado. Por ejemplo, la curva y = ¥'x? puede
ser representada por las funciones suaves x = 3, y = 2. El punto con coor-
denadas x, y describe entonces la curva completa (parabola semictbica)
conforme ¢ varia de —o0 a + 0.

Esta flexibilidad en la eleccién del pariametro permite a menudo sim-
plificar el estudio de las propiedades geométricas que, por supuesto, no
dependen de representaciones especificas.

En particular, puede resultar conveniente algunas veces el uso de una
representacién y = f(x) para C o parte de C. Tal representacién es siem-
pre posible para un pedazo de la curva (¢, <t < t;) en el cual una de las
funciones ¢, ¢ (por ejemplo, x = $(¢)), es monétona. En efecto, para este
pedazo se tiene una funcién inversa Gnica t = y(x), y asi es y = y[y(x)].?

1 Esto es, por supuesto, s6lo una afirmacién relativa a una propiedad ‘“local” de
una curva, o sea, una afirmacién que se hace solamente para una parte pequefia
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¢. Movimiento a lo largo de una curva. El tiempo como
un parametro. El ejemplo de la cicloide

Movimiento a lo largo de una curva

Muy a menudo el parametro ¢ tiene el natural significado fisico de
tiempo. Cualquier movimiento de un punto en el plano puede describirse
representando sus coordenadas x e y como funciones del tiempo de manera
que al tiempo ¢ el punto (x,y) esté en (x(t), y(¢)). Por consiguiente, estas
dos funciones determinan en forma paramétrica el movimiento a lo largo
de un camino o trayectoria C'; y ellas constituyen una transformacién de la
escala del tiempo sobre la trayectoria.?

Las cicloides y las trocoides

Un ecjemplo lo proporcionan las cicloides, o sea, las trayectorias de
puntos sobre un circulo que rueda uniformemente sin deslizar a lo largo
de una linea recta u otro circulo. En el caso mas simple un circulo de
radio a rueda a lo largo del eje x; y la trayectoria de un punto P sobre
su circunferencia es una cicloide “comin”. Escéjanse el origen de coor-
denadas del sistema y el tiempo inicial de manera que para el tiempo ¢t = 0
cl punto P esté en el origen y que en el tiempo ¢ el circulo haya girado un
cierto angulo ¢ a partir de su posicién original. Esto significa que el circulo
gira en el sentido de las manecillas de un reloj “con velocidad angular”
igual a uno. Se supone que el circulo rueda uniformemente sin deslizar a
lo largo del eje x, de manera que para el tiempo ¢ la distancia del punto
de contacto al origen es exactamente igual a la longitud de arco medida
desde el punto de contacto hasta P. Asi, en el tiempo ¢ el centro M del
circulo giratorio debe estar en el punto (at,a); y el centro se mueve con
velocidad constante a hacia la derecha. Para las coordenadas de P en el
ticmpo ¢ se encuentra entonces (ver Fig. 4.2) la representacién paramétrica

(1) x=a(t —sent), y=a(l — cost).

Eliminando el parimetro ¢t puede obtenerse la ecuacién de la curva en
forma no paramétrica a costa, sin embargo, de la claridad de la expresi6n.
Se tiene

a — a — —_ 2
cost = y, t = arc cos y, sent = == 1__(a y)
a a a? >

de la curva, escogida adecuadamente. Generalmente (por ejemplo, en el caso de la
circunferencia), la variable x no puede usarse como pardmetro para la curva com-
pleta sino sélo para una porcién de ella.

2 A un cambio del pardmetro ¢ corresponderia entonces un cambio en la escala
del tiempo segin la cual la curva queda descripta por el punto mévil.
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y, por lo tanto,
(la) x=aarccosa—5—y: Vy(2a —y),

obteniéndose asi x como una funcién de y.

IE

Figura 4.2 Cicloide.

Epicicloide

Nuestro siguiente ejemplo es el de una epicicloide, definida como la trayectoria
de un punto P fijo sobre la circunferencia de un circulo de radio ¢, conforme éste
rueda a una velocidad uniforme a lo largo de la circunferencia y fuera de un segundo
circulo de radio a. Supéngase el circulo fijo centrado en ¢l origen del plano x, y.
Supéngase ademas que el circulo que se mueve rueda a lo largo del circulo fijo
de¢ mancra que su centro ha girado alrededor del origen a un 4ngulo ¢ en el tiem-
po ¢ (Fig. 4.3). Entonces se encuentra que en el tiempo t la posicién del punto
P = (x(t), y(t)), el cual en el tiempo ¢t = 0 es el punto de contacto (a,0), esta
dada por las ecuaciones paramétricas

x(t) =(a+c)cost——ccos(a+ct) ,

c

(2)

c

y(t) = (a -+ c)sent—csen(a+ct).

Cuando a = ¢ la curva formada se llama cardioide (Fig. 4.4) y esta dada por las
ecuaciones paramétricas

x(t) == 2acost — acos (2t),
(3)
y(t) = 2asent — asen (2t).
Una tercera varicdad de cicloides se obtiene como cl lugar geométrico de un punto
sujeto a la circunferencia de un circulo que rueda sobre la circunferencia de otro
circulo fijo, pero por su interior. Para encontrar las ecuaciones paramétricas de esta
“hipocicloide”, sea a el radio del circulo fijo y ¢ el del circulo que gira. Supéngase
que el punto P de la circunferencia del circulo que se mueve estd localizado en
(a,0) en el tiempo ¢t = 0. Supéngase, ademas, que el circulo que gira se mueve
a lo largo del circulo fijo de manera que en el tiempo ¢ su centro ha girado alre-
dedor del origen en un angulo ¢t (Fig. 4.5). Se encuentra entonces que las ecuaciones
paramétricas para la hipocicloide son
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x(t) = (a — ¢) cost + ¢ cos

(4)
a—c¢
B E

y(t) = (a — c¢) sent — ¢ sen
¢

Figura 4.4 Cardioide.
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Figura 4.5 Hipocicloide.

En el caso especial en el que el circulo fijo tiene un radio igual a dos veces el
radio del circulo que se mueve, ¢ = %a, se obtiene

x(t) = acost,
y(t) =0,

Figura 46 Un punto P sobre la periferia de un circulo que rueda interiormente
sobre una circunferencia de radio doble describe un segmento de recta.
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y la hipocicloide degenera en el didmetro del circulo fijo, recorrido hacia atrds y
hacia adelante. La caracteristica interesante de este ejemplo es que proporciona una
solucién mecéanica al problema de dibujar una linea recta usando tnicamente movi-
mientos circulares (Fig. 4.6).

Si el radio del circulo fijo es tres veces el radio del circulo mévil, entonces
c=a/3y

x(t) = %acost + %acos (2t),
y(t) = %asent — %asen (2t).
Mediante un calculo elemental se encuentra
x2 4 y2 = 84a? + 4ha? cos (3¢),
de manera que la hipocicloide encuentra al circulo fijo en exactamente tres puntos

y la curva aparece como se muestra en la Fig. 4.5.

y

Figura 4.7 Trocoide.

Trocoides

Curvas més generales llamadas frocoides (epitrocoides, hipotrocoides) se obtie-
nen al considerar el movimiento de un punto P sujeto a un circulo (pero no nece-
sariamente sobre su periferia) cuando dicho circulo rueda a lo largo de una linea
recta o a lo largo dc otro circulo por su parte exterior o interior (ver Fig. 4.7). El
mismo tipo de curva aparece como la trayectoria de un punto que se mueve unifor-
memente sobre un circulo en tanto que el centro del circulo mismo se mueve
uniformemente a lo largo de una linea recta o de un circulo. Estas curvas juegan
un papel muy importante en la descripcién ptolomeica del movimiento aparente de
los planetas.

Algunas de las propiedades notables de las cicloides seridn discutidas mas ade-
lante en este capitulo (p. 446). *

d. Clasificacién de curvas. Orientacién

Definiciones

Entre las caracteristicas mas obvias de una curva estin el nimero de
partes separadas o ramas y el nimero de espiras que ellas tengan. Una
hipérbola es un ejemplo de una curva que consiste de dos ramas ajenas;
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otro de tales ejemplos es la curva 32 = (4 — x?) (¥ — 1) que consiste de
«dos 6valos separados. Nos interesarin particularmente las curvas consis-
tentes de una sola parte, las curvas conexas. Una curva conexa puede inter-
sectarse a si misma, como la trocoide (Fig. 4.7), o la “lemniscata” de la
Fig. 1.8.3, p. 126.

Una curva concxa sin autointersecciones se denomina simple. Entre las
curvas simples todavia se distinguiran las curvas cerradas, como los circulos
o las elipses, de las curvas que no son cerradas, como paribolas o segmen-
tos de recta. No se intentara aqui dar una clasificacidon ni rigurosa ni com-
plcta de las curvas, sino Unicamente sefalar ciertas caracteristicas “topolo-
gicas” de una curva, importantes para la representacién paramétrica.

Arcos simples

Una representacién paramétrica de una curva C por medio de dos fun-
ciones continuas, x = ¢(¢), y = ¢/(¢), define una transformacién del eje ¢,
o de una porcién dec él, en C. C se denominard un arco simple si puede
representarse de tal manera que el parimetro ¢ recorra un intervalo cerra-
do [a, b] sobre el €je ¢, formando asi el dominio de las funciones ¢(¢), ¢(t),
y si, ademis, diferentes ¢ en el intervalo corresponden a difcrentes puntos P
sobre C. Un ejemplo es el arco parabdlico x = ¢, y = ¢* para 0 <t < 1.

El mismo arco C (esto es, los mismos puntos del plano) puede ser re-
presentado paramétricamente de muchas maneras. Cualquier funcién mo-
nétona continua + = x(t), para a < ¢t < b, define un pardinetro = de manera
que x e y sean funciones continuas de 7 en un intervalo cerrado [a, 8] con-
veniente, correspondiendo valores diferentes de = a diferentes P. De hecho,
como es facil concluir, las substituciones monétonas continuas r = x(¢)
proporcionan las representaciones paramétricas continuas mds generales de
un arco simple que asignan diferentes puntos del arco a diferentes valores
del pardmetro. (Ver notas en la p. 78 rclativas a transformaciones conti-
nuas biunivocas.)

Una representacién paramétrica especial, x = x(t), y = y(¢), de un
arco simple C tienc un sentido definido sobre C correspondiente al sentido
de las ¢ crecientes. Dados dos puntos distintos cualesquiera, P,, Py, se dice
que P, sigue a P, si P; pertenece al mayor valor del pardmetro . Si se
introduce un nuevo paramectro r mediante una funcién continua creciente
= x(¢), ¢l orden de los pares de puntos con respecto a 7 es el mismo;
y el parametro 7 define el mismo sentido sobre C. Si x(t) es decreciente, el
sentido se invierte.

Direccion u orientacion de arcos

Un arco simple dirigido u orientado es aquél en el cual se ha escogido
un sentido definido (por ejemplo, el sentido que corresponde a un incre-
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Figura 4.8 Sentido y representacién paramétrica.

mento para una eleccién particular del pardmetro t); y ese sentido se
llama entonces el sentido positivo del arco. El sentido positivo queda com-
pletamente especificado si se sabe cual de los dos puntos extremos del arco
sigue al otro. Se denominard punto final del arco al punto extremo que si-
gue al otro, y punto inicial a éste. Dada cualquier representacién para-
métrica x = x(7), y = y(r) del arco oricntado, donde a < = < b, el sen-
tido positivo serd aquél que corresponde al sentido de las r crecientes si el
valor paramétrico + = a corresponde al punto inicial y el = = b, al punto
final; en caso contrario, el sentido de las 7 crecientes corresponderd al sen-
tido negativo del arco (Fig. 4.8).

Figura 49 Una curva con una espira: x = {2 — 1, y = ¢3 — t, cuyo sentido es el
de las t crecientes,
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Dos puntos distintos cualesquiera, P,, P,, sobre un arco simple C defi-
nen un subarco con puntos extremos Py, Py, el cual consiste de los puntos con
valores paramétricos comprendidos entre los correspondientes para Py y Pi.
Si C es un arco dirigido y P; sigue a P, c¢n el sentido positivo de C, se
obtiene un subarco dirigido con punto inicial P, y punto final P,. Un na-
mero finito de puntos de subdivisién sobre un arco simple dirigido C parte
dicho arco en una sucesién de subarcos dirigidos, siendo el punto inicial
de un subarco el punto final del que le precede.

A menudo resulta impractico restringirse a arcos simples e insistir en
que diferentes valores del pardametro ¢ pertenezcan a puntos diferentes
sobre la curva. Si, por ejemplo, las ecuaciones x = x(¢), y = y(¢) dan la
posicién de una particula mévil P en el tiempo ¢, no existe razén para
que la particula no pueda permanccer en reposo durante algin tiempo
0 para que su trayectoria no se corte a si misma de mancra que la par-
ticula regrese a la misma posicién un tiempo después.

Un ejemplo lo constituye la curva x =¢2— 1, y =¢* — ¢t [la cual
también podria describirse completamente mediante la ecuacién cubica
y? — x*(1 + x) = 0]. Conforme t varia desde — oo hasta +oo0, la curva
pasa por el origen dos veces, para ¢ = —1 y para t = +1 (Fig. 4.9). Fa-
cilmente se verifica que los demds puntos de la curva pertenecen a un Unico
valor de t. Geométricamente, el intervalo —1 < ¢t < +1 corresponde a
una espira de la curva. Aqui, nuevamente, el sentido de las ¢ crecientcs
define un cierto orden entre los puntos de la curva, al menos si se interpre-
tan de alguna manera los puntos correspondientes a t = —1 y a ¢t = +1
como diferentes, estando uno de ellos situado “encima” del otro. La curva
clbica completa y orientada puede descomponerse en arcos simples diri-
gidos, por ejemplo, en los arcos correspondientes a n <t < n + 1, donde
n recorre todos los enteros.

Curvas cerradas

El ejemplo usual de una representacién paramétrica en la cual valo-
res de ¢ diferentes corresponden al mismo punto de la curva estd dado
por las férmulas

X = acost, y=asent,

que describen el movimiento uniforme de un punto sobre una circunferen-
cia, siendo ¢ el tiempo. Conforme ¢ varia desde — oo hasta + o0 el punto
P = (x,y) recorre la circunferencia un numero infinito de veces en el
sentido contra reloj. Podemos hacer que los puntos de la circunferencia
sean recorridos exactamente una vez restringiendo ¢ a cualquier intervalo
semiabierto de longitud 27:

a<t<at 2m
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Los puntos extremos « y « + 27 del intervalo corresponden al mismo punto
de la circunferencia. Aqui los puntos extremos del intervalo paramétrico no
tienen un significado geométrico especial para la curva.

Generalmente, un par de funciones continuas, x = ¢(¢), y = ¢(?), de-
finidas en un intervalo cerrado a < ¢ < b representan una curva cerrada
si ¢p(a) = ¢(b) y ¢(a) = ¢(b). La curva cerrada serd simple si valores ¢
diferentes, con @ <t < b, corresponden a puntos diferentes (x,y).

El punto correspondiente a ¢t = a y ¢t = b podria ser cualquier punto
de la curva; y es justamente el punto en el cual la curva se “rompe” para
hacer que sus puntos correspondan a los de un intervalo sobre el eje.

Curvas cerradas representadas por funciones periddicas

Justamente como en el ejemplo de la circunferencia, se puede evitar el
distinguir cualquier punto de divisién particular tomando para ¢(t) y ¢(¢)
funciones periddicas con periodo p = b — a. Es sumamente valioso hacer
aqui algunos comentarios generales acerca de las funciones periddicas, a las
cuales regresaremos para tratarlas en forma mas intensiva en el capitulo 8.

Una funcién f(¢) se llama periddica con periodo p si estd definida para
todo ¢t y satisface la ecuacién f(t) = f(t + p). Asi, por ejemplo, las fun-
ciones trigonométricas sent y cost son periddicas con periodo 27, (Cuai-
quicr multiplo 2n7, donde 7 es un entero, es entonces también un periodo.)
Interpretada geométricamente, f(t) tiene periodo p si un corrimiento de
su grafica en p unidades hacia la derecha lleva nuevamente a la misma
grafica.

i | ol -
1 X | ! \__//
i :
| L 1 ,
a - -
\& t by t=1t+2p
p

Figura 4.10 Grafica de una funcién periédica. f(t).

Puesto que f{t) “se repite” a si misma, una funcién f(¢) de periodo p
esti determinada para todo ¢ si se conoce dicha funcién en un intervalo
a <t < b delongitud p = b — a (Fig. 4.10). En efecto, para cada ¢ existe
un valor # en el intervalo a < ¢’ < b tal que t — ¢ = np, donde n es un
ertcro [s6lo se tiene que tomar para n el mayor entero que no exceda a
(¢ — a) /p].- Entonces f(t) = f(¢#) es conocida.

De hecho, podemos partir con cualquier funcién f(¢) continua en un
intervalo semiabierto a < ¢t < b; y la funcién extendida serd, claramente,
continua para todo ¢ que no sea de la forma ¢ = a + np con n entero
(Fig. 4.11).
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a—p a b=a+p a+2p a+3p

Figura 4.11 Continuacién periédica de una funcién f(t) partiendo del intervalo
a<t<b.

Por ejemplo, la extensién en forma peridédica de la funcién f(¢) defini-
da por f(¢) = ¢ para 0 < ¢t < 1, conduce a una funcién de periodo p = 1,
que llamaremos “parte fraccional de ¢”, y la cual es discontinua en los
puntos ¢ que son enteros (Fig. 4.124). Generalmente, en ¢t =a + np la
funcién periédicamente extendida tendrd el valor f(a); y éste también
sera el limite de f al aproximarse al punto desde la derecha, en tanto que
el limite de f desde la izquierda serd el mismo que el correspondicnte al
punto b. En el caso de mayor interés para nosotros por ahora, comenzamos
con una funcién definida y continua en el intervalo cerrado a <t < b, la
cual tiene ademas el mismo valor en los puntos extremos: f(a) = f(b).
Continuando periédicamente tal funcién se llega siempre a una funcién
f(¢) de periodo p = b — a, la cual es continua para todo ¢. (Fig. 4.12b).

Las funciones periddicas continuas son ideales para representar curvas
cerradas C. Sea C dada paramétricamente por x = ¢(¢), y = y(t), para

fte)
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Figura 4.12 Continuacién periédica de las funciones f(¢) definidas inicialmente en
el intervalo 0 < ¢ < 1. Aqui (a) f(¢t) = ¢, (b) f(t) = 2t — 2¢2
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é, ¢ continuas en el intervalo ¢ < ¢ < b y teniendo los mismos valores en
ambos puntos extremos. Se puede extender la definicién de estas funciones
a todos los valores de ¢ de manera que ¢ y ¢ tengan periodo b —a = py
sean continuas para todo t. Para cualquier ¢ la representacién paramétrica
extendida solamente conduce a puntos de C puesto que se tiene ¢ = ¢’ + np
con n entero y a < ¢ < b. El punto correspondiente a ¢ es entonces el
mismo que e} correspondiente a ¢, el cual esta sobre C. Conforme t varia
desde — oo hasta + o el punto (x,y) recorre la curva C un nimero in-
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Figura 4.13 Orientacién de curvas cerradas en el sentido de las ¢ crecientes.

finito de veces, justamente como en el caso de la circunferencia x = a cos ¢,
y = asent. Aqui el papel sobresaliente del valor paramétrico t = a es eli-
minado. Para cualquier « la curva completa queda ahora representada por
x = ¢(t), y = ¢(¢) cuando ¢ varia desde « hasta « + p.

Una porcién de la curva cerrada C correspondiente a los valores del
parametro ¢ en un intervalo « < ¢t < 8 forma un arco simple si valores ¢
diferentes en ese intervalo conducen a puntos diferentes (x,y). La curva
cerrada C completa es una curva simple si diferentes ¢ en el mismo in-
tervalo @ < t < a + p siempre conducen a puntos diferentes sobre C. Asi,
cualquier intervalo paramétrico cerrado de longitud menor que p origina
un arco simple.
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Curvas cerradas compuestas de arcos simples. Orden de puntos

Las curvas cerradas que se considerarin pueden todas ellas descompo-
nerse en arcos simples. Si la curva cerrada C completa es simple, puede
descomponerse en dos arcos simples t, < ¢ <t, yt, <t <ty + p que ten-
gan solamente sus puntos extremos, Po, Py, en comun. El sentido de las ¢
crecientes determina un sentido positivo u orientacién sobre C, fijando una
direccién positiva sobre cada arco simple de C. Dos puntos distintos cua-
lesquiera, Py, P,, sobre la curva cerrada simple C dividen a ésta en dos arcos
simples. En el sentido de las ¢ crecientes exactamente uno de los dos arcos
tendrd a P, como punto inicial y a P, como punto final; lo llamaremos
PoP;. La inversa se cumple para el otro arco.

Orientacion y orden

La orientacién positiva de C puede también caracterizarse mediante
una terna ordenada de puntos PoP,P, de C, si se especifica que P. no esta
sobre el arco dirigido simple con punto inicial P, y punto final P,. Las
ternas P,P.P, y P.P,P, obtenidas por permutacién ciclica a partir de P,P,P-
describen la misma orientacién (Fig. 4.13a).

*En forma completamente general, cualesquier n puntos distintos sobre
la curva cerrada simple C, orientada, siempre sc suceden uno al otro en un
orden determinado P,P, - - P,, excepto por permutaciones ciclicas,! y divi-
den C en arcos simples dirigidos PyPs, ..., Py P,, P,P;. Pueden siempre
cscogerse valores paramétricos iy, s, ..., t, para los puntos Py, P., ..., P,
d~ manera tal que los ¢; formen una sucesién mondtona creciente y estén
tedos contenidos en uno y el mismo intervalo paramétrico de longitud igual
al periodo p (Fig. 4.13b).

Onientaciéon de curvas y dngulos

Como ya se ha sciialado en el capitulo 1, estamos obligados a hacer
uso de los signos méis y menos para establecer relaciones satisfactorias entre
los entes geométricos y los conceptos analiticos expresados por némeros.
Los ejemplos mas simples los contituyen las rectas dirigidas, tales como el
eje numérico. El sentido que se define como positivo en una recta es arbi-
trario al principio. Un sentido positivo correspondiente a valores crecientes
de t puede asociarse con cualquicr representacién paramétrica particular
x=at+ b, y=ct+d de la recta. Una recta orientada de esta manera
apunta en una cierta direccién. Dos rectas paralelas dirigidas tienen el mis-
mo sentido o bien sentidos opuestos. Una dircccién puede también deter-
minarse mediante un rayo que parte de un punto Py, esto es, mediante una
semirrecta que consistc de todos los puntos de la recta que “siguen” en el
sentido positivo a un punto dado P,.

! Esto es, PPy - - P,P,, P;Ps- - - PuPiPs, ..., PuP; -+ Psy dan la.misma orientacién.
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y

D
Figura 4.14 Angulo de inclinacién ¢ de una direccién D.

Cualquier direccién en el plano puede representarse mediante un rayo
que parte del origen, y también mediante el punto P que es comin al rayo y
a la circunferencia de radio 1 con centro en el origen. Si representamos esta
circunferencia unitaria en forma paramétrica mediante x = cost, y = sen ¢,
habremos asociado con cada direccién ciertos valores ¢ que difieren uno
de otro por multiplos de 2x. Estos son los llamados dngulos de inclinacién de
la direccién o angulos que la direccién forma con el eje x positivo. Existe
siempre cxactamente un angulo de inclinacién ¢ para el cual 0 < ¢ < 2«
(Fig. 4.14).

Los dngulos entre dos direcciones son simplemente las diferencias entre
sus angulos de inclinacién. Mds precisamente, puesto que el orden en el
cual se toman las dos direcciones es importante, decimos que una direc-
cion de inclinacién ¢’ forma con una direccidn de inclinacién ¢ un dngulo
a =1t —t” (Iig. 4.15). Como t y ¢’ pueden cambiar en maltiplos enteros
de 27, el mismo cambio es permisible para el dngulo que una direccién
forma con otra.

Sentido de rotacién

También se dice que la direccién con é4ngulo de inclinacién ¢’ se con-
vierte en la direccién ¢’ mediante una rotacidn a través de un 4ngulo «. La

D" y

Figura 4.15 Angulo « que la direccién D’ forma con la direccién D",
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idea intuitiva de rotacién es aqui la de un mowimiento continuo mediante
el cual la direccién con inclinacién ¢’ se transforma en la direccién con
inclinacién # pasando por las direcciones con todas las inclinaciones posi-
bles ¢ intermedias entre ¢/ y ¢. La rotacién se denomina positiva o contra
reloj st @« = ' — ¢” cs positivo, y negativa o en el sentido del reloj para el
caso contrario. Por supuesto, existen muchas rotaciones diferentes, tanto
en el sentido del reloj como en el opuesto, que convertiran una cierta di-
reccién en otra direccién dada, a menos que se especifique que el dngulo
de rotacién satisface —7 < a < 7.

Entonces, finalmente, el sentido positivo de rotacién estd asociado con
una representacién paramétrica particular x = cos ¢, y = sen ¢ de la circun-
ferencia que se ha escogido. Si, como es costumbre, et eje x apunta hacia
la derecha y el eje y hacia arriba, entonces el sentido positivo de rotacién
coincide con el sentido opuesto al dc las manecillas de un reloj conven-
cional.!

Lados positivo y negativo de una curva

Una curva separa los puntos del plano cercanos a uno de sus puntos P
en dos clases. Por lo menos localmente pueden distinguirse dos “Jados” de
la curva. Si la curva C estd orientada podemos
definir un lado positive (o “izquierdo”)? y un lado
negativo (o ‘“‘derecho”) de la siguiente manera.
Considérese un rayo que parte de P. Se dice que
este rayo apunta hacia el lado positivo de una cur-
va si existen puntos Q sobre la curva, arbitraria-
mente préximos a Py que siguen a P en el sentido
dado a la curva, tales que la recta PQ deba gi-
rarse en el sentido contra reloj un dngulo compren-
dido entre 0 y = para llegar al rayo dado (Fig.
4.16). Los puntos sobre el rayo cercanos a P se dice
que estin sobre el lado positivo de la curva. En el
caso opuesto se dicc que el rayo apunta hacia
el lado negativo de C y que los puntos sobre él
estan en el lado negativo de la curva. Si C es una
Figura 4.16 Lados po- curva cerrada simple, ella divide todos los puntos
sitivo y negativo de un o) b1ang en dos clases, los interiores a C y los ex-

arco orientado. plano cn dos clases, y los ex

teriores a C.> Se dice que C tiene una orientacion

1 Este sentido, a su vez, es sugerido por el movimiento en el suelo de la sombra
de un reloj de Sol en el hemisferio norte.

2 Los términos “lado derecho” e “izquierdo” corresponden al uso ordinario de
las palabras “ribera izquierda” y ‘‘ribera derecha” para un rio orientado segin la
direccién de su flujo.

3 Estos conceptos, asi como la divisién del plano en dos partes por medio de una
curva continua, cerrada, simple, se analizan en forma precisa en la topologia. Aqui
deben aceptarse sobre una base intuitiva.
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contra reloj si su interior estd sobre el lado positivo (esto es, izquierdo)
(Fig. 4.17).

Pero si la curva cerrada C consiste de varias espiras, entonces no siempre
es posible recorrer la curva de manera que todas las regiones encerradas
estén en el lado positivo de ella (véase Fig. 4.18).

Figura 4.17 Curva cerrada simple con orientacién contra reloj.

+

Figura 4.18

e. Derivadas, tangentes y normales en representacion paramétrica

Direccion vy velocidad

Para una curva C dada en representacién parameétrica usando el tiempo
como parametro t,

x=x(t) =¢(1), y=y(t) =y,

las derivadas se denotan, como lo hizo Newton, mediante un punto:

Las derivadas % e y son a menudo visualizadas convenientemente como las
“componentes de velocidad” o las “velocidades” de las coordenadas de un
punto P que se mueve a lo largo de C.

Siempre que x £ 0, serd posible representar la correspondiente porcién
de C por medio de una ecuacién y = f(x) calculando primero ¢ como una
funcién de x a partir de la primera ecuacién y luego substituyendo la ex-
presién resultante para ¢ en la segunda ecuacién. Por la regla de la cadena
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de la derivacién y la regla para la derivada de la inversa de una funcién
(ver p. 228), se encuentra que la pendiente de la tangente a la curva esta
dada por

La formula equivalente dx/dy = /9 se cumple si y=£0.

A mcnos que se especifique lo contrario, siempre se supondra que X ¢ y
no se anulan simultineamente, o sca, escrito en forma concisa, se supon-
dra que

#+ 32 5£0.
Entonces la tangente siempre cxiste; * es horizontal si y = 0 y vertical si
x*=0.
Para la cicloide, por ejemplo [ver Ec. (1), p. 347] se tiene

. b
x=a(l — cost) =2ascn-6,

t t
y = asent = 2ascnﬁcos—,

2

dy' cot
dx °

Nj =~

Estas férmulas muestran que x% + 52 £ 0 excepto para t = 0, 2w, 4,
.... Ademas, la cicloide tiene una cuspide (esto es, un punto en el que se
invierte la direccién) con una tangente vertical en esos puntos excepciona-
les, en los que también encuentra al eje x, csto es, para los cuales y = 0.
En cfecto, al aproximarse a estos puntos la derivada y/ = y/% = cot (¢/2)

se vuelve infinita.

Tangente, normal y cosenos directores

La ecuacién de la tangente a la curva en el punto x, y es
_dy
Y Yy = d—x (é X))

donde £ y 5 son las coordenadas “variables” correspondientes a un punto
arbitrario sobre la tangente, en tanto que x,y y dy/dx tienen los valores

1 Observamos que la condicién %2 + §2 5= 0, aunque suficiente, no es necesaria
para garantizar una representacién no paramétrica. Asi, podemos definir la curva
y == x2 por medio de las ecuaciones paramétricas x = t3, y = ¢6. En el origen del
eje t la condicién de positividad para 2 4+ j? falla, pero atn la curva tiene una
representacién no paramétrica bien definida.
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fijos que corresponden al punto de contacto. Substituyendo dy/dx por 7/
podemos escribir la ecuacién de la tangente en la forma

(5) (E=x)3— (g —p)*=0
La misma ecuacién exactamente se obtiene con la hipétesis y£0; y lo
inico que se necesita es expresar x como funcién de y. En los puntos excep-
cionales para los que tanto % como § se anulan para el mismo valor ¢, la
ecuacién pierde todo significado, pues entonces es satisfecha por £ » cua-
lesquiera.

La normal a la curva, esto es, la recta que pasa por un punto de la

curva y es perpendicular a la tangente en ese punto, tiene la pendiente
—dx/dy. Esto conduce a la ecuacién

(6) (E—x)x+(n~9y9p=0

para la normal.

Si un punto de C corresponde a varios valores de ¢, entonces en general
existe una tangente diferente para cada una de las ramas de la curva que
pasan por el punto, o para cada valor de ¢. Por ejemplo, la curva x = {2 —
1,y =1t*—t (Fig. 4.9, p. 353) pasa por el origen para t = ~1 yt = +1.
Para t = —1 sc encuentra que la ecuacién de la tangente es £ + » =0,
en tanto que para t = +1 la tangente estd dada por £ — 4 = 0.

De la definicién de derivada se tiene

donde « es el angulo que la tangente forma con el cje x. Esto significa que
una rotacién del eje x a través del dngulo « (contra reloj si « > 0, en el
sentido del reloj si « < 0) hard que dicho eje sea paralelo a la tangente.
Entonces también rotaciones a través de angulos @ = m, @ == 27, ... haran
el eje x paralclo a dicha tangente. Por lo tanto, el dngulo « estad determi-
nado solamente salvo un miltiplo de =, en tanto que tan a estid determinada
en forma dnica. De las relaciones y/% = (sena)/(cosa) v %2 + 9240 se
obtienc

i y
CoOS ¢ = == ——e, Sena—:-*_--—‘—,_—__.—
\/i«?-*—yz x2+y2

(debiendo usarse ¢l mismo signo en ambas férmulas). A cosa y sena se
les Nlama los cosenos directores de la tangente.?

Asignacion de direcciones a la tangente y a la normal

Las dos posibles elecciones para los cosenos directores corresponden a
las dos direcciones en las cuales puede recorrerse la tangente; y los corres-

1 Aqui se concibe sen a como cos 8, donde 8 = 7/2 — « es el 4ngulo que el eje y
forma con la tangente.
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pondientes Angulos e difieren entre si en un multiplo impar de «. Una
de las dos direcciones de la tangente corrcsponde a t creciente; la otra,
a t decreciente. Supéngasc que la direccién de la curva es la asociada a
las ¢ crecientes. Entonces, por definicién, la direccién positiva de la tangen-
tc, o la que corresponde a valores crecientes de ¢, es aquélla que forma con
el eje x positivo un dngulo « para el cual cosa tiene el mismo signo que #,
y sen .« ¢l mismo signo que y. Los cosenos directores correspondientes a esa
direccién de la tangente son entonces, sin ambigiiedad:

(7) cosa = *i:, sena:—-»l_-w
Vit gt Vit + oy

Si, por ejemplo, x = dx/dt > 0, la direccién de la tangentc que corres-
ponde a las ¢ crecientes es también la que corresponde a las x crecientes;

y

Tangente

Normal

8

Figura 4.19 Tangente y normal positiva de una curva orientada.

y el 4ngulo que esa direccién forma con el eje x positivo tiene entonces
un coseno positivo. Anadlogamente, la direccién normal que se obtiene ha-
cicndo girar un 4ngulo 7/2 en el sentido positivo (contra reloj) la direccién
de la tangente positiva, que corresponde a valores crecientes de ¢, tiene
como cosenos directores

COS(O('*‘E):————*“__y, ser)(a-i“z):'————_i__—
2] va+tye 2) Vit

Esta es la llamada direccién normal positiva y apunta hacia el “lado posi-
tivo” de la curva (Fig. 4.19).
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Si se introduce un nuevo parimetro r = x(¢) para la curva, los valores
de cos« y sen a no cambian si dr/dt > 0 y cambian de signo si dr/dt < 0;
esto es, si cambia el sentido de la curva cambian también los sentidos posi-
tivos de la tangente y de la normal.

Puntos criticos

Si % e y son continuas y &* + 2 > 0, las cantidades cose y sena que
determinan la direccién de la tangente variaran continuamente con t. La
tangente, cuya ccuacion es

(¢ - x)sena — (p — y) cosa =0,

cambia entonces en forma continua a lo largo de la curva; lo mismo que
la normal.

Si % e y se anulan para cierto valor de ¢, los cosenos directores de la
tangente no quedan definidos por nuestras formulas; y la tangente puede
no cxistir en absoluto o no estar definida en forma unica. A tales puntos
se les llama puntos “criticos” o puntos “estacionarios”. Mediante ejemplos se
ilustraran varias posibilidades en relacién con los puntos criticos.

Uno de tales ejemplos lo proporciona la curva y = |x| con la represen-
tacién paramétrica x = t3, y = [t{%; esta curva tienc una esquina para
¢t = 0, aunque tanto ¥ como 9 son continuas. En el ejemplo de la cicloide,
discutido en la p. 362, los puntos ‘“‘estacionarios” en los cuales x =y =10
corresponden a clspides. Por otra parte, en algunos casos la anulacién de
% y de  es sélo consecuencia de la representaciéon paramétrica especifica y
no tienc relaciéon con ¢l comportamiento de la curva, como ocurre para la
recta representada por x = t%, y = t° para el valor paramétrico ¢t = 0.

Esquinas

Las curvas que consisten de varios arcos suaves que se unen en esqui-
nas son representadas convenientemente en forma paramétrica mediante

y

Figura 4.20 Gréafica de x =¢, y = (¢t + |¢|).
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funciones x(t), y(¢) continuas pero con derivadas %, y que presentan dis-
continuidades de salto. Esto queda ilustrado por el ejemplo trivial de la
linea quebrada con representacién

x ={, y=20 para t <0

X =t y =t para ¢t > 0.

Aqui = 1,9 =0parat <0,yx=1,9=1parat>0. Ent =0 la tan-
gente estd indeterminada (ver Fig. 4.20).

f. La longitud de una curva
La longitud como una integral

Existen dos tipos difercntes de cantidades o propiedades geométricas
asociadas con una curva. El primer tipo depende sélo del comportamiento
local de la curva, csto es, en la inmediata vecindad de un punto; tales
propicdades son aquéllas que pueden representarse mediantc derivadas en
el punto en cucstién. Propicdades del segundo tipo, las propiedades globales,
dependen de la configuracion total de la curva o de una porcién de ella
y son usualmente cxpresadas en forma analitica mediante el concepto de
integral. Empezaremos considerando una cantidad del segundo tipo, la lon-
gitud de una curva.

Por supucsto, s¢ tiene ya una nocién intuitiva de lo que se entiende por
longitud de una curva. Sin embargo, como en el caso clisico de los arcos
circulares, debe darse un significado matematico preciso al concepto intui-
tivo. Guiados por la intuicién definimos la longitud de una curva arbitra-
ria como el limite de las longitudes de poligonos que se le aproximan, en
particular, poligonos inscritos. Las longitudes de los poligonos, a su vez,
son definidas no bicn se escoja una unidad de longitud. El resultado final
serd la expresién de la longitud mediante una integral.

Considérese la curva dada en la forma x = x(¢), y = y(t), « <t < B.
En el intervalo comprendido entre « y B8 se escogen puntos intermedios
t1, L2y ..., tney tales que

=ty <t <t < <ty < by =

Los puntos Py, Py, ..., P, de la curva que corresponden a estos valores ¢;
en el mismo orden se unen mediante segmentos de recta, obteniéndose asi
un poligono inscrito. la longitud del perimetro de este poligono inscrito
depende de la manera en que los puntos ¢t; o los vértices P; del poligono
sean escogidos. Déjese ahora que ¢l namero de puntos #; crezca mas alld de
toda cota, dc manera que, al mismo tiempo, la longitud del subintervalo
(ti, ti,1) mas largo tienda a cero. La longitud de la curva se define entonces
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como el limite de los perimetros de estos poligonos inscritos, siempre que
tal [imite exista y sea independiente de la manera particular como se esco-
jan los poligonos. Cuando esta hipétesis (hipotesis de rectificabilidad) se
satisface, podemos hablar de la longitud de la curva.

Se supondri que las funciones x(¢) e y(¢) tiencn derivadas () ¢ P(¢)
continuas para a < ¢ < B. El poligono inscrito correspondiente a la subdi-
visién del intervalo ¢ mediante los puntos ¢;, con At; = ¢;,, — ¢t;, tiene vérti-
ces Py = (x(¢:), y(t:)) ; su longitud total estd dada por la expresién

S=3PF =3 Viltn) — () F * bl — 5(EF,

de acuerdo con el teorema de Pitigoras (cfr. Fig. 4.21, p. 374). Por «cl
teorema del valor medio del calculo diferencial,

x(ti) — x(t) = #(&) at, y(tin) = y(ti) = 9(q:) At;,

donde &; y 5, son valores intermedios en el intervalo ¢; < ¢t < ¢;,,. Esto
conduce a la expresién

$u =3 VIFEIF ¥ 0T at

para la longitud del poligono, donde se ha usado el hecho de que las dife-
rencias A¢; son positivas. Si el ndmero n de puntos ¢; de subdivisién crece
mas alla de toda cota e¢n tanto que, simultineamente, el maximo valor At;
tiende a cero, la suma S, tiende a la integral

4 [
L= S Vi 4+ prde.
Iiste hceho es una consecuencia directa dc los teoremas de existencia para
integrales, del capitulo 2.1

Lo anterior prueba que, para %, ¥ continuas, la curva realmente tiene
una longitud y que csta longitud estd dada por la expresién

(8) L= SB Vi 4 P2 dt.

La misma regla cs valida si se admite que % e 9 sean discontinuas en pun-
tos aislados, en los que la curva podria no tener, entonces, una tangente
Unica; y, por supuesto, la integral debe entonces ser considerada como “im-
propia” (ver capitulo 3, p. 320). Curvas “rectificables” mas generales, para
las cuales la integral anterior sigue teniendo significado, no seran discutidas
en este volumen.

! Puesto que los puntos intermedios ¢ y 7 no necesariamente coinciden, hace-

mos uso de las sumas de aproximacién mas generales cuya convergencia a la integral
,

se demostré en la p. 216.
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Definicién alternativa de longitud

Hacemos una observacién interesante: El perimetro § de cualquier poligono
inscrito = nunca puede exceder la longitud L de la curva. (En particular, la distancia
entre los puntos extremos de la curva no puede exceder a L, pues la linea recta que
une los puntos extremos es la curva mds corta que va de uno de tales puntos al
otro.) En efecto, L puede obtenerse como el limite de los perimetros de una sucesidn
especial de poligonos inscritos, en la cual se parte con el poligono = de perimetro §
y se obtienen los siguicntes agregando en forma sucesiva mas y més vértices. Inser-
tando un vértice adicional entre dos vértices sucesivos de un poligono inscrito nunca
pucde llegarse a una disminucién de los perimetros, pues un lado de un tridngulo
jamas excede la suma de los otros dos. Asi, L cs el limite de una sucesién no de-
creciente de perimetros que comicnza con . Por tanto, § < L. Por consiguicnte,
en vez de definir L como el limite de los perimetros de una sucesién de poligonos
inscritos correspondientes a subdivisiones cada vez mas finas del intervalo ¢, podria
también haberse definido L como ¢l extremo superior! de los perimetros de todos
los poligonos inscriptos. Es interesante ¢l hecho de que la longitud pueda definirse
sin recurrir formalmente a ningén paso al limite.

Invariancia de la longitud respecto de cambios de pardmetros

Resulta claro de la definicién que la longitud L de una curva C no
puede depender dec la rcpresentacién paramétrica particular usada para C.
Por lo tanto, si se introduce un nucvo parametro + = x(t), donde dr/d¢t > 0,
nuestra férmula integral para L debe dar el mismo valor independiente de
que el parametro usado sca ¢t o 7. Esto puede verificarse inmediatamente
a partir de la regla de la cadena de la derivacién y de las leyes de substi-
tucién para integrales. En efecto, se tienc

Vit “/(dz + .dt)

fl

A/(dr dt.) + (‘d’r dr,)
dT dr' dt

por lo tanto, si x(a) — a, x(B8) — b,
S B
L___f N J',’.! + "/.! d f // dl»' d?/) dT dt
dr T
_ f J (dx) dl/) dr,
dT

de manera que la expresion de la longitud basada en el pardmetro r con-
duce al mismo valor de L. Si, por otra parte, dr/dt < 0, anidlogamente se
encuentra

1 Definido como la menor de las cotas superiores, o supremum, y denotado fre-
cuentemente por los simbolos “extr” y “sup”. (Cfr. pp. 120-121). (N. del R.)
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[ ("") ("y)

y el miembro derecho es nuevamente la integral correcta para la longitud
de C referida al parametro 7, puesto que ahora b < a debido a que x(¢)
es una funcién decreciente.
Para una curva dada en forma no paramétrica mediante la funci6n
= f(x), a < x < b, podemos introducir x como pardmetro ¢. Entonces
=1, 9 = dy/dx. La longitud de la curva queda entonces dada por

(9) L=S: \/1+(§§)2dx-

Ejemplos. Como un ejemplo se encuentra la longitud de un segmento
de la paribola y = #x? correspondiente al intervalo a < x < b:

b
L=S V1 + x%dx.

t

En este caso la substitucién x = senh ¢ (véase capitulo 3, p. 293) conduce a

ar senh b ar senh b
S cosh®*t dt = % (1 + cosh 2¢) dt
ar senh a ar senh a

ar senh b

= 4(¢ + senh t cosh ¢)

ar senh a
= ¥(arsenh b + b\/1 + b? — arsenh a\/1 + a?).

Para una curva dada por la ccuacién r = r(8), « < 6§ < B, en coorde-
nadas polares, se tiene la representacién x = r(6) cosd, y = r(0) sen @.
Escogiendo f como parimetro se tiene

x=r71cos0 — rsenf, y=rsenf +rcosfh, x*+9*=1r2+ 72

Esto conduce a la expresién

4 TN 2
(10) L=Sa ‘/,24_(‘310) a6

para la longitud de una curva en coordenadas polares. Por ejemplo, para
la circunferencia de radio a alrededor del origen se tiene la ecuacién r =
constante = a, 0 < § < 27. Esto da para la longitud total de la circun-
ferencia

27
L:S adf = 2ra.
0
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Aditividad de la longitud

Sea C una curva dada por x = x(¢), y = y(¢t), « <t < B, donde x e y
son continuas. Sea y cualquier valor entre « y 8. Por las reglas generales
para integrales se tiene

'8 Y B
S Vi + 2 dt = j Vit + 52 dt +$ Vi T+ yde
N « v
Las integrales de la derecha representan respectivamente las longitudes de
las porciones en las que C es dividida por el punto correspondiente a ¢ = y.
Por lo tanto, la longitud de la curva completa es igual a la suma de las
longitudes de sus partes.

No es necesario que x e 9 sean continuas. Las integrales existen también
cuando % e j tienen un ndmero finito de discontinuidades de salto, como
ocurriria para una curva con esquinas. La longitud total de la curva cs
entonces la suma de las longitudes de las porciones suaves comprendidas
entre esquinas. Comportamientos ain mas singulares de £ e 9 son permiti-
dos siempre y cuando la expresién de la longitud tenga sentido como integral
impropia.

g. La longitud de arco como parametro

Hemos visto que una y la misma curva admite muchas representaciones
paramétricas diferentes x = x(t), y = y(¢). Cualquier funcién monétona
de ¢ puede usarse como parametro en lugar de ¢. Sin embargo, para mu-
chos propésitos es ventajoso tomar como referencia para C algun “parame-
tro usual” que de alguna manera sea distinguido geométricamente. La abs-
cisa x o el angulo polar  no son adecuados para ese propésito si las curvas
han de describirse globalmente; ademas, dichos pardmetros dependen de la
eleccién del sistema de coordenadas. La posibilidad de medir longitudes a
lo largo de una curva proporciona un parametro natural definido geométri-
camente al cual pueden ser referidos los puntos P de una curva rectificable.
Este pardmetro es la longitud de la porcién de la curva comprendida entre
P y algiin punto fijo P,.

Comenzamos con una representacién paramétrica arbitraria x = x(t),
y=y(t), a <t < B de C. La derivacién con respecto a ¢ es indicada me-
diante un punto. Introducimos la “longitud de arco” s por medio de la
integral indefinida

(11) 525\/£2+5)2dt,
o, en forma maés precisa, s como una funcién de ¢ por

to

(11a) s=s(t) =c+ S‘ Vi#(r) +9*(7) dr,
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donde ¢ es una constante, #, es un valor entre « y B8, y con 7 se designa la
variable de integracién para distinguirla del limite superior ¢. Claramente,
para cualesquier valores ¢; y ¢, del intervalo paramétrico la diferencia
rts

(12) sug—sm)=3 Vi + 5 ds

t1
es igual a la longitud del pedazo de curva limitado por los puntos corres-
pondientes a £ = ¢; y ¢t = t., suponiéndose ¢, < t,. Para t; > ¢, la diferen-
cia s(t;) — s(¢,) es la negativa de la longitud de esa porcién de curva.
Asi, ¢l conocimiento de cualquier integral indefinida s permite calcular la
longitud de cualquier parte de la curva.

El signo de la longitud de arco

Si la constante ¢ tiene el valor 0, puede interpretarse s(¢) como la lon-
gitud de arco de la curva (o “distancia a lo largo de la curva”) entre el
punto P, con parametro £, y el punto P con parametro ¢. Aqui la longitud
se cuenta positiva en el caso en que el arco con punto inicial P, y punto
final P tenga la orientacién correspondiente a las ¢ crecientes.

La forma integral de la definicién de s es equivalente a la relacién

ds _ I/dx dy\ ?
12a — =4 = )2 &y
(122) dt V(m) +(m)‘
Usando la notacién simbdlica para diferenciales (p. 201), ds = (ds/dt)dt,
etc., podemos escribir esa rclacién en la sugestiva forma

ds = Vdx* + dy*

para el ‘“‘elemento de longitud” ds.

Velocidad de movimiento a lo largo de una curva

Si ¢ se interpreta como el tiempo y x(¢), y(¢) como las coordenadas de
posicién en el tiempo ¢ de un punto o particula puntual mévil, se tiene que

._ds _ ., s(t+ h)—s(¢)
S—E——}:_xg——%——h

da la medida de la variacién respecto al tiempo de la distancia recorrida
por el punto a lo largo de su trayectoria, esto es, la velocidad de la par-
ticula en el instante £.? Para una particula que se mueve con velocidad

1 Nétese que la variable s no es unica; depende de la eleccién de Po y ¢ y tam-
bién de la orientacién inducida por el pariémetro t sobre la curva. Sin embargo,
cualquier otra longitud de arco es expresable en términos de s en la forma (s + cons-
tante) o bien (—s 4 constante).

. 2 O sea, el limite de la razon incremental As/h de espacio sobre tiempo h. El co-
ciente As/h se llama velocidad media del punto en el intervalo (¢,t + h). (N. del R.)
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uniforme a lo largo de la curva § es constante y s es entonces una funcién
lineal del tiempo ¢.
Si nuestra hipétesis usual de que

2+ 9 5£0
se satisface, tenemos-ds/dt =0 y podemos entonces introducir s como pa-
rametro. De esta manera se simplifican una gran cantidad de férmulas y
calculos. Las cantidades
dx _dx dt _ x dy dy dt _ y

ds dt ds  V#F -y ds dt ds  VE -y

son entonces justamente los cosenos directores de la tangente que apunta
en la direccién de s creciente (ver (7), p. 364). La relacion

) (#) (&) -

caracteriza ¢l pardmetro s como la longitud de arco a lo largo de la curva.

h. Curvatura

Definicion mediante la medida del cambio de direccion

Se discute a continuacién un concepto bdsico que se reficre solamente
al comportamiento local de una curva en la vecindad de un punto, el
concepto de curvatura.

Conforme se recorre la curva, el angulo de inclinacién « de la tangente
a la curva variard en una medida definida por unidad de longitud de arco
recorrida. Llamaremos a esta medida del cambio de a la curvatura de la
curva. De acuerdo con esto, la curvatura esta definida como

da

(14) =

Expresiones paramétricas. Supbéngase que la curva estd dada paramé-
tricamente mediante las funciones x = x(¢), y = y(¢) que tienen primera
y segunda derivadas con respecto a ¢ continuas, para las cuales se cumple
%2 + 5254 0. Al calcular da/ds, o sca, la medida de cambio del angulo de
direccién a en el punto P, se tienc que tomar en cuenta que « no esta defini-
do en forma Gnica. Sin embargo, la funcién trigonométrica de «, tana = y/x
(o bien cot @ = x/y para ¥ = 0) tiene un valor definido. Para formar da/ds
puede siempre suponerse que los valores paramétricos pertenecientes a pun-
tos en la vecindad de P estan todos ellos en un intervalo en todo el cual
una de las cantidades %, y es diferente de cero. Si, por ejemplo, x =0, se
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puede asignar a a un valor que varie continuamente con ¢ en el intervalo
tomando simplemente

a = a(t) = arc tan% + n,

donde 7 es un cntero fijo, posiblemente negativo, y “arc tan” indica el valor
principal de la funcién (cfr. p. 236), el cual estid entre —x/2 y =/2. Ana-
logamente, si 9 <0 en el intervalo, se puede tomar para « la expresién

x x
«a(t) = arccot— + nw = - — arc tan— + nr.?
y

oy

En cualquier caso, se encuentra por derivacién directa para cualquier
representacién paramétrica:

_da _ xy — xy
CTdH T ey
Puesto que también (ver (12a), p. 371)
ds —_—_—
= = v2 2
5= Vi +92,

se obtiene para la curvatura da/ds = /5 de la curva la expresién
da  « iy — Px
15 ===t
(15) “T LT T
Escogiendo en particular la longitud de arco s como el parametro ¢ se tiene
Ay =1

[véasc Ec. (13), p. 372] y, por lo tanto, se obtiene el resultado simplificado
(15a) K = XY = PX.

Signo y valor absoluto de la curvatura

Introduciendo un nuevo parametro r = 7(t) en lugar de ¢ no se afecta
la direccién de la tangente y, por lo tanto, no ocurre un cambio en a.
Anilogamente, el valor absoluto de la diferencia de los valores de s en dos
puntos tiene un significado geométrico que es independiente de la eleccién

1 Podriamos definir a(t) como una funcién continua para todos los valores del
pardmetro ¢ dividiendo el intervalo paramétrico total en subintervalos en cada uno
de los cuales ¥~ 0 o 5= 0. En cada subintervalo podemos definir entonces a(t)
por medio de una de las expresiones de arriba, eligiendo el entero constante n en
cada subintervalo de manera que los valores de « en el extremo comin de dos inter-
valos adyacentes, calculados usando las expresiones correspondientes a esos intervalos,
coincidan.
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Figura 4.21 Rectificacién de curvas.

del parametro, a saber, el significado de distancia medida a lo largo de la
curva. Sin embargo, el signo de la diferencia debe siempre tomarse como
el signo de la diferencia entre los correspondientes valores paramétricos,
puesto que se ha definido s como una funcién creciente de ¢. Asi, el valor
absoluto de la curvatura |x| = |da/ds| no depende de la eleccién del pari-

0 =X

Figura 4.21(a) Curvatura « = lim Ae/As de una curva. (En el caso ilustrado se
tiene x < 0.)



Sec. 4.1 Teoria de curvas planas 375

metro, en tanto que el signo de « depende del sentido sobre la curva que
corresponde a ¢ creciente. Obviamente, « > 0 significa que « crece con s,
esto es, que la tangente gira contra reloj conforme se recorre la curva con
s o t crecientes (ver Fig. 4.21a). En este caso la orientacién de la curva C
es tal que el lado positivo de ella también es su lado “interno”, esto es, el
lado hacia el cual C se dobla.

0

Figura 4.22 Gréfica de una funcién f(x) convexa (izquierda) y céncava (derecha).

Si la curva estd dada mediante una ecuacién y = f(x), se tiene, usan-

do x como parametro,
- Y

(o) SEToL
donde ¥ e 9" son las derivadas de y con respecto a la variable x. Aqui el
signo de la curvatura es el que corresponde a las x crecientes. Obviamente,
k es positiva para y/ > 0; en este caso la tangente gira contra reloj con-
forme x crece; y la funcién f(x) se llama convexa. La porcién de la curva
que une dos puntos cualesquiera estd por debajo de la linea recta que une los
mismos puntos. Para 9 < 0 la tangente gira en el sentido del reloj para x
creciente, y la funcién f se llama c¢éncava. (Fig. 4.22.) Aqui la curva estd
por encima de la cuerda que unc dos de sus puntos. El caso intermedio en
que la curvatura tiene el valor cero corresponde (en términos generales)
a un punto de inflexion, en el cual y” = 0 (ver p. 258).

Ejemplos. Para la curvatura de la circunferencia de radio @ dada por
X = acost, y = asent se encuentra el valor constante 1/a a partir de la
férmula general (15). Asi, la curvatura de una circunferencia recorrida
en el sentido contra reloj es la reciproca del radio. Este resultado nos ase-
gura que nuestra definicién de curvatura es realmente adecuada; pues en
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el caso de una circunferencia pensamos como cosa natural que la reciproca
del radio sea una medida de su curvatura.
Un segundo ejemplo es la curva definida mediante la funcién y = x°
La curvatura es
6x

K:

Para x < 0 la funcién y = x* es cdéncava puesto que x < 0, y la tangente
gira en el sentido del reloj, en tanto que para x = O se tiene un punto de
inflexién, y para x > 0 la funcién se vuelve convexa.

Una funcién cuya curvatura es idénticamente igual a cero cs una linea
recta, como puede verse facilmente por nuestra definicién, y la linea recta
es la Unica curva que satisface esa condicién.

Circunferencia de curvatura y centro de curvatura

Introducimos p = 1/x. La cantidad |p| = 1/|«| se llama radio de curva-
tura en el punto en cuestién. (Es infinito en un punto de inflexién, en el
que « = 0.) Para una circunferencia el radio de curvatura en cualquier
punto es justamente el radio de la circunferencia.

A cualquier punto P = (x,y) de la curva C se le asigna una circun-
ferencia tangente a C en P y que tienc la misma curvatura que C cuando
la curva y la circunferencia sc recorren en el mismo sentido en P. Esta cir-
cunferencia se llama circunferencia de curvatura de la curva C en el punto
P.' Su centro es el centro de curvatura de la curva C correspondiente al
punto P. (Fig. 4.23). Puesto que C y el circulo tienen el mismo radio de
curvatura, el radio de la circunferencia debe ser ¢l radio de curvatura |p|
de C, y el centro (£ 4) de la misma debe estar sobre {a normal a C en
el punto P y a una distancia |p| de este punto. Ademds, puesto que C' y la
circunferencia se curvan hacia ¢l mismo lado, ¢l centro esti a lo largo
de la direccién normal cn P, sobre el lado positivo o el negativo segin que
la curvatura k sea positiva o negativa.

La direccién que va de P al centro de curvatura forma un angulo
a 1+ 7/2 con el ¢cje x positivo si x > 0. Asi, si £, 5 son las coordenadas el
centro de curvatura y x, y las de P, se tiene [Ver Ec. (7), p. 364]:

£ cos(a-i—z) =—scna=____y_,
P 2 Vit gyt

il

7}—————yzsen (a+z) =cosa = e,
P 2 \/i’2+)32

1 Algunos dicen “circulo de curvatura”, aunque es claro que se trata de una
circunferencia. Tal lenguaje erréneo aparece en varias lenguas. (N. del R.)
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y

(¢ n) 1

T

Figura 4.23. Circulo de curvatura T' y centro de curvatura (£, 3) correspondientes
a un punto P de la curva C.

Por lo tanto, para x > 0 resulta

g:x—___fz___ -,):y—*—__.px

(7 N VE T

Si el arco cuya longitud es s se toma como parametro ¢, se obtienen las
sencillas expresiones

(17a) E=x—pp, n=ytpk

Las mismas férmulas para §, % se obtienen cuando « < 0, en cuyo caso ei
radio de curvatura es —p y, ademas, la direccién que va de P al centro
forma un 4ngulo @ — 7/2 con ¢l ¢je x positivo.

La circunferencia de curvatura como circunferencia osculatriz

Las férmulas (17) dan una expresiéon para el centro de curvatura en
términos del parimnctro ¢ correspondiente al punto P de la curva. Confor-
me ¢ recorre todos los valores del intervalo paramétrico, el centro de cur-
vatura describe una curva, la llamada evoluta de la curva dada; y, puesto
que, junto con x e y, se ticnen que considerar %, y y p como funciones co-
nocidas de ¢, las férmulas anteriores dan las ecuaciones paramétricas de
esta evoluta. En el Apéndice I, p. 442, se encontrardn ejemplos y una
discusién de las propiedades geométricas de la evoluta.

Dos curvas cualesquiera se dice que “osculan” en un punto P, o que
tienen “contacto de orden dos” en P, si dichas curvas pasan por P, tienen
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la misma tangente en P y tienen también la misma curvatura cuando se
orientan de la misma manera. Obviamente, dos curvas osculantes tienen
la misma circunferencia y el mismo centro de curvatura en P. Si las curvas
estan dadas mediante ecuaciones y = f(x) e y = g(x) en forma no para-
métrica, es facil expresar la condicién de que ellas tengan un punto de
contacto P y las mismas tangentes y curvaturas en ese punto. Si x es la
abscisa del punto de contacto P, se tiene f(x) = g(x), f(x) = g(x); y
la igualdad de las curvaturas es expresada mediante

f”(x) _ g/;(x)

[T+ [T+ g
y, por lo tanto, también cs f/(x) = g”(x). Asi, la condicién para que exista
un punto de contacto con curvaturas iguales es que los valores de f y g,
junto con los valores de las derivadas primera y segunda, coincidan en ese
punto.

Considérense una curva C: y = f(x) y su circunferencia de curvatura T
en P representada mediante y = g(x) en una vecindad de P. Puesto que
la circunferencia T coincide con su circunferencia de curvatura, vemos que C
y T tienen la misma circunferencia de curvatura y, por lo tanto, osculan
en P. Consecuentemente, en ¢l punto de contacto es f(x) = g(x), f(x) =
g (x), f’(x) = g”(x). Se dice que esta circunferencia es “la circunferencia
que mas se aproxima” a la curva cn ¢l punto P de contacto, puesto que
ninguna otra circunferencia que intersecta a la curva en el punto de con-
tacto ticne “contacto de orden dos” con C en ese punto. La circunferencia
de curvatura cs la circunferencia osculante u osculatriz. (Véase también
capitulo 5, p. 478.)

Por otra parte, de la misma manera que la tangente a una curva es el
limite, para P, — P, de una recta que pasa por dos puntos consecutivos
Py P, de C, se puede demostrar que la circunferencia de curvatura en P
es el limite de las circunferencias que pasan por tres puntos P, P;, P,, para
P,—-P y P,— P. La demostracién se deja al lector. (Ver problema 4,
p- 455.)

i. Cambio de ejes de coordenadas. Invariancia

Las propiedades inherentes a una situacién geométrica o fisica no de-
penden del sistema de coordenadas especifico o “marco de referencia” con
respecto al cual dichas propiedades son formuladas. El caricter intrinseco
de propiedades tales como distancia, longitud o angulo debe reflejarse en
cnunciados que muestren que las respectivas férmulas permanecen inal-
terables o son invariantes si se pasa de un sistema de coordenadas a otro.
Algunos comentarios breves referentes a este punto son oportunos en esta
seccion.
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Se usardn las ecuaciones generales que relacionan las coordenadas x, y
de un punto P en un sistema de coordenadas con las coordenadas £, » del
mismo punto P en cualquier otro sistema. La posicién relativa del segundo
conjunto de ejes de coordenadas respecto al primer conjunto esti carac-
terizada mediante las coordenadas a, b que el origen del segundo sistema
tiene respecto al primer sistema, y mediante el dngulo y que el eje positi-
vo ¢ forma con el eje x positivo.! Las coordenadas (x,y) y (£ 4) del mismo
punto en los dos sistemas estin relacionadas (cfr. Fig. 4.24) por medio de
la transformacién

Figura 4.24 Cambio de ejes coordenados.

x =£cosy — pseny + a,
(18)
y=¢éseny + pcosy + b.

Para y = 0 no sc tiene rotaciéon de ejes sino solamente un desplazamiento
paralelo o traslacién, y las férmulas toman la forma sencilla x = £ + a,
y=n+ b
Resolviendo las ecuaciones para £,  en términos de x, y se encuentra
£¢=(x—a)cosy+ (y — b) seny,
(18a)
7= —(x—a)seny+ (y — b) cosy.

Si x e y son funciones de un pardmetro ¢ que define una curva, a partir de
cstas formulas se obtienen inmediatamente expresiones para ¢ y 7 como
funciones de ¢, dando la representacién paramétrica de la misma curva

1 Nos restringimos a sistemas coordenados “‘dextrégiros”, en los cuales la direc-

cién positiva del segundo sistema de ejes se obtiene mediante una rotacién de 90°
contra reloj del primer sistema.
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en el sistema £, . Derivando con respecto a ¢ (las cantidades a, b, y, que
fijan la posicién relativa entre los sistemas de coordenadas, no dependen
de t) se obtiene la transformacién de las “componentes de velocidad”, esto
es, la transformacién para las derivadas de las coordenadas con respecto a ¢:

%= fcosy —gseny, 9= £seny + ncosy.!

Se confirma que
%+ yi = é:: + ’772'

Entonces, la expresion V x* + 9° tiene el mismo valor en todos los sistemas
de coordenadas. Esta propiedad de invariancia es, por supuesto, obvia a
partir de la interpretacién de esta cantidad como la medida de cambio
respecto a ¢ de la longitud a lo largo de la curva, ds/dt. El lector pue-
de verificar mediante un calculo sencillo que también la expresién «x =
(%y — xp) (¥* + 9°) =% para la curvatura es invariante. (Esto, por supues-
to, sc obtiene también directamente a partir del hecho de que los dngulos
que la tangente forma con los cjes £ y x, respectivamente, difieren sélo cn
cl valor constante y, de manera que k = da/ds no puede cambiar.)

Yy
(x, )
b
s
s
s
7/
/ l
s
/
Y —— f
//”L’ _ ¢
o) = x

Figura 4.25 Desplazamiento del punto P de la posicién (x,y) a la posicién (¢, 7).

Las ccuaciones (18) que relacionan las coordenadas x, y con las coor-
denadas £, # son a menudo interpretadas en una forma diferente que corres-
ponde a un desplazamiento. En esta interpretacién, los punto P son des-

! En algunas aplicaciones fisicas, donde ¢ representa el tiempo, la posicién re-
lativa de los dos sistemas de coordenadas también depende de ¢. Supéngase que x, y
representan las coordenadas de una particula en un sisterna coordenado en reposo,
en tanto que £, 7 son las coordenadas de la misma particula respecto a un sistema
mévil, por ejemplo, uno sujeto a la Tierra. Las funciones x(¢), y(¢) describen Ia
trayectoria_de la particula seglin la ve un observador en reposo, en tanto que £(¢),
7(¢) describen la trayectoria vista por un observador mévil. Las férmulas que rela-

cionan %, y con ¢, 5 ticnen entonces que incluir también los términos que provienen
de derivar a, b y v.
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plazados en vez de serlo los ejes coordenados (Fig. 4.25). Solamente se usa
un sistema de coordenadas. El punto con coordenadas (x,y) en ese sistema
es transformado en el punto con coordenadas (£ ) del mismo sistema. La
invariancia de la longitud o de la curvatura de una curva significan ahora
que esas cantidades no cambian cuando la curva completa sufre un mouvi-
miento rigido.

*j. Movimiento uniforme en la teoria especial de la relatividad

Como se senialé en la p. 255, existen profundas analogias entre las funciones
trigonométricas y las hiperbdlicas, que tienen su contraparte geométrica en la corres-
pondencia existente entre las propiedades de las elipses y de las hipérbolas. La rela-
cién se hara clara cuando se esté en condiciones de definir las funciones trigonométri-
cas para un argumento imaginario y verificar que cos (it) = cosh ¢, sen (it) = isenht
(seccién 7.7a). Como una aplicacién de esta analogia, considérense las “rotaciones
hiperbélicas” del plano, que pueden ser identificadas con las transformaciones de
Lorentz de una recta en la teoria especial de la relatividad de Einstein.

Se encontré en (18a4) de p. 379 que una rotacién de los ejes de coordenadas
en un angulo y, en la que el origen queda fijo, pucde describirse mediante las
ecuaciones
(18%) ¢=xcosy + yseny, 9= —xseny + ycosvy,

que relacionan las coordenadas x, ¥ de un punto P en el primer sistema con sus
coordenadas ¢, 7 cn el segundo sistema. La distancia de P al origen estd dada por la
misma expresién en ambos sistemas:

OP = V2 + y2 = Vg + g2

Esto surge también inmediatamente a partir de las ecuaciones de transformacién si
se hace uso de la identidad cos?2y + sen2y = 1.

Se considera ahora la transformacién analoga con coeficientes que son funciones
hiperbélicas en lugar de funciones trigonométricas:

(19) ¢ = xcosh @ — ¢t senh a, T = —xsenha + ¢ cosha.

Estas férmulas pueden obtenerse a partir de las férmulas (18b) para rotaciones,
tomando para ¢l 4ngulo de rotacién y y las coordenadas y y » cantidades imagina-
rias puras:

Y = ia, y =1t 7 = 1ir.

Se observa que para un valor real de a (que significaria un 4angulo imaginario
de rotacién y en la interpretacién original) las férmulas (19) definen ¢ y + como
funciones lineales reales de x y t. Estas funciones tienen la propiedad especial de
que

. $2 — 72 = (xcosha — tsenh a)? — (—xsenha + ¢ cosha)?

= x2 — 12,

como una consecuencia de la identidad cosh? @ — senh2a = 1. (Esto surge, por su-
puesto, también a partir de la observacién de que x2 — 2 = x2 + »2 es el cuadrado
de la distancia al origen en el plano x,y.) Ahora interprétcse ¢ como el tiempo y
x como una coordenada espacial que describe la posicién de un punto en un espacio
unidimensional, esto es, en una linea recta. Cualquier evento ccurre en un cierto
punto y en un cierto tiempo. Estas dos partes de la informacién las proporcionan los
dos nimeros x y ¢ que dan respectivamente la distancia x (con su signo) del punto
al origen 0 y el tiempo t que ha transcurrido a partir del instante ¢ = 0, En la
teoria de la relatividad se adopta el punto de vista de que los valores medidos de
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esta distancia y los tiempos transcurridos dependen del sistema de referencia utili-
zado por el observador, esto es, del sistema de coordenadas especial en el continuo
espacio-tiempo. Las cantidades £, = obtenidas a partir de las férmulas (19) describi-
ran el mismo evento en un sistema de referencia diferente en el cual las distancias
e intervalos de tiempce pueden tener valores también diferentes. La cantidad que
permanece inalterable al pasar de un sistema de referencia a otro (lo que se conoce
como “transformacién de Lorentz”) es

Vx2— 2= \/52._.,‘_’,

la “distancia espacio-tiempo” del evento al origen. Para un observador que use el
segundo sistema, la cantidad ¢ es la distancia espacial medida a partir del origen
¢ = 0. Ese origen es un punto para el cual

x cosha — ¢t senh a = O,

o bien x/t == tanh a. Asi, el origen del segundo sistema es un punto que en cl primer
sistema parece moverse con velocidad uniforme v = dx/dt = tanh & relativa al ori-
gen de este sistema. Por lo tanto, la transformacién de Lorentz relaciona los valores
de distancias y tiempos segGn los registran observadores en los dos sistemas que se
mueven con velocidad relativa constante v. Aqui

senha e — e°

v = ——— s —

cosha e* + e

estd comprendida necesariamente entre —1 y + 1, de manera que las velocidades
relativas de los dos sistemas estan restringidas a valores numéricamente menores que
1. El valor 1 representa aqui, para una eleccién adecuada de unidades, la velocidad ¢
de la luz, que no puede ser excedida por wv.

Para una u constante la ecuacién x = ut corresponde a un punto que en el
primer sistema se mueve con velocidad u, partiendo de x = 0 en el tiempo ¢ = 0.
En el segundo sisterna el mismo punto tendra la velocidad

d¢ dt dr) u — tanh « u—v
0= —= [ = — - -
dr dt di 1 — utanh & 1 —uv

Este resultado, valido en la teorfa especial de la relatividad de Einstein, difiere del
que se obtendria en la cinemética clasica, donde la velocidad w de un punto con
respecto a un sistema que s¢ mueve con velocidad v estaria dada simplemente por
» = u — v. La férmula relativista muestra que © = u cuando u = +1 o —1; esto
corresponde al hecho, sugerido por el famoso experimento de Michelson-Morley, de
que la velocidad de la luz es la misma para observadores que se mueven con velo-
cidades diferentes.

k. Integrales que expresan areas dentro de curvas cerradas

En el capitulo 2 ¢l concepto de integral fue motivado por medio de
refercncia al “drea bajo una curva”, esto es, el area de una franja de forma
especial. Esta reduccién al caso especial de 4reas bajo curvas no es comple-
tamente satisfactoria, pues las dreas que realmente se encuentran con mas
frecuencia son las de dominios limitados por curvas cerradas C, los que son

de una forma mas general que las franjas cuyas areas pueden representarse
b

mediante integrales de la forma\ f(x) dx.



Sec. 4.1 Teoria de curvas planas 383

La férmula fundamental

Se derivard ahora una elegante representacién integral de validez ge-
neral para el drea limitada por una curva cerrada C que esti dada en
forma paramétrica, descomponiendo simplemente el irea en cuestién en areas
de franjas especiales. Esta representacién serd independiente de la repre-
sentacion paramétrica, asi como también del sistema de coordenadas. Ade-
mas, expresard el drea orientada dentro de la curva de acuerdo con el
sentido asignado a la frontera C; esto es, asignard al irea dentro de una
curva cerrada simple C el signo negativo o el positivo segiin que la frontera
esté orientada en el sentido del reloj o contra reloj.

Supéngase que la curva simple C cerrada y orientada se da mediante
x = x(t), y = y(¢t), donde ¢ varia en el intervalo a <t < B y el sentido
de t creciente determina el sentido de C. Supdngase también que x e y
son funciones continuas de ¢ (con el mismo valor en ¢ = « que en ¢ = )
y que sus primeras derivadas % e y son continuas, con la posible excepcién
de un nimero finito de discontinuidades de salto en ¢l caso de que C tenga
esquinas. Con estas hipétesis se demostrard la férmula fundamental

B 8 B
(20) A=—-S yi'dt=S x}'ldt=1§S (xp — y%) dt
para el area orientada A encerrada por C.

Que las tres represcntaciones integrales en la férmula son equivalentes
se sigue de inmediato integrando por partes la primera de ellas y usando las
condiciones de periodicidad x(a) = x(f), y(a) = y(B). La tercera repre-
sentacién, mdés simétrica, es justamente la media aritmética de las dos
primeras.

La expresién (20) no depende de la posicién del sistema de coordenadas
en el plano. En efecto, la expresién simétrica

10#
A= QS (xp — yx) dt
muestra claramente que el valor de 4 es independiente de la eleccién del
sistema de coordenadas. Como se vio en la p. 379, un cambio de coordena-
das de un sistema xy a un sistema £ se realiza mediante una substitucién
de la forma
x =¢§¢cosy —nseny + q,

y=§seny + pcosy + b,
con a, b y y constantes. Derivando-ecstas férmulas respecto a ¢ se llega a
x=£cosy — nseny, y=E&seny + ncosy
y, en consecuencia,

x)'z——yfc=£1'7—77§+ajz—bi‘.
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Por tanto, la expresién xy — yi& cs invariante bajo rotaciones alrededor del
origen (esto es, cuando @ = b = 0). Alin cuando a y b no se anulen, el va-
lor de la integral para A4 no resulta afectado ya que

s 8
S (ay - bx) dt = (ay — bx)| =0

a a

para la curva cerrada C.

Prueba de la férmula fundamental (20). Integrales de linea sobre ar-
cos simples. La férmula basica (20) se prueba con algunos pasos sencillos.

Primero, sca C un arco simple orientado, con punto inicial P, y punto
final P,. Sea x = x(t), y = y(¢) cualquier representacién paramétrica de C
con P, y P, correspondiendo respectivamente a ¢ = ¢y, y t = t;. (Aqul ¢
puede scr mayor o menor que £;.) Entonces la integral

“oodx
A=— il
S,oydt ¢

depende solamente de €y no de la representacién paramétrica particular.
Esta cs una consecuencia obvia de la regla de substitucién. Si se introduce
un nuevo parametro r mediante la funcién mondtona = x(¢), donde
70 = x(t), 7. = x(t1), la integral correspondiente cs’

w o dx bodx dr todx
- -mdr = — — —dt = — —dt = A.
Sroydf i S,OydT dt S,oy dt
Queda, por consiguiente, justificado el omitir en la expresién para la

integral 4 la referencia a cualquier parametro especial ¢, pudiendo escribirse
simplemente

AZACZ——S y dx.
c

Aqui, A, para un arco simple y orientado C debe calcularse refiriendo el
arco a un parametro ¢, usando dx = (dx/dt) dt y tomando como limites
para la integracién sobre ¢ los valores paramétricos correspondientes a los
puntos extremos de C en el orden determinado por la orientacién del arco.*

Si 7 cs ¢l arco que se ohtiene de € cambiando la orientacién de éste,
esto ¢s, el arco con punto inicial P; y punto final P,, usando la misma
representacion paramétrica para 7 se tiene

1 Suponemos continuas no sélo x(¢) e y(t) sino también 7(¢) y sus derivadas,
con la posible excepcidon, para estas altimas, de un namero finito de discontinui-
dades de salto.

* La integral | wdz es un ejemplo de las integrales de linea generales S pdx +

o 0

q dy, que serin discutidas en ¢l Volumen II.
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to dx b dx
AC' St‘ y—d—tdt = + Sto yzdt = Ag.
Por lo tanto, cambiando la orientacién del arco se cambia el signo de la
integral Ae.
Si el arco simple y orientado C se divide en subarcos orientados C;, G,
., Cy, cada uno con la misma orientacién que C, se tendra obviamente

Ac=Ac, + Ao, + -+ + Ao,

Pues, en efecto, en una representacién paramétrica de C en la que, por
ejemplo, el sentido de C sea €l de ¢ creciente, esta descomposicién corres-
ponde a una subdivisién del intervalo paramétrico ¢, <t < t, de C en sub-
intervalos to <t <8y, 83 <t <ty ... ,tny < t <ty correspondientes a C,
..., Cn. El resultado se obtiene entonces por la aditividad de las inte-
grales.

La aditividad de las integrales A¢ facilita mucho el célculo de 4¢ en
casos en que C consiste de varios arcos suaves Cy, C,. .., cada uno con su
propia representacién paramétrica. No se necesita construir artificialmente
una representacién paramétrica Unica para la curva C completa, sino calcu-
lar cada A¢, separadamente a partir de su representacién paramétrica y
luego efectuar la suma. Ademds, los A¢, pueden sumarse en cualquier or-
den; sélo se necesita asegurarse de que todos los C; tienen la misma orien-
tacién que C.

La integral de linea fundamental para curvas cerradas

Se puede ahora definir 4¢ para cualquier curva simple C, cerrada y
orientada, descomponiendo C en arcos simples Cy, ..., Cy con orientacio-
nes que coincidan con la de C y formando la suma de los A¢,.* Si la cur-
va C completa tiene la representacién paramétrica x = x(¢), y = y(t), para
a <t < B, donde el sentido de las ¢ crecientes da la orientacién de C y
donde ¢t = a y t = B corresponden al mismo punto, entonces A estd dada

nuevamente por
¢ dx
Ao = - —dt.
. dr
De la misma manera se puede definir 4; para curvas orientadas C no sim-
ples mediante la descomposicién en arcos simples orientados, atin cuando C

consista de varias partes ajenas pero con la condicién de que cada porcién
de C tenga un sentido definido.

1 Que el valor de A¢ asi obtenido no depende de la manera particular en que C
es dividida en arcos simples, se demuestra ficilmente: primero, la propiedad aditiva
de A para arcos simples muestra que el refinamiento de una subdivisién dada por la
adicién de puntos de divisién no cambia el valor resultante de 4,; adema4s, dos sub-
divisiones cualesquiera pueden reemplazarse por aquélla que es un refinamiento de
ambas, sin que cambie el valor de Ag.
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La integral fundamental como un drea

Regresamos ahora al punto principal; esto es, identificamos las expre-
siones A, para una curva cerrada con la intuitiva cantidad geométrica que
representa el drea orientada que C encicrra.

Consideramos primero un dominio G limitado en su parte superior por
un arco Cy: y = g(x) para a < x < b; en su parte inferior por un arco
Cs: y = f(x) para a < x < b; y a los lados por los segmentos de recta Cs,

y

- y=g(x)

Figura 4.25(a) Area de una “celda”.

C; dados por x =a y x = b (Fig. 4.25a). Aqui se permite que C, y Cy
se reduzcan a puntos. Si damos a C la orientacién contra reloj, el arco
C, sera recorrido en el sentido de las x decrecientes y el arco Cs en el de
las x crecientes. Al formar A¢ como la suma de las cuatro Ag,, las por-
ciones C; y C, a lo largo de las cuales x es constante no aportan contribu-
cién alguna pues dx/dt = 0. Usando x como parametro sobre los arcos
C, y C; encontramos

Ao = Ao, + Ag, = — g 2(x) dx — Sb f(x) dx

- a

b b
= S g(x) dx — j‘ f(x) dx.
a a

Esto es, claramente, el area positiva del dominio G en cl caso en que G
quede completamente por encima del eje x, siendo igual a la diferencia
entre las 4reas que estan respectivamente por debajo dc las curvas C, y
C;. Podemos siempre garantizar que G queda por encima del eje x reem-
plazando simplemente y por y + ¢, donde ¢ es una constante adecuada,
esto es, mediante una traslacién en la direccién y. Esto no altera las areas

y tampoco afecta el valor 4o = — S ydx para una curva cerrada C,
0
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como vimos antes. Por lo tanto, para dominios G del tipo descripto que
tengan fronteras C intersectadas a lo mas en dos puntos por paralelas al
eje y, la integral A, representa el drea, tomada positiva si C estd orientada
contra reloj y negativa para la orientacién opuesta. El mismo resultado se
obtiene para &reas limitadas por curvas C que sean intersectadas a lo mads
en dos puntos por paralelas al eje x. Lo unico que se necesita es escribir

A¢ en la forma x dy e intercambiar x e y en el argumento anterior.
c
A los dominios G pertenecientes a uno de estos dos tipos los llamaremos

“ccldas”. Hablaremos de “celdas orientadas” cuando las curvas de frontera
correspondientes tengan una orientacién o la otra.

Consideremos ahora un dominio G con la frontera orientada C y que
esté compuesto por cierto nimero de celdas simples G, G, ..., G, con
fronteras Cy, ..., C, respectivamente; y se supone que todas estas celdas
tienen la misma orientacién, digamos contra reloj. Entonces, como se indica
en la Fig. 4.26, las partes de las fronteras que son comunes a dos celdas
adyacentes se recorren en sentidos diferentes al considerar sucesivamente
dichas partes como arcos de frontera de una celda y de la celda vecina

Por consiguiente, si sumamos las integrales A¢, = — ydx que se tie-

nen para las diferentes celdas las contribuciones de todas las fronteras inte-
riores de las celdas se anulan, y asi obtenemos

4=34,=3 (_S ydx) = - s ydx = A,
i=1 i=t e, c
donde A es el 4rea orientada del dominio total G.

Asi, las férmulas (20) para el drea A de un dominio orientado G inte-
rior a una curva cerrada quedan demostradas para todos los dominios que
puedan descomponerse en celdas simples, por ejemplo, trazando paralelas
a los ejes coordenados.

Para todos los dominios que encontraremos, esta hipétesis se satisfard
obviamente; como ocurre, por ejemplo, para dominios poligonales.

Comentarios adicionales

Finalmente, podria agregarse que de la misma manera se demuestra la
validez de la fé6rmula para el area ain en el caso de dominios miltiple-
mente conexos, tales como los dominios en forma de anillo, que puedan
descomponerse en un nimero finito de celdas simples. En estos casos todas
las curvas de frontera tienen que ser recorridas sisteméticamente en un
sentido tal que el interior de G esté siempre en el lado “izquierdo” o siem-
pre en el lado “derecho”.
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YA

o

Figura 4.26 Descomposicién de un dominio orientado en celdas orientadas.

Las férmulas para A conservan su validez ain cuando C no sea una
curva simple sino una que se intersecta a si misma dividiendo el plano en
mas de dos regiones. En este caso podemos considerar la férmula como una
guia para interpretar adecuadamente el 4rea como una combinacién aditi-
va de las areas orientadas que corresponden a las diferentes partes conexas
del plano limitadas por C. Este asunto se discutird en el Apéndice II de
este capitulo.

Ejemplos. Como un ejemplo, podemos encontrar el drea encerrada por
la elipse x*/a® + y*/b* = 1. Usando la orientacién contra reloj para la elip-
se y a partir de la representacién paramétrica

X = acost, y = bsent, para 0 <t < 2n,
encontramos que

1 (% 1 (2
A=—S (xjr—yfc)dt=~g ab dt = zab.
2 4] 2 ]

Area en coordenadas polares. Para expresar el irea en coordenadas
polares 7 y 6 consideremos primero el drea A de la regién limitada por un
segmento de curva r = f(#) y los radios § = « y § = 8. Suponemos que
a < B y que § puede usarse como parametro a lo largo de la curva (esto

es, que puntos diferentes tienen angulos polares diferentes). Usamos para
A la expresién

A=%S(xdy—ydx) =%S (xy — yx) dt.
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la cual tiene entonces que ser extendida sobre la parte curva de la frontera
y sobre los dos radios. Sobre los radios § = a y § = B podemos usar r como
parametro y, a partir de x = rcos 0, y = rsen § y § = constante, encontrar
que & = cos 8, y = sen 6, de manera que xy — yx = 0. Sobre la parte curva
usamos # como pardmetro. Entonces,

dr

% = ——cosf@ — rsenf, 5;=d0

r
76 sen § + rcos 6,

y asi xp — yx = 7% En consecuencia,
1 B 1 B

(21) 4=5\ r2dfd =\ f2(6) d6.
2 a 2 a

Para una curva cerrada simple C que contenga el origen en su interior y
sea intersectada por cada rayo que parta del origen en exactamente un
punto, podemos usar § como parametro, con 0 < 6 < 27, y encontrar asi
para el irea encerrada

1 21
(22) == S 2 d#.
2 )o
La férmula (21) para el irea en coordenadas polares puede también
derivarse directamente a partir de la definicién de integral. Para ello se
divide el dominio en sectores trazando radios desde el origen (Fig. 4.27).
Cada sector queda descripto por las desigualdades

05_1<0<05, O<T<f(0).

Obviamente, el area del sector queda entre las areas de los sectores circu-
lares inscripto y circunscripto; el drea de un sector del dominio es entonces
igual a 3r2(6; — 0;.1), donde r est4d comprendido entre el valor més grande
y el mis pequefio de f(8) para el intervalo 6;-; < § < 6;. Conforme se
refina la subdivision la suma de las areas de los sectores del dominio evi-

. 1
dentemente converge a la integral 3 S r2 df.

6;—0;—1/ f=a

Figura 4.27 Area en coordenadas polares.
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Area en un lemniscato

Como un ejemplo de la Ec. (21), consideremos el area limitada por una
espira de una leminscata. La ecuacién de la lemniscata (cfr. pp. 125-126)
es 72 = 2a® cos 20; y una espira es obtenida haciendo variar § de —=/4 a
+7 /4. Esto da la expresi6n

/4
a"'S cos 20 df = a®

—T/4
para el area. Por supucsto, la otra espira tiene un area dcl mismo valor
absoluto pero de signo negativo.

Area limitada por un hipérbola

Consideremos ahora el drea de un sector limitado por la hipérbola
x* — 92 = 1, la cual hemos calculado ya en la p. 255 de una manera mas
bien complicada (véase Fig. 3.12). Para la hipérbola (mas bien, para su
rama derecha) se tiene la representacién paramétrica x = cosh ¢, y = senh ¢.
Para el doble del 4rea limitada por la hipérbola y los radios que van a los
puntos con pardmetros 0 y ¢ se encuentra el valor

¢ ¢
24 = S (xy = i) dr = S (cosh® 7 — senh?®7) dr

0 0

¢
=S dr = t.
0

(Nuevamente, no hay contribucién a la integral por parte dc los radios.)

l. Centro de masa y momento de una curva

Veamos ahora algunas ideas que surgen en la mecénica. Consideramos
un sistema de n particulas en un plano cuyas masas son m;, Ms, ..., My Yy
las respectivas ordenadas ¥, ys, - . ., ys. Entonces llamamos a

»
T = 3 myyw = my, -+ moy, + 0 ° + mayn
v=1

el momento del sistema de particulas con respecto al eje x. La expresién
n = T /M, donde M denota la masa total m, + m, + -+ + my, del sistema,
define la altura del centro de masa del sistema de particulas sobre el eje x,
o sea su ordenada. Es, justamente, la media pesada de y,, 9., .. ., y» usando
los “factores peso” m,, ms, ..., m, (ver. p. 164). Por lo tanto, 7 es la altura
promedio de las masas. Andlogamente definimos ¢l momento con respecto
al eje 9 y la abscisa del centro de masa.

Podemos extender ahora ficilmente estas definiciones de momento al
caso dc una curva a lo largo de la cual hay una masa distribuida unifor-
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memente, y definir asi las coordenadas £ y » del centro de masa de tal
curva. (La hipétesis de una densidad constante, digamos p, a lo largo de
la curva no es esencial: cualquier distribucién continua podria discutirse
igualmente.)

En un procedimiento tipico en la mecénica se comienza con un sistema
de un ntmero finito n de particulas y se pasa luego a un limite para n — 0.
Para hacer esto, introducimos la longitud de arco s como un parametro
sobre la curva y subdividimos ésta en arcos de longitudes Asy, Ass, . . ., Asy,
usando (n — 1) puntos de divisién. Representamos la masa u As; de cada
arco As; como si estuviese concentrada en un punto arbitrario del arco, por
ejemplo, el punto con ordenada y;.

Por definicién, el momento con respecto al eje x de este sistema de par-
ticulas es

T = 4> y; As;.

Si ahora la mayor de las cantidades As; tiende a cero, esta suma tiende

a un limite dado por la integral

81 1

(23) T:/J.S yds=,,uS yV 1+ y2dx,
80 Zo

la cual es, por consiguiente, aceptada en forma natural como la definicién

del momento de la curva con respecto al eje x. Puesto que la masa total

de la curva es igual a su longitud multiplicada por p, es decir,

L
#S ds = p(s1 — %),

80
llegamos inmediatamente a las siguientes expresiones para las coordenadas
del centro de masa de la curva:

S ‘xds g lya’s
(24) g=do = Ja

Sy So ’ K $1 7 S )

Estos asertos son realmente definiciones del momento y del centro de
masa de una curva; pero son extensiones tan directas del caso més simple
de un niimero finito de particulas, que uno naturalmente espera —como es,
precisamente, el caso— que cualquier afirmacién en mecénica sobre el cen-
tro de masa o el momento de un sistema de particulas sea vilida también
para distribuciones continuas de masa a lo largo de curvas.

m. Area y volumen de una superficie de revolucién

Regla de Guldin

Si se hace girar una curva y = f(x), para la cual f(x) > 0, alrededor
del eje x, se describe una superficie llamada superficie de revolucién. El
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area de esta superficie, cuyas abscisas suponemos comprendidas entre las
cotas xo y x; > Xo, se obtiene mediante una discusién analoga a la anterior.
En efecto, si reemplazamos la curva por un poligono inscripto, en vez de
una superficie curva tendremos una figura compuesta por un cierto nimero
de conos truncados. La intuicién sugiere que podriamos definir el area de la
superficie de revolucién como el limite de las 4reas de estas superficies
cénicas cuando la longitud del lado mayor del poligono inscripto tiende a
cero. De la geometria elemental sabemos que el area de cada cono truncado
es igual a la longitud de la generatriz multiplicada por el perimetro de la
seccién circular de radio medio. (Fig. 4.28.) Si sumamos estas expresiones
y después realizamos el paso al limite obtenemos para el irea la expresién

(25) A = 27r§lyd.§=27rg l}'\/l“}‘)/zti.?c‘: 27 (51 — so0).

8o
Expresado en palabras, este resultado dice que el irea de una superficie
de revolucién es igual a la longitud de la curva generadora multiplicada
por la distancia recorrida por el centro de masa (regla de Guldin).
Del mismo modo encontramos que el volumen interior a la superficie de
revolucién, limitado en los extremos por los planos x = x, y x = x; > x,,
esta dado por la expresion

2z
(26) Vwa’yzdx.

2o
Esta formula se obtiene siguiendo la idea intuitiva de que el volumen en
cuestiéon es el limite de los volimenes de las figuras antes mencionadas
consistentes en conos truncados. El resto de la demostracién se deja al
lector.

Figura 4.28 Area de una superficie de revolucién.

n. Momento de inercia

En el estudio de la rotacién de un objeto juegan un papel importante
ciertas cantidades llamadas momentos de inercia. Estas seran mencionadas
aqui brevemente.
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Supongamos que una particula de masa m a una distancia y del eje x
gira uniformemente alrededor de ese eje con velocidad angular o (esto es,
en la unidad de tiempo gira un angulo o). La energia cinética de la par-
ticula, expresada como la mitad del producto de la masa por el cuadrado
de la velocidad, es obviamente

LG- (yo)?:

Al coeficiente de 402, esto es, a la cantidad my? le llamamos el momento
de inercia de la particula alrededor del eje x.

Analogamente, si tenemos n particulas con masas M, my, ..., My y OT-
denadas yi,9s, - . ., ys, llamamos a la expresion

T = X miy;®

el momento de inercia del sistema de masas alrededor del eje x. El momento
de inercia es una cantidad que pertenece al propio sistema de masas, sin
referencia a su estado de movimiento. Su importancia radica en el hecho
de que en la rotacién rigida del sistema alrededor de un eje, sin que cambie
la distancia mutua entre pares de particulas, la energia cinética se obtiene
multiplicando el momento de inercia alrededor de ese eje por la mitad del
cuadrado de la velocidad angular. Asi, el momento de inercia alrededor
de un eje juega el mismo papel en la rotacién alrededor de ese eje que la
masa en el movimiento rectilineo.

Supéngase que se tiene ahora una curva arbitraria y = f(x) compren-
dida entre las abscisas xo y x1 > %o, a lo largo de la cual una masa esta
distribuida uniformemente con densidad unitaria. Para definir el momento
de inercia de esta curva se procede justamente como en la seccidén anterior,
llegindose a la siguiente expresi6n para el momento de inercia alrededor
del eje x

8 k4%
(27) Tx=g yzds=S 2V 1+ y2dx.

82

Para el momento de inercia alrededor del eje y se tiene, en forma semejante,

(28) T, = S ‘xrds = S V1 F y2dx.

8o Zo

4.2 Ejemplos

De la gran variedad de curvas planas escogemos unos pocos ejemplos
tipicos para ilustrar los conceptos discutidos.
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a. La cicloide comin

De las ecuaciones x = a(t — sent), 3 = a(l — cost ¢) (cfr. (1), p. 347)
se obtiene x = a(l — cost),y = asent, y para la longitud de arcos se tiene

a

S:S Vi b yrdt = S V2a*(1 — cost) dt.

0

Puesto que 1 — cost = 2 sen®¢/2, ¢l integrando es igual a 2asent/2 y, por
consiguiente, con 0 < « < 27, se obticne

5= QaS sen (¢/2) dt = —4a cos 3

{t = 4a 1 —coss ) =8asen”.
o 2 4

Si, en particular, sc considera la longitud de arco entre dos caspides suce-
sivas, debe tomarse @ = 27 ya que el intervalo 0 < ¢ < 27 de los valores
del pardmetro corresponde a una revolucién del circulo giratorio. Asi se
obtiene el valor 8a; esto es, la longitud de arco de la cicloide entre dos
chspides sucesivas es igual a cuatro veces el didmetro del circulo giratorio.

De manera analoga sc calcula el drea limitada por un arco de la cicloide

21 n
IZS yica'tZazj (1 —cost)?dt
0 0

2m
ZaZS (I —2cos¢ + costt) dt

]

(t—2scnt+2+se12t)

y el eje x:

= 3a%x.

]

Esta area cs, por consiguiente, tres veces el arca del circulo giratorio.
Para el radio de curvatura |p| = 1/|x| se tiene, por la Ec. (15) de

p- 373,

%+ % t
_-( y) —2aV2(l —cost) = —4a seng.
yi = yx
En los puntos ¢t = 0, ¢ = *+2x, ... esta expresién tienc el valor cero. Estos

puntos son las cuspides; en ellos la cicloide intersecta el eje x en 4ngulo
recto.

El 4rea de la superficie de revolucién que sc forma al hacer girar un
arco de la cicloide alrededor del cje x esti dado, scgin nuestra férmula
{25), p. 392, por

sa 27 t
AZQwS yds=27rS a(1~cost)'2ascn-2—dt
0 0

21 t L
= 8a*r sen® —dt = 16a*r \ sen®udu
0 2 o
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T
= [6a*r S (1 — cos?u) sen u du.
0

La @ltima integral puede evaluarsc mediante la substitucién cosu = v; y se
encuentra que

T 64a*r

0 3

A= 16a27r(—cosu -I-:l—jcoszu)

Como ejercicio, el lector puede calcular la altura por encima del eje

%, 1, del centro de masa de la cicloide, y también el momento de inercia 7.
Los resultados son

[SeTar

4 .
n a:é"; )" 71-:*——03.

b. La catenaria

La catenaria® es la curva definida por la ecuacién y = cosh x. La lon-
gitud de la catenaria entre las abscisas x = ay x = b es
b b
s = S V1 +sentxdx = S cosh x dx = senh b — senh a.

a a

Para ¢l area de la superficie de revolucién obtenida haciendo girar la
catenaria alrededor del eje x, la llamada superficie catenoide, se encuentra

b b h
AZQWS coshﬁxdx=27rg 1—-{_—603——2—xdx

a a a

= (b — a + % senh 2b — % senh 2a).

A partir de aqui se obtiene a continuacién la altura del centro de masa del
arcode a a b:

A _b—a+ %senh2b — +senh2a
T O 2(senh b — senh a) )

Iinalmente, para la curvatura se tiene

’”

_ y _coshx 1
“TTTF % cosh®x  cosh?x’

1 El nombre proviene del hecho de que una cadena suspendida de sus extremos
adopta la forma de esta curva. Es curioso que la misma curva surja en una aplica-
cién fisica completamente diferente. Una pelicula de jabén, limitada por dos circulos
en el espacio que estin en planos paralelos y con sus centros sobre la misma perpen-
dicular a los planos, tiene Ja forma de una superficie de revolucién obtenida al hacer
girar la catenaria alrededor del eje x.
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c. La elipse y la lemniscata

Las longitudes de arco de estas dos curvas no pueden reducirse a fun-
ciones elementales, sino que pertenecen a la clase de “integrales elipticas”

mencionadas en la p. 318.
Para la elipse y = (b/a) V a® — x? se obtiene

1 at — (a® — b)) x? T__.,}z?
S—ZJ a® — x? dx=a ‘/T;ng’

donde se ha hecho x/a=¢, 1 — b*/a® = n%. Mediante la substitucién
£ =sen ¢ esta integral puede escribirse en la forma

s = aS V1 — p?sen? ¢ de.

Aqui, para obtener el semiperimetro de la elipse debe hacerse que x reco-
rra el intervalo de —a a +a, que corresponde al intervalo

—1<E<H1 o —Z<e<Hg

Para la lemniscata, cuya ecuacién en coordenadas polares 7, ¢ es 12 =
2a? cos 2¢, de manera analoga se obtiene

= S Vrt+itdt = SJ 2a? cos 2t + 2a2sen 2tdt

cos 2t

— dt dt
= 3 P ol —=
av S\/cos2t aWSVI—Qsenzt

Si se introduce u = tant como variable independiente en la dGltima inte-
gral, se tiene

u® du
R S

y, €en consecuencia,

\/l—u‘

En una espira completa de la lemniscata, u corre de —1 a +1, y la lon-
gitud de arco es entonces igual a

vz ("

s_a\/‘zS

_1\/1—u‘

una integral eliptica especial que jugé un papel importante en las inves-
tigaciones de Gauss.
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4.3 Vectores en dos dimensiones

Para las discusiones de curvas planas y muchos otros tépicos en geome-
tria, mecénica y fisica, la notacién vectorial constituye una herramienta
conveniente y casi indispensable. En este capitulo desarrollaremos y apli-
caremos el concepto de vector en dos dimensiones, dejando para el Volu-
men II las extensiones a dimensiones superiores.

Explicacién intuitiva

Muchos entes matematicos y fisicos quedan caracterizados por un solo
namero, llamado “escalar”, ya que mide el ente con relacién a una escala.
Como ejemplos tenemos 4ngulos, longitudes, 4reas, tiempos, masas y tem-
peraturas. Sin embargo, existen otros entes para los cuales tal caracterizacién
no es posible; por ejemplo, la forma de un triangulo, la posicion de un
punto en el espacio, la aceleracién o la direccién del movimiento de una
particula y el estado de tensién de un cuerpo. Para identificar cada una
de estas entidades se requieren varios ntimeros. Gradualmente se han ido
desarrollando conceptos matemAticos que van mas allid del continuo de
ntimeros reales y que permiten representar tales entidades con un solo sim-
bolo.r Los vectores en un plano son objetos matematicos cuya descripcion
requiere dos componentes de informacién: una longitud y una direccion.
A este tipo pertenecen, por ejemplo, la posicién relativa y orden de dos
puntos, la velocidad y la aceleracién de una particula, la fuerza que actia
sobre una particula, etc.?

Geométrica o intuitivamente, un vector es esencialmente un segmento
de recta dirigido, del plano o del espacio, caracterizado por su longitud o
magnitud y por su direccién. Ordinariamente los vectores se indican con
flechas de la longitud dada y apuntando en la direccién que se especifica.
A menos que explicitamente se imponga una restriccién, el vector es “libre”,
esto es, la localizactén del extremo inicial del segmento dirigido (o flecha)
no es parte inherente de las especificaciones que se dan para el vector.

A pesar de que conceptos fisicos tales como velocidad, aceleracién y
fuerza son ejemplos primarios de vectores en las aplicaciones, definiremos
los vectores geométricamente mediante ‘traslaciones” o “desplazamientos
paralelos”.

El analisis vectorial comienza simplemente dando un nombre, “vector”,
a tales segmentos de recta dirigidos o desplazamicntos paralelos. Sin em-

1 Por supuesto, los nameros complejos ¢ + ib = z son entes de este tipo, siendo
simbolos que representan pares de nGmeros reales a, b. Es, sin duda, conveniente
algunas veces usar nimeros complejos en vez de vectores.

2 Los vctores son insuficientes para algunos propésitos; por ejemplo, para des-
cribir’ tensiones o curvaturas de espacios se usan entes mdas generales llamados “ten-
sores”.
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bargo, la caracteristica decisiva de los vectores no consiste en tener un
nombre que los unifique sino en que (de la misma manera que los nimeros
complejos) pueden combinarse entre ellos o con escalares (esto es, nime-
ros ordinarios) mediante un conjunto de reglas, dando origen al algebra
o analisis vectorial, de manera tal que tienen interpretaciones naturales en
las diferentes aplicaciones, como, por ejemplo, la superposicién de dos velo-
cidades o el trabajo realizado en un desplazamiento venciendo una fuerza.
En el lenguaje vectorial que surge intuitivamente, muchas relaciones mate-
maéticas y fisicas pueden expresarse en forma concisa y clara.

a. Definicién de vectores mediante traslaciones. Notaciones

El tipo mis simple de transformacién en ¢l plano es una traslacién o
desplazamiento paralelo. Una traslaciéon desplaza o transforma cualquier

punto P = (x,y) cn el punto P’ = (x/,’) de coordenadas
¥=x+t+a y=y+5b,

donde a y b son constantes. La traslacién esti completamente determinada
por las constantes a y b, que llamaremos componentes de la traslacién.
Usaremos el término “vector” como otro nombre para “traslacién”. Usando
necgritas para denotar vectores o traslaciones, escribimos R = (a,b) para
el vector con componentes a, b (llig. 4.29).

Las componentes del vector R estan determinadas por un par de puntos
correspondientes P = (x,y) y P = («/,9), ya que entonces

a=x—x, b=y —y

TN

»
o

AN
TN
JRNANY

Figura 4.29 La traslacién ' = x + 2, " =y + 1 correspondiente al vector
R=PP =QQ = (2,1).
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Claramente, para puntos P y P’ cualesquiera siempre es posible encontrar
una traslaciéon R que transforme P en P’. A este vector lo denotamos por
R = PP’. Cualquier par ordenado de puntos P = (x,y), P’ = (a’,9'), esto

es, cualquier segmento orientado determina asi el vector R = PP’ =
(" = x, y = y). Obsérvese que un segundo par de punto Q = (£, 5),
Q' = (&,7) define el mismo vectorsi¢ —&é=x"—xyn ' —np =9 —y;la
misma traslacién R transforma entonces P en P y Q en Q’. Los vectores R
estan determinados por dos niimeros, sus componentes, de la misma manera
que los puntos de un plano lo estan por sus dos coordenadas. La diferencia
bésica consiste en que un vector esta representado geométricamente por un
par de puntos. En la representacién R = PP’ llamamos a P el punto inicial
y a P’ el punto final. Para un R dado, uno de los puntos, digamos, el punto
inicial P = (x,y), puede escogerse arbitrariamente; entonces ¢l punto final
P’ = (¥,9") queda determinado en forma tnica por las relaciones x' =
x +a, 9 =y + b. Intercambiando los puntos inicial y final se obtiene el
vector opuesto PPP = (—a, —b).

Si escogemos como punto inicial el origen O = (0,0), podemos asociar
univocamente _un vector R con todo punto Q = (x,y) tomando simple-
mente R = OQ. El vector R con punto inicial fijo O se llama entonces.
vector de posicion de Q. Las componnentes de la posicién del punto Q son
simplemente las coordenadas x, v de ese punto.

El vector R de componentes a = 0, b = 0 se llama wvector nulo y se
denota por O. Corresponde a una traslacién que deja fijo cualquier punto:

O = (0,0) = PP.

La distancia 7 entre dos_puntos P = (x,y) y P’ = («,9’) después sélo
del vector R = (a,b) = PP, puesto que

r= V@ - F (9= VaE T b

A esta distancia le llamamos la longitud del vector R, y escribimos r = R.
La longitud de R es siempre un nimero positivo a menos que R = O (ver
Fig. 4.30).

P

Figura 4.30 Componentes @, b y longitud r de un vector R = PP’
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Definimos el producto de un vector R = (a,b) por un ndimero o “es-
calar” A como el vector
R* = AR = (Aa, AD).

Con A= —1 tenemos en R¥* = (—a, —b) el vector opuesto a R (Fig.
4.31).

Figura 4.31 Multiplos escalares de un vector R.

Si R = PP = (a,b), con P = (x,y), P’ = («,9'), podemos represen-

tar R* = AR como PP”, donde P’ = (x”,y") = (x + Aa,y + Ab) (ver
Fig. 4.32). Para a = b = 0 se tiene, por supuesto, P = P/ = P, Paraay b
no simultineamente nulos, el punto P = (x”,9’) = (x + Aa,y + Ab) re-
corre completamente, para A variable, la recta

X'b — y’a = xb — ya.

Figura 4.32 La relacién vectorial R* —PP" = A PP’ para A = 8.

El valor A =0 da P” = P, en tanto que A = 1 da P = P’. Asi, P’ esta
sobre la recta que pasa por P y P’. Para A > 0 los puntos P y P’ estan
sobre el mismo lado de P; para A < 0, estan en lados opuestos.

Los dos vectores R = (a,b) y R* = (a*, b*) se dice que tienen el mis-
mo sentido st R*¥* = AR con A positivo, y sentidos opuestos si A < 0. Si
R = O, esto significa que también R* = O. Si R £ O, la condicién nece-
saria y suficiente para que R¥* tenga el mismo sentido que R es que
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a _ a* b _ b*

V@ + bt Va¥ +b*¥ @+ b:  \a*E + b*

A las cantidades

Va*+b: |[R| 7 Vvat+b |R| 7

que determinan la direccién del vector, R les llamamos cosenos directores
de R. No estan definidos, por supuesto, para R = O. Puesto que £ + 52 = 1,
podemos siempre encontrar un angulo « y un correspondiente angulo 8 =
w/2 — a tales que

£ =cosa, 7 = sena = cos 8.
El angulo « se llama dngulo de direccion de R (Fig. 4.33). Estd determi-
nado sélo a menos de un multiplo par de =. Para R = PP tenemos
¥ —x y —y

cosa — s sen a =
T r

Obviamente, « es el dngulo entre el eje x positivo y la recta que va de
P a P’. Mas precisamente, una rotacién del eje x positivo alrededor del
origen en un angulo a (considerado positivo si la rotacién es contra reloj,
negativo en el caso opuesto) dara a dicho eje la direccién de P a P’. El
vector opuesto —R = (—a, —b) tiene cosenos directores —£ y —9, y 4n-
gulos de direccién que difieren de « en maltiplos impares de #. Si el punto

inicial P del vector R = PP es el origen, el idngulo de direccién « de R es
simplemente ¢l 4ngulo polar ¢ de P

P
{

a+27r

. . . e’ AI
Figura 4.33 Cosenos directores ¢, n y i4ngulos de direccién para un vector PP'.
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b. Adicién y multiplicacién de vectores

Suma de vectores

Los vectores se han definido mediante traslaciones, esto es, como ciertas
transformaciones de puntos en el plano. Existe una manera perfectamente
general dc combinar dos transformaciones cualesquiera aplicindolas suce-

Figura 4.34 Adicién de los vectores PP = (a, b) yW’\' = (a*, b*).

sivamente. Si la primera transformacién lleva el punto P al punto P’ y la
segunda lleva P’ a P”, la transformacién combinada es aquélla que lleva
P a P”. En el caso de dos vectores R = (a,b) y R* = (a*, b¥), el vector
R transformara el punto P = (x,y) en el punto ¥ = (x + a,y + b) y R¥*
transformari P’ en P = (x + a + a*,y + b + b*). La transformacién de
P en P” resultante es también una traslacién; la Hamaremos la suma o la

resultante de los vectores R = PP’ y R¥ = P’P”\, y la denotaremos por
R + R* (Fig. 4.34).} Las componentes de la suma son a + a* y b + b*.
Asi, nuestra definicién de suma de dos vectores es

—_— pr— Y —_—
PP’ + P’P" = PP”,
o bien, si describimos los vectores por sus componentes,
(a,b) + (a*,b¥*) = (a + a*, b + b¥).

Si R¥* se toma con el mismo punto inicial que R, digamos R* = PP-’_”\, los
puntos P, P/, P” y P’ constituyen los vértices de un paralelogramo. Los dos
lados que parten de P representan los vectores R y R¥. La suma R + R¥
estd representada por la diagonal que parte de P (“construccién del para-
lelogramo” para la suma de vectores).

1 Esta “suma’ es realmente el “producto simbélico” de las dos transformaciones,
como se define en la p. 76. La notacién de suma es aqui mas natural debido a que
corresponde a la adicién de las componentes.
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Las sumas vectoriales obedecen las leyes conmutativa y asociativa de
la aritmética, ya que la adicién de vectores se reduce a la adicién de las
componentes correspondientes (Fig. 4.35). Dichas sumas obedecen ademas
las leyes distributivas para la multiplicacion de una suma de dos vectores
por un nimero A y de un vector por la suma de dos nimeros A, u:

AR+ R*) = AR +AR*, (A + u)R =R + xR

—— .
Estas reglas nos permiten expresar un vector PP’ en términos de los

— —— .
vectores de posicion OP y OP’ de los puntos P y P’ (Fig. 4.36) :

—_—N —_— —N ——n Y [—— —_—
PP' = PO + OP’ = OP' + PO = OF’ — OP.
Es importante darse cuenta de que, generalmente, si se va de un punto P

a un punto Q pasando por los puntos 4, B, C, ..., E, F, entonces el vec-

tor T’Q’. es la suma de los vectores_P;i\, AB, B-_C'_,s .. ,_EF: FQ (Fig. 4.37).

(R + R*) + R** = R + (R* + R**)

Figura 4.35 Leyes conmutativa y asociativa de la adicién vectorial.

Angulo entre vectores

El angulo 6 formado por un vector R* = (a*, b*) con el vector R =
(a,b) se define como la diferencia entre sus &angulos de direccién:
2 Para distinguir entre vectores y nameros en una ecuacién, siempre ponemos el

nimero antes del vector al escribir productos. La combinacién R\ no se usara, aun-
que podria definirse por AR = RA.
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— -— . .S
Figura 437 PQ = PA + AB + BC + --- + FQ.

f = a* — a. (Aqui se supone que ninguno de los vectores R y R¥ es el
vector cero.) Nuevamente, el dngulo # estd determinado solamente a menos
de multiplos enteros de 2= (Fig. 4.38). Una rotacién de angulo § (con el
signo de 6 indicando el sentido de la rotacién) transformara la direccién de
R en la de R*. Las cantidades cos 8 y sen 6, que estan determinadas uni-
vocamente, pueden inmediatamente expresarse en términos de los cosenos
directores de R y R*:

cos § = cos (@* — a) = cosacosa* + scnascna*
. aa* + bb*
Va? + b2y a*? + b*?

sen § = sen (a* — a) = cosa sen a* — sen a cos a*
ab* — a*b

- Va?+ b*\/a*? + b*?
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Figura 4.38. Angulo 6 que el vector R* forma con R.

El denominador de cada expresion es justamente el producto rr* de las
longitudes de los vectores. Las expresiones que aparecen en los numerado-
res se introducen como “productos” de los dos vectores.

Producto interior y producto exterior de dos vectores

Se define el producto “escalar”, producto ‘interno” o producto “punto”
de dos vectores, R = (a, b R* = (a*, b*), mediante la expresién
) y 1%

R -R* = ga* + bb* = rr* cos 6,
y el producto “exterior” o producto “cruz”, por la expresién
R X R* = ab* — a*b = rr*sen 9.2

Como puede facilmente verificarse, los productos interior y exterior obe-
decen las leyes distributive y asociativa:

R (R* + R**) = R-R¥* + R - R*¥,

R x (R* + R**) = R x R* + R x R**,
A(R-R*) = (AR) -R* = R (AR¥),
AR x R*) = (AR) x R*¥* =R x (AR*).

La ley conmutativa de la multiplicacion también se cumple para productos
interiores:

R-R¥* = R*-R.
Sin embargo, para productos exteriores el intercambio de los factores cam-

bia el signo:
R X R* = —R* x R.

Dados R y R* con el mismo punto inicial, R =?Q_: R* = PQ, pode-
mos interpretar R « R¥ como el producto de la proyeccién 7* cos § del seg-

1 Con nuestra definicién, tanto el producto interior como el exterior son real-
mente “escalares”. El término “producto escalar” se reserva para el producto interior
debido a que en tres dimensiones el anélogo del producto exterior es un vector (en
este caso, el producto exterior también se llama “producto vectorial”).
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mento PQ¥* sobre el segmento PQ y la longitud r de este segmento. El
producto exterior R x R* es simplemente el doble del 4rea del tridngulo
orientado PQQ¥*, tomada con signo positivo si los vértices PQQ¥* estin

ordenados contra reloj y con signo negativo para el orden inverso (Fig.
4.39).

[

Figura 4.39 El producto vectorial R X R* = |R| |R¥| sen & como el doble
del 4rea del tridngulo PQQ*.

P

Para cualquier vector R = (a, b),
R-R =a®+ b2 = |R}?

es el cuadrado de la longitud del vector. Asi, R - R es positivo a menos que
R = O. Por otra parte, R X R es siempre ccro. La condicién para que dos
vectores no nulos sean mutuamente ortogonales es que R -R* = 0, y serdn

paralelos (esto es, tendran la misma direccién y sentidos iguales u opuestos)
si R x R*=0.

Ecuacion de la recta

Usando la notacién vectorial podemos escribir facilmente la ecuacidén
de una recta que pasa por dos puntos. Si P = (x,y), Py = (x0,%,) y P1 =
(x1, 1) son tres puntos tales que P, %~ Py, entonces P estard sobre la recta

que pasa por P, y P; si los vectores PoP y P,P, son paralelos, esto es, si
—_——N ——
PoP X PoPl = O.

) — —_— — Y
Si R=0P, R, = OP, y Ry = OP, son los vectores de posicién de los
tres puntos, la condicién toma la forma

(R—=Ro) x (Ry —=Ry) =0

o bien

(Ry —Ro) X R =R, X Ro.

Substituyendo los vectores de posicién por las coordenadas de los puntos
sc obticne la ecuacién de la recta en la forma usual (Fig. 4.40):

(X1 = %0)y — (91— Y0) ¥ = X1 — y1X0.
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Figura 440 La recta en notacién vectorial.

En vez de especificar dos puntos de la recta, podemos especificar sélo
uno, P,, y requerir que la recta sea paralela al vector S = (a, b). Evidente-
mente, la ecuacién de la recta es entonces

(R —_ Ro) X S = O,
o bien
(x = x0)b— (y = y)a=0.
Para S 21;0_1_’: se obtiene la ecuacién primera.

La distancia d de la recta al origen puede también expresarse en nota-

cién vectorial. Es claro que el producto de d y la longitud del vector P,P,
es el doble del area del triAngulo OPoP;. Por lo tanto,

1 — N
d=—— (OP, x OP,) =§‘;f—§:‘—
, P0P1' I 1 l
XoY1 — X1Yo
V(x1 = %)%+ (31— 90)*
Aqui se toma d con signo positivo si los puntos O, P, y P; se suceden uno
al otro en el sentido contra reloj.

Vectores coordenados. Un vector R = (a, b) puede representarse en la
forma

(29) R = ai + bj,
donde se denotan por 1y j los “vectores coordenados”
(30) i= (1,0), i=(0,1).

De esta manera se divide R en dos vectores ai y bj que apuntan respec-
tivamente en las direcciones positivas de los ejes x e y. Las componentes
a y b de R son justamente las longitudes (con sus signos) de estos dos
vectores.
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En las aplicaciones se tiene a menudo necesidad de representar un vec-
tor R como la resultante de vectores con dos direcciones ortogonales (esto
es, mutuamente perpendiculares) dadas. Con este fin, lo mejor es introdu-
cir dos vectores unitarios (o sea, vectores de longitud 1) Iy J con las di-
recciones prescritas. La descomposicién de R requerida se realiza si puede
representarse R en la forma

(31) R = Al + BJ

con escalares adecuados 4, B (cfr. Fig. 4.40). Es facil encontrar los va-
lores de A y B en el caso en que tal representacién de R exista. Pues, en
efecto, por hipétesis, los vectores I y J son vectores unitarios de longitud
1, de manera que

(32) I-I1=]-J=1, I-J=0.

Formando el producto escalar de la Ec. (31) con I, J, respectivamente,
se encuentra de inmediato que 4 y B deben tener los valores

(33) A=R'I, B=R-‘J;

es decir, 4 y B son las longitudes (con sus signos respectivos) de las proyec-
ciones en las direcciones dadas del segmento que representa a R.

La posibilidad de expresar R como una combinacién lineal (31) de I
y J se deriva de la representacién (29) de R en términos de i y j, siempre
que pueda demostrarse que i y j mismos pueden ser expresados en térmi-
nos de I'y J. Sin embargo, I = (a,8) y J = (v,8) pueden escribirse de
la manera siguiente

(34) = ai + Bj, J = vi+3j.

Como consecuencia de (32), las cantidades «, B, y, 8 deben satisfacer las
llamadas relaciones de ortogonalidad

(35) @+ Pr=y2+82=1, ay+B8=0.

Si se multiplica la primera de las ecuaciones (34) por 8, la segunda por g,
y se restan, se obtiene

(36) (ad — By)i= 81— BJ;
y, en forma aniloga,
(37) (a8 — By)j= —vL+4].

Aqui se tiene para los vectores unitarios mutuamente perpendiculares I y

J que
(38) a8 - By=1Ix]J= =1,
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donde se escoge un signo u otro dependiendo de que el sentido de la ro-
tacién en 90° que transformc I en J sea contra reloj o en el sentido del
reloj. En uno u otro caso las férmulas (36) y (37) expresan iy j en térmi-
nos de I y J. Substituyendo estas expresiones en (29) se obtiene la justifi-
cacién de la férmula de representacién (31) para un vector arbitrario R.

La férmula (31) puede también interpretarse como la representacién
del vector R en un nuevo sistema de coordenadas cuyos ejes apuntan res-
pectivamente en las direcciones de I y J. Las componentes de un vector
unitario son al mismo tiempo los cosenos directores del angulo de direccién
¢ y ¢, respectivamente. Entonces,

a=cos¢p, B =sen¢, y=cosy, 8§ =seny.

Aqui se tiene ¢ = ¢ + 47, o bien ¢y = ¢ — %=. En el primer caso (que
corresponde a un sistema dextrégiro con vectores coordenados I y J) se
tiene y = —B, 8§ = a, &8 — By = + 1; de manera que

(39) I= (cos¢,sen¢), J= (—sen¢,cose¢).

Las férmulas (33) que dan las componentes de R referidas a lcs vectores
coordenados I y J toman entonces la forma

(40) A=acos¢p +bsengp, B= —aseng¢ + bcos.
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Estas formulas expresan las relaciones entre las componentes de uno y el
mismo vector R en dos sistemas de coordenadas dextrégiros que se obticnen
uno del otro mediante una rotacién de ejes en un angulo ¢. Si se supone
que los sistemas de coordenadas tienen el mismo origen O y que R es el
vector de posicién OP de un punto arbitrario P, las férmulas (40) expre-
san la transformacién de los sistemas de coordenadas obtenidas ya en la
p. 379, ecuacién (18). Las componentes a, b y A, B son entonces respecti-
vamente las coordenadas de P en los dos sistemas.

c. Vectores variables, sus derivadas e integrales

Es natural considerar vectores R = (a, b) cuyas componentes a, b sean
funciones de una variable ¢, digamos a = a(t), b = b(¢). Para cualquier ¢
se tiene entonces un vector

R =R(¢) = (a(1),b(¢))

y se dice que R(¢) es una funcidn vectorial de t. Un ejemplo lo propor-
ciona el vector de posicién de un punto que se mueve al variar el tiempo ¢.
Se dice que R(¢) tienc el limite R¥*:= (a* b¥*) para ¢t > ¢ si a(f)
tienc cl limite a* y b(¢) el limite b* para t — ¢,. En ese caso la longitud
de R(¢) tiende hacia la de R* y, si R*¥ 40, la direccién de R(t) tiende
hacia la de R* (esto significa que los cosenos directores de R tienden hacia
los de R¥*). Se dice que el vector R(¢) depende continuamente de ¢ si
Iim R(z) = R(t),
toto
esto es, si las componentes de R son funciones continuas de ¢. La longitud
y, si R(%) 5% O, también la direccién de un vector continuo varian conti-
nuamente con ¢.
Para introducir la derivada de un vector se forma para dos valores
t y t + h del parametro el cociente incremental

]_1[R(t+h) _R()] = [_a_(t+h) —a(t) b(t+h) —b(f)_]’

L h ? h -

y se define la derivada de R como ¢l limite del cociente incremental para
h—0:
. _dR 1 da db .
=— -=lim-[R(t+h) —Rt)]=f —;— ) = b).
g = im o [R( ) (£)] T (a,b)
La derivada de un vector se forma derivando sus componentes.
Las derivadas de productos de vectores, como se ve ficilmente, obede-
cen las reglas ordinarias de las derivadas de productos de funciones reales
o “escalares”:
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._dR'S _dR_ S -
RS) =" =05+ R-Z = RS+ RS
(R><S)‘=f’5d_>:-§:k><s+1{><s,

donde para los productos exteriores es necesario conservar el orden original
de los factores.

En forma andloga se define la integral del vector R(¢) en términos de
las integrales de sus componentes:

Sﬁ R(¢) dt = (Sﬁa(t) dt, Ssb(t) dt) .

El teorema fundamental del célculo implica que

d t
ESGR(S) ds = R(t).

d. Aplicacién a curvas planas. Direccién, “rapidez” y aceleracién

Vector velocidad

En la Seccién 4.1 se representd una curva C mediante dos funciones
x = ¢(t) ey =y(t). Cada valor de ¢ en el dominio de estas funciones de-
termina un punto P = (x,y) sobre C; en este caso ¢ puede considerarse
como cl tiempo y P como un punto mévil cuya posicién en el tiempo ¢ esta
dada por x(¢) e y(2). Si se identifican x e y con las componentes del vector
de posicién R = OP de P, entonces G queda descripta por el punto final del
vector de posicién

R = R(t) = (x(¢),y(¢))

(Fig. 4.41). Para dos puntos P y P’ de C correspondientes a los valores
paramétricos ¢t y ¢ + At, la expresién

PP = OP — OP = R(t + at) — R(t) = AR

da el vector representado por la secante dirigida de C con puntos extre-
mos P, P'. Aqui At es positivo, esto es, si el punto P’ sigue a P sobre C en
el sentido de las ¢ crecientes, entonces el vector

t

A7 (R(t + At) = R(1))

tiene la misma direccién que el vector R(¢ + At) — R(¢) = W; su lon-
gitud es la distancia entre los puntos P y P’ dividida por At. Cuando At
tiende a cero se obtiene en el limite el vector
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R=1R(t) = (x(t),5(t)),

donde, nuevamente, el punto se usa para denotar derivacién con respecto
al parametro ¢. La direccién de R es el limite de las direcciones de las
secantes PP’, y, por lo tanto, es la direccién de la tangente en el punto P.
Mas precisamente, R apunta en aquella direccién de la tangente que co-

0P = R(t + At)

Figura 4.41 Derivada del vector de posicién para una curva.

rresponde a valores crecientes de ¢ sobre C, suponiendo que R O. Los
cosenos directores de R son las cantidades

% .
Cosa = ———————, Sena=——y_~—_—',

Vx4 g2 Va2 + 92

introducidas en la p. 364 como cosenos directores de la tangente. La lon-

gitud de R,
R| = V& + 5,

puede interpretarse como ds/dt, esto es, la medida de cambio, con respecto
al parametro ¢, de la longitud s a lo largo de la curva. Si ¢ representa el
tiempo, IR] representa entonces la velocidad con la que el punto se mueve
a lo largo de la curva.

En Mecénica uno debe considerar la velocidad de una particula no sélo
como algo que tiene una cierta magnitud (la “rapidez”) sino también una
cierta direccion. La velocidad estd entonces representada por el wvector
R = (%,9), cuya longitud es la velocidad (escalar) y cuya direccién es la
direccién instantidnea de movimiento, esto es, la direccién de la tangente
en el sentido de las ¢ crecientes.
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Aceleracion

Analogamente, la aceleracién de la particula se define como el vector
R= (%,7). Si la accleraci6n se anula, esto significa que x = y'= 0; si R=0
a lo largo de un intervalo ¢ completo, las componentes de la velocidad tie-
nen valores constantes ¥ = a, y = b; y las componentes del vector de po-
sicién mismo son entonces funciones lineales de ¢: x = at + ¢, y = bt + d.
En cste caso la particula se mueve con velocidad constante a lo largo de
una linea recta.

Todos nuestros resultados anteriores relativos a curvas son facilmente
expresables en mnotacién vectorial si se describe la curva por cl vector de
posicién R = R(¢) = (x(t), y(t)), con « <t < B. Se encuentra para la
longitud [cfr. Ec. (8), p. 367] la expresién

Si IR| dt,

en tanto que para que el 4rea, con su signo, encerrada por una curva

[cfr. Ec. (20), p. 383]:
a
A= %j R x Rdt

(el signo de esta cantidad depende de la orientacién de la curva). Final-
mente, para la curva « se ticne la férmula [cfr. Ec. (15), p. 373]

R X R
R?

Componentes tangencial y normal de la aceleracidn

Las férmulas anteriores tienen implicaciones interesantes si nuevamente
se interpreta ¢ como el tiempo. Sea y el angulo formado por el vector R
con el vector R esto es, con la direccién instantinea de movimiento. La
cantidad ]R] cos y representa la proyeccién de R en la direccién de R; la
llamamos componente tangencial de la aceleracién. Analogamente, IR| sen y
es la proyeccién de R sobre la normal (mas precisamente, sobre la normal
que se obticne a partir de R mediante una rotacién contra reloj de 90°);
ésta es la componente normal de la aceleracién (ver Fig. 4.42). Por defi-
nicién de productos interior y exterior,

|I"{lcosy=5;n—— \lilseny=R>'<R.
R IR|
Ahora bien,
T 1d . . 1 dv dv
R.R:_ . . = _ . — . = -
s (RIRTR-R) =5 5 (R =5 =%
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Figura 4.42 Aceleracién tangencial y aceleracién normal.

donde v = ds/dt = |R| = {R ‘R es la velocidad (escalar) del punto. Por
lo tanto

. dv
41 R = = -
(41) [R| cos y o =

De esta manera, la componente tangencial de la aceleracién es idéntica a la
medida de cambio, o sea, la derivada, con respecto al tiempo, de la velocidad.
Para la aceleracién normal la férmula de la curvatura conduce a

(42) IR| sen y = « |R|2 = xo?,
esto es, ¢l producto del cuadrado de la velocidad por la curvatura.

Para una particula que se mueve con velocidad constante v a lo largo
de una curva, la aceleracién tangencial ¢ se anula. El vector aceleracién
es entonces perpendicular a la curva. Mds precisamente, dicho vector apun-
ta hacia el lado “interno” de la curva, o sea, el lado hacia el cual la curva
se dobla (esto se ve, por cjemplo, del hecho de que sen y > 0 cuando « > 0,
o, lo que es lo mismo, cuando la tangente gira contra reloj). Al moverse
a lo largo de una curva con rapidez constante un punto experimenta, por
lo tanto, una aceleracién hacia el interior de la curva, que es proporcional
a la curvatura y también al cuadrado de la velocidad. Este hecho es de
obvia significacién debido a que, como resultado de la ley de Newton (dis-
cutida mas adclante), se necesita una fuerza proporcional a la aceleracién
para mantener el punto P sobre la curva.

4.4 Movimiento de una particula bajo la accién de fuerzas especificadas

Los primeros desarrollos del calculo fueron estimulados en forma deci-
siva no solamente por la geometria sino también en una gran medida por
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los conceptos de la Mecéanica. Esta ciencia descansa sobre ciertos principios
basicos que fueron establecidos primeramente por Newton. El estableci-
miento de estos principios involucra el concepto de derivada, y su aplica-
cion requiere de la teoria de la integracién. Sin analizar en detalle los
principios de Newton, ilustraremos con algunos ejemplos sencillos cémo el
calculo se aplica en Mecanica.

a. Ley de movimiento de Newton

Nos restringiremos a la consideracién de una unica particula, esto es,
un punto cn el cual se supone concentrada una masa m. Supondremos
ademas que el movimicnto se efectiia en el plano x,y, en el cual la posi-
cién de la particula en el tiempo ¢ estd especificada por sus coordenadas.
x = x(¢t), y = y(t), o, equivalentemente, por su “vector de posicién” R =
R(t) = (x(¢),y(¢)). Un punto sobre una cantidad indica derivacién con
respecto al tiempo ¢. La velocidad y la aceleracién de la particula quedan
entonces representadas por los vectores

R=(43) y R=(xy).

En Mecénica se relaciona el movimiento de un punto con el concepto
de fuerzas de direccién y magnitud definida que actian sobre este punto.
También puede describirse una fuerza mediante un vector F = (p,0). El
efecto de varias fuerzas F,, F,, ... que acthian sobre la misma particula
es el mismo que el de una Gnica fuerza F, la fuerza resultante, que es sim-
plemente la suma vectorial F = F, + F; + - -+ de las fuerzas individuales.

La ley fundamental de Newton establece que: la masa m multiplicada

por la aceleracién es igual a la fuerza que actia sobre la particula; en
simbolos,

(43) mR =F.

Si escribimos esta ecuacién vectorial, que expresa la ley fundamental, en
términos de las componentes de esos vectores, obtenemos el par equivalente
de ecuaciones

(44) mi=p, = my=oa

Puesto que accleracién y fuerza difieren solamente en el factor positivo
m, la direccién de la aceleracion es la misma que la de la fuerza. Si nin-
guna fuerza act(n, esto es, F = O, la aceleracién se anula, la velocidad es
constante y x,y se vuelven funciones lineales de ¢. Esta es la primera ley de
Newton: una particula sobre la que no actGan fuerzas se mueve con velo-
cidad constante a lo largo de una linea recta.

La ley de Newton mR = F, en el primer ejemplo, no es més que la
definicién cuantitativa del concepto de fuerza. El lado izquierdo de esta
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relacién puede determinarse observando el movimiento, mediante lo cual
se obtiene entonces la fuerza.

Sin embargo, la ley de Newton tienc un significado mas profundo debido
al hecho de que en muchos casos podemos determinar la fuerza actuante
a partir de otras consideraciones fisicas, sin conocer el movimiento corres-
pondicnte. Esta ley fundamental no ¢s entonces una definicion de fuerza
sino una relacién a partir de la cual podemos esperar la determinacién del
movimicnto. Esta manera de considerar las cosas al usar la ley de Newton
muestra su utilidad en los numerosos casos en los que consideraciones fisicas
permiten expresar la fuerza F o sus componentes p, ¢ de manera explicita
como funciones de la posicién y la velocidad de la particula y del tiempo &.
La ley de movimiento no es entonces una tautologia sino que proporciona
dos ecuaciones que expresan mx,my en términos de x, y, %, 7 y ¢, las lla-
madas ecuaciones de movimiento. Son éstas ecuaciones diferenciales, esto
es, relaciones entre funciones y sus derivadas. La solucién de estas ecua-
ciones diferenciales, o sea, el encontrar todas los pares de funciones x(t),
y(t) para las cuales las ccuaciones de movimiento son validas, dan todos los
movimientos posibles dec una particula bajo la accién de la fuerza pres-
crita.

b. Movimiento de cuerpos en caida

El ejemplo mas sencillo de una fuerza conocida es el de la gravedad
que actia sobre una particula cercana a la superficie de la Tierra. Se sabe
por observacién directa que (despreciando los efectos de la resistencia del
aire) todo cuerpo que cac tienc una aceleracién dirigida verticalmente ha-
cia abajo y que tienc la misma magnitud g para todos los cuerpos. Medida
en metros por segundo (in.s?), g tienc aproximadamente ¢l valor 9.80.
Si escogemos un sistema de coordenadas x,y en el cual el eje ¥ apunte
verticalmente hacia arriba en tanto que el cje x es horizontal, la acelera-

cibn R = (x,) ticne las componentes

=0, 5=-g

Por la ley fundamental de Newton, el vector F que representa la fuerza

de gravedad que acta sobre una particula de masa m debe entonces ser
F = (0, —mg).

Este vector fuerza esti de la misma manera dirigido verticalmente hacia

abajo; su magnitud, el peso del cuerpo cerca de la superficie de la Tierra,
es mg.

L El valor preciso de g, que ademis de la atraccién gravitacional incluye los
efectos de la rotaciéon de la Tierra, depende de la posicién sobre ésta.
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Cuando se cancela el factor m, las ecuaciones de movimiento de una
particula bajo la accién de la gravedad toman la forma

x =0, j;=—g.

A partir de estas ecuaciones podemos obtener ficilmente una descripcién
del movimiento méis general posible para un cuerpo que cae. Integrando
con respecto a ¢ se obtiene

x=a y=—gt+b,

donde a y b son constantes. Una integracién posterior muestra entonces
que
x=at +c y= —4gt* + bt + d,

donde ¢ y d son también constantes. Asi, la solucién general de nuestras
ecuaciones de movimiento depende de cuatro constantes no especificadas,
a, b, ¢, d. Podemos relacionar inmediatamente los valores de estas constantes
para un movimiento particular con las condiciones iniciales de este movi-
miento. Si al tiempo inicial ¢ = 0 la particula esta en el punto (xo,y,), en-
tonces, haciendo ¢ = 0, se encuentra

¢ = xq, d = y,.

La velocidad R = (%,y) = (a, —gt + b) se reduce a (a,b) para ¢t =0.
Asi (c,d) y (a,b) representan respectivamente la posicién y la velocidad
iniciales de la particula. Cualquier eleccién de estas condiciones iniciales
origina en forma univoca un movimiento.

En el caso a %40, esto es, el caso en que la velocidad inicial no es ver-
tical, podemos eliminar ¢ y obtener una representacién no paramétrica para
la érbita de la particula. Despejando ¢ de la primera ecuacién y substituyen-
do el resultado en la segunda, se llega a

g 24 b
=——(x—¢)2+—(x—¢) +d.
y= - — (= 0)
Por lo tanto, la trayectoria es una pardbola. Para a = 0 tenemos x = ¢ =
constante, y todo el movimiento se efectia a lo largo de una recta vertical.

c¢. Movimiento de una particula restringido a una curva dada

En la mayoria de los problemas de mecénica las fuerzas que actan
sobre una particula dependen de la posicién y de la velocidad de dicha
particula. En general, las ecuaciones de movimiento son demasiado com-
plicadas para permitirnos determinar todos los movimientos posibles. Una
simplificacién grande se logra si puede considerarse como conocida la curva
C descrita por la particula, de manera que sélo tenga que determinarse el
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movimiento a lo largo de la curva. En una variedad muy grande de pro-
blemas mecanicos la particula esti restringida (mediante algin artificio
mecanico) a moverse sobre una curva dada C. El ejemplo més simple lo
constituye el péndulo plano, en el que una masa m est3 sujeta a un punto Py
por medio de un hilo inextensible de longitud L y se mueve bajo la accién
de la gravedad sobre una circunferencia de radio L con centro en P.

Usando el arco de longitud s como parametro a lo largo de la curva C,
ésta queda determinada por las ecuaciones x = x(s), y = y(s). Encontrar
el movimiento de la particula a lo largo de C equivale entonces a encon-
trar s como funcién de ¢ Una ecuacién de movimiento valida a lo largo
de la curva se encuentra de la manera siguiente.

Multipliquense escalarmente ambos lados de la férmula de Newton
mR = F por un vector £:

mR-£=F-¢

Si se escoge £ igual al vector de longitud 1 cuya direccién es la de la tan-
gente a C en el sentido de las s crecientes, esto es, £ = dR/ds, la expresién
F-£ = f dard la componente tangencial de la fuerza, o fuerza que actia
en la direccion del movimiento. De acuerdo con la ecuacién (41) de la p. 414,
la componente tangencial R ¢ de la aceleracién es justamente dv/dt =

d?s/dt?, esto es, la aceleracién de la particula a lo largo de la curva. La
ley de Newton conduce entonces a la férmula

(45) ms = f,
o sea, la masa de la particula multiplicada por su aceleracién a lo largo
de la trayectoria es igual a la fuerza que actia en la direccién del mo-
vimiento.

Al aplicar esta ecuacién a una particula restringida a moverse sobre una
curva C, suponemos que las restricciones no contribuyen a la fuerza f.* Para
una fuerza F = (p, o) la ecuacién (44) de la p. 415 conduce a

_ dx dy
(46) f—PE"f“fz",

dx d
puesto que el vector £ tiene como componentes 7? ) ?): (ver p. 412). Para

dx dy
ds 7 ds
considerarse como funciones conocidas de s. De la misma manera, si la
fuerza F =2(p, o) depende solamente de la posicion de la particula, f sera
una funcién conocida de s. El movimiento de la particula a lo largo de C

una curva C conocida los cosenos directores de la tangente pueden

1 Realmente, el mecanismo de restriccién tiene que proporcionar una fuerza que
mantenga a la particula sobre C (en el péndulo simple la proporciona la tensién del
hilo). Suponemos que esta fuerza de ‘“reaccién” es perpendicular a la curva y asi
no tiene componente tangencial; y éste es el caso cuando la particula se desliza sin
friccién sobre la curva.
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tiene entonces que ser determinado a partir de la ecuacién diferencial

relativamente sencilla ms = f(s).
Especificamente, para la fuerza gravitacional F = (0, —mg) se tiene

- dy

(46a) f= —mg P

Asi, la ecuacién de movimiento de una particula restringida a moverse bajo
la accién de la gravedad sobre una curva C se transforma en

d’s _ dy

ar T 8ds

Si a denota el dngulo de inclinacién de la curva, tenemos dy/ds = sen a
(ver Fig. 4.43), y la ecuacién de movimiento se convierte en

(47)

Figura 4.43 Movimiento sobre una curva dada, bajo la accién de la gravedad.
Para una particula restringida a moverse sobre una circunferencia de ra-
dio L con centro en el origen (“péndulo simple”), es

x=Lsenf, y= —Lcosb,

donde § =s/L es el angulo polar medido a partir de la vertical que apunta
hacia abajo. En este caso (ver Fig. 4.44) es a = 8, por lo que

d’s _ dydf sen 0
= Sdgds &
o bien
d2
o _ --isenﬂ.

arr L
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4.5 Caida libre de un cuerpo venciendo la resistencia del aire

Comenzaremos con dos ejemplos relativos al movimiento de una par-
ticula a lo largo de una recta. Consideraremos solamente los casos en que
la fuerza actia en la direccién de la recta, de manera que no es necesario
un mecanismo de restriccidn.

La trayectoria de un cuerpo que cae libremente hacia abajo puede
describirse mediante las expresiones x = constante, y = s. Si la (inica fuerza
presente es la de gravedad, se tiene la ecuacién de movimiento

ms = —mg.

Para una particula que se suelta en el tiempo ¢ = 0 desde la altura y, = 5o
con velocidad inicial v, (considerada positiva si es hacia arriba), se en-
cuentra por integraciéon que

s = — gt + vot + s,

Figura 4.44 El péndulo simple.

Si se desea tomar en cuenta el efecto de la friccidn o resistencia del aire
que actia sobre la particula, se la tendrd que considerar como una fuerza
de sentido opuesto al del movimiento y respecto a la cual pueden hacerse
ciertas consideraciones de tipo fisico.! Se obtendran resultados para dife-
rentes hipdtesis fisicas: a) la resistencia es proporcional a la velocidad y
estd dada por una expresién de la forma —rs, donde r es una constante
positiva; b) la resistencia es proporcional al cuadrado de la velocidad y

es de la forma —rs? para § positiva, y de la forma rs? para s negativa. De
acuerdo con la ley de Newton se obtienen las ecuaciones de movimiento

(a) ms = —mg — 13,
(b) ms = —mg + ri¥,

1 Estas hipétesis deben escogerse adecuadas al sistema fisico particular que se
esté considerando; por ejemplo, la ley de resistencia para bajas velocidades no es la
misma que para velocidades altas (tales como velocidades de bala).
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donde se ha supuesto para (b) que el cuerpo estd cayendo (5§ < 0). Si se
considera, en primer lugar, § = v(¢) como la funcién buscada, se tiene
(a) my = —mg — rv,

(b) my = —mg + rot.

En vez de usar estas ecuaciones para determinar v como funcién de ¢, se
determina ¢ como funcién de v escribiendo dichas ecuaciones diferenciales
en la forma

() dt _ 1

¢ dv (1 1 k0) ’
dt 1

(®) v g(1 — k&o?)

donde se ha hecho Vr/mg = k. Con la ayuda de los métodos dados en el
capitulo 3 pueden realizarse inmediatamente las integraciones, obteniéndose

1

(@) t=—gk—zlog(l+kzv)+to,
1 1— kv
(b) t_ﬂlOg_l +kv +tu.

Resolviendo para v estas ecuaciones se tiene

_ 1
(a) v= (1

— e—gk’(t—to)).

— —2gKk(t —to) 1
11-e — > tanh [gh(t — 1,)]

(6) VS T T e

Estas ecuaciones revelan ya una propiedad importante del movimiento.
La velocidad no crece con el tiempo mas alld de toda cota, sino que tiende
a un limite definido que depende de la masa m y de la constante r (la
que, a su vez, depende de la forma del cuerpo que cae y de la densidad
del aire). En efecto,

(a) limo(t) = — L = — ™8
t—c0 - 7
. 1 “mg
(b) nmu(:):—_:—\/_g
t—s0 k r

La resistencia de friccién para la velocidad limite contrarresta justamente
al atraccién gravitacional. Una segunda integracién realizada en las ex-
presiones para v(¢) = §, nuevamente con la ayuda de los métodos del capi-
tulo 3, conduce a los resultados (que pueden verificarse por derivacién)

1 1 R
(a) s(t) = — e (¢ —ty) — o (e—9k (-t — 1} + ¢
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(b) s(t) = — gllr_,log[cosh kg(t — t)] + ¢,

donde ¢ es una constante de integracién. Aqui £, es el instante para el
cual la velocidad de la particula tendria que ser 0, y ¢ es la altura corres-
pondiente. Las dos constantes ¢ y f, pueden también ser facilmente rela-
cionadas con la velocidad y la posicién en cualquier otro instante £, si se
consideran aquellas cantidades como condiciones iniciales.

4.6 El tipo mis simple de vibracién elastica: movimiento de un resorte

Como un segundo ejemplo —de mayor significacién— considérese el
caso de una particula que se mueve sobre el eje x bajo la accién de una
fuerza elastica que la atrae hacia el origen. Por lo que respecta a la fuerza
elastica se considerard que su magnitud es proporcional a la distancia desde
el origen y que estd siempre dirigida hacia ese punto. En otras palabras, se
tomarA la fuerza igual a —kx, donde el coeficiente k es una medida de la
rigidez de la conexién eldstica. Puesto que k es positiva, la fuerza es nega-
tiva cuando x es positiva y positiva cuando x es negativa. La ley de Newton
en este caso establece que

(48) mx = —kx.

Esta ecuacién diferencial por si sola no determina completamente el mo-
vimiento, sino que para un instante dado, por ejemplo ¢ = 0, pueden fi-
jarse arbitrariamente la posicién x(0) = x, y la velocidad %(0) = v, inicia-
les; esto es, en lenguaje fisico, que la particula puede iniciar su movimiento
desde cualquier posicién y con cualquier velocidad, quedando determinado
el movimiento subsecuente por la ecuacién diferencial. Matematicamente
esto queda expresado por el hecho de que la solucion general de la ecuacién
diferencial contiene dos constantes de integracién cuyos valores, al principio
indeterminados, pueden encontrarsc mediante las condiciones iniciales. Esto
se demostrara de inmediato.

Podemos establecer facilmente dicha solucién de una manera directa.
Si hacemos » = Vk/m, nuestra ecuacién diferencial se convierte en
d?x/dt? = —o®x. La substitucién r = ot de la variable independiente re-
duce esta ecuacién a la forma d2x/dr* = —x, discutida en el capitulo 3,
p. 331. Asi la ecuacién diferencial es satisfecha por todas las funciones

x(t) = c1cos ot + ¢; sen o,

lo cual puede también verificarse de inmediato por derivacién (¢, y ¢, de-
notan constantes arbitriamente escogidas). En el capitulo 3, p. 332,
vimos que no existen otras soluciones para dicha ecuacién diferencial, vy,
por lo tanto, cualquier movimiento originado por la accién de la fuerza
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elastica estd dado por esa expresién. Esta puede ficilmente ponerse en la
forma
x(t) = aseno(t — 8) = —asen o § cosot + acos o 8 sen wt.

Sélo se necesita escribir —asenw § = ¢; y a cos w 8 = ¢, introduciendo asi
las nuevas constantes a y § en vez de ¢; y ¢,. Movimientos de este tipo son
llamados sinusoidales o armdénicos simples. Estos movimientos son peri6édi-
cos: cualquier estado [esto es, posicién x(¢) y velocidad #(t)] se repite
después de un tiempo T = 27 /o, llamado periodo, pues las funciones sen ot
y cos ot tienen periodo T El ndmero a se llama el desplazamiento mdximo o
amplitud de la oscilacién. El nlimero 1/T = /2w se llama la frecuencia
de la oscilacién; mide el niimero de oscilaciones por unidad de tiempo. En el
capitulo 8 regresaremos a la teoria de las oscilaciones.

4.7 Movimiento sobre una curva dada
a. La ecuacién diferencial y su solucién

Volvamos ahora a la forma gencral del problema relativo al movimiento
a lo largo de una cierta curva bajo la accién de una fuerza mf(s) arbi-
traria pero prefijada. Determinaremos s(¢) como funcién de ¢ usando la
ecuacién diferencial [Ec. (45), p. 419]

5= 1(s),

donde f(s) es una funcién dada.’ Esta ecuacién diferencial en s puede
resolverse completamente mediante el siguiente artificio.

Consideremos cualquier funcién primitiva F(s) de f(s), esto es F'(s) =
f(s), y multipliquemos ambos lados de la ecuacién 5 = f(s) = F'(s) por s.
Podemos entonces escribir el miembro de la izquierda en la forma d(52/2)dt,
como se ve de inmediato derivando la expresién 2. Por otra parte, si en
F(s) consideramos la cantidad s como una funcién de ¢, por la regla de la
cadena de la derivacién, el lado de la derecha, F'(s)s, es la derivada de
F(s) con respecto al tiempo ¢. Por lo tanto, se tiene inmediatamente

dy1.,\ _d
EZ(ES ) _EF("):

32 =F(s) + ¢,

donde ¢ denota una constante por determinar.
Hemos, en este punto, llegado a una ecuacién que sblo involucra la
funcién s(t) y su primera derivada. (Més adelante interpretaremos esta

o bien, integrando,

1 Nuestra ecuacién original de movimiento sobre una curva era ms = f(s); sin- .
embargo, podemos siempre escribir la funcién f(s) en la forma mf(s), obteniendo
la forma m4s simple usada aqui para la ecuacién.
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ecuacién como la que expresa la conservacién de la energia durante el
movimiento.) Escribase esta ecuacién en la forma ds/dt = V 2[F(s) + ¢].
Vemos que no puede encontrarse inmediatamente por integracién s como
funcién de ¢. Sin embargo, obtenemos una solucién del problema si primero
nos concretamos a encontrar la funcién inversa ¢(s), esto es, el tiempo que
tarda la particula en alcanzar una posicién definida s. Para £(s) tenemos
la ecuacién

dt 1

& VIFG) T e

y asi, la derivada de la funcién £(s) es conocida y se tiene

t= S——d.“: + Cq,
V2[F(s) + ¢]

donde ¢, es otra constante de integracién. El problema se habri resuelto
tan pronto como se realice esta Gltima integracién, pues aunque no se de-
termine la posicién s como una funcién de ¢, sc encuentra, por el contrario,
el tiempo ¢ como una funcién de la posicién s. El hecho de que todavia se
disponga de dos constantes de integracién, ¢ y ¢,, nos permite hacer que
la solucién general satisfaga condiciones iniciales especificas.

La discusién general puede ilustrarse con nuestro primer ejemplo sobre
vibraciones elasticas si identificamos x con s5. En este caso, f(s) = —o% vy,
por ejemplo, F(s) —4o%? Obtenemos entonces

dt 1

ds \/ 2¢ — w?s?

t=S——ds=+ Cy.
\/20 — w’s?

3

y ademas,

Esta integral puede evaluarse ficilmente introduciendo ws/V 2c como una
nueva variable: asi obtenemos

1 s
t = —arcsen —— + ¢,
o 2¢
o bien, tomando la funcién inversa,
vV 2¢
5= sen o(t — ¢1).
w

Llegamos asi a exactamente la misma férmula obtenida anteriormente para
la solucién.

Este ejemplo ilustra también lo que significan las constantes de inte-
gracién y céomo se determinan. Si, por ejemplo, se requiere que en el
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tiempo ¢ = 0 la particuia esté en el punto s = 0 y que su velocidad en ese
instante sea 5(0) = 1, sc obtienen las dos ecuaciones

Lo}

senwci,, 1= V2ccoswc,

0

a partir de las cuales se encuentra que las constantes tienen los valores
¢; = 0, ¢ = 4, Las constantes de integracién ¢ y ¢, pueden determinarse
exactamente de la misma manera cuando se prescriben arbitrariamente la
posicién s, y la velocidad 5, iniciales (en el tiempo ¢ = 0).

b. Particula que se desliza hacia abajo sobre una curva

El caso de una particula que se desliza sin friccién sobre una curva
bajo la accién de la gravedad puede tratarse en forma muy simple mediante
el método descrito anteriormente. Encontramos ya en la p. 419 la ecuacién
de movimiento correspondiente a este caso:

dy
gég,

= -
donde los puntos indican derivacién con respecto a ¢. El miembro derecho
de esta ecuacién es una funcién conocida de s, puesto que conocemos la
curva y podemos por consiguiente considerar x e y como funciones cono-
cidas de s.

Multipliquemos ambos miembros de esta ecuacion por 5, como en la
Gltima seccién. El miembro izquierdo se convierte entonces en la derivada
con respecto a ¢ de 452 Si en la expresién y(s) consideramos s como una
funcién de ¢, el miembro derecho de nuestra ecuacién es la derivada con
respecto a ¢ de —gy. Integrando tendremos entonces

2= —gy + ¢

donde ¢ es una constante de integracién. Para encontrar el significado de
esta constante supongamos que en el tiempo ¢ = 0 nuestra particula esta
en el punto de la curva con coordenadas x; € y,, y que en ese instante su
velocidad es cero, esto es, 5(0) = 0. Entonces, haciendo ¢ = 0 tenemos in-
mediatamente — gy, + ¢ = 0, de mancra que

352 = g(yo — ).

Puesto que §* nunca es negativo, la altura y de la particula jamas excede
al valor y, y sélo es igual a ¢l cuando la vclocidad es cero. Mientras mas
abajo se encuentre la particula, mayor scra su velocidad. Ahora, en vez de
considerar s como una funcién de ¢, consideraremos la funcién inversa ¢(s).
Para esta funcién obtenemos inmediatamente
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dt !

i e ———————
ds V2g(yo — y)
que es equivalente a
ds

t’“‘fx@z(——)’

donde ¢, es una nueva constante de integracién. En relacién con el signo
de la raiz cuadrada, que es el mismo que el de 5, observamos que si la
particula sc mueve a lo largo de un arco que en todas partes estd por de-
bajo de y, excepto en los extremos, el signo no puede cambiar. Pues el signo
de s sélo puede cambiar donde § = 0, esto cs, donde y — y, = 0. De esta
manera, la particula solamente puede “regresar” en puntos de la curva de
maxima elevacién. En vez de usar la longitud de arco § como pardmetro
dc referencia para la curva, puede usarse cualquier otro parametro § tal
que x = ¢(8), y = ¢(0). Introduciendo 6 como variable independiente se

obtiene
d dé o 2
t:c,tg"i—————__——c -*—j\ +)/
df V2g(ys —y) 28(y0 — )

donde las funciones 7 = ¢’(0), y' = ¢'(8), e y = ¢(8) son conocidas. Para
determinar la constante de integracién ¢, observamos que para ¢ = 0 el para-
metro  tendrd un valor 0. Esto nos da inmediatamente la solucién en la
forma

(49) S I
2¢(y0 — ¥)

Noétese que esta funcién representa cl tiempo que tarda la particula para
moverse del punto con valor paramétrico 8, al punto con valor paramétri-
co 0. La funcién inversa 6(¢) correspondiente nos permite describir com-

y

Yo

Figura 4.45
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pletamente el movimiento: para cada instante ¢t podemos determinar el
punto x = ¢[f(t)], y = y[0(t)] por el que la particula estd pasando.

c. Discusion del movimiento

Dec las ccuaciones recién encontradas puede deducirse, atn sin una ex-
presién explicita para el resultado de la integracién, la naturaleza general
del movimiento mediante un simple razonamiento intuitivo. Supongamos
que nuestra curva es del tipo mostrado en la Fig. 4.43, esto es, que consiste
de un arco convexo hacia abajo; y tomemos s creciente de izquierda a
derecha. Si inicialmente soltamos la particula desde el punto 4 de coordc-
nadas xo = ¢(8o), yo = ¢(0,), correspondientes a § = 6, la velocidad au-
menta, pues la aceleracién 5 es positiva. La particula viaja de 4 al punto
mas bajo con velocidad siempre creciente. Sin embargo, después de pasar
por el punto méis bajo la aceleracién es negativa ya que el miembro dere-
cho, —g dy/ds, de la ecuacién de movimiento es negativo. Por lo tanto, la
velocidad decrece. De la ecuacion i = 2g(y, — y) se ve de inmediato que
la velocidad alcanza el valor cero cuando la particula llega al punto B cuya
altura es la misma que la de la posicién inicial A. Puesto que la aceleracién
es todavia negativa, ¢l movimiento debe invertirse en ese punto y la particula
oscilard de regreso hacia A; y esta accion sc repetird indefinidamente. (El
lector recordara que la friccion no se ha tomado en cuenta.) En este movi-
miento oscilatorio el tiempo que tarda ¢l punto en regresar de B a A debe
claramente ser el mismo que el que tarda en moverse de 4 a B, pues para
alturas iguales se tienen valores iguales de |5|. Si denotamos con T el tiempo
requerido para un viaje completo de 4 a By viceversa, el movimiento obvia-
mente sera peridédico con periodo T'. Si 6, y 6; son los valores del pardmetro
correspondientes a los puntos 4 y B, respectivamente, el semiperiodo esta
dado por la expresién

T Lty
2 Vg L % — da(
(50)
= L S #2(0) +92(0) |
Vgl s, ¥(6) —y(0)

Si 6, es el valor del parimetro correspondiente al punto mas bajo de la
curva, el tiempo que la particula tarda en caer de 4 hasta ese punto es

1 o2 T2 1 72
S J_x__idg\,
8 Yo — ¥

Vi
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d. El péndulo ordinario

El ejemplo mas sencillo estd dado por el llamado péndulo simple. En
este caso la curva a considerar es una circunferencia de radio fijo L:

x=0Lsenf, y= —Lcosé,

donde el dngulo 6 se mide en el sentido positivo a partir de la posicién de
reposo. De la expresiéon gencral (50), y usando el teorema de adicién para
el coseno, se obtiene inmediatamente

TﬁVIQLS% VcosO—cosOo ‘/LY J - 6, &

sen~ — — senf o
2

donde 6, (0 < 6, < =) denota la amplitud de oscilacién del péndulo, esto
cs, la posicién angular desde la que se suelta la particula con velocidad
cero en el tiempo ¢t = 0.! Mediante la substitucién

_ scn(0/2) du  cos (6/2)

sen (6o/2) > df  2sen (6,/2)°

nuestra cxpresién para ¢l periodo de oscilacién del péndulo se transfor-
ma en

. Fd du
S (i)

"T'enemos asi expresado cl periodo de oscilacién del péndulo mediante una
integral eliptica (ver p. 318).

Si se supone que la amplitud de la oscilacién es pequeiia, de manera
que con suficiente aproximacién se puede reemplazar el segundo factor del
subradical por 1, sc obtiene la expresién
o JE(T dn

\ I S_1 V1—w
como una aproximacion para el periodo de oscilacién. Esta Gltima integral
puede evaluarse usando la férmula 13 de nuestra tabla de integrales
(p. 284) ; asi sc obtiene la expresién 27 \/L/g como un valor aproximado

para T. Hasta estc orden de aproximacién, el periodo es independiente
de 6y, o sea, de la amplitud de oscilacién del péndulo. Es claro que el

1 Hemos supuesto aqui que la velocidad se hace cero en algin momento durante
el movimiento. Esto exc]uyc cl t)po de movimiento de salto del péndulo, para el
cual 8 no es periédica y varia mondtonamente para todo t.
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periodo exacto es mayor y aumenta con 6, Puesto que en el intervalo
de integracién

0 0 0
1>1— uzsenz?oz 1 —seng—ch: cos“?o,

se encuentran las siguientes estimaciones para el periodo

'L 1 JT
i V g =Ts cos (0,/2) 2 g

Para 4ngulos 8, < 10° se tiene 1/(cos 00/2) < seg 5° < 1.004, de manera
que el periodo estard dado por la férmula 27V L/g con un error relativo
menor que el $%. Para una aproximacién mds fina de la integral eliptica
que expresa T véase la seccién 7.6f.

e. El péndulo cicloidal

El hecho de que el periodo de oscilacién de un péndulo ordinario no es
estrictamente independiente de la amplitud de oscilacién hizo que Christian
ITuygens, en sus constantes esfuerzos por construir relojes precisos, buscase
una curva C para la cual el perfodo de oscilacién fuese independiente de
la posicién sobre C desde la cual la particula oscilante inicia su movi-
micnto.! Huygens reconocié que la cicloide es tal curva.

Para que una particula sea realmente capaz de oscilar sobre una ci-
cloide, las ctispides de esta curva deben apuntar en direccién opuesta a la
de la gravedad; esto es, la ciclode considerada anteriormente (p. 347)
debe ser reflejada con respecto del eje x (cfr. Fig. 4.2, p. 348). Por consi-
guiente, escribimos las ecuaciones de la cicloide en la forma

x=a(f + =+ send),
y = —a(l + cosb),

Ja cual involucra también un cambio del parametro ¢ por 8 + = (Fig. 4.46).
El tiempo que la particula tarda en ir de un punto con altura

Yo = —a(l + cosby) (0< b <w)

al punto mas bajo y luego subir nuevamente a la altura y, es, por la férmula
(50) de la p. 428,

_'lv_:J_i OOJ TX Ryt d9—J2a cos (6/2) 40
2 2g) e, Yo — ¥ \/cost9~cos00

! Las oscilaciones se dice entonces que son isdcronas.
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Usando exactamente las mismas substituciones que para el periodo del pén-
dulo simple se llega a la integral

P

T:%\/f
4

El periodo de oscilacién T, por lo tanto, es, sin duda, independiente de la
amplitud 6,. En la p. 446 se describird una manera sencilla de lograr,
mediante un hilo, que una particula se mucva realmente sobre una cicloide.

y, por consiguiente,

y
0] 2ra X
A
/N /\
L0 SO U ANy
- ~
—2a h

Figura 4.46 Trayectoria descrita por un péndulo cicloidal.

*4.8 Movimiento de un campo gravitacional

Como un ejemplo de movimiento no restringido, consideremos una par-
ticula que se muevc cn el campo gravitacional de una masa atractiva.

a. Ley universal de la gravitacion de Newton

La descripcién del movimiento de los planetas dada por Kepler, basada
en las precisas observaciones de Tycho Brahe, condujo a Newton a formu-
lar su ley general de la atraccién gravitacional entre dos particulas cua-
lesquiera. Sean P, = (xo,%,) y P = (x,y) dos particulas de masas m, y m,
respectivamente. Sca 1 = V (x — x0)% + (y — y)? la distancia entre las
particulas. Entonces P, ejerce sobre P una fuerza F que tiene la direccién
de PP, y la magnitud |F| = ymem/r%, donde y es la “constante universal
de la gravitacion. Puesto que entonces F solamente puede diferir en un
factor positivo del vector PP,, cuya magnitud es 7, debe tenerse
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F =Y 5P, = ( ymom(xo — x) ymomn (3o =~ 9) )
r re r

Esta ley de atraccibén se refiere a particulas, esto es, a cuerpos que pue-
den considerarse concentrados en puntos, despreciando la extensién real de
los mismos (Fig. 4.47). La validez de tal hipdtesis es lo suficientemente
plausible para cuerpos celestes, cuyas distancias mutuas son enormes com-
paradas con sus didmetros. Newton extendié considerablemente el rango
de aplicacién de esta ley demostrando que la misma también describe la

m
- ymom
F= 3
|
|
r{ |
!
|
i
|
|
\6”‘0
(a)

(O

mo

(b)

Figura 4.47 a) Atraccién newtoniana entre dos particulas. b) Atracciéon gravi-
tacional de la Tierra.

atraccién que un cuerpo de masa m, y extensién no nula ejerce sobre una
particula de masa m, suponiendo que el cuerpo es una esfera cuya densi-
dad es constante o, méis generalmente, suponiendo que el cuerpo esti cons-
tituido por capas esféricas concéntricas de densidad constante. En este caso
la atraccién del cuerpo sobre una particula P situada fuera de él es la
misma que si toda la masa m, del cuerpo estuviese concentrada en su cen-
tro P, (Fig. 4.47). La Tierra puede, con bastante aproximacién, conside-
rarse como constituida por capas concéntricas de densidad constante, de
manera que su atraccién sobre una particula de masa m situada en la super-



432 Aplicaciones en fisica y geometria Cap. ¢4

ficie terrestre esti diriigda hacia el centro P, de la Tierra (esto es, verti-
calmente hacia abajo para un observador) y ticne una magnitud igual a
ymom/R?, donde R es el radio de la Tierra y m, su masa. Se puede iden-
tificar ymym/R?® con mg, siendo g la accleracién gravitacional (ver p. 416).
En otras palabras, g = ymo/R".

A partir de la ley fundamental de Newton se encuentran las ecuaciones
de movimiento para una particula P de masa m que se mueve bajo la
influencia de la atraccién de una masa m, situada en Py:

My (X0 — X) _ Y™Mo(y0 — )
X = ————r\"———— k) y - "——;3-"‘__0
Supéngase ahora, para simplificar, que m, es mucho mayor que m, que los
efectos de la atraccién de P sobre P, pueden despreciarse y que P, puede
considerarse en reposo. Esta podria ser, por ejemplo, la situacién de una
pareja de cuerpos como el Sol y un planeta, o bien la Tierra y un objeto
sobre su superficie. Tomando el origen de coordenadas en P, se tienen
para P = (x,y) las ecuaciones de movimiento

ymox

. Ymoy
3 ’ y= - ’

73

(51) i=

T

con 7= Vax® + 9%

b. Movimiento circular en torno al centro de atracciéon

No se intentard encontrar la solucién més general de estas ecuaciones
diferenciales (lo que corresponderia, como es bien sabido, al movimiento
sobre una trayectoria en forma de seccién cénica con un foco en el centro
de atraccién). En vez dec ello, se considcrardn solamente los tipos més
stmples de moviiniento compatibles con estas ecuaciones, como son los movi-
micntos circulares uniformes en torno al origen y los movimientos a lo
largo de un radio que parte de esc mismo punto. Para un movimiento
circular uniforme de P sobre la circunferencia de radio a con centro en el
origen, se tiene 7 = ay

X = acosot, Y= asenwi,

donde o es una constante. El periodo T del movimiento, esto es, €l tiempo
que tarda P en regresar a la misma posicién, es T = 2xr/w. Para las com-
ponentes de la velocidad se encuentra

X = —avsenot, Y= auCosul,

de manera que la velocidad de P sobre su érbita es

(52) v=\/,\'¢3—-|-j/—"=aw=g;Ta.
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La aceleracién de P tiene por componentes

X = —ao®cos wt = —wx, y = —aw’sen ot = —oy.

Es claro entonces que las ecuaciones de movimiento {51) son satisfechas si

w? = Yo
a’
o bien
(53) @ =10 = T

[0}

Esta cs precisamente la tercera ley de Kepler para el caso especial de mo-
vimiento circular, segin la cual los cubos de las distancias de los planetas
al Sol son proporcionales a los cuadrados de sus periodos.

Pueden darse algunas ilustraciones sencillas de la ley de Kepler para el
caso en que el cuerpo atractivo es la Tierra, con m, su masa y R su radio.
Observando que en este caso ym, = gR? se tienc

gR*
i

a® ==

Para un satélite que circunvale la Tierra al nivel de la cima de un 4rbol
(despreciando, por supucsto, la resistencia del aire) se tiene a = R ~ 3963
millas. A partir de nuestra férmula se encuentra para el periodo del satélite
el valor

T =2=n V/_Ig{_ ~ 1.4 horas

y para su velocidad orbital

(54) v = Q;R V' Rg ~ 8.231 metros/seg.

Se pucde comparar el valor de T para el satélite que circunvala la
Tierra con cl periodo de 27.32 dias de la Luna, o sea, el tiempo después
del cual ésta regresa a la misma posicién cntre las estrellas (“mes sideral”).
Por la ley de Kepler, la razén de la distancia @ entre la Luna y el centro
de la Tierra al radio de ésta seria igual a la potencia % de la relaciéon de
periodos. Esto da para dicha distancia el valor

_ (27.32 X 24

b4
- ) R ~ 60R ~ 400,000 Km.,

que concuerda bien con ¢l valor promedio real de esa distancia.
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¢. Movimiento radial — Velocidad de escape

El segundo tipo de movimiento que consideraremos es el de una par-
ticula que se mueve a lo largo de un rayo, por ejemplo, el eje x, desde el
centro de atraccién. Aqui y = 0, x = r, de manera que las ecuacicnes de
movimiento se reducen a

Siguiendo el procedimiento general para ecuaciones del tipo 5 = f(s), mul-
tiplicamos ambos miembros de esa ecuaciéon por % y obtenemos

x
XX = —ymO;
o bien
d(l.)= 4 ym
dt\ 2 di X
Asi, la expresion
£ w2 — ym,
2 x

tiene un valor constante & durante el movimiento. (M4as adelante recono-
ceremos este hecho como un ejemplo de la ley de la conservacién de la
energia.) Si introducimos x, en vez de ¢, como variable indcpendiente, ob-
tenemos

1

1
—_— ==t — e
X

V2h + (2ymo/x)

que, por integracién, conduce a

z ds
t=toiS —————

o V2h + (2ymo/€)

No intentaremos realizar la integracién, la cual puede efectuarse facilmente
con ayuda de los métodos desarrollados en el capitulo 3. Para una particula
que se suelta en el tiempo ¢, = 0 desde la distancia x, con velocidad nula,

se tiene h = —ymq/xo. El ticinpo que tarda dicha particula en caer sobre la
particula atractiva (x = 0} es entonces
2o dé’ ow x03
t= == N
0 \/277710(1/5“ 1/x0) 2 2ymo

Por la ley de Kepler, esto es v %2 veces el tiempo que necesitaria la par-
ticula para dar una vuelta alrededor del centro de atraccién a la distan-
cia xo [ver Ec. (53), p. 434].
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La relacién

1 <2 Yo
27 x
tiene una consecuencia interesante cuando se investigan las condiciones en
las que una particula puede escapar al infinito. Puesto que ##* > 0, se en-
cuentra que para x —> oo la constante h debe ser no negativa y, por lo
tanto, que 3%% — ymo/x > 0 durante todo el movimiento. Como caso es-
pecial, una particula que inicia su movimiento desde la distancia x = a
con velocidad v puede escapar al infinito sélo si 32 — ymo/a > 0. El valor
mas bajo posible de la velocidad v que permitird a la particula escapar al
infinito es entonces v = V 2ym,/a. Esta es la velocidad de escape v.. Para
una masa que parte de la superficie de la Tierra para escapar al infinito,
esto es, escapar de la atraccién gravitacional, se tiene a = R, ym, = gR?,
de manera que

=h

ve = V 2gR ~ 11,300 metros/seg.
Por consiguiente [cfr. (54), p. 434], la velocidad de escape es justamente

vV 2 veces la velocidad requerida para mantener un satélite en drbita circu-
lar cerca de la Tierra. Un meteorito que cayese a la Tierra desde el infinito
también tendria la velocidad ve en el momento del impacto, si se despre-
cian la resistencia del aire y el movimiento de la Tierra en su é6rbita.

4.9 Trabajo y energia
a. Trabajo realizado por fuerzas durante un movimiento

El concepto de trabajo arroja nueva luz sobre las consideraciones de la
Gltima seccién y sobre muchos otros tépicos en mecénica vy fisica.

Consideremos otra vez una particula que se mueve sobre una curva
bajo la accién de un fuerza que actla a lo largo de dicha curva, y supon-
gamos que la posicién de la particula estd dada por la longitud de arco
medida desde cualquier punto inicial fijo. En general, la fuerza que actda
en la direccién del movimiento serd a su vez una funcién de s. Esta fun-
cién tendrad valores positivos cuando el sentido de la fuerza sea el mismo
que el de los valores crecicntes de s, y tendri valores negativos en el caso
opuesto.

Si la magnitud de la fuerza es constante a lo largo de toda la trayec-
toria, entonces se llama trabajo realizado por la fuerza al producto de la
fuerza por la distancia (s; — s,) recorrida, siendo s, el punto final del mo-
vimiento y s, el punto inicial. Si la fuerza no es constante, definimos el
trabajo mediante un proceso de limite. Subdividimos el intervalo de s, a s,
en n subintervalos iguales o diferentes y observamos que si esos subinter-
valos son pequefios, la fuerza en cada uno de ellos es casi constante; si oy
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es un punto escogido arbitrariamente en el v-{simo subintervalo, entonces
en este subintervalo la fuerza sera aproximadamente f(oy). Si la fuerza en
el v-ésimo subintervalo fuese exactamente f(gy), €l trabajo realizado por
ella seria precisamente

‘él f(Uv) A.\'y,

donde As, denota, como es costumbre, la longitud del v-ésimo subintervalo.
Si pasamos ahora al limite dejando que n crezca mas alld de toda cota en
tanto que la longitud del subintervalo mayor tiende a cero, por la defini-
cién de integral, la anterior suma tiende entonces a

8
W = S "fs) ds,
80
cantidad que llamamos, en forma natural, el trabajo rcalizado por la

fuerza.

Si la fuerza y el movimiento tienen el mismo sentido, el trabajo reali-
zado por ella es positivo; y decimos entonces que la fuerza efectiia trabajo.
Por otra parte, si la fuerza y el movimiento tienen sentidos opuestos, el
trabajo realizado por ella es ncgativo; y en este caso decimos que se efec-
tiia trabajo contra la fuerza.

Si consideramos la coordenada de posicién s como una funcién del
tiempo ¢, de manera que la fuerza f(s) = p sea también una funcién de ¢,
entonces en una plano con coordenadas rectangulares s y p podemos re-
presentar el punto de coordenadas s = s(¢) y p = p(¢) como una funcién
del tiempo. Este punto describird una curva que podemos llamar el dia-
grama de trabajo del movimiento. Si se trata de un movimiento periédico,
como el de cualquier maquina, entonces después de un cierto tiempo T
(un periodo) el punto mévil (s(¢), p(t)) regresara a la misma posicién;
esto es, el diagrama de trabajo serd una curva ccrrada. En este caso la curva
puede consistir simplemente de uno y el mismo arco, recorrido primero
hacia adelante y después hacia atras. Esto ocurre, por ejemplo, en el caso
de oscilaciones elasticas. Sin embargo, también es posible que la curva sea
de un tipo mas general de curva cerrada, limitando un area. Este es el
caso, por ejemplo, de las miquinas en que la presién sobre un pistén no
es la misma durante la carrera hacia adelante que durante la carrera hacia
atras. El trabajo realizado en un ciclo, esto es, en el tiempo T, estara entonces
dado simplemente por el negativo del area, con signo negativo, encerrada
por el diagrama de trabajo, o sea, en otras palabras, por la integral

1 Obsérvese que aqui debemos caracterizar cuidadosamente la fuerza de la que
hablamos. Por ejemplo, al levantar un peso el trabajo realizado por la fuerza de
gravedad es negativo: Se hace trabajo contra la gravedad. Pero desde el punto
de vista de la persona que levanta el peso, el trabajo realizado es positivo, pues
deberz ejercer una fuerza opuesta a la de gravedad.
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donde el intervalo de ticmpo de ¢, a ¢, + T representa exactamente un pe-
riodo del movimiento. Si la frontera del 4rea se recorre en el sentido positivo,
el trabajo realizado es negativo; y si se recorre en el sentido negativo, el
trabajo realizado ser positivo. Si la curva consiste de varias espiras, algunas
recorridas positivamentc y otras negativamente, el trabajo realizado es la
suma de las 4reas de las espiras, con su signo cambiado.

Estas consideraciones son ilustradas en la prictica por el diagrama
indicador de una méquina de vapor antigua. Mediante un dispositivo me-
canico disefiado convenientemente, se hace mover un lapiz sobre una hoja
de papel; el movimiento horizontal del lapiz relativo al papel es propor-
cional a la distancia s del pistén a su posicién extrema, en tanto que el
movimiento vertical es proporcional a la presién del vapor y, por consi-
guiente, a la fuerza total p del vapor sobre el piston. Este describe entonces
el diagrama de trabajo de la miquina sobre una escala conocida. El area de
este diagrama se mide (generalmente usando un planimetro), y asi se en-
cuentra el trabajo realizado por el vapor sobre el piston. Aqui vemos tam-
bién que nuestra convencién para el signo de un é4rea, como se discutié
en la p. 382, es definitivamente de interés practico. Pues ocurre a veces,
cuando la méiquina funciona baja, que el vapor muy expandido en el ex-
tremo de la carrera del pistén tiene una presién menor que la requerida
para su expulsién hacia el recorrido de regreso. En el diagrama esto apare-
ce como una espira recorrida positivamente; y la méaquina extrae energia
del volante en vez de proporcionarsela.

b. Trabajo y energia cinética. Conservacion de la energia

La ley de movimiento
ms = f
conduce a una relacién fundamental entre Jos cambios en velocidad durante
el movimiento de una particula a lo largo de una curva y el trabajo rea-
lizado por la fuerza f en la direccién del movimiento. Usando el mismo

artificio que en los ejemplos anteriores, multiplicamos ambos miembros
dc la ecuacién de movimiento por §:

mss = f(s)s.
Ahora bien mis = (d/dt)¥ms* = (d/dt)+mv?, donde v(t) = 5 es la veloci-
dad de la particula. Integrando ambos lados de la ecuacién con respecto a ¢
entre los limites ¢, y ¢,, obtenemos
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to d
;—mvz(tl) —é—mvz(to) =Sf(s) Fidt

to
1
f(s) ds = W.

to
La cantidad 4mv? se llama la energia cinética, K, de la particula. Por lo
tanto: El cambio en energia cinética de una particula durante su movi-
miento es igual al trabajo realizado por la fuerza que actia sobre ella en
la direccion del movimiento.

La cantidad f representa la fuerza que actia en la direccién del movi-
miento, o componente tangencial de la fuerza. Para una fuerza F = (p, o),
su componente en la direccién del movimiento es

. dR  dx dy
f=F —E—pzﬁ-aa—s.

Si p y o son funciones conocidas de x e y, y si se sabe quc la particula se
mueve sobre una curva x = x(s), y = y(s), entonces f también se vuelve
una funcién conocida de s. En consecuencia, para calcular el trabajo

(55) W= S 1(s) ds

So
cuando la particula se mueve de una posicidn (xo,y) a otra (x,y:), en
general tiene que conocerse la trayectoria sobre la cual la particula se
mueve.
En una clase importante de casos el trabajo W dcpende sélo de las po-
siciones inicial y final, pudiendo expresarse en la forma

(56) W = V(xo,y0) — V(x1, 1)

en la que V(x,y) es una funcién adecuada que se llama energia poten-
cial. La férmula que expresa que ¢l cambio en energia cinética es igual al
trabajo realizado por la fuerza puede entonces escribirse también en la
forma

(57) tmot(ty) + V(x, ) = 3mo2(t,) + Vxe, y0).

Asi la cantidad K + V, suma de las energias mecinicas cinética y poten-
cial, es decir, la energia total, no cambia durantc ¢l movimiento. Este es
un ejemplo de la ley fisica general de la conservacién de la energia.

Una funcién de energia potencial V' pucde facilmente construirse para
algunos de los movimientos discutidos antes. Asi, para una particula sujeta
a la accién de la gravedad se tiene F = (0, —mg) y f = —mg(dy/ds). El
trabajo realizado por la fuerza de gravedad cuando la particula pasa de
la posicién (x,,9,) a la posicién (x;,7,) es entonces

81 dy n
W=S _’"é'zgds:S —mg dy = mgy, — mgy,.
Yo

“o
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Vemos que W es proporcional a la diferencia de alturas entre las posiciones
inicial y final. Como funcién de energia potencial V, podemos escoger
V = mgy (o, mas generalmente, ¥V = mgy + ¢, donde ¢ es cualquier cons-
tante). La ley de la conservacién de la energia establece entonces que la
cantidad

0% + gy

es constante durante el movimiento. Este hecho ha sido ya observado al
investigar el movimiento de una particula que se desliza hacia abajo sobre
una curva (p. 426).

c. La atraccién mutua de dos masas

Otro ejemplo de una fuerza con la cual puede asociarse una funcién
de energia potencial V' lo proporciona la atraccién gravitacional F que una
particula P, = (x,,%,) de masa m, ejerce sobre otra particula P = (x,y)
de masa m. Aqui es

F= [ —p(x — %) —,u(y—yg]
/ J

P )
ré s

donde p =ymem y =V (x — x0)2+ (y — )% (Segun la ley de Cou-
lomb, el mismo tipo de férmula describe la interaccién de dos cargas eléc-
tricas.)

La fuerza en la direccién del movimiento es entonces

dyl _ pdr_dyp
|=-55=5%

puesto quc

d d
(x — x0) 7+(y—yo)d—y:§d—[(x_xo 2+(y_)’0)]

El trabajo realizado por la fuerza de atraccién cuando la particula P se
mueve de la posicién (x1,y;) a la posicién (x,, y.) es

S (ds r) =T = =V (xmm) T Vs ),

donde V' (x,y) = —u/r = —u/V(x — x0)% + (y — 9%)? es la encrgia po-
tencial.

Si la particula se mueve de la posicién (x5, y,) hasta el infinito (o que
corresponderia a r, = o), el trabajo realizado por la fuerza de atraccién
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es —u/ri. El trabajo realizado por una fuerza opuesta que mueva la par-
ticula hasta el infinito tiene el mismo valor numérico pero signo contrario.
Por lo tanto, /7y = —V (x1, 1) cs el trabajo que tiene que hacerse contra
la fuerza de atraccién para mover la particula de la posicién (x,,y;) hasta
el infinito. Esta importante expresién se llama potencial mutuo de las dos
particulas. Aqui, por consiguicnte, el potencial se define como el trabajo
requerido para separar completamente las dos masas atractivas, por cjemplo,
el trabajo requerido para arrancar por completo un electrén de un atomo
(potencial de ionizacién).

Si la masa atractiva P, se considera fija, la ley de la conservaciéon de
la energia implica que la particula atraida P se mueve de manera tal que la
expresion

1, yme

e =]
2() ’ l

(la energia total por unidad de masa m) tenga un valor constante durante
el movimiento. Este hecho ha sido derivado ya para cl caso especial de un
movimiento puramente radial; y ahora vemos que se cumple para cualquicr
tipo de movimiento bajo la influencia de la atraccién gravitacional. Nue-
vamente podemos concluir que k£ > 0 para una particula que escapa al
infinito; su 6rbita es entonces no acotada (pardbola o hipérbola) en vez
de acotada (elipse). La velocidad de escape es

Ve = ‘/QYmU_
r

la cual corresponde a A = 0; es la minima velocidad que hard que la par-
ticula escape al infinito desde una distancia dada r. No depende de la
direccion en la cual se suelte la particula sino sélo de la distancia r al

centro de atraccién.

d. El estiramiento de un resorte

Como un tercer ejemplo, considérese el trabajo que se hace al estirar
un resorte. Con las hipétesis relativas a las propiedades elasticas del resorte
que se hicieron en la p. 423, la fuerza actuante es f = —kx, donde k es
constante. El trabajo que debe hacerse contra esta fuerza para estirar el
resorte desde la posicién sin deformaciéon x = 0 a la posicién final x = x;
esta dado, en consecuencia, por la integral

E 2% 1
So kxdx = 5 kx,2.
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*e. La carga de un condensador

El concepto de trabajo en otras ramas de la fisica puede tratarse de
manera aniloga. Por ejemplo, considérese el problema de cargar un con-
densador. Si s¢ denota por Q la cantidad de electricidad en el condensador,
por C su capacidad y por V la diferencia de potencial (voltaje) entre sus
placas, entonces por la fisica se sabe que Q = CV. Ademis, el trabajo he-
cho al mover una carga Q a través de una diferencia de potencial V es
igual 2 QV. Puesto que durante el proceso de carga del condensador la
diferencia de potencial V' no es constante sino que crece con Q, se cfectia
un paso al limite de manera analoga a como se hizo en la p. 436, y asi se
obtiene como expresién para el trabajo realizado al cargar el condensador

Qv 1 e 1 Q& 1 .
ju lerESU QdQ =5 = Q'

donde Q, es la cantidad total de electricidad que pasa al condensador y

Vi es la diferencia de potencial entre sus placas al final del proceso de
carga.

Apéndice
*A.1 Propiedades de la evoluta

En la p. 377 se definié la evoluta £ de una curva C como el lugar
geométrico de los centros de curvatura de C. Si C estd representada por:
x = x(s), y = y(s), usando como parametro la longitud de arco s, en-
tonces el centro de curvatura (£ 7) del punto de C con parametro s esta
dado por [cfr. (17a), p. 377|

(38) §=x—py, 9=y+pz
donde

Kk = -1— = %y — yx.
p
Las cantidades « y |p| son, respectivamentce, la curvatura y €l radio de cur-
vatura de C.
A partir de estas férmulas pueden deducirse algunas propiedades geomé-

tricas interesantes de la evoluta.

Derivando la relacién %* 4+ 32 =1 se llega a #% + y9 = 0. Puesto que
también xy — yx = 1/p, se tiene

(39) x= -y y=-i
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Derivando con respecto a s las férmulas (58), resulta
§=x—py—py=—py, =y tpx-tpx=pi
y, €n consecuencia,
&x + 7)_')'/ = 0.

Pucsto que los cosenos directores de la normal a la curva estan dados por

"3y x, la normal a la curva C es tangente a la evoluta E en el centro de
curvatura; o bien, la tangente a la evoluta es la normal a la curva dada;
0, lo que es lo mismo, la evoluta es la “envolvente” de las normales (cfr.
Fig. A.1).

Ademis, si se denota por ¢ la longitud de arco de la evoluta medida

desde un punto fijo arbitrario, usando s como parametro se tendra

. do\? . .
2 — e = £ 4 2
7 (dx) ¢ K

Y como x* + y = 1, de las férmulas (59) se obtiene

Si el sentido en que se mide ¢ se escoge adecuadamente, se sigue que
v = p,
stempre p=%0. La integracién da
gy T 0y = P T o
Esto es, la longitud de arco entre dos puntos de la evoluta es igual a la
diferencia entre los correspondientes radios de curvatura, suponiendo que p
permanece diferente de cero para el arco en cuestion.

Esta dltima condicién no es superflua. Pues si p cambia de signo en-
tonces la férmula ¢ = p muestra que al pasar al correspondiente punto de
la evoluta la longitud de arco ¢ ticne un méximo o un minimo; o sea, al
pasar a este punto no se contintia considerando ¢ hacia adelante sino que
debe invertirse ¢l sentido en que se mide. Si se desca evitar esta inversién
debe cambiarse el signo en la férmula anterior, csto es, poner ¢ == —p al
pasar a tal punto.

También pucde notarse que los centros de curvatura que corresponden
a méximos o minimos del radio de curvatura son cispides de la evoluta.
[La prueba no se da aqui.] (Ver Figs. A4, A6.)

La relacién geométrica recién encontrada puede expresarse ain en otra
forma: Imaginemos un hilo flexible ¢ inextensible colocado a lo largo de
un arco de la cvoluta E y estirado de manera que una parte de él se extien-

da tangencialmente fuera de la curva; si; ademas, el punto extremo Q del
hilo queda inicialmente sobre la curva original C, entonces al desenrollarlo
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Figura A.1 Evoluta (E).

Q describirad dicha curva C. De aqui provicne el nombre de evoluta (evol-
vere, desenrollar). La curva C se llama una involuta de la evoluta E. Por
otra parte, podemos comenzar con una curva arbitraria E, y mediante este
proceso de desenrollado construir su involuta C. Entonces, en forma inversa
se ve que E sera la evoluta de C (Fig. A.2).

Para la demostracién, considérese la curva E, que ahora es la curva
dada, descripta en la forma £ = ¢(o),n = (o), donde las coordenadas
rectangulares corrientes se denotan por £ y % y el pardmetro ¢ es la lon-

Qo

Figura A.2  Construccién de la involuta C de una curva E: p, = po + 01 — 0o,
mediante un hilo.
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gitud de arco sobre E. El enrollado se hace segin lo indica la Fig. A.3.
Cuando el hilo estd completamente enrollado sobre la evoluta E, el extremo
Q de aquél coincide con el punto A4 de E que corresponde a un arco de
longitud a. Si ahora se desenrolla el hilo hasta que sea tangente a la evo-
luta en el punto P, correspondiente a la longitud de arco ¢ > a, la lon-
gitud del segmento PQ seri (o — a) y sus cosenos directores —§ y —1,
donde el punto denota ahora derivacion con respecto a ¢. Asi se obtienen
para las coordenadas x,y del punto Q las expresiones

(60) x=f— (0 — a)é, y=1n— (o —a)y,

(%)

E
Figura A3

quc son las ecuaciones de la involuta descrita por Q, en términos del pa-
rimetro ¢. Derivando con respecto a o resulta

i=Eé—¢+ (a— o) = (a—0)f
(61)

y=a=y+(a—o)y—(a—o)y
Puesto que £ + 57 == 0, sc encuentra de inmediato que
Ex -+ gy =0,
lo cual muestra que la recta PQ es normal a la involuta C. Por consiguien-
te, puede afirmarse que las normales a la curva C son tangentes a la cur-
va E. Los cosenos directores dc la tangente a E son £ y », por lo que para

los cosenos directores de la tangente a C se encuentran las expresiones

VE T 5 Ve T
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Derivando con respecto a o la relacién £ + ny = 0 y substituyendo para

£ 9, $, 7 las expresiones que resultan de las ccuaciones (61), (62) ante-
riores, se llega a

L anw e
O=fi+rj+éidny=12 4 T
a—0 VEFXF

Por lo tanto, cl radio de curvatura de la curva C correspondiente al punto

Q = (x,y) vuelve a ser [ver {6rmula (15), p. 373]

P~ T T o a
K Xy — gx
Esto representa también la distancia de Q al punto P = (£, 7). Debido a
que P también esti sobre la normal a C en Q, P resulta ser el centro de
curvatura de C correspondiente al punto Q. Asi, cualquier curva E es la
evoluta de todas sus involutas.

Ejemplos. Consideremos la evoluta de la cicloide

x==r+t+sent, y = —1 — cost.

Por la Ec. (17) de p. 377, el centro de curvatura (£, %) de una curva
referida a un paramctro ¢ arbitrario es

R iR
f:x_yT—j:, 77=y+x;-.-. )_
Xy — yx Xy — yx

Un breve cileulo da cl siguiente resultado para la evoluta de la cicloide
E=x+1t— sent, n =1+ cost.
Si se pone ¢ = 7 — m, entonces
¢t m==+ 74 senm, n—2=—1—cosr;

y estas ecuaciones muestran que la evoluta es a su vez una cicloide similar
a la curva original, pudiendo obtenersc a partir de ésta por traslacion,
como lo indica la Fig. A4.

Lo anterior nos proporciona un método simple para construir un péndulo
cicloidal (ver p. 430). Si una masa P se sujeta mediante una cuerda de
longitud 4 a una de las caspides de la evoluta, por efecto de la tensién,
parte de la cuerda coincidiri con la evoluta y la parte restante estard a
lo largo de una tangente. La masa P es entonces forzada a caer sobre la
involuta, o sca, sobre la cicloide original. Bajo la accién de la gravedad P
debe efectuar sobre alguna porcién de la cicloide un movimiento isécrono,
con un periodo que no depende de la posicién en la que P indica su movi-
micnto. (El pardmetro ¢ al cual es referida la cicloide no corresponde al
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tiempo en el movimiento isécrono.) La longitud de la porcién recta de la
cuerda en un péndulo de este tipo varia durante el movimiento (ver Fig.
A4).

Como un cjemplo adicional se obtiene la ecuacién para la involuta de
una circunferencia. Se comienza con la circunferencia £ = cos g, n = —senc
y se desenrolla la tangente como lo indica la Fig. A.5. La involuta de esta
curva queda entonces dada en la forma.

x = coso + ¢sen o, y = —sene¢ + ocoso.
y
E 2 E
2T
X
(0]
2
P
C

Figura A.4 El péndulo cicloidal.

(usando la ecuacién (60) de la p. 445 con a = 0).
Por dltimo, sc determina la evoluta de la elipse x = acost, y = bsent.
De inmediato resulta
. ‘i.'z + )‘,2 a2 i b2

E=x—y— - = cos® t.
Xy — yx a
4
klﬂ + S a'l —_— b?.
n=y+ ¥ = y" = - sen® ¢,
Xy — Py

como representaciéon paramétrica de la evoluta. Si de estas ecuaciones se
climina ¢ de la manera usual, s¢ llcga a la ecuacién de la evoluta en forma
no paramétrica:
(ag)% _|_. (b,”)% — ((12 — b2)%.

Esta curva cs una astroide. Su gréfica se da cn la Fig. A.6. Por medio de
las ecuaciones paramétricas podemos facilmente cerciorarnos de que los
centros de curvatura que corresponden a los vértices de la elipse son efec-
tivamente las clispides de la astroide.
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*A.2 Areas limitadas por curvas cerradas. Indices

En la seccién 4.2 se representd el area limitada por una curva cerrada
x=x(t), y=19(t), «a <t < B, la cual en ninguna parte se intersecta a
si misma (curva cerrada simple), por medio de la integral

a

A=— f P(0)#(2) dt;

Figura A.5 Involuta de la circunferencia.

el valor que se obtiene es positivo o negativo dependiendo de que la fron-
tera se recorrra en el sentido contra reloj o en ¢l opuesto. Esta férmula
sigue siendo vélida como definici¢a de 4 aun para curvas que presentan
autointersecciones. Falta, sin embargo, ver cémo A se relaciona con las
areas en tales casos. Supéngase que la curva C, dada por las ecuacioncs
x = x(t), y = y(t), se corta a si misma en un nimero finito de puntos y
de esta manera divide el plano en un niimero finito de porciones R;, R.,. . ..
Supéngase ademas que las derivadas son continuas y que x* + 32540, ex-
cepto quiza para un numero finito de discontinuidades de salto (que pue-
den corresponder a esquinas o no). Por ultimo, supdngase que la curva
tiene un numero finito de rectas de apoyo x = constante, es decir, rectas
verticales que son tangentes a dicha curva o pasan por uno dc sus puntos
de autointersecci6n.
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A cada regién R; sc le asigna entonces un entero, cl indice p;, definido
de la siguiente manera: Se escoge un punto arbitrario Q de R; que no
esté sobre una recta de apoyo y sc traza la semirrecta que se extiende desde
Q hacia arriba en la direccién del eje y positivo. Se cuenta el nimero de
veces que la curva C orientada segiin las ¢ crecientes cruza la semirrecta de
derecha a izquicrda y se resta del ndmero de veces en que el cruce se

Figura A.6. Evoluta de la elipsc.

efecta de jzquierda a derecha; la dilerencia es el indice y;. Por ejemplo,
el interior de la curva representada en la Fig. 4.17, p. 361, tiene ¢l indice
p = +41; y en la Fig. A.7 las regiones Ry, ..., R;, Ry ticnen los indices
pr=—1, p2=—2, ps= -1, uu =0, ps =1 y pg=10. Este nimero
wi cfectivamente depende sélo de las regiones R; y no del punto particular
Q cscogido.en R;, como puede verse facilmente de la siguiente manera:
Escjase cualquier otro punto Q' en R; que no esté sobre una recta de apoyo
y tnase Q con Q' por medio de una linea quebrada contenida completa-
mente en R; (Fig. A.8). Conforme esta linea se recorre de Q a @/, la
diferencia entre ¢l nimero de cruces de derecha a izquierda y el nimero
de cruces de izquicrda a derecha es constante. Esto es asi porque entre dos
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rectas de apoyo el nimero de cruces de cada tipo no cambia, mientras que
al atravesar la curva una recta de apoyo el nimero de cruces de ambos
tipos sigue sicndo el mismo, o bien ambos se incrementan en uno, o bien
decrecen en uno; y asi, de cualquier manera, la diferencia no se altera.
En este proceso una recta de apoyo que encuentra a la curva en varios

puntos, digamos A4, B, ..., H, se considera como varias rectas de apoyo
diferentes, FA, FB, ..., FH, donde F es un punto situado verticalmente
y

[0} x

Figura A.7 Indices u; de las regiones R que forman las curvas cerradas
y orientadas. Figura A.8.

por encima de todos los puntos 4, B, ..., H. Nuestro argumento se aplica
entonces a cada una de estas rectas. Por lo tanto, €l ntmero p; tiene el
mismo valor independicntemente de que para determinarlo se use Q o Q.

En particular, si la curva no se corta a si misma, su interior consiste
de una unica regién R cuyo indice es +1 o —1 segin que la frontera se
recorra en el sentido contra reloj o en el opuesto. Para hacer esto evidente,
tracese una recta vertical (no de apoyo) que intersecte a la curva; y sobre
clla determinese el punto mas alto dc interseccién P con la curva, y escé-
jase un punto Q en R situado debajo de P y tan cercano a él que entre P
y Q ningin otro punto de interseccién exista. Entonces, por encima de Q
se tienc un cruce de la curva que, si ésta se recorre en el sentido contra



450 Aplicaciones en fisica y geometria Cap. ¢4

reloj, es un cruce de derecha a izquierda, de manera que p = +1; y en
caso contrario p = — 1. Segin lo que se vio antes, este mismo valor de u
resulta para cualquier otro punto de R. Para una curva como la considerada
y, de hecho, para todas las curvas cerradas, una de las regiones, la “exte-
rior” a la curva, se extiende sin limite en todas direcciones; y vemos de
inmediato que esta regién tiene indice 0, y serd ignorada en lo que sigue.
Por lo anterior, la relacién entre la integral A y las 4reas de las regiones
R; estd dada por el siguiente teorema:

y
\ ! | L —>
N _/}/
' |
- |
/ | +
T
|
+H\+ {
!
| |
— 7 |
o~
e ~dopd
& o
1 1 x
0
Figura A.8.
B
TreoreEMA. El valor de la integral — yx dt es igual a la suma de

a
las dreas absolutas de las regiones R;, donde cada drea R; se cuenta u;
veces. En simbolos:

]
- j yidt = 3 i |area Ry

DEMOSTRACION. La demostracién es sencilla. Supongamos, como tene-
mos derecho a hacerlo, que la curva completa esti por encima del eje x.
(Agregando una constante a y no se altera el valor de la integral A para
una curva cerrada.) Las rectas de apoyo cortan R; en un namero finito
de porciones. Sea r una de estas porciones. Entonces, al tomar la integral
— f y*dt = — f ydx para cada rama univaluada de la funcién y = y(x)
e interpretarla como el 4rea entre la curva y el eje x, encontramos que el
valor absoluto del irea de r es contada +1 veces por cada rama de derecha
a izquierda encima de r, y —1 veces por cada rama de izquierda a derecha
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encima de 7; en total, p; veces. Lo mismo es cierto para cada una de las
demas porciones de R;; por lo tanto, R; se cuenta p; veces. Asi, la integral
sobre la curva completa tiene el valor 3 u; |rea R;|, como se establecié (Ver
Fig. A.7). Esta férmula concuerda con la que se encontré para curvas sim-
ples, como se ve a partir de la discusién sobre los valores de u para tales
curvas.

La definicién dada para el indice u; tiene la desventaja de haber sido
formulada en términos de un sistema coordenado particular. De hecho, no
obstante, puede demostrarse que el valor de yu; asignado a cada regién R;
es independiente del sistema de coordenadas y depende solamente de la
curva. Esto puede verse facilmente identificando u; con el nimero total v;
de veces que una porcién de la curva, para ¢ creciente de « a B, rodea
cualquier punto fijo Q; de R; en el sentido contra reloj; esto es, el nimero
de veces que C se enrolla alrededor de Q. Probaremos la identidad de u;
con v;.

Sea C dada paramétricamente por x = x(¢), y = y(¢) donde « <t < 8.
Sea Q = (& ) un punto que no esta sobre una recta de apoyo de C. To-
memos Q como el origen de un sistema de coordenadas polares 7, §, en
el cual

x— ¢ y—n
,sen § = .

r=VE=E T m ), cosh= -
El 4ngulo polar 4 estid determinado solamente a menos de multiplos enteros
de 27; vy, sin embargo, 6 esti determinado univocamente como una funcién
de ¢, por su valor 8, para ¢ = «, si pedimos que § = 6(¢) varie continua-
mente con ¢ a lo largo de C. En t = B el dngulo § tendra el valor §(8) =
6o + 2vr, donde v es un entero. El nimero

1 1 (* do 1
v = é;_[ﬂ(,B) —(a)] = Zjﬂ a?dt =5 . de
representa el nimero de veces que la curva orientada C rodea a Q.

Asi, la curva C cruza la semirrecta vertical que pasa por Q, para aque-
llos valores de ¢ en los que la expresién (1/27)[8(¢) — = /2] tiene un valor
entero n. Considérense para un = fijo los valores ¢ en el intervalo paramétri-
co para los cuales (1/27) (6§ — 7/2) = n. Sean oy y 74 los nimeros de tales
valores ¢ para los cuales df/dt > 0 y df/dt < 0, respectivamente. Es obvio
que el indice en el punto Q es

p=D0on— 21w =23 (o0 — ).

Por otra parte, on — 7, puede solamente tener uno de los valores 1, 0, —1,
pues la grafica de 6(¢) en el plano 6, ¢ debe cruzar la recta § = #/2 + 2n=n

alternadamente desde arriba y desde abajo. Precisamente, se tiene o — 74 =
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sign[0(B) — 0(e)] si 7/2 + 2n7 estid entre f(a) y 6(B); de lo contrario,
es op — 75 = 0.

En consecuencia, u es igual al nimero de valores de la forma =/2 +
2nar, con un n entero que estd entre 6(e) y 0(B), tomado con el signo de
0(B) — 0(a); o sea, u es igual a v.

Puesto que 6 = arctan[(y — 7)/(x — £)], se tiene

d9_ 9(x— &) — iy —w)
dt (x =8+ (y—1)°

Esto conduce a la siguiente representacién integral para el indice de la
curva C cerrada, orientada, con respecto al punto (¢, 9):

L 9(x—8 —x(y—19)

(x =&+ (y— )

que puede escribirse en forma simple (ver pp. 384-385) sin referencia ex-
plicita al parametro ¢, como

vlg(x—ﬂﬂﬁﬂy*wd{

.
A

SEZ PRNCE  EE SRR

La caracteristica notable de estos resultados es que el entero p, o el v,
que describe una relacién topoldgica entre ¢l punto Q y la curva C, puede
determinarse analiticamente a partir de la representacién paramétrica dc
C, evaluando una integral.

PROBLEMAS
SECCION 4.1¢, pagina 328

1. Bosquejar la hipocicloide para a = 4¢ (astroide) y encontrar su ecuacién no
paramétrica.

2. Demostrar que si ¢/a es racional la hipocicloide general se cierra después de
que ¢l circulo mévil ha girado un némero entero de veces, en tanto que si c/a es
irracional la curva encuentra a la circunferencia del circulo fijo en una infinidad
de puntos y nunca se cierra.

3. Obtener la representacién paramétrica
x=at — bsent, =a— bcost

para la trocoide ordinaria, csto es, para la trayectoria de un punto P sujeto a un
disco de radio @ que rueda a lo largo de una recta, siendo b la distancia de P al
centro del disco (ver Fig. 4.7).

4. Encontrar las ecuaciones paramétricas de la curva x% + y3 = 3axy (la hoja
de Descartes), escogiendo como parimetro ¢ la tangente del 4ngulo entre el eje x
y el rayo que va del origen al punto (x,y).

SECCION 4.1e, pagina 361

1. El 4ngulo « entre dos curvas en un punto de interseccién se define como el
dngulo entre sus tangentes en ese punto. Encontrar una férmula para cos a en térmi-
nos de las representaciones paramétricas de las curvas.
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2. Seanx = f(t) e y = g(¢). Encontrar férmulas para d2?y/dx? y d3y/dx3 en
¢érminos de las derivadas con respecto al pardmetro t.

3. Encontrar la férmula en coordenadas polares para el 4ngulo « entre dos cur-
vas v = f(8) y r=g(8).

4. Encontrar las ecuaciones de las curvas que en todas partes se intersectan
bajo el mismo 4ngulo a con las rectas que pasan por el origen.

5. Demostrar lo siguiente: si x = f(¢) e y = g(¢) son continuas en el inteivalo
cerrado [a, b] y derivables en el intervalo abierto (a, b), con x'2 + »'2 > 0, entonces
existe al menos un punto sobre el arco abierto

x=f(t): J’=g(‘): (a<t<b)>
en que la tangente es paralela a la cuerda que une los puntos extremos.

6. Sea P el punto de un circulo que describe una cicloide conforme el circulo
rueda sobre una recta dada. Sea, ademas, Q el punto de contacto del circulo con la
recta. Demostrar que en cualquier instante la normal a la cicloide en P pasa por Q.
¢ Qué propiedad analoga se tiene para la tangente en P?

7. Probar que la longitud del segmento de la tangente a la astroide
x = 4¢ cos® 8, y = 4c¢sen3 g,
cortado por los ejes de coordenadas es constante.
*8. Demostrar que las dos familias de elipses e hipérbolas, (0 < a < &),
x? 2
a2 — A2 + bzy_ A2

=1, para 0<A<aq,

x2 p2
= ~ + — =1, para a<7<b,

a’ — 7° 2 — 7t

son cofocales (esto es, tienen los mismos focos) y se intersectan a &ngulos rectos.

9. (a) Demostrar que para la elipse el 4ngulo entre los dos rayos que van de
cada foco a un punto sobre la curva es bisectado por la normal en ese punto.
(b) Demostrar que para la hipérbola ese 4ngulo es bisectado por la tangente.

SECCION 4.1f, pagina 366

1. Probar que la curva definida por

1
x2 sen —, 0<x<1

y= *
0, x=0
tiene longitud finita, pero que la curva continua definida por
1
X sen —, 0<x<1
- x
y =
0, x =10

no es rectificable.

2. Probar que si la funcién f esta definida y es monétona en el intervalo cerrado
[a, b], entonces el arco definido por

y = f(x), (a £ x<b),
es rectificable.
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SECCION 4.1g, p4gina 370

1. Una integral eliptica de segunda clase tiene la forma

0

¢
j V1 — kZsen2 4 do.

(a) Demostrar que la longitud de arco de la elipse x = acosd, y = bsend
puede expresarse en términos de una integral eliptica de segunda clase,
(b) Hacer lo mismo para lo trocoide

x=at — bsent, y=a— bcost.

*(¢) Demostrar que la longitud de arco de la hipérbola puede expresarse en tér-
minos de integrales elipticas de primera y segunda clases.

SECCGIOUN 4.1k, pagina 372

1. Sea P un punto del circulo que al rodar genera una cicloide, y sea Q el
punte mas bajo de dicho circulo en cualquier instante dado.

Demostrar que Q bisecta el segmento que une a P con el centro de la circunfe-
rencia osculatriz de la cicloide en P.

2. Encuéntrese el centro de curvatura para y = x2 cuando x = 0. Determinar
el punto de interseccién de las normales a la curva para x = 0 y x = ¢. Calcular la
distancia de la interseccién al centro de curvatura. Sugerir una definicién alternativa
para el centro de curvatura. Demostrar que esta definicién es equivalente a la defi-
nicién dada en el texto.

3. Considérese la cuestién de si la circunferencia osculatriz cruza la curva en el
punto de contacto.

#4, Demostrar que la circunferencia de curvatura de la curva C en un punto P
es el limite de las circunferencias que pasan por los tres puntos P, P,, P,, conforme
P, y P, sc acercan a P.

5. Sea r — f(6) la ecuacién de una curva en coordenadas polares. Probar que
la curvatura estad dada por la férmula

2r'2 — 1" + 12

k= -
(r'z + r2)%
donde
df L d
Yy = - = .
de de?

6. La curva para la cual el segmento de tangente definido por el punto de
contacto y la interseccién con el eje y tienc longitud siempre igual a 1, se llama trac-
triz. Encontrar su ecuacién. Demostrar que el radio de curvatura en cualquier punto
de la curva es inversamente proporcional a la longitud del segmento de normal defi-
nido por el punto sobre la curva y la interseccién con el eje y. Calcular la longitud
de arco de la tractriz y encontrar las ecuaciones paramétricas en términos de la
longitud de arco.

7. Sea x = x(t), y = y(t) una curva cerrada. Una longitud constante p es
medida sobre la normal desde el punto de su interseccién con la curva. El extremo
de este segmento describe una curva que se llama “curva paralela” a la original.
Encontrar el 4rea, la longitud de arco y el radio de curvatura de la “curva pa-
ralela”.

8. Demostrar que las tnicas curvas cuya curvatura es una constante fija k son
circunferencias de radio 1/k.
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*9, Si la curvatura de una curva en el plano xy es una funcién monétona de la
longitud de arco, demostrar que la curva no es cerrada y que no tiene puntos dobles.

SECCION 4.1:, p4gina 378

1. Demostrar que la expresién para la curvatura de una curva x = x(t), y =
y(¢) no es alterada por una rotacién de ejes y tampoco por un cambio de pardmetro
dado por ¢t = ¢(7), donde ¢'(r) > 0.

SECCION 4.3d, pigina 411

1. Demostrar que si la aceleracién es siempre perpendicular a la velocidad, la
velocidad (escalar) es constante.

2. El vector velocidad, considerado como un vector de posicién, describe una
curva conocida como odégrafa. Para una particula que se mueve sobre una curva
cerrada, investigar si la odégrafa de la particula puede o no ser una recta.

3. Suponiendo que el circulo que rueda se mueve con velocidad constante, en-
contrar la velocidad y la aceleracién del punto P que genera la cicloide.

4. Sea A un punto fijo en el plano y supbngase que el vector aceleracién de un
punto mévil P estd siempre dirigido hacia 4 y es proporcional a 1/|4P|2. Demostrar
que la odégrafa es una circunferencia (ver problema 2).

5. Sea A un punto fijo sobre un circulo. Sea P el punto del circulo mévil que
se mueve de manera que el vector aceleracién apunta hacia 4. Probar que la acele-
raciébn es proporcional a |AP|-5.

SECCION 4.5, pagina 420

1. Una particula que se mueve sobre una recta est4 sujeta a una resistencia que
produce una retardacién ku3, donde u es la velocidad y k una constante. Encontrar
expresiones para la velocidad (u) y el tiempo (¢) en términos de s, la distancia des-
de la posicién inicial, y v,, la velocidad inicial.

2. Una particula de masa unitaria se mueve sobre el eje x sujeta a una fuer-
za f(x) = —sen x.

(a) Determinar el movimiento de la particula si en el tiempo ¢ = 0 se encuentra
en x == 0 y tiene velocidad z; = 2. Demostrar que cuando ¢t —> © la particula se
aproxima a una posicién limite, y encontrar esta posicién.

(b) Si las condiciones son las mismas, excepto que v, puede tener cualquier va-
lor, demostrar que para v, > 2 el punto se mueve hacia una distancia infinita cuan-
do t—> 0, y que para v, < 2 el punto oscila en torno al origen.

3. Escéjase un sistema de ejes con origen en el centro de la Tierra, cuyo radio
se denota por R. De acuerdo con la ley de la gravitacién de Newton, una particula
de masa unitaria que esté sobre el eje y serd atraida por la Tierra con una fuerza
—uM/y?, donde p es la “constante gravitacional” y M es la masa terrestre.

(a) Determinar el movimiento de la particula después de que ésta se suelta
desde el punto y,(> R); esto es, si en el tiempo ¢ = 0 est4 en el punto y = Vo ¥
tiene velocidad z, = 0

(&) Encontrar la velocidad de la particula en el momento de su impacto con la
Tierra.

(¢) Usando el resultado de (b), calcular la velocidad de una particula que cae
a la Tierra desde el infinito.

*4. Una particula en reposo sobre el punto m4s alto de una circunferencia es
ligeramente perturbada y se desliza hacia abajo por accién de la gravedad. ¢En qué
punto dejard de moverse sobre la circunferencia?

1 Esta es la misma que la minima velocidad con la que deberia dispararse un
proyectil para que dejase la Tierra sin regresar jamés.
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*5. Una particula de masa m se mueve sobre una elipse r = k/(1 — ecos§).
La fuerza sobre la particula es ¢m/r2, dirigida hacia el origen. Describir el movi-
miento de la particula, encontrar su periodo y demostrar que el radio vector de la
particula barre 4reas iguales en tiempos iguales (“Ley de las Areas”, de Kepler, para
el movimiento planetario).

SECCION 4A.l, pagina 442

1. Demostrar que la evoluta de una epicicloide (ejemplo, p. 348) es otra epi-
cicloide similar a la original que puede obtenerse de ésta por rotacién y contraccién.

2. Demostrar que la evoluta de una hipocicloide (ejemplo, p. 348) es otra
hipocicloide que puede obtenerse de la primera por rotacién y dilatacién.



Desarrollo de Taylor

5.1 Introduccién: Series de potencias

Fue un gran triunfo en los primeros afos del Calculo el descubrimiento
hecho por Newton y otros de que muchas funciones conocidas podian ex-
presarse como “polinomios de orden infinito” o “series de potencias”, con
coeficientes calculados mediante leyes elegantes y claras. Las series geomé-
tricas para 1/(1 — x) y para 1/(1 + x*%),

1

1 —x

(1) =14+x+r2+-F x4

1
1+ x®

(la) ;1—x2+x*—x6+"‘+(—1)”x2"+"~,

vélidas en el intervalo abierto |x| < 1, son prototipos (ver capitulo 1, pa-
gina 90). ‘
Desarrollos analogos dc la forma

f(x) =a+ax + -+ apx™+ -

/8

= avxv,
v=0

il

con coeficientes numéricos ay, seran deducidos en este capitulo para mu-
chas otras funciones.
Los siguientes son ejemplos notables:

2

X x3 X
U S ol Vi Sad i
senx = xS Y T T g

457



458 Desarrollo de Taylor Cap. 5

_ *xz xt (,_l)nxen
cosx = 1 —2-!+§+ + (Zn)1

Estos desarrollos en series son validos para todo x.

Teorema general del binomio de Newton. El desarrollo

. a ala—1)
(14 x) =1+1—!—x+——2‘—x-+"'

2 fa
= xV
v§0 ( v )
es valido para |x| < 1 y cualquier exponente a.

Para explicar el significado preciso de tales desarrollos, considérese el
polinomio de orden n formado por la suma de los n + 1 primeros términos
de la serie, esto es, la n-ésima “suma parcial”,

n
Sa = > awxV.
v=0
La férmula

f(x) = 3 awx¥, para |x] <a
v=0

significa entonces: Para n —> oo la sucesién S, tiende al valor de la fun-
cién f(x) en cada punto del intervalo |x| < a. Se dice entonces que la serie
infinita converge a f(x) en el intervalo |x| < a. La diferencia

Ra(x) = f(x) — Sa(x),

el “residuo” de la serie, mide la precisién con la cual el polinomio §x(x)
aproxima a la funcién f(x) en x. Por ejemplo,

1
=14 x4+ 22+ -+ 2"+ Ry(x),

1—x

(16)

donde el residuo R,(x) = x*+1/(1 — x) tiende a cero para |x| < 1 confor-

me 7 crcce; y resulta asi la serie gecométrica infinita 3 xV = 1/(1 — x).
=0
Encontrar cn casos especificos estimaciones sencillas pavra R, que sean fa-
cilmente utilizables es una tarea de importancia tanto teérica como practica.
En este capitulo estamos interesados en tales desarrollos para una am-
plia clase de funciones, incluyendo todas las funciones trascendentales “ele-
mentales”. Es notable el hecho de que en estos desarrollos de funciones
trascendentes los coeficientes sean expresiones simples en términos de
enteros. El tratamiento de cstos desarrollos se hard mediante el teorema
de Taylor. Méas adelante, en el capitulo 7, se discutira un enfoque dife-
rente por medio del estudio directo de las serics de potencias.
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Debe hacerse notar que a menudo, como ocurre para la serie geométrica
de la Ec. (la), el desarrollo infinito no es vilido fuera de algin inter-
valo de x en el caso de la serie geométrica, el intervalo x* < 1), aunque
la funcién representada por la serie esté bien definida fuera de este in-
tervalo.

5.2 Desarrollo del logaritmo y de la tangente inversa

a. El logaritmo

Como ejemplos sencillos se deducen primero los desarrollos para las
funciones logaritmo y tangente inversa usando integracién y a partir de
la serie geométrica

I—%Z L+ +t2+ "+ ()
con r,(¢) = /(1 — ¢t).
El integrando en la férmula
2 dt
—log(l—x)—S T

0

se reemplaza por la suma anterior y se rcaliza la integracién término a tér-
mino, obteniéndose para x < 1
xS xd n

x2 X ,
~log(l—x)—x+3—+—?—)—+z+ +'n—+R"\X),

donde el residuo es

z L "
R.(x) =\ rdt= g ———dt.
. . 1t
Por tanto, para cualquier entero positivo n la funcién —log (I — x) es
aproximada por el polinomio de grado n
x2 X X"
xt+ -+ -+ +—
2 3 n’
donde el residuo R, indica el “error” de esta aproximacién.
Para evaluar la exactitud de dicha aproximacién se estima el residuo
R,. Si primero se supone que —1 < x < 0, entonces en todo el intervalo
de integracién el valor absoluto del integrando ¢*/(1 — t) nunca excede a

[t7] = (—1)™m Asi,
Sz £ dt, L

R, <
| < R n+1
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por tanto, para todo valor de x en el intervalo cerrado —1 < x <0, in-
cluyendo x = —1, cste residuo puede hacerse tan pequefio como se quiera
con sblo escoger n suficientemente grande (ver p. 84). Cuando v > 0, el
punto extremo x = 1 debe omitirse y x tiene que restringirse al intervalo
0 < x < 1. Aqui el integrando no cambia de signo y su valor absoluto no
supera a t"/(1 — x). Asi sc obtiene para 0 < x < 1 la estimacién

1 d Paas
R, < hdt = —— .
|"|—1—x 1—x)(n+1)
Otra vez, por tanto, si x cs fijo el residuo cs arbitrariamente pequefio para n
suficientemente grande. Por supuesto, la estimacién anterior no tiene signi-
ficado para x = 1.
En resumen,

(2) log(l—x):_x_%___...___;__Rn

donde el residuo R, tiende a cero conforme n crece, suponiendo que x estd
en ¢l intervalo semiabierto —1 < x < 1.

De hecho, este razonamiento establece una estimacién “uniforme” para
el residuo, independiente de x y valida para todo x en el intervalo
—1<x<1— h, donde I es cualquier nimero tal que 0 < h < 1, a sa-
ber, |Ra| < 1/[(n + 1)A).

El hecho de que el residuo R, tienda a cero en el intervalo semiabierto
— 1 < x <1 queda expresado diciendo que en este intervalo la funcién
logaritmo estd dada por la serie infinita*

x2 X
3 —x) = —x— T
(3) log (1 — x) x = 3 7
Si en esta férmula se inserta el valor particular x = —1, se obtiene una
férmula notable:
(4) log2=1—3+%-232+ —---.

Esta es una de las relaciones cuyo descubrimiento produjo una honda im-
presién en los iniciadores del calculo.

Para el intervalo abierto —1 <{ x < 1 sélo se necesita reemplazar x por
—x en (2) para obtener

3

x® Xt A"
e - — e _ n-1 " _ ’
+3 4-!- + (—1) n R,

«

(2a) log (1 +x) =x—

|

1 Se deja como ejercicio al lector verificar que para todos los valores de x tales
que [x| > 1 el residuo no solamente deja de tender a cero sino que, de hecho, Ra
crece mas alld de toda cota al crecer n; de manera que para tales valores de x el
polinomio ya no es una buena aproximacién del logaritmo, sino que empeora al
aumentar n.
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donde

, T dt ®ogrdt
ree) =\ F = o B
J o

Tomando n par y restando (2) de (2a) se tiene
1

1 +x x% x® X
_1 —— fomd X = - v
5 og(1 x) artanhx = x + 3 -i-——5 + +n :

n—1

+ R,

donde ¢l residuo R, esta dado por

— 1 "o z
Rn*i(Rn Rn) g

y arc tanh x se define como en la p. 254.
St se observa que 1/(1 — %) < 1/(1 — x?), se encuentra, mediante una
estimacién elemental de la integral, que

L
nt+ 11—y’

IR <

de esta manera el residuo R, ticnde a cero conforme n crece, lo cual se
cxpresa escribiendo el desarrollo como una serie infinita:

-3 ! -7
(5) {—ilog—i«i—ﬁ;artanhx=.\'+%+%>i*%-f-“'
para todos los valores de x con |x| < 1. Es de notar, este resultado tam-
bién podria derivarse directamente integrando la serie geométrica para
1/(1 — a%). Esta férmula presenta la ventaja de que al recorrer x el in-
tervalo de —1 a I, la expresién (1 + x)/(1 — x) corre sobrc todos los
nimeros positivos. Asi, si cl valor de x se escoge en forma adecuada, la serie
nos perite caleular el valor del logaritmo de cualquier niimero positivo
con un error no mayor que el valor estimado arriba como cota para R..

b. La tangente inversa

La tangente inversa puede tratarse de manera similar a la usada para
cl logaritmo, partiendo con la f6rmula

1
T

e I o At SR T S G PLELVELEL I,

t?.n
donde es ahora r, = (—1)"—1W,
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Por integracién [ver Ec. (14), p. 284] se obtiene

___*_..._*,(_l)nﬂl_ + R,

ol xR

x3
arctanx=x—?+

r lﬂn
R":(‘”"f TEE

0
y se ve de inmediato que en el intervalo cerrado —1 < x < 1 el residuo Ry
tiende a cero conforme n crece, pues

|| lezm-l

2n —
JR,,]gS £ dt 1

0

De la férmula para el residuo puede también ficilmente demostrarse que
para |x] > 1 el valor absoluto del residuo crece mas alla de toda cota con-
forme n crece.

De esta manera se ha deducido la serie infinita

3 xﬁ x2n -1

x
6 t. = —_— e — “ee — n-1 —_
(6) arctanx = x 3+5 + + (—1) 2n—1+ ,

véilida para el intervalo cerrado |x| < 1. Puesto que arc tan1 = =z /4, se ob-
tiene para x = 1 la serie de Leibnitz-Gregory
=1 —

+ _+...,

ST N
(S T

(7

13

una expresién tan notable como la encontrada antes para log 2.

5.3 Teorema de Taylor

Taylor, alumno de Newton, observé que el desarrollo elemental de poli-
nomios s¢ prestaba a una amplia generalizacién para funciones no polino-
miales suponiendo que estas funciones fuesen suficientemente derivables y
con dominios restringidos adecuadamente.

a. Representacién de Taylor para polinomios
Es ésta una férmula algebraica completamente elemental relativa a un
polinomio en x de orden n, por ejemplo
f(x) = ao + aix + axx® + *++ + a,x™

Si se reemplaza x por a + h = b y se desarrolla cada término en poten-
cias de h resulta inmediatamente una representacion en la forma

(8) f(a+h) = cot eh 4 ch? + - + coh™
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La férmula de Taylor estd dada por la relacién

(8a) o= 1V(a),

para el coeficiente ¢, en términos de f y sus derivadas en x = a. Para de-
mostrar esto, consideremos la cantidad A = b — a como la variable inde-
pendiente y apliquemos la regla de la cadena, segin la cual derivar con
respecto a h es lo mismo que derivar con respecto a b = a + k. De esta
manera, derivando una y otra vez la férmula (8) con respecto a h y subs-
tituyendo £ = 0 se obtienen sucesivamente los resultados

co = f(a), cx=1{(a), ...,vlev = [V (a),

y, por consiguiente, la férmula de Taylor para polinomios:

2

h
(9) fla+ h) ={(a) + hf(a) + 5

@) e+ e a).

La derivada (n + 1)-ésima se anula para un polinomio de grado =, de
manera que nuestra férmula (9) termina naturalmente.

La férmula (9), tal como se la establece, no es mas que un elemental
reordenamiento algebraico de un polinomio en potencias de @ + h para dar
un polinomio en potencias de h.

b. Férmula de Taylor para funciones no polinomiales

Newton y sus discipulos inmediatos aplicaron audazmente la férmula (9)
a funciones no polinomiales, para las cuales el desarrollo no termina auto-
méticamente en el n-ésimo término. En vez de cortar el desarrollo permi-
tieron que n tendiera a infinito, procedimiento que para muchas funciones
especiales importantes serd justificado posteriormente.

Suponiendo que la funcién f es derivable por lo menos n veces en un
intervalo que contiene los puntos a y @ + k, ya no podemos escribir f(a + k)
como una expresién de la férmula de (9) consistente de un niimero finito
de potencias de h, sino que debe tomarse en cuenta la discrepancia intro-
duciendo un “residuo” adicional R,, lo cual se hace escribiendo formal-
mente
hn
—_fn

n!

(10)  f(b) = f(a+ k) = f(a) + hf'(a) + -+ (@) + Ry

De hecho (10), no es sino la definicién del término residual de correccién
R, e indica la esperanza de que R, se vuelva pequefio y, mas adn, tienda
a cero para n —> oo. Si, efectivamente, el residuo tiende a cero, entonces la
formula (10) en el limite n—> oo conduce a! desarrollo
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(11) f(a+h)=f(a)+/zf’(a)+'-'+:7l::/‘"’(a)+"'

para f(x) como una serie infinita de potencias de h.

El problema crucial, que mucho supera en dificultad al de las manipu-
laciones algebraicas de la seccién 5.3a, es entonces cl de encontrar esti-
maciones para el residuo R, de manera que la exactitud de la representacién
mediante el polinomio de Taylor de orden n en h,

n f(v)
(12) To(h) =2~

0 v

)~Iz"-

(a
] b

y ¢l paso al limitc para n — co, puedan explorarse rigurosamente. El po-
linomio de Taylor T, (/) es una aproximacidén a f(a + k) en cl sentido de
que en h = 0 las funciones T, y f, asi como sus derivadas hasta el orden n,
coinciden, de manera que la diferencia R, = [ — T, se anula en x = a
junto con las n primeras derivadas.

5.4 Expresiones y estimaciones para el residuo

a. Expresiones de Cauchy y de Lagrange

Una representacién directa del residuo R, que permite hacer estima-
ciones de su valor absoluto, |R,!, es lo que constituye el niicleo del teorema
de Taylor. Los resultados se obtienen facilmente sobre la base del teorema del
valor medio del Célculo. Estin, ademads, relacionados con la aproximacion
lineal de funciones mediante diferenciales (ver p. 200).

Primeramente examinemos de nuevo esta aproximacion.

I.a definicién de derivada en un punto a cstablece simplemente que
fla+ ) = f(a) -t If'(a) + /e, donde £ »> 0 para i — 0. Podemos lograr
una aproximacién algo mis fina averiguando si ¢ e¢s, en efecto, de orden
por lo menos igual al de 7, siempre que tanto f' como f” existan y sean
continuas ¢n nuestro intervalo J. La estimacién se obtiene si escribimos
nuevamente a + h = b, introducimos un residuo R mediante

(13) f(b) =f(a) + (b —a)f'(a) + R,

y consideramos ahora b fijo v el punto inicial a variable. Esta ecuacién
define R como una funcién de a cn el intervalo J. Derivando entonces con
respecto a la variable a sc obtiene cero para el miembro izquierdo, pues
f(b) es constante, y la regla para derivar un producto muestra que

0=[(a) = f(a) + (b —a)f’(a) + R'(a)
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y, por tanto,

(14) —R'(a) = (b — a)f"(a).

Ahora bien, para a = b tenemos obviamente R{b) = 0. Por el teorema del
valor medio del Célculo se tiene [R(a) — R(b)]/(b — a) = —R’(£), don-
de £ es algtn valor entre a y b; y, debido a que R(b) = 0, concluimos por
consiguiente que R(a) = — (b — a)R’(¢) = —hR’(£). Entonces, por (14)
se tiene R'(£) = — (b — £)f’(£), y, por tanto |R'(£)| < h|f’(&)| puesto
que |b — £ < h. Como |f”(£)| es acotado en un intervalo en torno a a,
obtenemos finalmente una estimacién que muestra que el residuo o- “error”
R, es pequefio al menos hasta el segundo orden en h:

(15) [R(a)| < R2|f(£)].

Del caso especial n = 1 pasamos ahora al de cualquier orden n. La
caracterizacién directa del residuo R, se logra mediante el mismo artificio
que para n = 1. Suponemos que a y b = a + h son puntos de un inter-
valo [ en el cual f(x) estd definida y tiene derivadas continuas hasta de
orden n + 1. Consideramos a como la variable independiente y mantene-
mos fijo el punto extremo b. En la férmula (10), p. 465, que define Ry(a),
escribimos b — a en vez de h. Al derivar y tomar en cuenta que f(b) es
constante, se encuentra, por la regla del producto, que casi todos los tér-
minos se cancelan, quedando la férmula
(16) =L foina) + Ry ()
para todo valor a en el intervalo. Puesto que para a = b el residuo R, es
cero, csta expresién directa para su derivada como funcién de a caracteriza

a b
completamente a R, como una integral S R,/ (t) dt = — S R,/ (t) dt;
b
o sea: :
b (h —
(17) Ra(a) = S =D sy a
a

Esta es una representacion integral exacta para el residuo.

Una estimacién para R, aniloga a la obtenida antes para n =1 se
desprende directamente del teorema del valor medio del Célculo, aplicado a
(16) :

Rn(a) - Rn(b n(a) (b — g) n+1 .
) T - R = e

O sea

(b—a)(b—-§"

(18) Rn(a) = .

f*(§),
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donde £ es un valor no especificado que se elige adecuadamente entre a y b.
La misma estimacién puede también obtenerse aplicando a la expresion
(17) el teorema del valor medio del calculo integral (capitulo 2, p. 163).

Forma de Cauchy para el residuo. Si se define §=a+ 0h =a+
6(b — a), se obtiene la férmula de Cauchy para el residuo en la férmula
de Taylor (10):

hn+l

Y

(19) R, (a) (1 — @)*f™v(a+ 6h),
donde 6 es una cantidad entre 0 y 1 no especificada.

Puede también aplicarse a la integral (17) para R, el teorema genera-
lizado del valor medio del célculo integral (ver p. 164), tomando para la
“funcién peso” p(t) la expresién p(t) = (b — ¢t)™, que no cambia de signo
en el intervalo de integracién. Entonces,

1 b b — n+l
o) Ra= @ [T - o= G e,

a

Forma de Lagrange para el residuo. Haciendo de nuevo £ = a + 6h
se obtiene la forma de Lagrange para el residuo,
2 hnu

1 n = (n+1) ]
(21) Ra(a) (n+1)!f (a+ 6h),
con una cantidad adecuada 6 tal que 0 < 6 < 1. La forma de Lagrange es
particularmente sugestiva, y, por lo tanto, mas cominmente aplicada, puesto
que hace que el residuo en la férmula

(22) f(a+ h) = f(a) +% (a) +§f”(a) +

h
+

n!

f™(a) + Ry = Pu(h) + Ry

se parezca al término A™f™"V(a) /(n + 1)! que apareceria en el desarro-
llo (22) para un orden mayor, con sélo reemplazar el argumento a por el
valor intermedio a + 6h.

Para una funcién f cuya derivada f**!) es continua en un intervalo ce-
-rrado conteniendo al punto g, la cantidad |f™) ()] tiene una cota fija M.
Puesto que entonces

1 El teorema generalizado del valor medio fue demostrado para el caso de una
p(t) positiva; pero vale igualmente cuando p(¢) es negativa en todo el intervalo
de integracidn.
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el polinomio de Taylor P,(h) da para un n fijo una aproximacién a la
funcién f(a + &) con un error de orden al menos n + 1 en h.

Nuestro interés se enfocard principalmente sobre la cuestién de si el
residuo R, tiende a cero conforme n crece; y si éste es el caso, decimos
que la funcién se ha desarrollado en una serie de Taylor infinita

) 2 h3
(23) fla+h) = (@) +177(@) + o () +ar[7a) + o

en particular, si primero se hace @ = 0 y después se escribe x en lugar de 4,
se obtiene la “serie de potencias”

f(x) = (0) +1(0) +’2£_j "0) + -

En la seccién 5.5 se discutirdn algunos ejemplos.

Para las aplicaciones, igualmente importante es el desarrollo finito de
Taylor para un = fijo, con el término del residuo. Si se hace h tender a
cero en esta férmula, segin la terminologia del capitulo 3, p. 273, los dife-
rentes términos de la serie tienden a cero con diferentes 6rdenes de mag-
nitud en h. La expresién f(a) representa el término de orden cero en la
serie de Taylor; la expresiéon Af’(a), el término de primer orden; la expre-
sibn h*f"”(a) /2! el término de segundo orden, etc. De la forma para el
residuo se observa que al desarrollar una funcién hasta el término de orden
n se comete un error que tiende a cero con orden (n + 1) conforme h
tiende a cero. Mientras mas préximo a a esté a + h, mejor sera la repre-
sentaciéon de la funcién f(a + h) mediante el polinomio de aproximacién
P, (h). En los casos de mayor interés la aproximacién en la inmediata vecin-
dad del punto x puede mejorarse aumentando el valor de n.

b. Una derivacién alternativa de la férmula de Taylor

La representacién integral (17) para el residuo R, en el teorema de
Taylor se basé en la férmula (16) para R,'(a). Debido a la importancia
del teorema, damos aqui una versién diferente de su derivacién, que lleva
directamente a expresar R, mediante repetidas integraciones por partes
comenzando con la férmula

(24) f(b) = fla) = S" £() de.

Para transformar (24) usando sucesivamente integracién por partes, se
introducen las funciones

¢1(t)’¢3(t): toe :¢V(t)a et
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por medio de las relaciones

(25) $o(t) =1, /() = dva(t),
y de las condiciones
(26) ¢v(b) =0, para v > 1,

donde b se considera como un parametro fijo. Claramente, las condiciones
(25) y (26) determinan en forma sucesiva todas las ¢(¢). Como puede
verificarse de inmediato, las ¢,(¢#) son precisamente los polinomios
(= b)Y

v!

$v(t)

De paso observamos que las funciones ¢, se obtienen una de otra mediante in-
tegraciones sucesivas, dejando indeterminadas las constantes de integracién; por consi-
guiente, las condiciones de definicién (25) podrian satisfacerse también por otras

- funciones que cumplieran condiciones colaterales diferentes a las (26) (ver p. 210).

Puesto que ¢y(a) = (—1)V(b — a)V/v! y ¢v(b) = 0, se obtiene
b b
- S éuf” dt;

a

b

[(b) = f(a) = j pof” di = S o dt = ouff

a

e integrando por partes otra vez el dltimo término, resulta
v
8 g = (b= ata) = | ipa
a

— 2 b
= 0= ap@ - Eg i + [ e

a

y repitiendo n veces el proceso,

(b —a)® (b —a)"

n!

[5) = f@) = (b = @)jla) + T pria) 4o 4 B )
b
+ S (—1)"ga(t)fmH1(2) dt
b —_ 2 — n
— -+ Lo ) e+ O i) 4 g,
donde, por definicién de ¢,
Rn e ’gb f(ﬂ+l)(t) udt

Hemos asi demostrado nuevamente el

TeoREMA DE TAYLOR. Si una funcién f(t) tiene derivadas continuas
hasta de orden n + 1 en un intervalo cerrado que contiene los puntos a y b,
entonces:
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1(6) = f(a) + (b — @)f(a) + -+ L= (a) 4 R,

n!

donde el residuo R,, que depende de n, a y b, estd dado por
b
(27) R, = %j‘ (b — t)yrfr+1(¢) dt.

Mediante cambios de notacién se obtienen expresiones ligeramente di-
ferentes para la f6rmula de Taylor. Asi, reemplazando a por x y b por x + &
se tiene

(27a) flx + k) = f(x) + hf'(x) +'-'+?I—Tf‘”’(x) + Ry,

con
1 z+h
anmf (x + h — t)nfm¥ () dt;
ysit=x+7,
h
(27b) R, = L‘s (h — #)rf+)(x + 1) dr.
nly,

Haciendo x = 0 y escribiendo x en lugar de A, se obtiene*

(27¢) fx) = £(0) + =

+ 2™ (0) + Ry
con el residuo

1 z

R, = —'S (x — g)*fm+1(2) dt.
n!),

Aplicando el teorema del valor medio del célculo integral, o su forma ge-

neralizada, a la integral antcrior, se llega, respectivamente, a la férmula

de Cauchy

_x”+1/(n+1)(0x)

y a la férmula de Lagrange

el
X

(n+ 1)1

R” = ]’(nfl)(ex)

1 Este caso especial del teorema, algunas veces se lo llama, sin justificacién his-
térica, teorema de Maclaurin. El teorema general de Taylor fue publicado en 1715;
el resultado especial de Maclaurin, en 1742.
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para el residuo, tal como se vio antes (p. 467). Aqui 6 es un nimero no
especificado pero elegido adecuadamente y tal que 0 < 8 <1 (no nece-
sariamente el mismo en ambas férmulas).

Como un ejercicio, el lector podria construir funciones ¢» que satisfa-
gan (25) pero para las cuales las condiciones (26) se reemplazan por las

relaciones
1
S ¢>v(t) dt =
0

para v > 1 (ver capitulo 8, Apéndice A).

5.5 Desarrollos de funciones elementales

Los resultados generales anteriores nos permiten desarrollar en serie de
Taylor las funciones elementales mds sencillas. En el capitulo 7 se discu-
tirAn los desarrollos para otras funciones.

a. La funcién exponencial

En primer lugar desarrollamos la funcién exponencial, f(x) = €. En
este caso todas las derivadas son idénticas a f(x) y tienen el valor 1 para
x = 0. La forma de Lagrange para el residuo (p. 468, ecuacién (21) con-
duce de inmediato a la férmula:

2 3 n n41
e B e Rt

o1 T30 At mres 0<i<lh

Si ahora dejamos que n crezca mas all4 de toda cota, el residuo R, tiende
a cero para cualquier valor fijo de x. Para demostrar esto, nétese primero
que ¢ < ¢l*l, puesto que ¢* es una funcién mondtona creciente. Sea m
cualquier entero mayor que 2|x|. Entonces para todo k > m se cumple
Ix[/k <ty

i I B
n+ 1)! m! m+ 1 n+1
( )
]x"‘l. 1 [2x|’". l
= ml mtimm =g om?
de manera que
2x 1
|Ra| < —- I | ?’

Puesto que los dos primeros factores de la derecha son independientes de 7,
en tanto que 1/2"— 0 para n — o0, nuestra afirmacién queda demostrada.
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La funcién e se representa, por consiguiente, mediante la serie infinita

. x oxrx8
wxv
=2__'.
v=0 V!

Este desarrollo es vdlido para todos los valores de x. En particular, para
x =1 se obtiene de nuevo la serie infinita que sirvié6 para definir el ni-
mero e en el capitulo 1 (ver p. 100).

Por supuesto, para calculos numéricos debe usarse la forma del teore-
ma de Taylor con residuo. Por ejemplo, para x =1 (comparese con el
calculo similar de la p. 101) se tiene
1
2!

1 L
+ €

e=1+1+ Tt o

1
+ 37 +o
Si se desea calcular e con un error maximo de 1/10,000, lo Gnico que se
necesita es tomar n tan grande que el residuo sea menor que 1/10,000 vy,
puesto que cstc residuo es ciertamente menor! que 3/(n + 1)!, basta es-
coger n = 7, ya que 8! > 30,000. De esta manera se obtiene el valor aproxi-
mado ¢ = 2.71825, cuyo error es menor que 0.0001.

b. Desarrollos de sen x, cos x, senh x, cosh x

Para las funciones sen x, cos x, senh x, cosh x se encuentran las siguien-
tes féormulas:

f(x) = senx cos x senh x  cosh x
f(x) = cosx —senx coshx senhx
f/(x) = —senx —cosx senhx  coch x
f(x) = —cosx sen x coshx  senhx
4 (x) = senx cos x senhx  cosh x

Asi, en los polinomios de aproximacién para sen x y senh x los coefi-
cientes de las potencias pares de x se anulardn, en tanto que para cos x y
cosh x los coeficientes que se anulan son los de las potencias impares.

1 Aqui se ha usado el hecho de que ¢ < 3. Esto surge (ver p. 101) de nuestra
serie para e; pues siempre es cierto que 1/n! < 1/2%-1 y por consiguiente

1
e<l+1+<}+}+..=1——é=—-3.
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Cuando se usa la forma de Lagrange para el residuo, (21), p. 468, las
series de Taylor para nuestras funciones resultan ser:

_ _x3 x5 L (_1)7:x'.'n+1

sen x = x §+a+ +—_(_2:ﬁ)!—

(—1)»*ix*+3cos (Ox)

(2,1 3)! ’

x2 x4 B o (_l)an’n
20 4 (2n)!
(—1)®+1x*+2 cos (0x)

(2n T 2)1 ’

+

cosx =1 —

+

xa x.’; x.’!”+ 1

senhx = x + 3!+§+'”+———(2n+1)!
x+3 cosh (0x)
(2n +3)! °

xZ”

(2n)!

x2"+2 cosh (fx)
(2n + 2)!

xz

coshx‘—‘1+2!

xl
+—Zi+"'+

donde, por supuesto, en cada una de nuestras férmulas 6 denota un ni-
mero diferente en el intervalo 0 < ¢ < I, nimero que, ademés, depende
de n y de x. Puesto que en cada una de estas férmulas el residuo tiende a
cero conforme n crece, lo cual puede verse por exactamente el mismo argu-
mento que el usado para ¢°, pueden hacerse las aproximaciones tan precisas
como se desee. Se obtienen asi las cuatro series infinitas, vélidas para cual-
quier valor de x,

senx = x — ;;: +x—5| - + = ‘%u —————((;vl)_;xiv;l,
cosx = 1 —f—j—-i-ﬁ'— +e= éo——*——(??lv))vfw,
senhx=x+g—j+;~:+"‘= éo (2:2f:11)!>
m“:1+§+%+”:§uﬁr

Las tltimas dos pueden también obtenerse formalmente a partir de la serie
para ¢ de acuerdo con las definiciones de las funciones hiperbdlicas (ver

p. 250).
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c. La serie binomial

Volvemos a las series de Taylor para las funciones log (1 4 x) y arc tan x,
ya tratadas directamente en la seccién 5.2. Sin embargo, trataremos la ge-
neralizacién del teorema binomial para exponentes arbitrarios, lo cual cons-
tituyé uno de los descubrimientos matemdticos de Newton mads espectacu-
lares. Deseamos desarrollar la funcién f(x) = (1.4 x)“ en una serie de
Taylor para el caso en que x > —1 y « es un namero arbitrario, positivo
0 negativo, racional o irracional. Se escoge la funcién (1 + x)“ en vez de
x® porque para esta titima no es cierto que todas las derivadas sean con-
tinuas para x = 0, excepto en cl caso trivial de valores de « enteros no
negativos. Primero calculamos las derivadas de f(x), obteniendo

f(x) =a(l +x)"7,

f/lx) =ale— 1)L +x)"77 ...,
V) =afa— 1)~ (a— v+ 1)1+ x)"
En particular, para x = 0 resulta
f(0) = a,
f7(0) = a(a— 1), ...,
f10) = afa=1) (@ = v+ 1).
El teorema de Taylor establece entonces que
ala — 1)
2!
+

(1+x)"=1+ax+ x4

ale—1)(ea—2) - (a—n+1)

7!

x" -+ R,.

Conuvergencia

Debemos todavia discutir el residuo. Este problema no es muy dificil
pero, sin embargo, no es tan simple como los casos tratados anteriormente.
Obtendremos una estimacién para el residuo directamente y también como
un caso especial del resultado general de la seccién A.4. Esto nos permi-
tiri concluir que, siempve que |x| < 1, el residuo R, para el desarrollo
binomial tiende a cero. Asi, la expresién (1 + x)* podra desarrollarse en
una serie binomial infinita
ol — 1) o

a_ 3 .
(1+x)—1+1!x+ Y +

-5 )
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donde, por brevedad, se han introducido los coeficientes binomiales ge-
nerales

(7.)=oc(o:—l)"'(7.—v+l)

14

= 1.
(5
*Para ver directamente que R,—>0 para n — oo en el caso en que

—1 < x < 1, se hace uso de la forma de Cauchy para el residuo, (19),
p. 468:

(para v > 0),

»!

(1= 0)

n!

R, =

xn+1f(n+1)(0x)

— _(_l_ﬂa(a — 1) (a — 2) (a — n)x”"'l(l + ox)a_n_l

n!

(0 < 6 < 1). Puesto que |x| < 1, se tiene 0 < (1 — ) /(1 + 6x) < I, de

(=3l =3l (-2

Existe un namero ¢ tal que |x| < g < 1. Entonces es obvio que también

-

para todo m suficientemente grande (digamos, m > N). Asi, para n > N
se cumple

IR, < (1 + 02) 7" Jax|

<q

IR,.I < (1+ 19x)“'1|u| (1+ |a|)Nq"‘N.

El factor (1 + x6)°"" es acotado (por 2°7* si « > 1, y por (1 — q)*"" si
(e < 1), de manera que, claramente, R, — 0.

Una férmula un poco mds general da una expresién para (a + b)*. Sélo
tiene que factorizarse a* y aplicarse ¢l desarrollo binomial con x = b/a para
obtener, con a > 0y |b] < a,

w+wf=fﬁ+fy=“ﬁ+a9+ﬁ£lﬂ@y+“)

\ a 1-2 a

=+ Zaip 4 2= D ez
1 -2

5.6 Aplicaciones geométricas

El comportamicento de una funcién f(x) en una vecindad del punto
x = a, o el comportamiento de una cierta curva en la vecindad de uno de
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sus puntos, puede describirse en detalles mediante el teorema de Taylor,
ya que éste nos permite descomponer el incremento de la funcién, con-
forme se recorre una vecindad del punto x = a + k, en una suma de canti-
dades de primer orden, segundo orden, etc., en h.

a. Contactos entre curvas

Contacto de orden superior

Si en un punto x = a dos curvas, y = f(x) e y = g(x), se intersectan
y tienen una tangente comun, se dice que las curvas se tocan una con otra
o que tienen contacto de primer orden. En este caso los desarrollos de
Taylor para las funciones f(a + &) y g(a + h) tienen los mismos términos
de orden cero y de primer orden en h. Si, ademads, en el punto x = a las
segundas derivadas de f(x) y g(x) son iguales entre si, se dice que las cur-
vas tienen contacto de segundo orden. Entonces, los términos de segundo
orden en los desarrollos de Taylor de f y de g también seran idénticos. Si
se supone que ambas funciones tienen derivadas continuas por lo menos
hasta de tercer orden, entonces la diferencia

D(x) = f(x) — g(x)
puede expresarse en la forma
Da+h) =f(a+ h) —glat+h)

—_— h3 227 _ h3

= ﬁD (a+ 6h) = ﬁF(h),
donde la expresién F(L) tiende a f”’(a) — g’”’(a) conforme A tiende a cero.
Por lo tanto, la diferencia D(a + h) se hace nula al menos de tercer orden
con h.

Puede proseguirse de esta manera y considerarse el caso general en que

las series de Taylor para f(x) y g(x) coincidan hasta los términos de n-ésimo
orden: esto es,

f(a) = g(a), f(a) = g(a),....,f™(a) = g™ (a).
Se supone que las (n + 1)-ésimas derivadas son continuas. Bajo estas con-
diciones se dice que las curvas definidas por nuestras dos funciones tienen
contacto de n-ésimo orden en el punto x = a. La diferencia de las dos fun-
ciones es entonces de la forma

D(a+h) = fla+h) = gla+h) = D@+ (g 4 gh)

hn+1
nt 1)
hn+1
B
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donde la cantidad F(h) = D™+ (q + 6h) tiende a f*+V (a) — g"**) (a)
conforme £ tiende a cero, puesto que 0 < 8 < 1. De esta formula se ve que
en el punto de contacto. la diferencia f(x) — g(x) se anula con, por lo
menos, (n + 1)-ésimo orden.

3

Figura 5.1 Parabolas osculadoras de e*.

Los polinomios de Taylor definidos por

x—a (x —a)®

Pa(x) = f(a) + 22 F(a) + o - f™ (a)

n!

sc caractcrizan geométricamente como las “parabolas” de orden n que tie-
nen contacto del mayor orden posible con la grafica de la funcién en el
punto dado. Por tanto, estas parabolas sc llaman a veces pardbolas oscu-
ladoras. (Solamente para n = 2 son estas curvas “pardbolas” en el sentido
ordinario.)

Para la funcién y = ¢® la Fig. 5.1 muestra las tres primeras pardbolas
osculadoras en el punto x = 0.
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Dos curvas, y = f(x) e y = g(x), que tienen contacto de orden n en un
punto x = g, podrian posiblemente tener contacto de orden aiun mayor;
esto es, la ccuacién f**+V(a) = g"+V(a) podria también ser cierta. Si
no es este el caso, es decir, si f®+1 (a) =£ g"*V (a), se dice que el orden
del contacto es exactamente n.!

Contacto de orden par o impar

Usando nuestras férmulas y la intuicién, podemos establecer un hecho
notable a menudo no observado por los principiantes. Supéngase que cl
contacto entre dos curvas es exactamente de orden par; esto es, un namero
par n de derivadas dec las dos funciones ticnen el mismo valor en el punto
en cuestién, en tanto que las (n + 1)-ésimas derivadas difieren entre si.
Las férmulas anteriores muestran entonces que la diferencia f(a + h) —
g(a 4 h) tienen signos difcrentes para pequefios valores positivos de & y
también para valores ncgativos numéricamente pequefios de h. Por tanto,
las dos curvas se cruzan en el punto de contacto. Esto ocurre, por ejemplo,
para cl contacto de segundo orden si las terceras derivadas tienen valores
diferentes. Por el contrario, contactos de orden precisamente impar (por
ejemplo, un contacto ordinario de primer orden) implica que la diferencia
fla+ h) — g(a + h) tenga el mismo signo para todos los valores de &
positivos o negativos numéricamente pequefios; por consiguiente, las dos
curvas no se cruzan en una vecindad del punto de contacto. El ejemplo
més simple ¢s el contacto de una curva con su tangente. La tangente puede
cruzar la curva sélo en puntos en que el contacto es por lo menos de se-
gundo orden; cruzari efectivamente la curva en puntos e¢n que ¢l contacto
es par, por ejemplo, un punto de inflexién ordinario, en el cual f’(x) =
pero f”(x) % 0. En los puntos en que el contacto es de orden impar la tan-
gente no cruza la curva; esto ocurre, por ejemplo, en un punto ordinario
de la curva en que la segunda derivada no es cero, tal como para la curva
y = x* en el origen.

Del capitulo 4, p. 378, se sabe que para la circunferencia de curvatura
en el punto x = a, dado por la funcién y = g(x) en una vecindad de
ese punto, no sblo se tiene g(a) =f(a) y g'(a) = f’(a), sino también
g’(a) = f’(a). Por tanto, la circunferencia de curvatura es al mismo
tiempo la circunferencia osculadora de la curva en el punto considerado,
es decir, es la que en ese punto tiene contacto de segundo orden con la
curva. En el caso limite de un punto de inflexién o, en general, de un
punto en el cual la curvatura sea cero y el radio de curvatura infinito,
la circunferencia de curvatura degenera en la tangente. En casos ordi-
1 Que el orden del contacto entre dos curvas es una genuina relacién geomé-

trica no afectada por cambios de ejes, es un hecho que puede confirmarse facilmente
por medio de las férmulas para cambio de ejes (ver capitulo 4, p. 378).
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narios, cuando el contacto en el punto que se considera no es de orden
superior al segundo, la circunferencia de curvatura no sélo toca la curva
sino que también la cruza (ver Fig. 4.23, p. 377).

Como conclusién, se debe mencionar que a veces un contacto de orden
exactamente igual a m se describe diciendo: las curvas tienen m + 1 pun-
tos en comun infinitamente préximos. Por supuesto, el significado preciso
de tal afirmacién se refiere obviamentc a un proceso de limite. Si las curvas
tienen en efecto m + 1 puntos distintos P, Py, ..., P, en comin y si se
deja que todos los puntos P; tiendan a P, modificando una de las curvas
si es necesario, entonces podria esperarse que la posicién limite fuese la de
dos curvas con un contacto de orden m. Por ejemplo, si se dibuja una
circunferencia que pase por tres puntos P, P; P, de una curva C y luego
se hace quec P, y P, tiendan a P, puede verse que la circunferencia tiende
a la circunferencia de curvatura de C en P. (Ver problema 4, p. 455.)

b. Sobre la teoria de maximos y minimos relativos

Como ya se ha visto en el capitulo 3, pp. 264-265, una funcién f(x) cuya
primera derivada sc anula en x = a tiene un maximo relativo en ese punto
st f’(a) es negativo y un minimo si f’(a) es positivo. Estas condiciones
son, por tanto, suficientes para la existencia de un miximo o un minimo.
Pero de ninguna manera son necesarias, pues en el caso en que f”(a) =0
existen tres posibilidades: en ese punto la funcién puede tener un méximo,
un minimo o ninguna de las dos cosas. Ejemplos de las tres posibilidades se
tienen en las funciones y = —x* y = x* e y = x* en el punto x = 0. El
teorema de Taylor nos permite de inmediato establecer un teorema general
sobre condiciones suficientes para maximo o minimo. Solamente se necesita
desarrollar la funcién f(a + k) en potencias de k. El punto esencial es en-
tonces determinar si el primer término que no se anula contiene una poten-
cia par o impar de h. En el primer caso se ticne un miximo o un minimo
segin que el coeficiente dc h sea negativo o positivo; en el segundo caso
se tiene una tangente de inflexién horizontal y no se tiene ni maximo ni
minimo. El lector puede por si mismo completar el argumento usando la
férmula para el residuo.’

1 La condicién necesaria y suficiente dada antes (p. 263) es, sin embargo, mas
general y mas conveniente para las aplicaciones: suponiendo que la primera deri-
vada f'(x) se anule solamente en un ntmero finito de puntos, una condicién necesaria
y suficiente para la existencia de un miximo o de un minimo en esos puntos es que la
primera derivada f (x) cambie de signo conforme la curva pasa a través del punto.
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Apéndice 1

ALl Ejemplo de una funcién que no se puede desarrollar en una serie
de Taylor

La posibilidad de expresar una funcién mediante una serie de Taylor
con residuo de orden (n + 1) depende esencialmente de la continuidad y
la derivabilidad de la funcién en el punto considerado. Por esta razén log x
no puede representarse por medio de una seric dec Taylor en potencias de x;
y lo mismo es cierto para la funcién x*, cuya derivada es infinita en x = Q.

Para que una funcién pueda ser desarrollada en una serie de Taylor
infinita todas sus derivadas deben necesariamentc existir en el punio en
cuestién. Esta condicién, sin embargo, de ninguna manera es suficiente.
Una funcién tal que todas sus derivadas existan y sean continuas en todo
un intervalo no necesariamente es desarrollable en serie de Taylor; esto es,
el residuo R, en el teorema de Taylor puede no tender a cero al crecer n,
no importa cuan pequefio sea el intervalo en el cual se desee desarrollar
la funcién.

Un ejemplo importante y sencillo de este fenémeno lo constituye la
funcién

y=f(x) = e para x50, f{(0) =0,

que ya ha sido considerada en el apéndice del capitulo 3, p. 276. Esta
funcién y sus derivadas son continuas en cualquier intervalo, ain en x = 0,\
como ya se ha visto, y en este punto todas las derivadas se anulan, es decir,
[ (0) = 0 para todo valor de n. (Geométricamente esto significa que la
recta y = 0 ticne contacto de orden infinito con la curva en el punto
x = 0). Por tanto, en el desarrollo de Taylor

X i ’”
f(0) + 5 F(0) + 7 £7(0) + -

todos los coeficientes del polinomio de aproximacién P,(x) se anulan sin
importar qué valor se escoja para n. Asi, el residuo permanece igual a la
funcién misma y, por tanto, excepto para x = 0, no puede tender a cero
conforme n crece, ya que la funcién es positiva para todo otro valor de x.

De paso se observa que esta funcién es 1til para la construcciéon de funciones que
exhiben fenémenos no esperados por la intuicién. Por ejemplo, la funcién

g(x) = e—1/%*sen (1/x)

complementada con g(0) = 0 es una funcién con derivadas de todo orden, las cua-
les se anulan en x = 0. La grafica de y = g(x) cerca de x = 0 intersecta el eje x
una infinidad de veces oscilando otras tantas.
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A.L.2 Ceros e infinitos de funciones
a. Ceros de orden n

El desarrollo de Taylor de una funcién f(x) permite caracterizar el
orden con el cual se anula la funcién ¢n un punto x = a. Se dice que una
funcién f(x) tiene un cero de multiplicidad exactamente n en x = a, o
que se anula ahi exactamente con orden n,si f(a) = 0, f'(a) =0, [’(a) =0,
[P (a) =0y f™(a) #0. Se supone expresamente que en la vecin-
dad del punto la funcién tiene derivadas continuas al menos hasta de
orden n. De la definicién sc sigue que la serie de Taylor para la funcién
en la vecindad de dicho punto puede escribirse en la forma

hn h»
(28) flad h) = ;7_',:(,1) - ;"ﬂ",(a Lehy. o<t

expresion en la cual, conforme h tiende a cero, el factor F(h) =n!f(a+h)/h"
tiende a un limite diferente de cero, a saber el valor ™ (a). Por consi-
guicnte, f(a + h) tiene el mismo orden que A™ para £~ 0, o sc anula con
orden n (en el sentido de la definicién dada en el capitulo 3, p. 273).

Analogamente, desarrollando las derivadas f'(x), f/(x), ..., f¥(x) me-
diante ¢l teorema de Taylor con la forma de Lagrange para el residuo, se
obtiene una serie de expresiones

n—1 n-1
ffla+ h) = —(n—_Tj—!‘Fl(h) = Uzﬁ—_lﬁjm(a + 6h),
(29)
Plath) =" Fn) = e (q + gh)
(n—v)1" (n — v)! ’
en todas las cuales los factores § pueden ser diferentes en tanto que los
factores F,, F,, ..., Fy tienden continuamente a ™ (a) conforme h— 0.

Por tanto, f* se anula con orden n — 1, f” con orden n — 2, etc.
En estas férmulas, por supuesto, sc hace la hipétesis de que f(x) se
anula con orden n > v.

b. Infinito de orden v

Si una funcién ¢(x) esti definida en una vecindad del punto x = a,
excepto quizd en ese punto, y si puede escribirse ¢(x) = f(x)/g(x) de
manera que en x = a el numerador no se anule pero el denominador tenga
un cero de multiplicidad v, se dice que ¢(x) se vuelve infinita de orden v en
el punto x = a. Si en x = a el numerador tiene un cero de multiplicidad u
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v si 4 > v, la funcién tiene en ese punto un cero de multiplicidad u — v;
si g <'v, Ia funcién tlene una infinidad de orden v — p en el punio €i
cuestién.

Estas definiciones estin de acuerdo con las convenciones adoptadas
antes (ver seccién 3.7) relativas al comportamiento de una funcién.

Al3 Expresiones indeterminadas

Discutiremos ahora de manera maés precisa las “expresiones indetermi-
nadas” de la forma ¢ (x) = f(x)/g(x) tal que f(x) y g(x) se anulan ambas
en el mismo punto x = a, como ocurre para la funcién (senx)/x en x = 0.
A tales funciones les asignaremos siempre el valor

(30) #(a) = lim ¢(a + h)
h—o0

suponiendo que este limite exista.

Estos valores limite pueden ser caracterizados mediante una sencilla
regla, conocida como regla de L’Hospital, para lo cual supondremos la
continuidad, en un intervalo que contenga al punto a, de todas las deriva-
das de f y g que aparezcan. Supondremos ademis que el denominador
g(x) se anula en x = a con orden v no mayor que el orden correspondiente
para el numerador, de manera que la funcién ¢({x) no se vuelva infinita
cn x = a. La regla establece entonces que

_ f‘V)(a)
g(v)(a) *

Por la definicién de continuidad, la funcién ¢(x) es entonces continua
en x = a y, puesto que es continua en todas partes, siempre que g(x) %0,
es continua en un intervalo en torno de a.

La prueba se sigue inmediatamente de los resultados de A.2. Aplicando
las Ecs. (28) tanto a f como a g, se encuentra que la funcién ¢ estd dada.
en una vecindad de a, por la relacién

_fla+h)y _ f¥(a+0h)

¢(a+h) T glath) gV (a+F k)’

(31) $(a)

de la cual se sigue (31) al considerar la continuidad de! numerador y del
denominador y el hecho de que g’(a) no se anula. El significado de las
Gltimas ecuacioncs puede expresarse de la siguiente manera: si el numera-
dor y el denominador de una funcién ¢(x) = f(x)/g(x) se anulan en
X = a, puede determinarse el valor limite de la funcién para x — a deri-
vando numcrador y denominador el mismo ntimero de veces hasta que al
menos una de las derivadas no se anule en ese punto. Si se encuentra en
el denominador una derivada no nula antes que en el numerador, la frac-
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ci6n tiende a cero. Por el contrario, si la derivada no nula aparece primero
en el numerador, el valor absoluto de la fraccién crece mas allid de toda
cota.

Se tiene asi un método para evaluar la llamada “expresién indetermi-
nada” 0/0, esto es, para determinar el limite de un cociente en el que
tanto el numerador como el denominador tienden a cero.

Estos resultados pueden obtenerse de manera un tanto diferente si se
basa la deduccién en el teorema generalizado del valor medio en vez del
teorema de Taylor (ver p. 243). Segin esto, si g’(x) %0 en una vecindad
del punto a, se tiene

fla+h) —f(a) _ f(a+ 6h)
gla+h) —gla) glat06h)’
donde 6 es el mismo en numerador y denominador. Por tanto, en el caso
particular en que f(a) =0 = g(a),
fla+h) _ f(a-+ 6h)
glat+h) glat+6h)’

Aqui @ es un valor en el intervalo 0 < § < 1, y si se hace k = 6k se ob-
tiene
i fl8EM oy, flath)
o glat+h) ko glat k)’
suponiendo que el limite de la derecha existe.

Si f(a) = 0= g’(a), se procede de la misma manera hasta llegar a
un primer indice p para el cual ya no se sigue teniendo f*(a) = 0 = g"(a).
Entonces

L fath) [Pt D) [
im == = lim =
o glat ) s gW(at D) g“(a)’

expresién que incluye el caso en que ambos miembros son infinitos.

Ejemplos. Los siguientes ejemplos, importantes por si mismos, ilustran
la aplicacién de la regla de L’Hospital.

senx _ cosO _

fim = -5
z—0 X
, 1 —cosx sen 0
lim = =0;
-0 X 1
e — 1 i} 2¢%*

Py s B R T SRl

i 1 —cosx 1
m ————= _.
20 x? 20 2x 70 2 2
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Otras formas indeterminadas. Como siguiente paso se observa que
otras de las llamadas formas indeterminadas pueden también reducirse al
caso ya considerado; por ejemplo, el limite de

1 —
sen x

1
x

cuando x tiende a cero es el limite de la diferencia de dos expresiones que
se hacen infinitas, o bien, es una “forma indeterminada” o0 — o0. Me-
diante la transformacién

se llega de inmediato a una expresién cuyo limite, cuando x tiende a cero,
puede encontrarse aplicando la regla. Asi resulta

1 — cosx sen x

4 — YV —

m -——FFFF = hm——-——-———
z>0 X COSx -+ sen x z0 2COSX — Xsen x

Derivadas de formas indeterminadas

Las expresiones ¢(x) = f(x)/g(x) definidas por la regla en x = a no
solamente son continuas sino que tienen derivadas también continuas, su-
poniendo que f y g tienen derivadas continuas de orden suficientemente
alto.

Bastara aqui establecer este hecho en el caso en que g se anula en a
con primer orden, o sea, g{a) = 0, g’(a) # 0. Para x£q,

#(x) = g(x)f(x) —f(x)g(x) _ z(x)
(g(x))? N(x)’

donde tanto el numerador como ¢l denominador se anulan en x = a, pues
f(a) = g(