Calculo 4, Facultad de Matematicas de la UG, ene. — jun. 2006.

Tarea num. 8

(Por entregar el lunes, 24 abril, 2006.)

NOTA: todas las funciones que aparecen aqui son diferenciables tantas veces como sea necesario (3 veces es
suficiente.)

En la primera parte de esta tarea formulamos y demostramos “la férmula de cambio de variable en la integral
de linea”. Luego vemos una aplicacién de la integral de linea, en coordenadas polares, para la demostraciéon de
una desigualdad geométrica interesante. En el ltimo problema (opcional) estudiamos una propiedad topoldgica
bésica de la integral de linea.

Todos estos desarrollos dependen de la siguiente definicion.

Definicién. Sea f: U — V una funcién diferenciable donde U C R™ y V' C R™ son conjuntos abiertos, y sea
L =" a;dy; una forma diferencial lineal en V. Definimos a f*L como la forma diferencial en U dada por

m

L= (aio f)dfi,

i=1
donde f1,..., fi, son las componentes de f.

Nota: la forma f*L se llama tradicionalmente “el resultado de hacer en L el cambio de variables y; =
filz1,...,xy), 1 =1,...,m. En textos mds modernos (en ingles) f*L se llama el “pull-back” de L por f.

1. Con la notacién de la definicién arriba, si L es cerrada f*L tambien lo es. (Ver la tarea 7 para la
definicién de “forma cerrada”).

2. Sean U,V,W abiertos en R¥ RE, R™ (resp.), g: U — V y f:V — W funciones diferenciables y L una
forma diferencial lineal en W. Demeustra que

(fog)'L=g"(f"L).
Sugerencia: usar la regla de la cadena.

3. Sea U un abierto en R™, L una forma diferencial lineal en U y + : [a,b] — U una curva. Demuestra que

b
/L:/ ~*L.
o a

Sugerencia: usar la regla de la cadena.

4. Demuestra “la férmula de cambio de variable para la integral de linea”: con la notacién de la definicién
arriba, si v es una curva parametrizada en U entonces

feefre

5. En este ejercisio usamos la integral de linea para demostar que entre todas las figuras en el plano con
el mismo didmetro, el circulo es la figura con el mayor area.
a) Sea L = adz+bdy una forma diferencial en un abierto U C R2. Expresa L en coordenadas polares;
o sea, calcula f*L, donde f :R? — R? es la funcién dada por f(r,8) = (rcos@,rsen@).

b) Expresa la forma L = (xdy — ydz)/2 en coordenadas polares. (Respuesta: L = r2df/2.)



¢) Sea A C R? un conjunto medible que contiene al origen en su interior y cuya frontera estd parametriza-
da por una curva cerrada 7, dada en coordenadas polares por una funcién r(0). Demuestra que el
area de A esta dado por la integral

1/27r 2(0)ad0
B o r .

d) Demuestra, usando el ltimo inciso, que si el didmetro de A (=el supremo de distancias entre
pares de puntos de A) es < d, entonces su 4rea es < wd2/4 (el drea de un disco con didmetro d).

Sugerencia: suponemos (sin pérdida de generalidad) que A es convexo, que su frontera pasa por
el origen, y que A se encuentra “a la derecha” del eje de y. Entonces el drea de A estd dado por

™ /2
%/0 [(r2(6)]2d6 = %/O 12(0) + (6 — 7 /2)]2d6.

Ahora observa en el dibujo que
r?(0) = AC, r*(0 —7/2) = AB,

Yy que
(AB)? + (AC)? = (BC)? < d*.

Pag. 618-619 de Courant y John: 1,2,3,4.
(opcional) En este problema demostramos que “la integral de linea de una forma cerrada a lo largo de
una curva cerrada es invariante bajo deformacioens de la curva”. La formulacién precisa es la siguiente:

Sea L una forma diferencial cerrada en un abierto U C R™ y sean 7,v1 : [a,b] — U dos curvas
cerradas en U. Ahora suponemos que existe una funcién diferenciable I" : [a, b] X [0, 1] — U que satisface

= T'(£,0) = yo(t), T'(t,1) = y1(¢), para todo ¢ € [a, b],

= I'(a,s) = T'(b,s) para todo s € [0,1].

En el caso que existe tal I' decimos que “se puede deformar g a v; (o que son “homotépicas”), y que
I' es “la deformacién” entre ellas.

Teorema. Si L es una forma cerrada y -y, y; son dos curvas cerradas homotépicas, entonces

j(L:f L.
Yo 71

Este teorema demostramos con lo siguientes pasos.

a) Consideramos el rectdngulo R = [a,b] x [0,1] (el dominio de T, en el plano t, s).
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Sean 7,71, «, 8 las curvas que parametrizan las aristas de R, como en el dibujo, y L =TI*L.

Demuestra que
/E+/Ef/if/iza
Yo B I o

Sugerencia: aplicar el teorema de la divergencia a la integral de la forma cerrada L a lo largo de

la frontera de R.
/i:/b
a B

Sugerencia: usar la férmula de cambio variable y el hecho que I'(a, s) = I'(b, s) para todo s € [0, 1].

/E:/L, i=0,1.
Vi vy

[

Sugerencia: usar la formula de cambio variable.

Demuestra que

Demuestra que



