Teoria de numeros, Taller de Célculo, 3-7 de julio, 2006, CIMAT.
Tarea nim. 1

Algunas definiciones y resultados vistos en la clase:

» La parte entera de un nimero real z se define como [z] := méx{m|m < x}. Se define a la parte fraccional
como z (mod 1) =z — [x].

= Un subconjunto A C [0,1] es denso si para todo [z,y] C [0,1] existe un a € A tal que z < a < y.

» Una sucesién de nimeros reales x1, za, s, ... en [0,1] es uniformamente densa (o “equi-distribuida”) si
para todo sub-intervalo [a,b] C [0,1]
1 #{z;|1 <j< N,a<zx; <b}
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Nota: si A es un conjunto finito, #A denota el nimero de elementos en A.

= El criterio de Weyl: una sucesién 1, z2, 23, ... en [0, 1] es equidistribuida ssi para todo k =1,2,3,...
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Problemas
1. Demuestra que log;, 2 es irracional.
2. Sea o un ndmero irracional. Verificar el criterio de Weyl para la sucesién z; = jo (mod 1) , j =1,2,....

3. Sea A el conjunto de los nimeros naturales de la forma 17k 4+ 5 y sea ay el nimero de elementos de A
en el intervalo [1, N]. Demuestra que limy_, ay /N = 1/17.

4. Sea a un nimero irracional y sea z; = ja (mod 1) , j = 1,2,3,.... Demuestra que la sucesién {z;} es
densa en [0,1].

Sugerencias: demuestra que m # n = x,, # x,. Concluya que la sucesién {x;} es infinita, por lo que
tiene un punto de acumulacién. Asi que, dado € > 0, existen m < n tal que 0 < |z, — @] < €. Si
kE =n —m entonces 0 < |zk| < €y la sucesién xy, xap, T3, ... “visita” cualquer intervalo [a,b] C [0, 1]
con longitud |b — a| > e.

5. En este problema indicamos los pasos principales para la demostracién del criterio de Weyl.

a) Se define la norma de una funcién acotada f : [0,1] — R por || f|| = sup{|f(x)|z € [0, 1]}. Demuestra
que si f es continua entonces |f01 f@)dz| < ||f]]-

b) Una funcién ¢ : [0,1] — R es una funcién “ de tipo escalera” si es constante por pedazos; o sea, existe
una subdivisién 0 = 29 < 21 < 22 < ... < &, = 1 y unos constantes co, ..., ¢, tal que ¢(x) = ¢;
para x € [z;—1,%;), ¢ = 1,2,...,n. Demuestra que para toda funcién continua f :[0,1] = Ry e >0
existe una funcién tipo escalera ¢ tal que ||f — ¢ < e.

¢) Sea {z;} C [0,1] una sucesién y f : [0,1] — R una funcién. Define Sy(f) := (S, f(z;)) /N.
Demuestra que la sucesién {z;} es uniformamente densa en [0,1] ssi Sy(¢) — [ ¢ para toda ¢ de
tipo escalera.

d) Demuestra que una sucesién {z;} C [0,1] es uniformamente densa ssi Sy(f) — [ f para toda
f:]0,1] — R continua.

e) Un polinomio trigonométrico en [0,1] es una combinacién lineal de funciones de la forma e
donde k es un nimero entero. Demuestra que para toda funcién continua f : [0,1] - Ry e > 0
existe un polinomio trigonométrico p tal que || f — p|| < €. (Sugerencia: consultar una refrencia sobre
la Transformada de Fourier).
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Demuestra que una sucesién {z;} C [0,1] es uniformamente densa ssi Sy — ara todo
q J p pp
polinomio trigonométrico p.

g) Demuestra el criterior de Weyl.



