Matematicas elementales y elementos de geometria, FAMAT, agto-dic, 2008

Tarea num. 10 — soluciones

1. Una funcién es biyectiva ssi es invertible. Fin caso de ser invertible, la inversa es Unica.

> Sea f: X — Y. Demostraremos que (1) f es inyectiva ssi tiene una "inversa por la
derecha”, i.e. una g : Y — X tal que f o g = idy, (2) f es suprayectiva ssi tiene una
"inversa por la izquierda”, i.e. una g : Y — X tal que go f = idy. (3) Si f tiene una
inversa es 1nica.

(1) Suponemos que f es inyectiva. Definimos a g : Y — X de la manera siguiente. Para
cada y € Y, si y estd en la imagen de f, i.e. si existe un z € X tal que y = f(x),
entonces definimos ¢(y) = . Si y no estd en la imagen de f definimos a ¢(y) como
sea (por ejemplo g(y) = xy para un cierto xy € X.) Ahora para todo x € X tenemos
que y = f(x) estd en la imagen de f, y ademds, como f es inyectiva, x es el tnico
tal que f(z) = y, asi que por la definicién de g, g(y) = z, asi que g(f(z)) = x, o sea
go f =1dx.

Ahora suponemos que existe un g : Y — X tal que go f = idx. Sean w1,z € X tal
que f(z1) = f(xq). Entonces z, = g(f(x1)) = g(f(z2)) = xo.

(2) Suponemos que f es suprayectiva y definimos g : Y — X de la manera siguiente.
Como f es suprayectiva, para cada y € Y existe un z € X tal que f(x) = y (tal vez
mas que uno). Escogemos un tal z y definimos g(y) = x. Entonces f(g(y)) = f(x) =y,
asi que fog=1idy.

Ahora suponemos que existe una ¢ : Y — X tal que f o ¢ = idy. Entonces para cada
y €Y el elemento x = g(y) satisface f(x) = f(g(y)) =y, asi que f es suprayectiva.

(3) Sean g1, 92 : Y — X dos funciones que satisfacen fog; =idy, g;o f =idx,i=1,2.
Entonces para todo y € Y, g1(y) = ((920 f) 0 91)(y) = (920 (f 0 91))(y) = 2(y) =
91 = g2 0

[

2. Dado un vector v € R?, existe una rotacién que manda v a un vector cuya coordenada
y se anula.

> Sea v = (v1,v9). Si v = (0,0) entonces para cualquer rotacién p, p(v) = (0,0). Si
v # 0, sea p : R? = R? dada por p(z,y) = (ax — by, bz +ay) con (a,b) = (v1, —va)/||v]|.
Entonces a® + b = [(v1)? + (v2)?]/||v||* = 1, asi que p es una rotacién. Luego, p(v) =
(v1v1 + vav2, —vav1 + viv2)/ [V = ([[v], 0). -

3. Una elipse tiene focos en (1,2),(3,4) y la suma de distancias a sus focos es 5.
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Encuentra una ecuacion cuadratica para la elipse.

> Sea & la elipse con focos (1,2),(3,4) y suma de distancias a los focos 5. Sea
vo = [(1,2) + (3,4)]/2 = (2,3). Sea T : R* — R? dada por T(v) = v — vy.
Entonces T' es una isometria asi que manda la elipse £ a la elipse &' = T'(£) con
focos en T'(1,2) = (—1,—-1), T(3,4) = (1,1), y suma de distancias a sus focos 5.
Ahora definimos la rotacién p : R? = R?, p(z,y) = (v +y,z — y)/v/2. Entonces
p es una isometria asi que manda la elipse £ a una elipse £" = p(€’) con focos
en p(1,1) = (v/2,0), p(—1,—1) = (—v/2,0) y suma de distancias a sus focos 5.
Como E&” tiene los focos simétricamente situados sobre el eje de z sabemos (lo
hemos hecho en clase) que tiene una ecuacién de la forma (z/a)? + (y/8)? =
con a? = a? + (2, donde @ = /2, y suma de distancia a los focos 2cc = 5. Asi que
a=5/2y B=+/17/2y E" tiene la ecuacién 422/25 + 4y?/17 = 1.

Ahora € = (poT)1(E") asf que tiene ecuacién que se obtiene de la ecuaciéon de £
por la substitucién (z,y) = (poT)(z,y) = p(z—2,y—3) = (x+y—5,2—y+1)/v2,
asi que & tiene la ecuacién 2(z +y — 5)/25 + 2(x —y + 1)?/17 = 1. O

Encuentra las tangentes a la elipse que pasan por el origen.
> Primero vemos que tal recta tangente no puede tener pendiente infinita (vertical).

La recta vertical por el origen estd dada por x = 0, y la interseccion con la elipse
estd dada por 2(y — 5)?/25 + 2(—y + 1)?/17 = 1. Simplificando, obetenmos para y
una ecuacioén de la forma ay? + by +c¢ =0, con a = 88, b = —440 y ¢ = 475. Ahora
la descriminante de esta ecuacién es b? — 4ac = 440% — 4 - 88 - 475 > 0, asi que la
recta vertical x = 0 intersecta a £ en dos puntos, por lo que no es una tangente.

Asi que una recta tangente a £ que pasa por el origen tiene pendiente finita m €
R, por lo que tiene una ecuaciéon de la forma y = max. Para encontrar la m,
consideramos la interseccion de la recta y = max con la elipse £. Sustituimos
y = mx en la ecuacién de € y obtenemos 2(x +max —5)?/25+2(x —ma +1)?/17 =
1. Simplificando, se obtiene una ecuacién de la forma az? 4 bx + ¢ = 0, con
a = 84m? — 32m + 84, b = —240m — 440, ¢ = 475. Ahora buscamos los valores
de m tal que esta ecuacién para x tenga una sola solucién; esto sucede ssi la
descriminante de la ecuacién se anula. Esto es, b — dac = (—240m — 440)% —
4(84m? — 32m + 84)475 = 0. Simplificando, se obtiene una ecuacién para m de
la forma Am? + Bm + C = 0, con A = 274, B = 680, C' = 85. Resolviendo esta
ecuacion se obtiene m = (—340 4+ 1/92310)/274. O

4. Sea Py = (0, 1o) un punto de una elipse dada por la ecuacién (z/a)? + (y/58)* = 1.
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La tangente a la elipse en P, tiene pendiente — 3%z, /o’y si Py # (Fa,0), y tiene

pendiente infinita si Py = (£«, 0).

> Sea m la pendiente de la tangente. Si m es infinita entonces la recta tiene ecuacion
T = xg, y substituyendo en la ecuacién de la elipse se obtiene (y/3)? = 1—(x/a).
Si el lado derecho es positivo o negativo tenemos 2 ¢ 0 soluciones (resp.), asi que
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para que sea tangente necesitamos 1 — (zq/a)* = 0, 0 1y = %a, por lo que Py =
(£a,0).

Sim # oo, la recta tangente tiene ecuacién de la forma y—yy = m(x—xy). Ahora es
comodo hacer un cambio de variables, x = aX, y = Y. En estos nuevos variables
X,Y, la elipse tiene la ecuacién X?+Y?2 =1y larecta Y — Yy, = M (X — Xj), con
M = ma/[. Ahora en los variables X, Y tenemos un circulo, y la recta es tangente
ssi es perpendicular al vector (X, Yy) (ver la seccién de proposiciones de la tarea
9). El vector (X, Yp) tiene pendiente Yo/ Xy, asi que M = —1/(Yy/Xo) = —Xo/Y0.
Ahora susbstituimos de regreso en la ecuacion M = —X;/Y} los valores m, zq, yo
y obtenemos ma/3 = —(xo/a)/(yo/B), 0 m = — %29/ ays. O

Las rectas que pasan por Py y los focos de la elipse forman angulos iguales con la
tangente a la elipse en Fj.

> Los focos de la elipse son P, = (a,0) y P» = (—a,0), con a*> = a? — 2. Sea
Py = (29, y0) un punto en la elipse, i.e. g, yo satisfacen (zq/a)?+ (yo/8)* = 1. En
el punto Py, la tangente a la elipse tiene pendiente —3%xq/a?yy, asi que el vector
n = (8%zy,a’y,) es perpendicular a la tangente. Definimos v; = P, — Py, 1 = 1, 2.
Basta ver entonces que los angulos aq,as que forman los vectores vy, vy con n
son iguales. Para esto usamos la férmula cosa; = (v;,n) /||v;||||n]|. Calculamos
primero las ||v]|:

vill? = (e =0, —yo)|I* = (a — 20)* + 5 =

= a® —2amy+ 15 +yp =

= o’ — 2 = 20z + 2§ + (1 — (v0/@)?) =

= o = 2axg +23(1 — B*/a?) =

= o — 2axy +250*/a® =

(v — azo/e)?,

asi que ||vi|| = |a — axg/al.
Ahora demostraremos que de hecho a — azg/a > 0. Para o < 0 es obvio (ya

que a,a > 0). Para x5 > 0, notamos que zp < a'y a < «, asi que a — axy/a >
a—axg/a=a—zx9>0,asi que o — azxg/a > 0y luego ||vi|| = a — azy/a.

De manera similar, ||vo|| = a + azo/c.

Ahora calculamos los (v;, n):

(vim) = ((a— o, —¥), (52350; 0423/0)> = af’zy — ﬁ%g - 042?13 =
= afB’re — *B* = af*(axy/a — a),

y de manera similar (v, n) = af?(—axy/a — a).



Finalmente

2 —
cos ay = <V17n> _ af (axo/oz O‘) _ —0452/”1’1”7
[villllnl] (@ = azo/a)||n]|
y de manera similar cos oy = —a8?/||n|| = cos aq, asi que a; = ay. O

5. * Sea [ una recta en R
a) Una reflexién por [ es una isometria. Esta isometria es una transformacién lineal
ssi [ pasa por el origen.

Nota: la reflexién por { es la funcién R? — R?, P — P*, tal que v = —v, donde

vi=P*— P,v=P— Py P, es la interseccién entre [ y la recta que pasa por
P y perpendicular a [.

> Segun la definicién, P* = Py — v, donde v = P — Py y P, es la interseccién entre
[ vy la recta que pasa por Py perpendicular a [. Asi que v L [. Ahora si tenemos
otro punto @ € R?, con Q* = Qo — w, w = Q — (g, entonces

dist(P*, Q") = [|P* = Q|| = [I(Py — Qo) — (v = w)]|.
Ahora Py,Qp € l,v,w Ll = (Py—Qp,v—-w) =0 = [|(P—Qo)—(v—w)|]* =
[(Po = Qo) + (v = w)[|* = | P = QolI* + [[v = w[]* = [[(P = Qo) — (v—w)| =
[(Fo = Qo) + (v = w)|| = [[(Fo + v) = (Qo — W)|| = ||P = Q|| = dist(P",Q"), por

lo que la reflexién es una isometria (preserva distancias, ver el problema 6).

Ahora suponemos que [ esta dada por una ecuacion Ax + By + C' = 0 tal que
n = (A, B) es un vector unitario, i.e. ||n|| = 1. Fijamos un punto P; € [. Sea
o : R? — R? la funcién dada por

o(P)=P —2(P — P;,n)n.

Vamos a demostrar que o(P) = P*. Para esto tenemos que demostrar que o(P) =
Py —v =P —2v, con v definido como antes.

Primero verificamos que la definicién de o no estd afectada por la eleccion de P;.
O sea, si escogemos otro P, € [ entonces P — 2(P — P;,n)n = P — 2(P — P,,n)n,
para todo P € R2%. Para esto calculamos que la diferencia entre los dos lados de
esta ecuacion es

2[(P1,n) — (Py,n)ln = 2[C — Cn = 0.

Asi que podemos tomar Py en lugar de Py en la definiciéon de ¢ = o(P) =
P —2(P — Py,n)n =P — 2(v,n)n.

Ahorav L] = v=JAnparaalgin A€ R = (n,v)=(n,n) =\ = v=
(n,v)n = o(P)=P—-2v = o(P)=P*.

Ahora demostramos que ¢ es una transformacién lineal ssi [ pasa por el origen. Si
0 € [ podemos tomar P; = 0 en la definicién de 0 = o(P) = P—2(P,n)n, lo cual
es lineal ya que es la suma de dos transformaciones lineales: la identidad, P — P,
y la transformaciéon P — —2(P,n)n. Conversamente, si ¢ es una transformacién



5

lineal entonces 0(0) =0 = 0=0—-2(0— P, ,n)yn = (P,n)=0 = 0¢
[. O

b) Toda isometria de R? es una reflexién por una recta o la composicién de una
traslacién y rotacion por el origen.

> Sea ¢ : R? — R? una isometria y sea Py = ¢(0). Sea T : R? — R? la traslacién
T(P)= P — Py. Sea ¢y = T o ¢. Entonces ¢g es una isometria (como composicién
de isometrias) y ¢o(0) = 0. Sea e; = (1,0) y sea ¢g(e;) = v = (a,b). Ahora
1 = |les]| = dist(ey,0) = dist(go(ey), do(0)) = dist(v,0) = ||v|]| = a*+
v» =1 = la transformacion p(x,y) = (ax + by, —bx + ay) es una rotacién y
p(v) = e1. Asi que ¢; = po ¢ es una isometria (como composicion de isometrias)
tal que ¢1(0) = 0, ¢1(e;) = e;. Ahora sea e; = (0,1) y sea ¢,(e3) = w. Entonces
1 = ||les|| = dist(eq,0) = dist(d1(ez2), $1(0)) = dist(w,0) = ||w]].

[En Construccion]

¢) Toda isometria de R? es una reflexién por una recta o la composicién de dos tales
reflexiones.

6. * Una funcién R* — R? que preserva distancias es una isometria (o sea el requisito de
ser biyectiva en la definicién de isometria estd sobrado).

> Sea f : R* — R? una funcién que preserva distancias, i.e. dist(f(P), f(P))
dist(Py, P,) para todo P, P, € R?. Primero vemos que [ es inyectiva: si f(P;) =
f(2) = 0=dist(f(P), f(I2)) = dist(P1, ) = P =P,

Ahora vemos que f es suprayectiva. Dado un P’ € R? tenemos que encontrar un P
tal que f(P) = P'. Sea Py un punto cualquera, e.g. Py = (0,0), y P} = f(Fp). Si
Pj = P' terminamos (tomando P = P), de otro modo sea dy := dist(P', Pj) > 0.
Sea P, un punto a distancia dy de Py, e.g. P, = Py + (do,0), y sea P| = f(P,). Si
P = P’ terminamos (tomando P = P;), de otro modo sea d; = dist(P{, P') > 0.
Ahora dy = dist(P', P]) < dist(P', P}) + dist(P}, P|) = dy + dy = 2dp.

Ahora sean Cy, Cy,C{, C] los circulos con centros Py, P, Pj, P{ y radios dy, dy, dy, d}
(resp.). Luego f(CoNCy) C CynCiy P e CynCy.

Son dos casos:

(1) dy = 2dy y entonces Cy N Cy es un solo punto, P, y C{, N C} = {P'}, por lo que
f(P;) =P

(2) di < 2dy y entonces Cy N Cy consiste en dos puntos distintos, P3, Py y mismo para
C{NC1. Luego f(Ps), f(Py) son distintos asi que son los 2 puntos de interseccién CjNCY.
Pero P' € CyNC| asi que f(Ps) =P 6 f(Py) =P O



