§ 2. Las coordenadas del punto en
el plano

4. El plano de coordenadas

Para determinar las coordenadas
de un punto en el plano trazaremos
en este ultimo dos ejes numéricos
perpendiculares entre si. Uno de
los ejes se llama e¢je de las abscisas
o eje z (o bien Oz) y el otro, eje
de lasordenadas o eje y {o bien Oy).

La direccién de los ejes se elige
frecuentemente de tal modo que
el semieje positivo Oz coincida
con el semieje positivo Oy, al ha-
cerlo girar un Angulo de 90° en
sentido contrario a las agujas del
reloj (fig. 5). El punto de inter-
seccidn de los ejes se considera como
el origen de cada uno de los ejes
numéricos Ox y Oy. Este punto se
llama origen de coordenadas y se
designa con la letra O. General-
mente, las unidades de medida en
los ejes se toman iguales.

Tomemos en el plano un punto
cualguiera M y bajemos desde él
perpendiculares a los ejes Ox y Oy
(fig. 6). Los puntos de intersec-
ciébn M, y M, de estas perpendi-
culares con los ejes se llaman proyec-
ciones del punto M sobre los
ejes de coordenadas.

El punto M, estd en ¢l cje numé-
rico Oz, por lo cual, le corresponde
un nimers determinado z: su coor-
denada en este eje. Del mismo
modo, al punto M, le corresponde
un nimero determinado y: su coor-
denada cn cl eje Oy.

Asi que a cada punto M situado
en el plano le corresponden dos
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nimeros z e y, llamados coorde-
nadas rectangulares cartesianas del
punte M. El nimero x se llama
abscisa del punto M y el niimero y,
su ordenada.

Reciprocamente, a cnda par de
nameros = ¢ y puede corresponder
un punto del plano, para el cual z
es la abscisa e y, la ordenada.

Ahora hemos establecido una corres-
pondencia biunivoca ! enire los pun-
tos del plano y los pares de nimeros =z
¢ y, que siguen un orden determinadn
{primero z, después y).

De este modo, las coordenadas
rectangulares cartesianas de un pun-
to en el plano son las coordenadas
de las proyccciones de este punto
en los ejes de coordenadas.

Geperalmente, las coordenadas
del punto M se escriben asi: Mz, y).
En primer lugar se anota la abscisa
y en segundo lugar la ordenada.
A veces, en lugar de decir “el
punto con las coordenadas (3, —8)”,
se dice, “el punto (3, —8)".

Los ejes de coordenadas dividen
el plano en cuatro cuadrantes.
Se considera primero el cuadrante
comprendido entre el semieje po-
sitivo Oz y el semieje positivo Qy.
Los cuadrantes restantes se numeran
siguiendo el orden contrarin a las
agujas del reloj (fig. 7).

Resuelva ahora algunos ejerci-
cios.

1 Correspondencia biunivoca entre
los puntos del plano y un par de ni-
meros, ¢s agquella correspondencia segan
1a cual a cada punto se le asocia un par
do nimeras determinades y a cada par
de nimeros se le asocia un punto deter-
minadé {comp. con la pag. 11).

22



Ejercicios

Primero, le proponemos resolver
algunos problemas sencillos.

1. Descifrar la palabra que esta
escrita.

©, 23, (9,2, (12, 1, (12, 0),
(11, —2), (8, —2), (4, —2), (2, —1),
(1, 1), (—1, 1), {(=2,0), (—2, ~-2),
(2.1), 5, 2), 12,2, 9. 1),
(10, --2), (10,0), (4. 1), (2, 2},
(—'2‘ 2)' (_2! 1)! (—2' _1’)| (0' 0)\
2,0, @2, —2), 40, (4 —1),
(12, —1), (12, —2), (11,0), (7, 2),
9, 0}, (4,2).

2. Diga, sin dibujar, en qué
cuadrante esld situado ¢l punto
A, —3).

3. ¢En qué cuadrantes puede
estar situado el punto, si su abs-
cisa es pogitiva?

4. ¢Qué signos tienen las coor-
denadas de los puntos situados
en el segundo cuadrante? (En el
tercer cuadrante? ;FEn el cuarto
cuadrante?

5. En el eje Oz se ha tomado un
punto con la coordenada —5. ;Cua-
les son sus coordenadas en el plano?

Respuesta. La abscisa del punto es
igual a —5 y la ordenada es igual a cero.

Y ahora algunos problemas mas
complicados:

6. Dibuje los puntos A(4, 1),
B(3, 5), C(—1, 4) y D{0, 0). Si
Ud. los dibujd correctamente, ob-
tuvo los vértices de un cuadrado.
;Cudl es la longitud del lado de
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este cuadrado? ;Cuél es su drea®?
Encontrar las coordenadas de los
puntos medios de los lados del
cuadrado. (Podria Ud. demostrar
que ABCD es un cuadrado? Halle
otrogs cuatros puntos (indique sus
coordenadas) que sean los vértices
de un cuadrado.

7. Dibuje un hexagono regular
ABCDEF (fig. 8). Tome el purto A4
como origen de coordenada:, el
ejo de las abscisas en la dire:cion
de 4 hacia B y por unidad de me-
dida el segmento AB. Halle las
coordenadas de todos los véilices
de este hexagono. ¢Cuéntas ;olu-
ciones tiene este problema?

8. En gl plano se dan los puntos
A, 0), Bz, y1) ¥y Dzs ¥
(fig. 9). iCuales deben ser las
coordenadas del punto € para que
el cuadrilitero ABCD sea un pa-
ralelogramo?

5. Relaciones gue ligan a las coor-
denadas

La posicion de un punto en el
plano queda totalmente determi-
nada cuando se conocen sus dos
coordenadas. ¢Y qué se puede
decir de la posicién del punto si
solamente se conoce una de sus
coordenadas? Por ejemplo: ;Dénde
se encuentran tedos los puntos
cuya abscisa es igual a 3? ;Dénde
estan situados todos los puntos
de coordenada, igual a 3 (no se
sabe cual de las dos)?

1t Por unidad de medicion del area
eligiremos la del cuadrado cuyo lado
es igual a la unidad de medida de los
ejes,
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Al dar sdlo una de las dos coor-
denadas en un plano {0 en una
superficie) se determina por lo
general, una linea. Este hecho, por
cierto, sirvié de base del argumento
de la novela de Julio Verne “Los
hijos dél capitdn Grant”., Los hé-
roes del libro sélo conocian una
de las coordenadas del lugar del
naufragio (la latitud), por este,
para explorar todos los puntos
posibles, ellos tuvieron que dar
la vuelta al mundo por todo un
paralelo; o sea, por una linea
cuyos puntos tienen una latitud
igual a 37°11".

Frecuentemente, las relaciones
entre las coordenadas determinan
no s6lo un punto, sino un econjunto
de puntos. Por ejemplo, si se mar-
can todos los puntos gue tienen
la abscisa igual a la ordenada, es
decir, los puntos cuyas coordenadas
satisfacen a la ecuacién

r=1y,

se obtiene una linea reclta que,
como facilmente se demuestra, es
la bisectriz de los dngulos del
primer y del tercer caudrante
(fig. 10}

En algunos casos, en vez de decir
“un conjunto de puntos®, se dice
“el lugar geométrico de los puntos”.
Por ejemplo, el lugar geométrico
de los puntos cuyas coordenadas
satisfacen la relacién

I=y‘

como ya dijimos, es la bisectriz
de los angulos del primer y tercer
cuadrante.
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Fig. 13

No se debe creer que cada rela-
cidn entre las coordenadas deter-
mina forzosamenie una linea en
el plano. Por ejemplo Ud. puede
facilmente convencerse que la
relaciéon z?4-y%*=0 determina un
solo punto, el origen de coordenadas
(fig. 41). Las coordenadas de nin-
gin punto del plano satisfacen a
la relacién z?+y®=-1{, la cual
determina un conjunto “vacio” de
puntos (fig. 12).

La relacién

P —yr=0

determina un par de rectas en el
plano, perpendiculares entre si
(fig. 13). La relacion 2?—y2>>0
determina toda una regién (fig. 14).
Demuestre estas afirmaciones.

Ejercicios.
1. Expligne qué conjuntos de

puntos se determinan por las re-
laciones:

z ¥
D mr=na
) |z|+z=|y|+¥;
d) e2=[y]" y=[z]; [z=[y];
e) z—H=y—[y]=
f) z—[z] > y—[¥].

La respuesta al ejercicio 1f, estd dada
en la pdgina 95 fig. 55

1} El simbolo {z] represenia la parte
entera del ndmero z, es decir, el mayor
nimero entero que no excede a z Por
ejemplo,

32) =3 5]=5 —21) =—s;
i 7 ’ 3 3 k]
[ i,
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2. Un camino rectiiineo separa
un prado de un campo labrado. Un
peatén recorre el camino a una
velocidad de 5 km/h, el prado
a una velocidad de 4 km/h y el
campo labrado a una velocidad de
3 km/h. En el momento inicial
el peaton estd parado en el camino.
Dibuje la regién formada por los
puntos recorridos por el peatdon
después de una hora de recorrido.

Respuesta. Véase la pég. 95, fig- 56.

3. Los ejes de coordenadas divi-
den el plano en cvatro euadrantes.
Por los cuadrantes I y LII {incluyen-
do Jos ejes de coordenadas)
el movimiento es posible a una
velocidad a; y por los cuadrantes
II y IV, {excluyende los ejes de
coordenadas) a una velocidad b&.
Dibuje el conjunto de puntos que
pueden ser logrados en un tiempo
dado desde el origen de coorde-
nadas, si:

a) la velocidad « es dos veces
mayor que b;

b) las velocidades estin rela-
cionadas por la expresion

a=b.V2.

6. Distancia entre dos puntos

Ud. sabe ahora hablar sobre los
puntos con el lenguaje de los
nameres. Por ejemplo, ahora no
necesitamos explicar: tome un pun-
to que se encuentra a tres unidades
a la derechadel eje ¥ ¥ a cinco uni-
dades mas abajo del eje x. Sen-
cillamente basta decir: tome el
punto (3, —5).
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Antes ya expresamos que esto
constitufa una ventaja conside-
rable. Asf, pues, se puede enviar
por telégrafo un dibujo formado
por puntos, darlo a la maquina
computadora, la cual no sabe nada
de dibujos, pero comprende muy
bien los némeros.

En el parrafo 5 dimos algunos
conjuntos de puntos en el plano
mediante relaciones entre los ni-
meros. Ahora probaremos traducir
sucegivamente al lenguaje de los
nimeros otros conceptos geomé-
tricos y otros hechos.

Comenzaremos con un sencillo y
habitual problema: encontrar la
distancia entre dos puptos del
plano.

Como siempre, consideraremos
que los puntos estdn dados por sus
coordenadas, el problema consiste
ahora en encontrar un procedimien-
to para calcular la distancia entre
dos puntos, conociendo sus coor-
denadas. Por supuesto, para hallar
este procedimiento se permite re-
currir al dibujo, pero en el proce-
dimiento mismo no se puede hacer
ninguna referencia al dibujo, sino
s6lo indicar las operaciones que
se deben realizar con los numeros
dados (las coordenadas de los pun-
tos), v el orden en que éstas se
deben efectuar para obtener el
namerc buscado, o sea, la distan-
cia entre los puntos.

De este modo, se puede resolver
un problema propuesto incluso cuan-
do es dificil recutrir al dibujo
(por ejemplo, si las coordenadas
son muy grandes). Ademads, es
evidente que la solucién analitica
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(numérica) siempre serd mas exacta
que la medicion directa en el
dibujo. _

Es mejor resolver el problema
propueste, primero para el caso
en que uno de los puntos dados
se encuentre en el origen de coor-
denadas. Empiece por algunos ejer-
cicios numéricos: calcule la dis-
tancia entre el origen de coordena-
das y cada uno de los puntos (12,5),
(=3, 15) (—4, —7), aplicando el
teorema de Pitagoras.

Repitiendo estos razonamienlos
para el caso general obtendra Ud.
la [drmula general para calcular
la distancia p (0, M) entre cual-
gquier punto M(z, y) y el origen
de coordenadas @ (0, 0) (fig. 195):

PO, My=V x*+y*.

Evidentemente, la regla expre-
sada por esta férmula satisface a
las condiciones dadas. En parti-
cular, ésta puede ser empleada
para los calculos efectuades en las
miquinas, las cuales son capaces
de sumar, multiplicar y extraer
raiz cuadrada de los nimeros.

Resclvamos ahora un problema
general.

Problema. Sean A{z,, y,)} y B(x,,
¥,) dos puntos dados en el plano;
encontrar la distancia p (4, B);
entre ellos.

Resolucion. Designemos por A4,,
By, A, B, (fig. 16) las proyec-
ciones de los puntos A y B sobre
los ejes de coordenadas.

Designemos con la letra C el
punto de interseccion de las rectas

AA, y BB,. Segun el teorema de
29
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Pitigoras, del tridngulo rectan-
gulo ABC, oblendremos:

p* (4, B)=p%(4, C)+p%*(B, ). (*)

Pero, la longitud del segmento AC
es igual a la longitud del segmento
A,B,, los puntos A, y B, se en-
cuentran en el eje Oy y tienen
respectivamente en este eje las
coordenadas y, e y,. Segun la for-
mula obtenida en el parrafo 3,
la distancia entre estos puntos es
igual a |y, —y.|.

Razonando analogamente, obie-
nemos que la longitud del segmento
BC es igual a lr,—z,|. Reempla-
zando en la férmula (*) los valores
de AC y BC encontrados, obtenemos

p*(A, B) = (2, —2,)* + (4, — ¥p)*-

De este modo, la distancia p
(A4, B) entre los puntos A{z,, y,) y
B(z,, y.) se calcula por la férmula:

p(A, B) :V(I1"“x2)2 +- (yl_yz)e .

Obsérvese que todos nuestros
razonamientos no sdlo son vélidos
para una ubicacién de los puntos
como en la fig. 16, sino también
para cualquier otra,

Haga Ud. otro dibujo (por ejem-
pio, tome el punto 4 en el primer
cuadrante y B, en el segundo) y
cercidrese de que todos los razona-
mientos se pueden repetir palabra
por palabra sin variar inclusive
la designacién de los puntos.

Sefialamos ademas que la fér-
mula del apartado 3, referente a
la distancia entre dos puntos en

1 Designamos por p? (4, B) el cua-
drado de la distancia p{4, B).
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la recta {véase la pag. 16), se puede
escribirla en forma andaloga:V

(4, B)=V (g, —=y)" .
Ejercicios
1. Se dan tres puntos en el plano:
A3, —6), B(—2, 4) y C(1, —2).
Demostrar que estos tres puntos

estdn en una misma recta (son
colineales).

Indicacién. Demuestre que uno de los
lados del tridngulo ABC es igual a la
suma de los otrog dos.

2. Aplique la férmula de la
distancia entre dos puntos para la
demostracién del teorema ya co-
nocido por Ud.: en un paralelo-
gramo la suma de los cuadrados
de los lados es igual a la suma
de los cuadrados de las diagonales.

1 Agui aplicamos la férmula:

{se tiene en cuenta el valor aritmético
de la raiz). Una aplicacién negligente
de esta regla puede dar lugar a conclu-
siones falsas (a veces erromeamente se
considera que J z=—z). En calidad de
ejemplo exponemos una serie de deduc-
clones que contienen yerros de ese tipo.
i Descibralos!

i—3=4—6={>1«-3+%=4—6+%=}
- (1-3)'=(-3)'=
-V (==Y )=

3 3

(el signo =preemplaza a la expresién «se
educes). -

3
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Indicacién, Tome por origen de coor-
denadas uno-de los vértices del parale-
logramo y emplee los resultados obte-
nidos en el problema 8 del apartado 4.
Ud. verd que la demostracién del teo-
rema se reduce a la comprobacién de
un?a simple identidad algebraica. ((ual
es

3. Demuestre, por medio del
método de coordenadas, el siguiente
teorema: si ABCD es un rectan-
gulo, para tedo punto M se cumple
la igualdad AM:+CM*=BM3*+
+DM? (fig. 17). ;Coémo serd mas
conveniente colocar los ejes de
coordenadas?

7. Determinacién de las figuras

En el apartado 5 dimos algunos
ejemplos de relaciones entre las
coordenadas que determinan al-
gunas figuras en el plano. Estu-
diemos algo mas sobre la determi-
nacion de figuras geométricas me-
diante relaciones numéricas.

Consideramos cada figura como
el conjunto de los puntos que la
forman. Determinar figura signi-
fica indicar el procedimiento por
el cual se podria saber, si tal o
cual punto pertenece o no a la fi-
gura estudiada.

Por ejemplo, para encontrar tal
procedimiento respecto a la cir-
cunferencia, empleamos la defini-
cién de ésta como el conjunto de
puntos, cuya distancia a cierto
punto C (centro de la circunferen-
cia) es igual al ndmero R (radio).
En este caso, para que el punto
M(z, y) (fig. 18) pertenezca a la
circunferencia con centro C(a, b),
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es necesario y suficiente que p(M, ()
sea igual a R.

Recordemos, que la distancia
entre dos puntos se determina por
la formula:

p(4, B}=V(371"3’g)3+(yl"yz)a-
Por consiguiente, la condicién
para que el punto M(z, y) perte-
nezca a la circunferencia eon centro
en el punto C{a, b) y radio R, se
expresa mediante la relacion:

Vie—a)+(y—0b)* =R,

que se puede escribir en la siguiente
forma:

E—a)+(y—0F=R. (%)

De este modo, para comprobar
si algin punto pertenece a la cir-
cunferencia, es necesario compro-
bar si se cumple o no, para este
punto la relacion (*). Para esto
es necesario reemplazar en la ex-
presién (*) las coordenadas z e y
del punto estudiado. Si se obtiene
una identidad, el punto pertenece
a la circunferencia; en caso con-
trario, no i+ pertenecerd. De este
modo conocirndo la ecuacién (*)
podemos decir si un punto cual-
quiera del planc pertenece o ne
a la eircunferencia. Por lo anterior,
la ecuacién (*) se llama ecuacion
de la circunferencia con centro en
el punto C(a, &) y radio R.

Ejercicios.

1. Escriba la ecuacion de la cir-
cunferencia con centro en el punto
C(—2, 3) y radio 5. ;Pasa esta

circunferencia por el punto
(2,—1)?

33
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2. Demuestre que la ecunacidn
24224 y2=0

determina en el plano una circun-
ferencia. Busque su centro y su
radio.

Fndicacién. Ponga la eenacién en la
forma

(224 22 1) Hut=1, 6 (a1 4yr=1.

3. ;Qué conjunto, de puntos de-
termina la relacién z24-y2< 4z

+4y?

Solucidn. Escribamos esta desigual-
dad:

22 —br 44 yt—dy +4 <8,
o bien,
(z—2)+ (y—2)* << 8,

,Ahoara queda claro gque esta relacién
expresa que la distancia de un punto
del conjunto buscado al punte (2, 2)

es menor o igual a V' 8. Evidentemeate,
los puntos gue verifican esta condiciin
se encuentran en el circulo con centro

en el punto (2,2) y radio )8 Como
en la relacién estd incluida la igualdad,
al conjunto buscado pertenece también
la frontera del ecirculo, o sea, la e¢ircun-
ferencia.

Ya vimos que una circunferencia
en el plano puede ser dada por
medio de una ecuaciéu. De esta
misma manera se pueden determi-
nar otras lineas cuyas ecuaciones,
por supuesio, tendrin otra forma.

Anteriormente observamos que la
ecuacion zi—y*=0 representa un
par de rectas (véase la pag. 26,
fig. 13). Detengdmonos en esto
més minuciosamente. Si z2—y?=0,
entonces zZ=y? y, por consiguien-
te, lzf=lyl. Reciprocamente,

34



Si |z|=lyl|, entonces z:—y2=();
por lo tanto, estas relaciones son
equivalentes; pero, el valor abso-
luto de la abscisa representa la
distancia del punto al eje Oy y
el valor absoluto de la ordenada,
la distancia del mismo al eje Ou.
Esto significa que los puntos, para
los cuales se cumple |z|—=|y|, es-
tin a igual distancia de los ejes
de coordenadas, o sea, yacen en
las dos bisectrices de los angulos
formados por estos ejes. Recipro-
camente, es evidente que las coor-
denadas de un punto cualguiera
en cada una de estas bisectrices
satisfacen a la relacién zi=y2,
Por esto, la ecuacién z2—y2=(
se denomina ecuacién del eonjunto
de estas dos bisectrices.

Por supuesto, Ud. conoce también
otros ejemplos de determinacién
de lineas por medio de ecuaciones.
Por ejemplo, la ecuaciébn y=x?
es satisfecha sblo por todos los
punios de una paribola con vér-
tice en el origen de coordenadas
(fig. 19). La ecuacién y=z2 es la
ecuacion de esta pardbola,

Todos los puptos de una recta
s6lo satisfacen a una ecuacion de
la forma az--by+-c¢=0. La ecuacidn
ar+by--c=0 es la ecuacién de
la recta.

En general, se 1llama ecuaciin
de una linea aquella que se trans-
forma en identidad, cada vez que
se reemplazan x e y por las coor-
denadas de un punto cualquiera
de la linea, ¥ que no se verifica
cuando se reemplazan por las coor-
denadas de un punto no pertene-
ciente a la misma.
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Por ejemplo, atn no sabiendo,
cual es la linea que representa la
eenacion

@y +y)P=224y ()

podemos afirmar que esta linea
pasa por el origen de coordenadas,
ya que el punto (0, 0) satisfacen a
esta ecuacién; sin embargo, el
punto (1, 1) no pertenece a esta
curva, puesto que {1212 -1)%*5=
s=124-12,

Si a Ud. le interesa saber cual
es la curva representada por esta
ecuacion, vea la fig. 20. Esta curva
se llama cardioide, porque tiene
la forma de un corazén.

De este modo, si una miquina
compntadora pudiera sentir sim-
patia hacia una persona, proba-
blemente le entregaria el dibujo
de un corazdén, mediante una ecua-
cién, posiblemente, le regalaria
un “buqué” matematico, es decir,
las ecuaciones de las curvas re-
presentadas en la fig. 21;en efecto,
como Ud. ve estas curvas parecen
unas flores. Mis adelante, cuando
Ud. estudie otras coordenadas, de-
nominadas polares, escribiremeos las
ccuaciones de estas “flores mate-
maticas”,

8. Comenzamos a resolver problemas

Traduciendo los conceptos geo-
métricos al lenguaje de las coorde-
nadas, obtenemos la posibilidad
de estudiar problemas algebraicos
en lugar de problemas geométricos.
Resulta que, después de esta trans-
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formacién, la mayoria de los pro-
blemas relacionados con rectas y
circunferencias se reducen a ecua-
ciones de primer y segundo grado;
para la resolucién de este tipo de
ecuaciones existen simples formu-
las generales.

Es necesario sefialar que cuando
se descubrié el método de coorde-
nadas, en el siglo XVII, el arte de
la resolucién de ecuaciones alge-
braicas alcanzé su mas alto nivel.
Por e¢jemplo, en este periode los
mateméticos aprendieron a resol-
ver cualquier ecuacién de tercer
o cuarto grado. Por esto, al des-
cubrir el método de coordenadas,
el cientifico francés R. Descartes,
considerando los problemas geo-
métricos de su época, dijo: “yo
he resuelto todos los problemas”.

He aqui algunos ejemplos sen-
cillos de reduccion de problemas
geométricos a problemas algebrai-
cos.

Problema. Sea ABC un tridn-
gulo dado, determinar el centro
de la circunferencia circunscrita
al tridngulo.

Resolucion. Tomemos como ori-
gen de coordenadas el punto A
y ¢l cje de las abscisas en la di-
reccion de A hacia B; entonces
el punto B, tendrd las coordenadas
{c, 0), en que ¢ es la longitud del
sopmento ARB. Supongamos que el
punto C tiene las coordenadas (g, k)
y el centro de la circunferencia
buscada, las coordenadas (a, b).
Designemos por R el radio de esta
circunferencia, Anotemos mediante
coordenadas que los puntos 4(0, 0),
B(c, 0) y C{q, h) se encuentran en
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la circunferencia buscada:

a2 N b% — _R?.’
(c—a)* +b* = R?,
(g—a)*+ (h—b)* = R®.

Cada una de estas condiciones
expresa que la distancia desde los
puntos A{0, 0), Blc, 0} y C(q. h)
al centro de la circunferencia es
igual al radio. Es facil obtener asi
mismo estas condiciones, -escri-
biendo la ecuacién de la circunfe-
rencia buscada (una circunferen-
cia con centro en el punto (a, b)
y con radio R):

(z—a)®+ (y—0y —

v reemplazando después en esta
ecuacién z e y por las coordenadas
de los puntos A, B y C situados
en esta circunferencia.
Ficilmente se resuelve este sis-
tema de tres ecuaciones con ires
incdgnitas, con lo cual se obhtiene:

¢ g2 o g
Ugy USE—re=sy

R = Y@ T g 7]
= 2k -

Puesto que se encontraron las
coordenadas del centro V', el pro-
blema queda resuelto.

Sefialemos que, simultineamente,
hemos obtenido la férmula para
hallar el radio de la circunferencia
circunscrita al tridngulo. Esta i6r-
mula se puede simplificar si se

Y Qbserve que para resolver este
problema no se recurrio al dibujo.
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tiene en cuenta que

VTFR=p(4,0),
V=P +B=p(B,C

donde el valor & es igual a la altura
del tridngulo ABC, bajada desde
el vértice C. Indicando por a y &
las longitudes respectivas de los
lados BC y AC del triangulo, Ia
formula para calcular el radio
toma una forma sencilla y elegante:

ab

R.—.—_ﬂ .

Ademaés, se puede observar que

he=28, donde S es el area del

triangulo ABC y, enlonces, nues-
tra férmula puede escribirse asi:

abe
B__..Is‘_

Ahora le queremos mostrar a
Ud. un problema que es interesante,
puesto gue su solucién geométrica
es bastante complicada; en cambio,
si se traduce al lenguaje de las
coordenadas su solucion es muy
sencilla. )

Problema. Sean A y B dos pun-
tos dados en el plano; encontrar
el lugar geométrico de los puates
M, cuyas distancias al punto 4
son el doble que sus dislancias
al punto B.

Resolucidn. Tomemos en el plano
un sistema de coordenadas tal que
el origen de coordenadas coincida
con el punto A y el semieje posi-
tivo de las abscisas lleve la direc-
cion de AB. Tomemos el segmento
AB por unidad de medida. Enton-
ces el punto A tendri las coorde-
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nadas (0, 0) y el punto B, las
coordenadas (i, 0). Designemeos
por (z, y) las coordenadas del punto
M. La condicién p (4, M)=2p
(B, M) se expresa asi:

VZ2+yE =2V {—1) +3*

Hemos obtenido la ecuacién del
lugar geométrico buscade. Para
comprender cual es el conjunto
determinado por esta ecuacién,
transformaremog ésta de tal modo
que tome una forma conocida por
Ud. Elevando ambos miembres
al cuadrado, abriendo los parén-
tesis y reduciendo los términos
semejantes, obtenemos la igualdad

32 —8z - 4-1-3y®==0.

Esta puede cscribirse asi:
8 16 4

v R i D

A f e

o hien:

(== 4) 4= (3

Ud. ya sabe gue ésta es la ecua-
¢ién de una circunferencia con
centro en el punto (4/3, 0) y radie
igual a 2/3. Esto significa que el
lugar geométrico buscado es una
circunferencia (o una parte de

olla). I

1 Para demostrar que lodos los pun-
tos de la circunferencia pertenécen a
nuestro lugar geométrico es suficiente
comprobar que de la validez de cada una
de las siguientes igualdades se deduce
la validez de la anterior; de modo que si

ANY s T 2NE 2
z 3J +y (3) , se tie-

ne, ¥V zityi=V (z—1)"+ y* Esto signi-
40
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En nuestra solucién no tienc
importancia que la distancia p(A4,M)
sea exactamente el doble de la
distancia p(B, M), ya que real-
mente el problema se ha resuelto
en una forma mdés general. Preci-
samente, se ha demostrado que cir-
cunferencia, fig. 22, es el lugar
geométrico de los puntos M para
los cuales la razon de sus distan-
cias a los puntos dados A y B es
conslante:

p (A, M)
0B M )

(donde k& es un namerc positive
dado distinto a la unidad).®

Para convencerse de la validez
del método de coordenadas pruehbe
resolver geométricamente el dltimo
problema.

Indicacién Trace desde el punto M
las bisectrices de los dngules interior y
exterior del tridogulo AMPB, Sean K y
I. los puntos de interseccién de estas
bisectrices con la recta AB. Demuestre

ve la posicion de estos puntos es indepen-
ﬂiente de la eleccidn del punto M en el
lugar geométrico buscade. Demuestre que
el dngulo KML es igual a 90°.

Es necesario sefialar que los
griegos ya sabian resolver proble-
mas de este tipo. La solucidn
geométrica de este problema es-
taba incluida en el tralado “Acerca
de los circulos”, del matematico

fica, precisamente, que cuda punto de
la circunferencia obtenida pertenece a
nuestro lugar geométrico.

1 Hemos excluido el case k=1;
por supuesto, ya sabe Ud. que en este
cazo el lugar geométrico (*) es una recta
(el punto M es equidistante de 4 y B).
Demuésirelo analiticamente.
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0 X M,
Fig, 23
p=5m/4
¥
M
Fig. 24

griego Apolonio (siglo 1l antes de
nuestra era).

Resuelva, el siguiente problema:

Problema. Encontrar el lugar
geométrico de los puntos M para
los cuales la diferencia de los cuad-
rados de las distancias a dos puntos
dados A y B sea igual al valor dadoc.
¢Para qué valores de ¢ tiene solu-
¢ion el problema?

9. Otros sistemas de coordenadas

Ademas del sistema de coordenadas car-
tesiano ortogonal se emplean en el
plano otros sistemas de coordenadas. En
la fig. 23 estd representado un sistema
de coordenadas cartesiano oblicno. En
la fig. se ve claramente, como se deter-
minan las coordenadas de un punto en
tal sistema. En algunos casos es absolu-
tamente indispensable tomar diferentes
unidades de medida para los ejes de
cocrdenadas.

Existen coordenadas que se dife-
rencian mucho mas de las cartesianas.
Por ejemplo, las coordenadas polares,
mencionadas anteriormente.

Las coordenadas polares de un punto
se definen en el planc de la siguiente
forma: se toma en el plano un eje numé-
rico {fig. 24). El origen de coordenadas
de este eje (el punto O) se llama polo
y el eje mismo, eje polar. Para determinar
la situacidén de un punto M, es suficiente
indicar dos némeros: p, el radio vector
{la distancia del punto al polo) y ¢, e
dnguic polar V (el dngulo de rotacion
desde el eje polar hasta ¢l rayo OM).
En nuestra fig. el radin veclor es igual
a p=3,5 y el dngulo polar ¢ es igual a

225° 4 m%’i

1 @, es la letra griega que se lee «fis.
2 Para medir los éngulos @ en el
sistema de coordenadas polares, ademds
de las medidas en grados, emplearemos
los rediares. En este caso, la umidad
para la medicién de los dngulos es
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De este modo, en el sistema de coor-
denadas polares la posicién de un punto
en el plano queda determinada por dos
nimeros gque indican la dircceion en
gue sc encuentra el punto y ia distancia
hasta el mismo. Este procedimiento de®
indicacion de un lugar es muy simple v
se emplea frecuentemente. Por ejemplo,
para explicar ¢l camino a una persona
extraviada en el bosgue se le dice: edesde
el pino quemado (el polo) doble hacia
el este (la direceién). recorra unos dos
kildmeiros (la distancia) y encontrarci
una caseta (ci punin)s.

Quien se ocupe de asuntos lucisticos
facilmente comprenderd que Ja marchs
por el azimut esti basada en el mismo
principio que las coordenadas polares.

Mediante las coordenadas polares se
pueden ademas determinar en el plano,
diferentes conjuntos de puntos. Por ejem-
plo, la ecuacion de una circunferencia
con centro en el polo (fig. 25, ) es muy
sencilta. Si el radio de la circunferencia
es igual a R, cl radio polar de un punto
cuajquiera de la circunferencia (soln
ile los puntos de la circunferencia consi-
derada) también es igual a R; por con-
siguiente, la ecuaciéon de ¢sta circunle-
rencia tieac la formn

p=1N,

?: nst
— co /yﬂ/(f. ‘f')
L e
5 {p>

donde, R es una magnitud constante (ab- /

reviadamente se escribe asi: B-=const.}.

1 radién. Este es un dngulo central e
que abarca un arco de circunferencia de Fig. 25
longitud igual al radio de la circunfe-
roncia. El angulo complelo de 360°
comprende toda la circunferencia (de
radio 1) y tiene la edida radial 2m;
¢l angulo de 180°, la medida n; el 4n-

gulo reclo, la medida %; el dngulo de

45°, la medida % ; ete. Un radidn co- c
» 1w e 1800 = K7° g "

rresponde a = -_3'14-._-:7 17°45°. Re
sultz que. en muchos problemas (sobre

los cuales se tratarda en las ediciones

futuras), la medicién en radianes es con-

siderablemente mdis comoda que la me-

dicion en grados,
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Fig. 26

.-%ué' conjunto se obtiene, si se
considera la ecuacién

P=0o,
donde, @ es una constante cualguiera
{por ejemplo, % o ?;—n)? La respuesta es

clara: los puntos para los cuales ¢ es
constante, o igual a o, se encuentran en
el rayo que parte del polo, formande
con el eje polar un éngulo a (fig. 25, b).

Por ejemple, si a=-, este rayo forma

con el eje un dngulo, de 28° aproximada-
mente, ! si a= %’L. ¢l rayo estéd dirigido
verticalmente hacia abajo, es decir, el
&ogulo entre la direccién positiva y el
rayo es igual a 270°,

Examinemos dos ejemplos més. La
ccuacién

P=9

ropresenta una espiral (flig. 26). En
cfecto, para @=0, tenemos, p=0 (el
polo) v junto econ el crecimiente de ¢
crece también g, de modo que el punio
gira alvededor del polo (en sentidoe c¢on-
trario a las agujas del reloj), alejindose
del mismo.

La ecuacién
1
Q

representia otra espiral {fig. 27). En esle
caso, para un valor de ¢ préximo a 0,
ol valer de p es muy grande; en cambio,
cuando @ crece, el valor de p decrece
siendo muy pequefio para valores muy
grandes de g. Por esto, cuando ¢ crece
indefinidamente, la cspiral se «enrollas
alrededor del punte 0,

p=

I Record enos que nilnero que Corres-
ponde a la coordenada ¢ es nevesario
considerarlo como una medida del an-
gulo en radianes (Véase la nota 1 en la

pég. 41). El épnguleo de ~,1— radidn es
aproximadamente 28°, él de —3;

exactamente 270.
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Ahora le sera lodavia mis dificil
comprender las ecuaciones de las curvas
en un sistema polar, principalmente por-
gue no ha estuediado trigonomelris. Si
Ud. sabe algo de Lrigonometriu, trate de
enconirar que conjuntos estian dades
por las siguientes relaciones:

p=sen g, p(cos ¢-sen g}t 1=0)

En algunos casns ¢l sistema de coor-
denadas polares es mas cdmodo que el
cartesianu. Asi, por ejemplo, vea lv sim-
ple que es la ecuucion de 1a cardivide
¢n coordenadas polares (Véase el apartado
7, fig. 20, pag. 36):

p=1-—sen q.
81 Ud. sabe algo de trigonometria le
serd mds ficil representar esta curva,
cuando ella estd dada por esta ecuacidn,
que cuando estd dada por su ecuacién
en coordenadas cartesianas. Y aquellas
hermosas «floresy que se representan ean
la fig. 21 (véase la pag. 36) so expresan
por las siguientes sencillas ceuaciones:

p ==sen i ([ig. 2L, a)
{(p—2) (p—2—| cos dg [y =0 (Tig. 21, b),

No hemos dicho nada sobre la corres-
pondencia biunivoca entre los puntos
del plano y las coordenadas polares. Esto
¢s debido a que no existe tal correspon-
dencia biunivoca, En efecto, si le agrega
al dngulo @ un miltiplo entero cualquiera
de 21 (es decir, un miltiplo entero de
360°), la direccion del rayo, evidente-
mente, no varia. Dicho de otra forma,
los puntos con las coordenadas polares
0, ¢ ¥ p, p+2kn, donde p>>0 y & es un
niimero  entero cualquiera, coinciden
(lig. 28). Deseamos dar otro ejemple en
el que tampoco existe correspondencia
biunivaoca.

En la iutroduccion dijimos que se
pueden determinar las coordenadas en
las lineas y en el §1 estudiamos las coor-
denadas en la linea mas simple, en la

' Como por p comprendemos la dis-
tancia desde el punto hasta el origen de
coordenadas. la curva sélo estari deter-
minada para aquellos valores de ¢, para
los cuales se cumple p=0.
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recla, Ahora mostraremos, como se
pueden introducir unas coordenadas en
otra linea, én la circunferencia, Para
esto, igual que en el § 1, clijamos en la
circunferencia® un punto como origen de
coordenadas (el punio O en la fig. 29).
Como ordinariamente, la direccién po-
sitiva del movimiento en la circunfe-
rencia se considerara en sentide comn-
Fig. 29 trario al movimiento de las. agujas del

' reloj. La uanidad de medida én la ¢ireun-
ferencia 1ambién so puede elegir de
modo natural: elijamos por unidad el
radic de esta circunferencia. En este
cago, la coordenada del punto M en la
circunferenciaserd la longituddelarcoOM,
considerada con signo  positivo, si
la rotacién desde O hasta M es en direc-
cién positiva; en caso contrario, con
signo negativo. :

Inmediatamente salta a la vista la
gran diferencia entre estas coordenadas
v las coordenadas de los puntos en la
recta, ya gque ahora no hay correspon-
dencia biunivoeca entre los niimeros {las
coordenadas) y los puntos. Es evidente
que a cada namero te corresponde un
punto determinadn de la circunferencia;
sin embargo, dado el numero a, para en-
contrar el punto de la circunferencia
que le corresponde {es decir, el punto
con la coordenada a} es necesario trazar
en la circunferencia un arco de longitud
de e radies, en la direccidn positiva,
Si a es positivo y en la direccién nega-
tiva, si a es negativo. En esie caso, por
ejemplo, el punto de coordenada 2n,
coincide con el origen de coordenadas.
En npucstro ejemplo, el punto O se
ubliene cuando la coordenada es igual
a cero y cuando Ja coordenada es igual
i 2n.De esta forma, en In otra direccion
la correspondencia no es univoca, vya
gue a un mismo punto le corresponden
varios nimeros dilerentes. Fécilmente
se observa que a cada punio de la cir-
cunferencia le corresponde un conjunto
infinito de niimerns 1.

 1Jd. podra observar que las coor-
denadas introducidas de un punto en
la circunferencia coinciden con los an-
gulos ¢ - del sislema de coordenadas
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