CAPITULO 4

La circunferencia

NA CIRCUNFERENCIA, analiticamente, es una ecuacion de segundo grado con dos varia-
bles. Ahora bien, no toda ecuacidn de este tipo representa siempre una circunferencia; solo
en determinadas condiciones es cierto.

Una circunferencia queda completamente determinada si se conocen su centro y su radio.

LA ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA de centro (h, k) y radio r es
(x— R+ ( — k)t = 2’

Si el centro es el origen de coordenadas, la ecuacion toma la forma x? + y* = r2,
Toda circunferencia se puede expresar por medio de una ecuacion del tipo

x4y 4+ Dx+Ey+F=0.
~Si escribimos esta ecuacién en la forma
X4+ Dx+ 2+ Ey+F=0

y sumamos y restamos los términos que se indican para completar cuadrados, se tiene,

D E? D? E*
Xt Dx 4 —— +y’+Ey+ = ]--—F
bi 2 E*__ DR B 4F
o bien (x+7 +y+? T4

D E R
?,—?)yel radio r = } vV D* + E* —4F.

Si D* + E* —4F > (0, la circunferencia es real.
Si D* 4+ E*—4F < 0, la circunferencia es imaginaria.

El centro es el punto (—-

D E
Si D? + E? — 4F = 0, el radio es cero y la ecuacién representa al punto (— 7 7).

PROBLEMAS RESUELTOS

lar la ecuacién de la circunferencia de centro (--2, 3) y radio 4.
,(-._x + 2 +(y — 332 = 16, o bien, x* + y* 4 4x — 6y =1.

‘Hallar las coordenadas del centro y el radio de la circunferencia x* +y*—3x 4 5y — 14 =10
) sumando y restando los términos adecuados para completar cuadrados, b) aplicando la férmula
‘general. - -

9 25 _ 9 2p N
_a)’x’-—_3x+3—+y + Sy ++ 3 —14+ -+- , 0 sea ( s ) (y+ 2) 3
' 3 5 34/10
Luego el centro es el punto k- y el radio r = I
~ ity e e 3 0
=-—-§=-§-, k:—~§=——%,yr~§\/D*+E‘-—4F §v9+2s+se+——‘/:
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3. Hallar el valor de k para que la ecuacion v% -+ y* — 8x - 10y + k = O represente una circunferencia

de radio 7.
1 Como r = 2\/D* L E2—4F, resulta 7 — 1464 + 100 — 4k. Elevando al cuadrado y resol-
1 viendo, k = —8. -
1 4. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro (5, —2) y que pase por el punto (—1. 5).

El radio de la circunferencia es r — (5 + 1) +(—2 —5) = /36 + 49 = /85,
Luego (x — 5)* + (y + 2)* = 85, o bien, x* 4 3* — 10x + 4y = 56.
5. Hallar la ecuacion de la circunferencia de manera que uno de sus diametros sea ¢l segmento que une

los puntos (5, —1) y (—3. 7).

5
Las coordenadas del centroson h —- ~—— =1, k= - — — =3

El radio es r = V(5 — I 4 (—1 -—3) V6 L 16 - 4y/2.
Luego (x — 1)* + (¥ — 3 32, o bien, % + 3 — 2xv — 6y — 22.
6. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pase por el punto
(0, 0), tenga de radio r — 13 y la abscisa de su centro sea —12.
Como la circunferencia pasa por el origen.
R+ k=% o 144  A* = 169
Resolviendo: A2 = 169 — 144 — 25, k —

L

Luego, (x + 12)2 +(y — 5)* = 169

y (x + 122 + (y + 51 = 169. 1
Desarrollando, x? + y* + 245 — 10y - 0
y X%+ 24 + 10y = 0. b

7e Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos
(5,3),(6,2) y 3, —1).

Cada una de las expresiones
(x— AP +(y— k=1t

o bien, Ny Dy +Ep +F=0

contiene tres constantes indeterminadas con lo que serdn nece-
sarias tres condiciones para determinarlas. Como la circunferen-
cia debe pasar por los tres puntos dados. se pueden hallar los
coeficientes sustituyendo las coordenadas de los puntos en lugar
de x ¢ y resolviendo, a continuacidn, las tres ecuaciones lineales
en D, £y F. Estas ecuaciones son

2549 45D 4+ 3E + F = 0.
36 +4 -4+ 6D + 2+ F 0O
9+1+4+3D— E + F=0.

Resolviendo el sistema se obtiene, D — —8, £ = —2y F = 12.
Sustituyendo estos valores de D, E y F, resulta la ecuacion de la circunferencia x* + p* —8x — 2y
12 = 0.
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8. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos
(2,3) y (—1, 1) y cuyo centro esta situado en la recta x — 3y

—_— 1 ==L},
Sean (A, k) las coordenadas del centro de la circunferen-
cia. Como (h, k) debe equidistar de los puntos (2, 3) y (—1, 1),
Vih—2P +(k — 3@ = A/(h + 1) L (k— 12
Elevando al cuadrado y simplificando, 64 - 4k — |1

Como el centro debe estar sobre la recta x — 3y — 11 = 0
se tiene, b — 3k = 11.

Despejando los valores de & y k de estas ecuaciones se

t
deduce, h = 5 B = i ; .
— lf o __]. 2“—_5_7 .
- / . == = =
or tanto, r "(2-}-) }( > ) Iy 130,
ion pedi Ty Sy 130
La ecuacion pedida es (_\'— 5 ) -+ (y + 7 ) =i D bien, % 4 90— T +Sp— 14 =10,
9. Hallar la ecuacion de la circunferencia inscrita en el triangulo ¥

cuyos lados son las rectas L;: 2x,— 3y + 21 = 0, |
Ly: 3x—2y— 6=0,
Lyi 2x -3y 4+ 9=0.

Como el centro de la circunferencia es el punto de inter-
seccion de las bisectrices de los angulos interiores del triangulo
sera necesario hallar, previamente, las ecuaciones de dichas bi-
sectrices, Scan (4, k) las coordenadas del centro. Para determinar
la bisectriz (1) (ver Figura):

h— 3k + 21 3h— 2k —06 :
= e a = e —— o bien, h — k -3 = 0.
—A13 V13
! Para la bisectriz (2):

AR _712_ o bien, 6k — 12 = 0.

- 3 —
Luego, k = 2. h = —l.yr = =11+ __(2-) R —|3 VI3 /
| VI3 NE

| Sustituyendoen (x — h)* + (y—Kk)* = r%(x 4 1)* +(y—2)* = 13. 0 sea, x* 4 y* + 2x —4y=8.

10. Hallar la ecuacion de la circunferencia circunscrita al triangulo
cuyos lados son las rectas  x  y — 8,
2x +p = 14,
Ix -y =22,

Resolviendo estas ecuaciones tomadas dos a dos, se obtie-
nen las coordenadas de los vértices (6, 2), (7, 1) y (8, —2).
Sustituyendo estas coordenadas en la ecuacion general de la
circunferencia, x? + »* + Dx + Ey + F = 0, resulta ¢l sistema
siguiente: 6D + 2E 4 F = —40,
D+ E + F— =50,
8D —2F 4 F = —68.

cuya solucion proporciona los valores D = —6,E = 4y F = —12.
Por sustitucion se deduce la ecuacién pedida, x? + y* — 6x
+ 4y —12 = 0. :
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11. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro el punto (—4, 2) y que sea tangente a la recta

- 12,

13.

14.

3x + 4y —16 = 0.

El radio se puede determinar calculando la distancia del punto (—4, 2) a la recta.

—4) - —
L 3(—4) +42—16 | _ ‘__2_9‘ = ‘_4 o sea 4.

5| z

L.a ecuacion pedidaes (x +4) +-(y— 2P = 16,0 x* +)* +8x —dy + 4 =0,

Hallar la ecuacion de la circunferencia que pase por el
punto (—2, 1) y sea tangente a la recta 3x — 2y — 6 = O en
el punto (4, 3).

Yl

Como la circunferencia debe pasar por los dos puntos
(—2, 1) y (4, 3), su centro estara situado sobre la mediatriz
del segmento que determinan. Por otra parte, también debe
pertenecer a la perpendicular a la recta 3x —2y — 6 =10
en el punto (4, 3).

La ecuacidn de la mediatriz del segmento es 3x + y
—5=0.

La ecuacion de la perpendicular a la recta 3x — 2y ~3x-2y-6=0
—6=0enel punto (4,3) es 2x + 3y — 17 = 0.

=Y

Resolviendo el sistema formado por ambas ecuaciones, 2x + 3y — 17 =0y 3x +y—5=0

. 2 41 [, 2\ [, 41\ 10 ,—
se obtiene, x = — L g s = Por tanto, r = ]/(4 - —.},—) - (3 - 7) =5 V13.
La ecuacion pedida es (x + %)2 -+ (y— %)s = %, obien, 7x2 + 7y? +4x —82y +55=0.

Hallar el lugar geométrico de los vértices del dngulo recto de los triangulos cuyas hipotenusas son
el segmento que determinan los puntos (0, b) vy (a, b).

Sea (x, y) el vértice del angulo recto. Entonces, como los dos catetos son perpendiculares, la
pendiente de uno de ellos debe ser el reciproco con signo contrario de la pendiente del otro, es decir,

y—=8 1 x—a
x—0 — y—b  y—b"
x—a
Simplificando, (y — 6)* = — x(x — a), 0 sea, x* + )* — ax — 2by + b* = 0 (una circunferencia).
Hallar la longitud de la tangente desde el punto Py(x,, y,) 2 la YA Pyl
circunferencia (x — A)? + (y — k)2 = r2 [ 3

2= (P,CY—r,
o bien 1= (x; —h)? 4+ (y, — k)P —r?,

dedonde / = Vv (x;—h)® + (y, — k)? — r%

En consecuencia, la longitud de la tangente trazada desde
un punto cualquiera exterior a una circunferencia es igual a la
raiz cuadrada del valor que se obtiene al sustituir las coordena-
das del punto en la ecuacion de la misma. " X
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15. Definicion. Se llama eje radical de dos circunferencias al lugar geométrico de los puntos desde los
cuales las tangentes a ellas son de igual longitud.
Deducir la ecuacion del eje radical de las circunferencias,

xt -]—}’2 "II_ dlx + el.y +,f1 = 0
X4yt dix + ey + f, = 0.

Sea P'(x’, ') un punto genérico cualquiera del eje radical pedido.

Tendremos | = V¥ TP T a8 Ter 37, v b=V T Tar T o7 Tha

Como [, =1y, Vx'® ¢ yE+dix' + 5’1)’;' ‘1:);1 =/x® Y24+ dyx' + ey’ + fo

Elevando al cuadrado, simplificando y suprimiendo las primas, (d, — dy)x + (e; — e,)y + f1 — /3
= 0, que es la ecuacion de una recta.

16. Hallar la ecuacion de la familia de circunferencias que pasan por los puntos de interseccion de dos
dadas.

Sean x* + 2 +dx +ey+ fi=0 y x4y +dx + ey + f, = 0, dos circunferencias se-
cantes.

La ecuacion x* + 32 4+ dyx + ey + f; + K(x* + 3* + dox + e,y + f;) = 0 representa a dicha
familia, ya que las coordenadas de los puntos de interseccion satisfacen a las ecuaciones de dichas
circunferencias.

Para todos los valores de K, excepto para K = —I, se obtiene una circunferencia. Para K = —1,
la ecuacién se reduce a una recta, que es la cuerda comun de dichas circunferencias.

. 17, Hallar las ecuaciones de las circunferencias que pasen por
los puntos A(l,2), B(3,4) y sean tangentes a la recta Y
Ix+4+y—3=0

Para hallar las coordenadas del centro, C(h, k), se
tienen en cuenta las igualdades CA = CBy CA = CN, es
decir,

(h— 12 + (k — 2 = (h—3) + (k — 47

k—3\2
(h— 1P+ (k—2) = (3“'—_—) .
V10 X
Desarrollando y simplificando se obtiene,

h+ k=5
h* + 9k* — 6hk — 2h — 34k + 41 = 0.

Resolviendo este sistema de ecuaciones resultan h = 4, k = 1 y h = 3/2, k = 7/2.
= - e 9/2+72—3 _ V10
Der-—'—'&—-k—t—é-sedcducer-——ul—zﬁj;wz\’lo y r=-w; gl e

\10 V10 V10

Teniendo en cuenta (x — h)? + (y — k)* = r%, tendremos

4y + |3._IO 32+ __12—2
x—dP +O—12=10 y |x—3) +{» 2)~4-

Desarrollando estas ecuaciones, resulta x% 4 32 —8x —2y +7=0 y 224 y*—3x—7Ty

Hallar la ecuacién de la circunferencia de radio 5 que sea tangente a la recta 3x +4y — 16 =0 en
: ¢l punto (4, 1). '
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Sean (h, k) las coordenadas del centro.

3h + 4k — 16

Entonces 5 = 15, o bien, 3h + 4k — 16 = +25.

Por otra parte, (h—4)* + (k — 1)* = 25, es decir, h* + k* — 8h — 2k = 8.
Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtienen las dos soluciones (7, 5) y (1, —3).

Las ecuaciones de las dos circunferencias resoectivas son (x —7)2 +(y — 52 =25, y (x—1)?
+(y + 3¢ =25

~ 19. Hallar las ecuaciones de las dos circunferencias tangentes a las
rectas 3Jx —4y + 1 =0y 4x + 3y— 7 = 0 y que pasan por
el punto (2, 3).

#

Sea (h, k) las coordenadas del centro. Entonces,

3h— 4k + 1 - 4h ~1____3k —= Th—k— 6 =0. (@) - C(2,8)
—3 5
— 1
Por otra parte, como r = L%L
— 2
(h e 2)2 -+ {k e 3)2 = (3*)

o bien, 16k + 9k*— 106h — 142k + 24hk + 324 = 0. (h)

Resolviendo el sistema de ecuaciones (a) y (b) se obtienen,

para las coordenadas de los dos centros, los puntos (2, 8)
y (6/5, 12/5).

=y

- - 1
Para la circunferencia de centro (2, 8), r = 3h :§ B -6 izs N

= 5y laecuacién de

la misma es (x — 2)? -+ (y — 8)? = 25.

6 12 iz ; ; 6\2 12 \2
Para ladecentm(?, —5—-)..': 1, y laecuacion de lacircunferenciaes x——5~ 4y — 5 =l

20. Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a las rectas

x+y+4+4=0y 7x—y+4=0y que tenga su centro en
la recta 4x + 3y — 2 = 0.

Sean (h, k) las coordenadas del centro. Entonces,
h+k+4=4_m—k+4
V2 . 5vV2
o bien, h—3%k —8=0y 3h+k+6=0

que son las ecuaciones de las bisectrices de los angulos formados
por las dos rectas dadas. Como el centro ha de pertenecer a la

. recta 4x + 3y — 2 = 0 se verificard, 4h + 3k — 2 = 0. De esta
ecuacion, yde h— 3k — 8 — 0, se obtienen 4 = 2y k = —2.
p QO I

Portanto,r="-_ "' " — 24/2 con lo que la ecuacién de la circunferencia es (x — 2)
+(y + 22 =8. V2

Resolviendo ¢l sistema formado por las ecuaciones 4h + 3k —2 =0 y 34 + k +6 =0 re-
sulta, h = —4, k =6yr =32

Por tanto, la ecuacion de la circunferencia es (x + 4)* + (v — 6)* = 18.

21. Hallar el lugar geométrico de los puntos (x', y') cuya suma de los cuadrados de sus distancias a las

rectas Sx + 12y —4 =0y 12x — 5y + 10 = 0 sea igual a 5.
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24 '
La distancia del punto (x', p') a la recta 5x + 12y —4 = 0 es _5" i _:‘;} __4

12x— 5p + 10 = O es I.’lr——-5}_+_10 L6, (_5.\' + Il;'l}r -—-4)2‘___ ( 12 51)3 4- 10 \2 %

—13
Simplificando y suprimiendo las primas, se obtiene 169x2 + 169y% + 200x — 196y = 729, una
circunferencia. :

, ¥y ala recta

i

. Hallar el lugar geométrico de los puntos (x, y) cuya suma de los cuadrados de sus distancias a los
puntos fijos (2, 3) y (—I1, —2) sea igual a 34.

(x—2)* +(y—3) +(x + 1) + (¥ + 2)* = 34. Simplificando, se obtiene, x* + y2— x—y = 8§,

una circunferencia.

Hallar el lugar geométrico de los puntos (v, ) cuya relacion de distancias a los puntos fijos (—1, 3)
y (3, —2) sea igual a a/b.

XTI —3F
pE S 1P — % Elevando al cuadrado y simplificando, se obtiene, (b — a®)x?
Vx—32 +(y +2¢ b

+ (b* — a®)y? + 2(h* + 3a¥)x — 3% + 2a%)y — |3a* — 10B?, una circunferencia.

. Hallar el lugar geométrico de los puntos (x, y) cuyo cuadrado de la distancia al punto fijo (—35, 2)
sea igual a su distancia a la recta 5x + 12y — 26 = 0.

i‘__i'%__‘_%)z Desarrollando y simplificando,

13x% 4 13)% 4 125x— 64y | 403 =0 y 13x% 4 13p* + 135x— 40y + 351 = 0, circunferencias.

(x4 5P +(p—20F = 4 (

. Hallar la ecuacion de la circunferencia concéntrica a la circunferencia x* + y* —4x + 6y — 17 =0
que sea tangente a la recta 3x —4y 4+ 7 = 0.

El centro de la circunferencia dada es (2, —3). El radio de la circunferencia pedida es la distancia

- 641247
del punto (2, —3) a la recta 3x — 4y + 7 = 0, es decir, r = —— 3 = 5

Luego la circunferencia pedida tiene de ecuacion (x — 2)2 - (y + 3)* = 25.

. Hallar las ecuaciones de las circunferencias de radio 15 que sean tangentes a la circunferencia
x* 4+ y2 = 100 en el punto (6, —8).

El centro de estas circunferencias debe estar sobre la recta que une los puntos (0, 0) y (6, —8),

cuya ecuacion es y = — 3 X

4
=

Resolviendo el sistema forniado por estas dos ecuaciones se obtienen los valores de /1y k (—3, 4)
y (15, —20).

Llamando (A, k) a las coordenadas del centro, k = — —h y (h— 6)* + (k + 8)* = 225.

Las ecuaciones de las dos circunferencias son (x + 3)* 4+ (y —4)* =225y
(x — 150 +(y + 202 = 225
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Hallar la ecuacién de la circunferencia
a) de centro el punto (3, —1) y radio 5. Sol. x*+y*—6x+2y—15=0>
b) de centro el punto (0, 5) y radio 5. Sol. x4+ y*— 10y = 0.
¢) de centro el punto (—4, 2) y didmetro 8. Sol. x*+y*+ 8x—4y +4 =0,

d) de centro el punto (4, —1) y que pase por (—1, 3).
Sol. x*+4+)?—8x +2y—24=0.

e) de diametro el segmento que une los puntos (—3, 5) y (7, —3).
® Sol. x*4)*—4dx—2y—36=0.

f) g de centro el punto (—4, 3) y que sea tangente al eje y.
Sol. x*+ y* 4+ 8x—6y +9=0.

g) de centro el punto (3, —4) y que pase por el origen.
Sol. x* 4+ y*—6x + 8y = 0.

h) de centro el origen y que pase por el punto (6, 0).
Sol. x* 42— 36 =0.

i) que sea tangente a los dos ejes de coordenadas de radio r = 8 y cuyo centro esté en el primer :
cuadrante.  Sol. x* 4 y*— 16x— 16y + 64 = 0.

J) que pase por el origen, de radio r = 10 y cuya abscisa de su centro sea —6.
Sol. x%+ p* 4 12x— 16y =0, x* + y? + 12x + 16y = 0.

2. Hallar el centro y el radio de las circunferencias siguientes. Determinar si cada una de ellas es real,

imaginaria o se reduce a un punto. Aplicar la férmula y comprobarla por suma y resta de los térmi--
nos adecuados para completar cuadrados.

ay x*+4yr—8x+ 10yp—12=0. Sol. (4, —5), r = +/53, real:
B Sl e < By g€ = D, Sol, (g - -;_) pres -%-\/:‘1'3, imaginaria.
| ) M+ —8x—Ty=0. | Sol. (4, ;) b= _;'! VAT, el
d) x*+y*=0. Sol. (0,0), r =0, un punto.
| e) 2x+ 2y —x=0. Sol. (%—, 0), r= T:" real.
3. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos
E- a) (4,5),(3,—2),y (1, —4). Sol. x*+4+y*+ Tx—5y—44=0.
" b) (8, —2),(6,2),y (3, —7). Sol. x* + y*— 6x + 4y — 12 =0.
c) (1,1)(1,3),y0,2. Sol. 8x% 4 8y*— 79x — 32y +95=0.
d) (—4,-3),(—1,—T7), v(0,0). Sol. x* 4yt +x+Tp=0.
e) (l) 2)) (31 I), y(""‘3‘—‘l). Sol. x* +y‘—x - 3}"—‘- 10 =0.

4. Hallar la ecuacién de la circunferencia circunscrita al tridngulo de lados

@) x—p+2=02x+3y—1=0,ydx +y—17=0.
Sol. 5x* 4 552 —32x —8y—34 = 0.

b) x+2y—5=0,2x+y—7=0,yx—y+1=0.
Sol. 3x*+ 3 13x — 11y + 20 = 0.
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¢) Ix+2y—13=0,x+2y—3=0,yx +y—5=0.
Sol. x2+y2—17x— 7y + 52 =0.

dy 2x +y—8=0x—y—1=0,yx—Ty—19=0.
Sol. 3%+ 3P —8x + 8y —31 =0.

) 2x—y+T7=0,3x45y—9=0,yx—Tp—13=0,
Sol. 169x? + 169y* — 8x + 498y — 3707 = 0.

Hallar la ecuacion de la circunferencia inscrita al triangulo de lados

a 4x—3y—65=0, Tx—24y +55=0, vy 3x+4y—5—=0.
Sol. x* 4+ y*—20x + 75 = 0.

by Tx+6y—11 =0, 9x—2y+7=0, vy 6x—Tp— 16 =0.
Sol. 85x® + 85y — 60x + 70y — 96 = 0.

C} y — 0, 3\"— 4y = 0,‘ )f 4_\‘ A+. 3}: et 50 —_ 0
Sol. 4x* + 4y* — 60x — 20y + 225 = 0.

d) 15x—8y +25=0, 3x—4py—10=0, y S5Sx+ 12y —30 = 0.
Sol. 784x% + 784y* — 896x — 392y — 2399 = 0.

e) inscrita al tridngulo de vértices (—1, 3),(3,6) y (3—51. 0).
Sof. Tx* 4+ 7y*— 34x — 48y + 103 = 0.

. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro (— 2, 3) que sea tangente a la recta 20x — 21y
—42 =0 Sol. x* 4y +4x—6y —12=0.

. Hallar la ecuacién de la circunferencia de centro el origen que sea tangente a la recta 8x — 15y — 12=0.
Sol. 289x% 4+ 289)% = 144,

. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro (—1, —3) que sea tangente a la recta que une los
puntos (—2, 4) y (2, 1). Sol. x*+ 24+ 2x +6y—15=0.

. Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro esté en el eje x y que pase por los puntos (—2, 3) ).
y(4,5). Sol. 3x*+ 3y*— l4x — 67 = 0.

. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos (1, —4) y (5, 2) y que tiene su centro )
en la recta x — 2y + 9 = 0. Sol. x* 4+ y* 4+ 6x—6y—47 =0.

. Hallar la ecuaciéon de la circunferencia que pasa por los puntos (—3, 2) y (4, 1) y sea tangente al
eje x. Sol. x* 4 y*—2x— 10y + | =0, x* + y>— 42x — 290y + 441 = 0.

. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos (2, 3) y (3, 6) y sea tangente a ls)
recta 2x + y—2 = 0. Sol. x* 4y —26x —2y +45=0, x2 + p2—2x— 10y -+ 21 = 0.

. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto (l1,2) y sea tangente a la recta
2x + 3y — 18 = 0 en el punto (3, 4). Sol. 5x? 4 5y* —98x — 142y + 737 = 0.

. Haliar la ecuacion de la circunferencia de radio 10 que sea tangente a la recta 3x —4y — 13 =0
en el punto (7, 2).
Sol. x* 4+ p*—26x + 12y + 105 =0, 2% + »*—2x —20y + 1 = 0.

. Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a las rectas x —2y +4 =0y 2x —y —8 =10
y que pase por el punto (4, —1).
Sol. x*+4y*—30x + 6y + 109 = 0, x® ++ y* — 70x - 46y + 309 = 0.

. Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a las rectas x — 3y +9 =0y 3x + y—3 =0
¥y que tenga su centro en la recta 7x + 12y — 32 = 0.
Sol. x*+)y* 4+ 8x— 10y + 31 =0, 961x2 + 961)% + 248x — 5270y + 7201 = 0.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

31.

LA CIRCUNFERENCIA

Hallar la ecuacion de la circunferencia definida por el lugar geométrico de los vértices del angulo
recto de los triangulos caya hipotenusa es el segmento que une los puntos (—4, 1) y (3, 2).
Sol. x* -+ 4 v—3y—10 0

Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a las rectas 4x 3y — 50 - 0y 3x — 4y — 25 =10
y cuyo radio sea igual a 5. Sol.  x* + y*—20x + 10y + 100 = 0,

x? by 36x — 2y + 300 = 0,

X2 4+ p2—24¢ — |8y 4 200 = Q,

x? 4yt —8Bx — 6y = 0.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a las rectas perpen-
diculares 2x + 3y -—6 == 0y 3x — 2y + 8 = 0 sea igual a 10. Si es una circunferencia. hallar su
centro y su radio.

- : 12 34" -
Sol. 13x* 4 13y* -+ 24x — 68y — 30 - 0. Centro (— ik ﬁ) r— A0,
Demostrar que el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a las rectas
perpendiculares -ax + by + ¢, =0y byx —a,y + ¢, — 0 es una constante K2 es una circunfe-
rencia,

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distancias a los puntos fijos
(—2,—5) y (3, 4) sea igual a 70. Si es una circunferencia, hallar su centro y su radio.

Sol. x4 y*—x +y—8=0. Centro(} —1), r= %v"ﬁ.

Hallar el lugar geométrico de los puntos cuya relacion de distancias a los puntos fijos (2. —1)
y (—3, 4) sea igual a 2/3. Si es una circunferencia, determinar su centro y su radio.

Sol. x* 4+ y2—12x + 10y — 11 = 0. Centro (6, —5), r=6v2.

Demostrar que el lugar geométrico de los puntos cuya relacion de distancias a los puntos fijos (a, b)
y (¢, d) es igual a K (constante) es una circunferencia.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuyo cuadrado de la distancia al punto ﬁj.o
(—2, —35) sea el triple de la correspondiente a la recta 8x + 15y — 34 = 0.
Sol. 17x* ++ 17p* +44x 4 125y + 595 =0, 17x% 4+ |17p% + 92x + 215y + 391 = 0.

Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a la recta 3x — 4y + 17 = 0 que sea concéntrica
con la circunferencia x* + »* —4x 4 6y — 11 = 0.
Sol. x* 4 y*—4dx + 6y — 36 =0.

Hallar la ecuacion de la circunferencia de radio 10 que sea tangente a la circunferencia x* + % = 25
en el punto (3. 4).
Sol. x* +y?—18x— 24y + 125 =0, x%* -+ y?+ 6x + 8y — 75 = 0.

Hallar la ecuacion del lugar geométrico del punto medio de un segmento de 30 centimetros de lon-
gitud cuyos extremos se apoyan constantemente en los ejes de coordenadas.
Sol. Una circunferencia, x® 4 y? = 225,

Hallar la maxima y minima distancias del punto (10,7) a la circunferencia x% 4 p* — dx — 2y
—20=0. Sol. 15y5.

Hallar la longitud de la tangente trazada desde el punto (7, 8) a la circunferencia x2 + »* = 9.
Sol.  27/26.

Hallar la longitud de la tangente trazada desde el punto (6, 4) a la circunferencia 1% + y? 4 4x + 6y
— 19 = 0. Sol. 9.

Hallar el valor de K para el cual la longitud de la tangente trazada desde el punto (5, 4) a la circun-
ferencia x? + y* -+ 2Ky = O sea igual a a), 1, b), 0. Sol. a) K=—5, b)) K= 5125
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. Hallar las ecuaciones de los tres ¢jes radicales de las circunferencias siguientes, y demostrar que se

cortan en un punto. -

P+ —2p—4=0, P+ P—22x—y—6=0 yxt+)2—_|=0
Sol. 5x—y +2=0, 3x—2y—3=0, 2v + ¥+ 5 =0. Punto de interseccion (—1, —3).
Este punto se denomina centro radical de las circunferencias.

Hallar las ecuaciones de los tres ejes radicales de las circunferencias siguientes y hallar el centro ra-
dical (punto de interseccion de los ejes).

X4+ x=0 x4+ +4dp+7=0 y 2+ +5x+3y+9=0
Sol., x—d4y—7=0, x+yp+3=0, x—ypy—1 - 0. Centro(—I,—2).

Hallar las ecuaciones de los tres ejes radicales y el centro radical de las circunferencias siguientes.
4 2 11 =0, 4 p2—dy—21 0, y X+ —4x + 16y +-43 = 0.
Sol. x+2=0, v—y—2=0, y +4=0. Centro(—2, —4).

Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto (—2, 2) y por los de interseccion de las
circunferencias

X3y —2y—4 -0 y ¥ —2v—y—6 -0
Sol. 5x* 4+ 5 — Ty —26 = 0.

Hallar 1a ecuacién de la circunferencia que pasa por ¢l punto (3, 1) y por los de interseccion de las
circunferencias

4P x—y—2=0 y ¥+ 4+4x—4y—8§ =0,
Sol. 3x* 4 3y — 13x + 3y + 6 = 0.

Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos de interseccion de las circunferencias
X2y 6x 4+ 2y +4=0yx?+ )% 4 2x—dy—06- 0y cuyo centro esté en la recta y = x.
Sol. x4+ Tyt — 10x — 10y — 12 = 0.
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