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Abstract

La légica en ciencias computacionales proporciona
herramientas para deliberar si un problema puede o no ser
resuelto en una maquina, para transformar enunciados légicos
en lenguaje comin a lenguaje de computadora, para provar
que un programa es correcto o si es eficiente. Las
computadoras estan disefadas a partir de dispositivos |6gicos y
son programadas basandonos en la Idgica.

Se analizaran los aspectos basicos de la légica, asi como sus
conectores y reglas de sustitucién.
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Funciones

Funcion

Si Ay B son conjuntos, una funcion de A a B es una regla que nos

permite encontrar un b € B para cada a € A. Se escribe f(a) = b
y se puede pronunciar como f es una aplicacion de a a b, también
se puede decir: el valor de F en a es b.

» Se escribe: f: A — B para indicar que f es una funcién de A
a B. Al conjunto A se le conoce omo dominio de f, y al
conjunto B el rango, o codominio de f.

» Cabe destacar que algunos autores utilizan diferente
nomenclatura, por lo que si no se entiendo lo que el autor
menciona, hay que revisar la seccién de notacién.
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Funciones Booleanas
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Funcion Booleana

Es una funcién f del producto Cartesiano x"{0,1} a {0, 1}.
Alternativamente, se escribe f : x"{0,1} — {0,1}. El conjunto
x"{0,1}, por definicién, el conjunto de todas las n-tuplas

(x0, - .-Xn—1) donde cada x; es 0 o 1, es llamado el dominio de f.
El conjunto {0, 1} es llamado el codominio de f. El producto
Cartesiano x"{0,1} se escribe también {0,1}", que equivale a
escribir el producto de n copias de y como y".
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Ejemplo, representacién tabular

p q r g
0 0 0 1
p g f 0 0 1 1
0 0 0 01 00
0 1 1 01 1 0
1 00 1 00 0
1 1 1 1 01 0
1 1 0 1
1 1 1 1

Definimos la funcién Booleana f : x2{0,1} — {0,1} y

g : x3{0,1} — {0,1}. En el caso de la funcién f, tenemos
f(0,0) =1, f(0,1=1, ..., para la funcién g, tenemos
g(0,0,0) =1, g(0,0,1)=1...
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Numero de funciones booleanas

i Cudntas funciones Booleanas existen para el dominio x3{0,1}?
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Numero de funciones booleanas

i Cudntas funciones Booleanas existen para el dominio x3{0,1}?

Se utiliza la notacién |S| para denotar el nimero de elementos de
S, también se le conoce como cardinalidad.

Estamos pidiendo el valor de | x" {0,1}|. Podemos escoger
cualquier elemento del dominio al seleccionar n elementos de

X0, X1, - -+, Xn—1, donde x; € {0,1} para i =0,1,...,n, y dado que
solo hay dos opciones para cada x;, el nimero total de elementos
en el dominioes: 2 x 2 x --- x 2 =2" En otra notacién:

| x"{0, 1} = {0, 1}|".
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Numero de funciones booleanas

i Cudntas funciones Booleanas existen para el dominio x3{0,1}?

Se utiliza la notacién |S| para denotar el nimero de elementos de
S, también se le conoce como cardinalidad.

Estamos pidiendo el valor de | x" {0,1}|. Podemos escoger
cualquier elemento del dominio al seleccionar n elementos de

X0, X1, - -+, Xn—1, donde x; € {0,1} para i =0,1,...,n, y dado que
solo hay dos opciones para cada x;, el nimero total de elementos
en el dominioes: 2 x 2 x --- x 2 =2" En otra notacién:

| x"{0, 1} = {0, 1}|".

Respuesta: | x3{0,1}| =23=8...?
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Numero de funciones booleanas Il

De hecho no, porque una funcién puede tener dos valores ({0,1})
para cada uno de los elementos en el dominio, para el caso
anterior: si tenemos 23 elementos, cada combinacién nos darfa un

valor en {0,1}, por lo que:

h:x"{0,1} — {0,1}, |h| =2,
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Funciones Booleanas simples

Las funciones Booleanas mds simples son las funciones constantes.
Dado que hay dos constantes 0 y 1, pues sélo hay dos funciones
Booleanas constantes.

. . . . 1 .
El siguiente nivel es con una variable: 22° = 4 funciones Booleanas
de una sola variable, y dado que hay dos constantes, nos quedan 2
funciones Booleanas no constantes de una variable.

Una es la funcién de identidad: f(p) = p para todo p € {0,1}, y la
otra es la funcién “no p". La funcién se denota como —p, o ~ p.
Este simbolo es uniario, porque es una funcién que tiene una sola
variable, el signo de menos es un operador similar.
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Funciones Booleanas de dos variables

Para este caso, sabemos que hay 22* = 24 = 16 funciones f(p,q),
son 2 constantes, 2 funciones que dependen solo de p (siendo g
constante) y 2 funciones que dependen solo de q. Tenemos 10
funciones que dependen de las dos variables.

Definiremos primeramente:
> A
>V
> D
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Funciones Booleanas de dos variables ||

Algunos operadores binarios de funciones Booleanas.
» pyq:a(p,q). Por definicién: a(p,q) =0salvoque p=1y
g = 1, entonces a(p, g) = 1. La funcién se denota p A q.

» poq:o(p,q). Por definicién: o(p,q) =1 salvoque p=0y
g = 0, entonces o(p, g) = 0. La funcién se denota p V q.

» p implica g. Por definicién: im(p,q) =1 salgo que p=10y
g =1, etonces im(p, g) = 0. La funcién se denota p — q.

» psiy solosiq: b(p,q). Por definicion: b(p,q) =0si p=q,
b(p,q) =1 si p# q. La funcién se denota p < q.

Nota: En algunos casos, se utiliza el simbolo D para la implicacién.
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Tablas de verdad
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Conjuncién

p g pAg

0 O 0

0 1 0

1 0 0

1 1 1
Implicacién

p q p—q

0 0 1

0 1 1

1 0 0

1 1 1

Luis Dominguez

Disyuncién
g pPVgQq
0

R OO|T
o

1
1
1

= O

Bicondicional

P g pegq
00 1
01 0
1 0 0
1 1 1
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Otros operadores binarios

Existen otros operadores:

Disyuncién exclusival  Equivalencia

R
(XNOR) (xor) ~ NAND NO

p q pdq P=q ptqg plqg
0 0 0 1 1 1
0 1 1 0 1 0
10 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0

Sin embargo, veremos que utilizando el operador — se pueden
construir los mismos.

lalternativo: ¢, #
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Tautologia y Contradiccién
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Tautologia

Una proposicién es una tautologia si es verdadera para todas las
asignaciones de valores de verdad.

Contradiccion

Una proposicién es una contradiccion si es falsa para todas las
asignaciones de valores de verdad.

usaremos T( para denotar una tautologia, y Fg para una
contradiccién.
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Tautologia o contraduccién

pV —p esuna
p— p esuna
p/A—p esuna
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Tautologia o contraduccién

pV -p esuna tautologia
p— p esuna
p/A—p esuna
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Tautologia o contraduccién

pV —p esuna tautologia
p— p esuna tautologia
p/A—p esuna
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Tautologia o contraduccién

pV —p esuna tautologia
p— p esuna tautologia
pA—p esuna contradiccién

Si algunos casos son verdaderos y otros son falsos, se dice que a
férmula presenta una contingencia, por ejemplo: P
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Calculo proposicional

Una expresion gramatica- o sintdcticamente correcta se dice que es
una férmula bien formada. Ya hemos definido los operadores, asi
que podemos armar proposiciones complejas para su evaluacién.

En el caso de las proposiciones compuestas, el orden de evaluacion
es el siguiente:

1. = (mds alta prioridad)
2. A

3.V

4. — (mas baja prioridad)

Se puede hacer uso de paréntesis para evitar ambigiiedades.
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Agregando paréntesis

pVgAr significa
p—>q—r significa
-pVq significa
-p—>pAqVr significa
—==p significa
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Agregando paréntesis

pVgATr significa pV (gAr)
p—>q—r significa
-pVq significa
-p—>pAqVr significa
——p significa
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Agregando paréntesis

pVgATr significa pV (gAr)
p—>q—r significa (p—q) —r
-pVq significa
-p—>pAqVr significa

——p significa
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Agregando paréntesis

pVgATr significa pV (gAr)
p—>q—r significa (p—q) —r
-pVq significa (—p) V q
-p—>pAqVr significa

—=p significa
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Agregando paréntesis
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pVagAr
p—q—r
—pVgq
p—=>pAqgVr
-op

significa pV (gAr)
significa (p—q) —r
significa (—p) V q
significa  (—p) = ((pAq)Vr)
significa
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Agregando paréntesis

16/32

pVagAr
p—q—r
—pVgq
p—=>pAqgVr
-op

significa pV (gAr)
significa (p—q) —r
significa (—p) V q
significa  (—p) = ((pAq)Vr)
significa  —(—p)
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Figure : Ejercicio

s
AN

i Cudles son todos los posibles valores de esta funcion?
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Pruebas con tablas de verdad

Hagamos la tabla de verdad para la proposicién
A=((p—q)= (=g — —p)).

=M OO T
—HOr~,O Q
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Pruebas con tablas de verdad

Hagamos la tabla de verdad para la proposicién
A=((p—q)= (=g — —p)).

OO
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Pruebas con tablas de verdad

Hagamos la tabla de verdad para la proposicién
A=((p—q)= (=g — —p)).

OO =
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Pruebas con tablas de verdad

Hagamos la tabla de verdad para la proposicién
A=((p—q)= (=g — —p)).

OO =K
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Pruebas con tablas de verdad

Hagamos la tabla de verdad para la proposicién
A=((p—q)= (=g — —p)).

plal-p|-a|(p—q) | (~g—-p) |
ojol| 1] 1 1 1
ol1] 1o 1 1
1o 0|1 0 0
11|00 1 1

18 /32 Luis Dominguez Matematicas Discretas



Pruebas con tablas de verdad

Hagamos la tabla de verdad para la proposicién
A=((p—q)= (=g — —p)).

plal-p|-qg| (=49 | (qg—-p) | ((p—q)=(~qg—-p)
olo] 1|1 1 1 1
ol1] 1o 1 1 1
1o 0|1 0 0 1
11|00 1 1 1

18 /32 Luis Dominguez Matematicas Discretas



Pruebas con tablas de verdad

Hagamos la tabla de verdad para la proposicién
A=((p—q)= (=g — —p)).

plal-p|-qg| (=49 | (qg—-p) | ((p—q)=(~qg—-p)
olo] 1|1 1 1 1
ol1] 1o 1 1 1
1o 0|1 0 0 1
11|00 1 1 1

... la proposicién siempre es verdadera!
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Pruebas con tablas de verdad

Hagamos la tabla de verdad para la proposicién
A=((p—q)= (=g — —p)).

plal-p|-qg| (=49 | (qg—-p) | ((p—q)=(~qg—-p)
olo] 1|1 1 1 1
ol1] 1o 1 1 1
1o 0|1 0 0 1
11|00 1 1 1

... la proposicién siempre es verdadera! A es una tautologia.
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Pruebas con tablas de verdad

El método anterior para determinar si una proposicién es
satisfasible o si es una tautologia, es computacionalmente costoso,
ya que requiere un namero exponencial de pasos para su solucion.

i Es posible encontrar un método mas eficiente?
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Pruebas con tablas de verdad
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El método anterior para determinar si una proposicién es
satisfasible o si es una tautologia, es computacionalmente costoso,
ya que requiere un namero exponencial de pasos para su solucion.

i Es posible encontrar un método mas eficiente? No, es un
problema NP-completo, por lo que probablemente no exista un
método répido (para un nimero grande de elementos es imposible).

Sin embargo, es posible trabajar de adelante hacia atras en busca
de una proposicién que la haga falsa. (Método Gentzen)
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Conjuntos completos de conectividad

Definicion
Sea A una formula conteniendo exactamente n simbolos
proposicionales. La funcién Ha : BOOL"™ — BOOL esta definida de

tal forma que para cada (ay,...,a,) € BOOL",

Ha(a1,...,an) = 0(A)

con v cualquier evaluacién tal que v(P;) = a; para cada simbolo
P; en A.
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Ejemplo

La proposiciéon
A=(pA=q)V(=pAaq)

define la funcién de verdad Hg dada la siguiente tabla de verdad:

plal
00
01
11]0
1)1
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Ejemplo

La proposiciéon
A=(pA=q)V(=pAaq)

define la funcién de verdad Hg dada la siguiente tabla de verdad:

plal-r]
00 1
0|1 1
110 0
111 0
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Ejemplo

La proposiciéon
A=(pA=q)V(=pAaq)
define la funcién de verdad Hg dada la siguiente tabla de verdad:

plal-r|-q]

0]0| 1 1
011 0
110] 0 1
1110 0
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Ejemplo

La proposiciéon
A=(pA=q)V(=pAaq)
define la funcién de verdad Hg dada la siguiente tabla de verdad:

plal-p|-q]|(pAr-q)]

0]0| 1 1 0
011 0 0
110] 0 1 1
111} 0 0 0
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Ejemplo

La proposiciéon
A=(pA~q)V(=pAq)
define la funcién de verdad Hg dada la siguiente tabla de verdad:
plal-p|-q|(PrA-q)|(=pAq) |
0 0

= = O O
OO = =
O = O =
o OO

1 1
0 0
1 0

21/32 Luis Dominguez Matemadticas Discretas



Ejemplo
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La proposiciéon
A=(pA=q)V(=pAaq)

define la funcién de verdad Hg dada la siguiente tabla de verdad:

plal-p|-q|(PrA-q)|(pAq)]| ((pA-g)V(-pAq))

0]0| 1 1 0 0 0
011 0 0 1 1
110] 0 1 1 0 1
111] 0 0 0 0 0

La funcidon Hg es verdadera si'y solo si sus argumentos tienen
valores diferentes, por lo que esta funcién es llamada funcién O
exclusivo.
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Ejemplos

Verifique que las siguientes propiedades se mantengan;

E(A=B)=((A— B)A (B — A)); (1)
E(A— B)=(-AV B); (2)
E(AVB)=(-A— B); (3)
= (AV B)=-(-AN-B); (4)
E(AAB)=—(-AV -B); (5)
E-A=(A—=l); (6)
EL=(AN-A). (7)

= significa tautologia, L significa un valor constante ({0,1})
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Teorema

Principio de dualidad

Sean Ay B dos proposiciones de las cuales es posible obtener su
dial, entonces si A< B, A? = BY.
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Definiciones

» Dos proposiciones Ay B son légicamente equivalentes,
denotadas como A < B, cuando la proposicién A es
verdadera (resp. falsa) si y sélo si la proposicién B es
verdadera (resp. falsa).

» Sea A una proposicién. Si A no tiene conectivas ldgicas
distintas de wedge y V, entonces el dual de A, denotado A?,
es la proposicidén que se obtiene al reemplazar cada ocurrencia
de wedge y V con V y A respectivamente, y cada ocurrencia
de una tautologia Ty y una contradiccion Fy con Fpy Ty
respectivamente.
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Ejercicios

» Escriba las versiones con paréntesis de las siguientes
expresiones:
» . pANq—>pVr
» pVgAr—pVr——gq
»a—bV-ocAdAhe—f

» Escriba una secuencia proposicional para "if A then B else C"
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Reglas algebraicas para funciones Booleanas

Cada regla establece que las dos funciones Booleanas confrontadas
son equivalentes, esto es, presentan la misma tabla de verdad.

Asociatividad (pAQ)Ar<spA(gAT) (pvgVrepv(gVvr)
Distributiva pA(gVr)s (pAg)V(pAr) pV(gAar)e(pVag) A(pVr)
Idempotente pPAPEp pVp&ep
Doble negacién —pE&p
DeMorgan “(pANq) = —pV—q “(pVaq)e pA—q
Comutativas PANg=qgAPp pVg<sqVp
Absorcién pV(pAg)ep pA(pVaqg)ep
Limite pANO<=0;pAN1&p pV1is1Lpv0sp
Negacién pA(—p)<0 pV(-p)e1l
Neutro pVF < p pANTo & p
Inversas pV-p& T pA-p& Fo
Dominacién pVToe To pAFos Fo
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Simplifique la siguiente proposicién:
> (=(PA=q)) A (PVa)
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Simplifique la siguiente proposicién:
> (=(PA=q)) A (PVa)

Respuesta: q
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Solucidn

(=(pA=g)) A(pVq) & ((-pA==g)) A(pVq)
< ((~pA@)A(PVa)
< ((tpVa)Ap)VI((=pVa)Aq)
< (pPA(=pVa)V(gA(gV—p))
S (pA(mPV ) Vg
& ((0V(prg) Ve
s (PAg)Va
&q

iSe puede mejorar?. ..
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Solucién 2

(=(pA=g)) A(pVq) = ((mpA—g)) APV Q)
& (=pVa)A(pVa)
< (qV-p)A(gVp)
< qV(=pAPp)
Al
& q
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Ejercicio de Tautologias

Verifique las siguientes tautologias

» Asociatividad:
» (AvB)v(C)=(AVv(BV ()
» ((AAB)AC)=(AN(BAC))

» Conmutabilidad:
» (AVB)=(BVA)
» (AA B)equiv(B A A)

» Distribuidad:
» (AV(BACO)=((AVB)A(AV ()
» (AAN(BVCO)=(ANB)V(ANQ))
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contiuacion

» De Morgan'’s:
» ~(AV B) = (-AA-B)
» -(AAB)=(-AV-B)

» ldempotencia:
» (AVA) = A
» (ANA)=A

» Double negation rule:
> —\—|A = A

» Absorption rules:
» (AV(AAB))

A
» (AN(AVB)=A
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3.3.5.- Problemas NP-Completos.
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