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1. INTRODUCCION A LOS GRUPOS FINITOS DE REFLEXION

De ahora en adelante consideramos espacios vectoriales Euclidianos, V, de dimensién finita
dotados de una forma bilineal, simétrica y positiva definida (,): V x V —R.

La idea es que trabajaremos con espacios parecidos a (R”,-) con el producto punto usual. De
hecho todo espacio vectorial Euclidiano es isomorfo a R” por una isometria, ver por ejemplo el
Teorema 3.3.8 de estas notas. La existencia de la forma bilineal nos permite realizar las siguien-
tes operaciones importantes:

» Medir vectores: || x| = v {x, x),

= Medir dngulos entre vectores: Z(x, y) = arccos (

(x, ) )

iyl
» Definir transformaciones ortogonales:

OWV)={TeGL(V):Vx,yeV : (Tx,Ty) =<{x, »}.

Definicion 1

Sea T una transformacion lineal de V en V, entonces T es una reflexion si T es ortogonal
ydim(V7T) =dimV - 1. Donde VT es el subespacio:

vizwevVv|Tv=0y}

Veamos que podemos dar una descripcién mas explicita de las reflexiones al desarrollar su regla
de correspondencia para cualquier elemento de V.

Teorema 1

Sea T una reflexién y sea x un elemento no nulo del espacio ortogonala V:
(V) =wevIVwe VT (v,w) =0}

Entonces se cumple lo siguiente:
1. T(x) =-x,
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(x,2z)
X
(x, x)

Demostracion. Si dimV = 1, el enunciado se cumple trivialmente. Supongamos que
dimV =2.

C s L.
1. Sea v € VT, entonces, por definicién de V!, Tv = vy como x € (VT)™ se tiene lo

2.VzeV:T(z)=2z-2

siguiente:
(x,1)=0
(Tx,Tv)y=0
(Tx,v)=0.

Por tanto Tx € (VT)l. Pero (VT)L es un espacio vectorial de dimension 1, asi que
Tx = ax para algun escalar a. Luego, deducimos el valor de alpha usando la orto-
gonalidad de T

(x,x) =(Tx, Tx) =({ax,ax) = az(x, Xx).

Entonces a® = 1 y notemos que « # 1, pues si a = 1 tenemos que x € VT contradi-

. 1
ciendo que x € (V)™ y es no nulo. Por tanto Tx = —x.
2. La idea es ver que podemos descomponer a todo vector z € V en términos de su
proyeccion al espacio V' y su ortogonal. Especificamente

%2 (2
(x,x)  (x,%)
——
& e(v)*
= Verifiquemos que z — %2 evT.
(x, x)

L . . .
Como (V)™ = (x), entonces VT = (x)* asi que es suficiente con verificar que
la expresion tiene producto interno cero con x:

<Z—Mx,x> = (z,x)—ﬂ(x,x) =0
(x,

(x, x) X)
(x,2)

[ |
(x, x)
Finalmente, usando el enunciado 1 del Teorema se tiene:

T(z)= T(Z—Mx)+ T(M )
(x, x) (x, x)
(x,2) (x,2)
(x, x) g (x, x)
(x,2)

oo ; L
x es un multiplo escalar de x, asi que es un elemento de (V).

=z-2 X

(x, x)

El Teorema anterior motiva a darle nombre a la transformacion explicita que aparece en el inciso
2 del teorema.
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Definicion 2

Paratodo x € V, x #0, sea Sy la transformacion lineal en V dada por

(,>

(x, x)

Sy(z2)=2z-2

De hecho se puede demostrar que toda reflexion es una Sy para algun x.

Se cumple que:

1. Sy = Syux para todo escalar a # 0.

2. Toda reflexién T es igual a una transformacién Sy, para algin x salvo multiplica-
cién por escalar. A x se le llama raiz de T.

3. Para todo vector no nulo x, S, es una reflexion.

4. Toda reflexién T satisface T2 = I.

5. Toda reflexién tiene determinante —1.

Demostracion.
1. Usando la definicién[I]se tiene
ax,z a {x,z X,z
Sax(2) = Z—Zan = z—2—uax =z- &, 2) x=3S8,(2).
(ax,ax) a? (x,x) (x, x)

2. Sea T una reflexion. Por definiciéon dim(V71) = dimV —1 entonces podemos deducir
que el complemento ortogonal satisface dim(V )+ = 1 y existe algtin x no nulo en
(V1)L Entonces porel Lemma 1.1, T = S,.

Supongamos que ahora que también T = Sy, con x # y. Entonces

T(x) = Sy(x)
—x=x-2 %)
2%,
ox= 22
2%,
_ (¥, x)
oy

Porlo tanto y = axy T tiene expresion tnica S, salvo multiplicacién por un escalar.
3. Sea x € V no nulo, veamos que Sy es una transformacién ortogonal, sean y,z€ V'y
notemos que:

<Sx(y),Sx(z)>:<y 2% ‘2 ix 2) >

= (n2)- (n2 ) - << ) (PR )

_ (x,2) <x, ) (%) <x, 2)
=(y,z)—4 o +4 )
=(y2).
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Ahora veamos que dim (V)S* = n—1. Notemos que dim (V) Sx = Nul(S,—1I) donde
Sx — I es la transformacioén lineal dada por
(x,2)
(x, x)
que claramente tiene rango 1 y entonces por el Teorema de rango-nulidad
dim (V)$* = n—1. Por tanto S, es reflexion.
4. Sea T una reflexion. Por (1) existe algin x € V tal que T'(z) = Sx(z)
2({x, z)
(x,x)

(Sx—D(2)=-2

X

Sx(2)=2z- X.

Aplicar T? es lo mismo que componer dos veces la transformacién Sy:

2(x,2)
2(x, z) ) 2<x’z_ 0 x>
p— x p—

(x, x) (x, x)
Enfocdndonos en el numerador del segundo cociente:

< 2({x, z) > ( < (x,2) >)
2( x,z— x)=2l{x,2)—-2( x,——Xx
(x, x) (x, x)

S$x(Sx(2)) = (z

2(x,z)
=2 ((x, z) — (x, x>)
(x, x)
=2(x,z) —4(x, 2)

=-2(x,2)

Sustituyendo

SHSHZ)I= (z— 2hcd x) _ =Ry

(x, x) (x, x)
2(x, z) 2{x, z)

=z- X+

(x, x) (x, x)

=/
Por lo tanto S;(Sx(z)) = z para toda z en V. Concluyendo que T2 = 1.
5. Sea T : V — V una reflexién y supongamos que dimV = n. Por definicién V' y

L . . . .
[VT) son subespacios de V, de dimensiones n—1y 1, que corresponden a los ei-
genespacios con eigenvalor 1 y —1, respectivamente. Luego, como el determinante
de la transformacion es igual al producto de sus eigenvalores

det(T)=A A4y,

donde n—1 de ellos son 1 y uno es —1. Por tanto det T = —1.

Definicion 3

Un grupo de reflexion finito es un par (G, V) donde V es un espacio Euclidiano, G es un
subgrupo finito de O(V) y G = ({Sx : Sx € G}) es generado por todas las reflexiones en G.
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Recordar que el generado de un conjunto X es el minimo grupo que contiene al conjunto Xy
puede realizarse ya sea como la interseccion de todos los grupos que contienen a X o bien como
el conjunto de todos los productos y sus inversos de los elementos de X:

(X) :{1}U{a1ila2i---a§1}

Definicion 4

Diremos que dos grupos finitos (G, V1) y (G2, V) de reflexién son equivalentes si existe
una isometria ¢ : V; — V5 tal que Go = {pgp ' |g € Gy}.

Ejemplo 1: El grupo de reflexién generado por dos raices en el plano.

Consideremos el siguiente diagrama con dos vectores en R? que forman un dngulo a entre
ellos.

a
y

Queremos determinar el generado por Sy y S;,. Como ya tenemos bien entendidas indivi-
dualmente a las reflexiones Sy y S, resta entender los productos de ambas reflexiones.

El determinante de la composicion S, Sy, es igual al determinante de la matriz correspon-
diente a S,Sy y es igual al producto de los determinantes de ambas reflexiones. Entonces
det(SxSy) = 1, lo que implica que S, Sy, es una rotacion en el plano por algin dngulo .
Podemos encontrar el valor del &ngulo f al evaluar la composicién en el vector y:

SxSy (1) = 8x(Sy () = Sx (=)
Geométricamente, en el dibujo anterior tenemos lo siguiente:
SxS ¥ (y )

¢

Asi que podemos concluir que § = 2a. Entonces tenemos dos casos:
a
1. Si — ¢ Q, entonces todos los productos de (5,S y)" forman un conjunto infinito de
T
rotaciones Ry;,, cada una distinta de las otras dado que, de lo contrario, 2na =

a .
2ma+2kmo — = , lo cual es una contradiccion.

T n—m
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.a - m o P
2. Si — = —€Qcon MCD(m,n) =1, entonces S,S, es una rotaciéon por un dngulo
T n
2nm

,asique (S,Sy)" =1y elgrupo (S,Sy) es ciclico de orden n:

<SxSy> = {SxSy, (SxSy)z» ceey (SxSy)n}

Entonces el grupo ciclico de orden n, (S,S,) formado por rotaciones estd conteni-
do en (Sy, Sy). Para generar todo (Sy, Sy) basta agregar los elementos:

Sx - (SxSy) = {Sy, Sx(SxSy)% ..., Sl
Estos productos de Sy por rotaciones son reflexiones y por tanto ningtn elemento
de Sy-(S.Sy) estden (S, Sy). Mds atin, son todos diferentes entre si pues Sy (SxSy)’ =
Sx(SxSy)! implica i = j. Por tanto
(Sx, Sy) = (Sx8y) U Sx - (SxSy)
Claramente, identificamos que este es el grupo diédrico de n elementos D, =
{r,s|r" = s* =1,rs = sr~1}. Formalmente tenemos el isomorfismo
@:(Sx,Sy) = Dy, talque @(SxSy) =1, @(Sy)=s.
Por tanto
L(n) = (D2p, R?)
es un grupo finito de reflexion con 2n elementos.

Ejemplo 2: El grupo de reflexion A,,_;

Sea S, el grupo simétrico en {1,2,---,n}. Si (i, j) es una transposicién en S,, podemos
definir
T(i,j) :R" - R"

dada por T{; ) (x1, X2,...,X,) = (a1, az,...,a,) donde ax = xi si k ¢ {i, j}, aj = x; y a; = x;j.
Es decir intercambia las entradas x; y x; del vector y deja fijas las coordenadas restantes.
Claramente, T; j) es una transformacion ortogonal que tiene como espacio de puntos
fijos al espacio

(R™)T0) = (fer 1k #1i, jlUle; +ej})
Por tanto dim (R") 1) = n— 1y esto implica que T, j) es una reflexion.
Ahora, estamos interesados en describir el conjunto generado por todas esas reflexiones,
pero el producto de dos de estas reflexiones coincide con la transformacién que inter-
cambia las coordenadas de los vectores de acuerdo a la permutacioén producto:

Taiy, jo Tz, jo) = Ttir, jo Gz, jo)
Maids atin como toda permutacion estd dada por productos de transposiciones en el con-
junto generado deben estar todas las transformaciones T, . Esto sugiere que el grupo de
reflexiéon debe ser isomorfo a S, por medio de la funcién

@:Sn— T j), o— Ty

Verifiquemos que en efecto ¢ es un isomorfismo.
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= ¢ es inyectiva. Supongamos que T, = T;, entonces para todo elemento i € {1,...,n}
tenemos Ty (e;) = eq(;) ¥ Tr(e;) = er(;). Por tanto, como ey ;) = e(;), (i) = 7(i) para
todo i € {1,...,n} y esto implica que o = 7.
= ¢ es sobreyectiva. Si T € (T{; j)), entonces T es igual a un producto finito de trans-
posiciones:
T'= Ty, j) Tti o)+~ T, ji)
implicando que T debe ser T, donde
o = (i1, j) (2, j2) -+ (in, jn)
Por tanto (T{; j) = S, y (Sx,R") es un grupo finito de reflexion.
Ahora consideremos al vector 1 = (1,1,...,1). Notemos que 1 € ([R{”)T” para toda permu-
tacion o, pues el efecto de intercambiar sus coordenadas es intercambiar valores 1 por 1.
Entonces podemos restringir cada una de las transformaciones T, al subespacio 1+, dado

por todos los vectores (x1,..., x,) tales que Z?Zl x; =0.
Finalmente, definimos al grupo finito de reflexién A;,_; como (S, 1),

El ejemplo anterior nos muestra un fenémeno que ocurre a menudo. Si tenemos un grupo fi-
nito G y podemos definir para cada elemento, g de G una transformacion lineal Tg : V — V (0
equivalentemente una accion lineal G x V — V) y ademaés G estd generado por un subconjunto
finito S de forma que T es una reflexién para todo s € S, entonces el grupo generado por to-
das las reflexiones (T5) coincide con el grupo original G bajo el morfismo canonico ¢(g) = Tg.
Entonces podemos considerar el siguiente Lema:

Sea G un grupo finito que actia sobre V. Supongamos que:
(i) laaccién eslineal, esdecirg-(v+w)=g-v+g-wyg-Av)=1g-v,
(ii) la accion es efectiva o fiel, es decir, el inico elemento tal que g- v = v para todo
v e V eslaidentidad.
(iii) G=(S)yparatodo se€ S, latransformacién Ty dada por T(v) = s-v es una reflexion.

Entonces (G, V) es un grupo finito de reflexion.

Demostracion. Basta demostrar que G = (Ts|s € S) ya que por (iii) toda T con s € S es
reflexion. Consideremos la funcion ¢ : G — (T | s € S) dada por ¢(g) = Tg. Notemos que

= ¢ estd definida para todo g € G porque G actiia linealmente sobre V. Entonces
para todo g € G, Ty es una transformacion lineal bien definida. Ademas ¢ es un
homomorfismo de grupos como consecuencia de las propiedades de la accién de
GenV.

» ¢ es inyectiva. Si Ty = T}, para algan g, h € G, entonces Tg(Th)_1 =TgTp-1 = Ty
(consecuencia de que las T} estdn definidas a partir de la accion de G en V) y

Tghq = [ implica, por (ii), que gh_1 =1obien g = h.

» ¢ es sobreyectiva. Sea Tg € (T | s € S) un elemento arbitrario. Entonces Tg se puede

escribir como un producto finito
Tg = TSITSZ"'TS

n
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que corresponde a
Tg = Tslszu.sn
De forma que g = 5152+ 5, € G =(S) y por tanto ¢ es sobreyectiva.
U

Para los siguientes dos ejemplos de grupos de reflexién es necesario recordar la definicién del
producto semidirecto de teoria de grupos:

Sean Hy K dos gruposy ¢ : K — Aut(H) un homomorfismo. Entonces consideremos el producto
cartesiano K x H con el producto

(k1, h) (ko, hp) = (k1 ka2, hi@(k1) (hy))

Entonces se puede verificar que el elemento neutro es (1x, 1), el inverso de cualquier elemento
(k,h) es (k™1 p(k™!)(h™1)) y que la operacién producto es asociativa:

[(k1, h) (ka, h2) ] (K3, hs) = (kikz, R (k1) (h2)) (ks, h3)

ki ka ks, h1 (k1) (h) @ (k1 k2) (hs))

kikoks, by (ki) (ho) (k1) (@ (k2) hs)))
= (k1kaks, hip(k1) (ha(ko) h3))

= (ky, h1) (k2 ks, hap(k2) h3)

= (k1, h) [ (ka, h2) (ks3, h3) |

=
=

Al grupo obtenido de esta forma se le conoce como el producto semidirecto de K y H bajo el
homomorfismo ¢ y se denota K ,x Ho H X, K

Ejemplo 3: El grupo de reflexion B,

Sea F = Z/2Z el campo de dos elementos y {¢;,...,€,} 1a base candnica para el espacio
vectorial F”. Consideremos el homomorfismo

¢:S, — Aut(F",+)
dado por

n
(o) ( aiei| =Y ai€q)
1 i=1

Luego consideremos el producto semidirecto S, ,Xx F"” y demos una accién de este grupo
en R” como sigue:

n
1=

n n
(0,a)- (Z xiei) =) (-1)*%Dx;e5)
i=1 =

i=1
Donde {ej, ey, -, e,} esla base canénica de R”.
Veamos que la operacion indicada es una accién lineal y efectiva.

n n n
= (1,0) (inei) =Y (=D%xier = ) xie;
i=1 i=1 i=1
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» Sean (o,a),(t,b) €S, X F", entonces

n n
(0,a)- ((T,b) > xiei) =(o,a)- Z(—l)b’(”xier(i)

i=1 i=1

tomando i = 771(i) para recorrer el indice

n
=(0,a) | Y. (=DVix ;e

i=1

=Y (D% (=) x5 €00
i=1
& b

=2 (DO x g e00)
i=1
n

(1) = Y (=D @O0 gieq )

i=1

Por otra parte

(0,a)-(T,b)- ) xie;=(0T,a+@0)(b)- ) xie;

i=1 i=1

(_ 1) la+@(0)blor() Xi€q(z(i)

Il
M=

2)

1
Asi que resta ver que los exponentes del término (—1) en (1) y (2) coinciden.

-
I

la+ @(0)blori) = Gori) + @(0)Dgri)

n
= agri) (Z bi€a(i))
ot(i)

i=1
n
=Agr(i) t (Z bT(i)etT(T(i)))
i=1 o(i)
= Aor(i) + br(iy

Por tanto es una accion.
= Veamos que es lineal

n n n
(o,a)- (Z xiej+A), J’iei) =(0,a)- (Z(xi + /lyi)ei)
i=1 i=1 i=1
=) ag@) (xi + Ayies(

n n
=) agiXiesi)+ A Viest
i:l l:1

=(0,a)- (Z xie,-) + Ao, a)- (Z y,-el-)
i=1

i=1
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= La accion es fiel, pues si suponemos que (g, a) - x = x para todo x € R", entonces
para todo indice i, se cumple que a,;) =0y o (i) = i implicando que (o, a) = (1,0).
Ahora, veamos que un conjunto generador para S, o, [" estd dado por el conjunto

S=1{()),0),Leli, jell,...,n}}

Esto es asi porque S, = {(0,0)} = Sj, X [". Luego basta tomar un conjunto generador pa-
ra S, y multiplicarlo por 0 para obtener un conjunto generador de {(g,0)}. Similarmente
como F" = {(1, a)|a € F"*} basta tomar a la base canénica multiplicada por la permutacién
identidad a la izquierda para obtener un conjunto generador para {(1, a)|a € F"}. Final-
mente todo elemento (0, a) de S, ,2& " se puede escribir como un producto de elementos
de S:

(0,001, (@) = 01,0+ @) (@ @) = (0,a)

Reflexiones. Veamos ahora que todo elemento de S da lugar a una reflexion por medio
de la regla de correspondencia enunciada en el Lemall}

n

k=1

n n

0:;

xkek) =) (=DYWxie 0 = D Xieg )k
k=1 k=1

T(ij,0 (

asi que T j),0)(x1,..., Xp) = (X},..., x;,) donde x; = x si k¢ {i, j}, x; = x; y x;. = x;. Permu-
tando las coordenadas i y j del vector x.
Esta regla de correspondencia es la misma que la de la reflexion con raiz e; — e;:

(ej—ej,Xx)

Sei—e;(¥) =x—2 (ei —ej)

(e;—ej,ej—ej)
=Xx—{e;—ej,x)(e;—ej)
=x—((ei, x) — (e}, x)) (e; —¢))
=x—(x;—xj)(e;—ej)
=x—xile;—ej)+xjle; —ej)
=x—(xje; + xjej) + xjej + xje;.

hace Olas entradas iy j  inserta x; (xj) en
la posicién j (i)

Por tanto, T((; j),0) = Se;—¢; €8 una reflexion.

Ahora veamos si T'(1,€;) es una reflexion:

n n

n
T(lyfi) ( xkek) = Z (_1)[€i]1(k)xkel(k) — Z (_1)6ikxkek
k=1 k=1 k=1

Introduce un signo — en la coordenada i del vector x.
Por otro lado,

(ei, x)

(ei,e)
=x—2(ej,x)e;

Se;(X)=x-2

e

=x—-2Xx;e;

= (X1,x2, vy Xi—1, =X, Xi+1, ---»xn)-
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Por tanto, T'(1,¢;) = Se; y entonces 1(; ¢;) es una reflexion.

Finalmente, como la accién propuesta de S, ,x " en R” satisface todas las condiciones
del Lema concluimos que (S, ox F",R") es un grupo finito de reflexion y lo denotamos
por B;,.

De esta definicion se verifica inmediatamente que

|Bal = 1S o F™| = |S,lIF"| = ni2".

Ejemplo 4: B; ~ A;

De acuerdo a la definicion de los grupos de reflexion Ay B tenemos
By = (S1 X FL,RY = {Tq,0), T}
Ay = (S3,11) = {T1, T 2}

Proponemos la funcién f definida de la siguiente manera

fi(e1) —(e2—e1)

1
xX— —(=x,x),
V2
notemos que || f(x)|| = H%(—x, X) H = %le(—l, 1)|| = |x|, asi que f es una isometria.

Ahora, veamos que los conjugados bajo f de elementos de Sy ;X F! corresponden a ele-
mentos de A;.

fT(l,O)f_l(_x, x) = fTa,0 (\/Ex)
= f(\/ix)

= % (— 2x, \/Ex)

=(—x,Xx).

Asi, fT,0)f ! corresponde a la transformacion identidad en A;.
Por ultimo, consideremos al elemento (1,1) € §y (X F!, entonces

fTanf (=%, = fTay (\/Ex)
= f(-1'V2xe)
= f(—\/zx)

= 5 (V2x -vax)

=(x,—x).

Por tanto f T 1)f ! corresponde al elemento T(; 2 de A;.
Por tanto, por definicién de equivalencia de grupos de reflexion, se concluye que By ~ A;.
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Ejemplo 5: B, ~ [(4)

Por definicién tenemos que
By = (S2 % F2,R%) = {Ta,0, T e T Tier 420
Taa2,0, Tia2.en Tiazye Taz,e et
De la lista de transformaciones T(, 4 se identifican cuatro reflexiones:
Ta,e)) = Sey
T,e2) = Se
T1(12),0) = Se; e,
T(12),61+€2)) = Sey+es
Observemos también que

T12),e,+e2) Ten) = Tia2),e)

2 _
T2 = Ter+e)

3 _
Ti2)e) = Tia2)ex)

Tia2)en =1
Asi que tenemos dos vectores x = e; y y = e1 + e2 que forman un dngulo de /4, dando
como resultado un grupo ciclico de rotaciones por dngulo 7/4, (Se,, Se,+e,), de orden 4 y
el producto de estas rotaciones por la reflexion S., da lugar a las 4 restantes transforma-
ciones que son reflexiones, mostrando directamente que los grupos B; e I>(4) no solo son

equivalentes sino iguales.

Otra forma de verificar que ambos grupos de reflexiones son equivalentes es verifican-
do las representaciones matriciales de las rotaciones por un dngulo 7/4 y las reflexiones
correspondientes del grupo diédrico Dy):

kn km km kn
COS— —Sen 7 COS 7 sen 7
R, = S, = ,
& kn kn y E kn kn
sen — cos— sen— —CcoS—
2 2 2 2

con k = {0,1,2,3}, donde Ry determina 4 rotaciones y S 4 reflexiones. Asf,
(D2),R?) = {Ry, Sk | k €10,1,2,3}}.

Veamos que la identidad en R? es la isometria adecuada para mostrar que los grupos son
equivalentes. Entonces basta verificar que cada elemento de B, tiene como representa-
ci6on matricial alguna de las Ri’s o Sg’s.
] T(l,(O,O)) (xl,xg) = (—l)Oxlel(l) + (—1)0x2€1(2) = Xj1e1 + exXx2 = X, entonces T(l,(O,O)) =1
cuya matriz asociada es Ry.
-1 0 X1
= Ta,a,0) (01, %) = (=D'xieiq) + (=D x2e10) = —x1€1 + X200 = ( 0 1) (xg)'
Es decir, T(L(LO)) = Sz.
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1 0)(x
s Ta,0.1)) (%) = (—1)0x191(1) + (—1)1x261(2) =Xey—Xgey = (0 _1) ( 1).

Por tanto T{3,(0,1)) = So.
-1 0
= Ta,am @) = (-Dixei + (-D'xzeie) = —xie1 - xzep = ( 0 —1)
Por tanto, T, 1,1)) = Ro.
, . 0 1\(x;
= Taz,00) ) = (=D"xieanm + 1D x2eaze =xie2+xe =, g]( |-
Por tanto, T((12),0,0) = S1-
0 -1)({x
= Ta2),0,0 &) = (Dxeqnm + (1D ' xeqze) = x1e2— X6 = (1 0 ) ( )
Por tanto T{(12),(1,0) = R1-

0 1 X1
L T((lZ),(O,l)) (x) = (—1)1.76'19(12)(1) + (_1)0x29(12)(2) =-—X162t+Xx2e1 = (_1 0) (xz)'
Por tanto T((1 2),(0,1) = Rs.
1 1 0 -1 X1
s Tia2,a,1) @) =D "x1eqaza) + (1) x2eqz @ = —X1€2 — Xp2e1 = 10/
Por tanto T((1 2),(1,1) = Ss.

por tanto se verifica que By ~ I.

Ejemplo 6: El grupo de reflexion D,

Consideremos ahora al subespacio [ definido como los elementos de F" tales que la
suma de sus coordenadas es cero, es decir,

[Fg::{(al,...,a,,)e[F”

n
Zdi 20}
i=1

este subespacio tiene codimensién 1 y como subgrupo aditivo de F” tiene 2"*~! elementos.
Ya que basta dar los primeros n—1 elementos con 0 o 1y el n-ésimo estd determinado por
la condicién que define a [F(}.
De la definicion anterior se verifica que

» (1,0)€S,_px ]

» Dados (0,a), (1,b) € S, X Fj, entonces (0,a)(t,b) = (07,a + ¢(0)(b)) donde

Y la+@@) )] =X a;+ X} | b; =0y estoimplica que (o,a)(t,b) € S, yX F{.

Por tanto se sigue que S, ,X [ es un subgrupo de Sy, ,x F".

Consideremos ahorala accién de S, ,x [ en R" dada en el ejemplo del grupo By, restrin-
gida al subgrupo S, ,x F{. Por las propiedades desarrolladas en el ejemplo del grupo B,
se deduce que la nueva accidn es lineal y fiel. Resta ver que el resultado de la accién sobre
un subconjunto S generador de S, , [ genera un conjunto de reflexiones.

Verifiquemos entonces que
Sn X Fy ={((i),0),Q,e;+€j)i,j€{l,...,n}).
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n n _ . _\vn-1
» Sea a€ g, dado que }.;_, a; = 0 se sigue que a, =}.;_, a; y entonces
n-1 n-1 n-1 n-1
(@1, @n) = ) Qi€+ An€n =Y Ai€;+ Y ai€n =Y a;i(€;+Ep).
i=1 i=1 i=1 i=1

Portanto 1 xF} = ((1,&; +¢€;)|i,j €{1,...,n}).

= El conjunto de transposiciones es un conjunto generador para S, entonces Sy, x {0}
es generado por los elementos (((ij),0) |7, j € {1,...,n}).

= Por otro lado notemos que para cualquier (0, a) € S, ,X F{j se tiene que

(0,0)- (1,00 (@) = (1,0 +¢©0) (@) (@)) = (0, a).
Esto prueba que
Sn X F§=(((i/),0),1,e;+€))|i,jell,...,n}).
Resta probar que las transformaciones asociadas a los elementos del conjunto generador
son reflexiones, verifiquemos que
Tiij)0) =Sei-e; ¥V Tiajeivey) = Seite;-
La primera igualdad se sigue del ejemplo B,, donde se verifico que las transformaciones

determinadas por los elementos ((i j),0) son reflexiones.
Mostremos por ultimo que Tiijyeivep) = Seive;-

n n n

el _ 5:1+6

T((i eite)) (Z xkek) = ) (=Dl xe gy = Y (=1 ik xpeq jy.
k=1 k=1 k=1

Asi que T(( je;+¢,) intercambia las coordenadas x; y x; y agrega signo — a ambas.
Por otra parte
(ej+ej,x)

Seite;(X) =x—2 (ei +ej)

(ej+ej,ei+ej)
=x—(ej+ej,x)(e;+ej)

= x— ((e;, x)y + (ej, x)) (e; + €;)
=x—(x; + xj)(e; +ej)
=x—xjlej+ej)—xjle; +ej)

=x—(xje; +xje;) — (xjej+xje;).

v~

hace 0 las (;r:tradas iyj inserta—x; (—xj)en
la posicién j (i)
Entonces se satisfacen todas las condiciones del Lema|[I]y definimos como D,, al grupo
(Sn px F2,R™). Notemos ademds que |D,| = n!2""!.
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2. SISTEMAS DE RAICES

Sea (G, V) un grupo finito de reflexién. El sistema de raices de (G, V) es

Qv ={xeVllxl=1,Sx€G}

Teorema 2

® tiene las siguientes propiedades:
1. Si x € @, entonces RxN® = {x, —x}
2. |®| = 2 x Numero de reflexiones en G
3. SiTeG, xe®, entonces T(x) € D.

Demostracion.

1. Si x € @, entonces Sy € G, pero Sy = S_ por el Corolario[l]y |-x| = x|l = 1, asi que
—x € @. Por otra parte si ax € ®, entonces ||ax| = ||| x]| = |a| = 1 implica que ax
es X 0 —X.

2. Notemos que, como Sy = Sy« €s una Unica reflexion en G, tenemos

o= | xlxl=1= | {x,—-x},
Sax€G Sax€G

por tanto la cardinalidad de ® es igual al producto de la cardinalidad del conjunto
de reflexiones en V por 2.

3. Sea x € @, entonces Sy(x) = —x € ® o bien S (x) = x cuando y # ax porque x € VS,
Luego para toda T € G, existe una sucesion finita de reflexiones tales que

T:SZISZZ"'SZn

y por tanto
T(x)=8;S8z-S;,(x) €{x,—xt cD.

Ejemplo 7

A, ~ I,(3) tiene un sistema de 6 raices.

Veamos primero que Ay ~ I>(3). En el ejemploSe define a I>(3) como
L(3) = (Dg,R?)

un grupo de reflexion finito de seis elementos. Su construccion se puede dar a partir de
considerar dos vectores x y y que forman un dngulo de /3 entre ellos, como se muestra
en la siguiente figura:

SxSy(y) X = SxSny(y)
2m/3

/3 .
Sy(y) ! y= (sty) »

(SxSp*()  Sx()
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Los vectores en rojo representan el efecto de aplicar una rotacién (generada a partir del
producto S, S,) al vector y mientras que los vectores en azul representan el efecto de apli-
car una reflexion al vector y. De la descripcién se puede verificar que x = S;(y) donde
z2=358,S y ().
Por otra parte, el grupo de reflexion finito A, = (Ss,(1,1,1)*) estd determinado por los
elementos

{11, Ta2) = Se;—es» T13) = Sey—e3» 123) = Sey—e3r T(123), T132)}
Donde las reflexiones estan dadas por las transformaciones T(; j, mas atiin queremos dar
una isometria ¢ : (1,1, 1 — R? tal que (p12(3)(p_1 = A,. Entonces podemos considerar
una isometria que mande una base conformada por raices de A, en una base con raices
de I5(3). Una base para (1,1, 1)+ estd dada por los vectores {e; — e3, e, — e3} y una base para
R?, que tiene como vectores a raices de A; es

1 +\/§
e, —ej+—e
121 2 2

V3

1
Por tanto queremos la transformacion ¢ tal que ¢ (e; —e3) = e; y @(e; —e3) = Eel + 762.
Extendiendo esté definicion linealmente y normalizando adecuadamente para obtener

una isometria obtenemos la regla de correspondencia:

_ AL
0(x,y,2) = (\/§x+ \/E\/QY)

-1 x y 2y x Yy
(x) ):(___}_)____)
PRV Ve Ve TV Ve
Entonces podemos comprobar facilmente que los conjugados bajo ¢ de elementos de A,
corresponden a los elementos de I»(3).

¢Sy =Tus)
¢S = Tz
@71 SxSyp = Tazs)
@ 1SxSySxp = Tayz
¢~ (SxSy)’p = Tz
P (S:SYp=T1

con inversa

Por tanto concluimos que A, ~ I>(3) y de la descripcion de I>(3) sabemos que su grupo
de reflexiones tiene 3 reflexiones distintas. Finalmente, por el Teorema [2] se tiene que el
sistema de raices de A, tiene 6 elementos.

Suele ocurrir que la restriccion | x|| = 1 en la definicién de sistema de raices es restrictiva en el
sentido de que hay que normalizar los vectores y a menudo es mads fécil trabajar con vectores de
alguna longitud distinta de 1, por poner un ejemplo, es mucho maés fécil trabajar con el vector
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1 . .
e1 + e2 que con el vector 7 (e1 + e2). Por tal razon se define un sistema de raices en general sin
2

pedir la condicién de norma unitaria.

Definicion 5

Un sistema de raices (en general) es un subconjunto finito ® de un espacio vectorial V tal
que

1. Oy ¢ ®

2. x € ® implica que Rx N ® = {x, —x}

3. x,y € ®implica que Sy(y) € ®

\. J

Recordar que un orden total en el espacio vectorial V es una relacion transitiva, <, que satisface:

1. Para cada par A, u se cumple solo una de las siguientes condiciones: 1 <y, A = po u < A.
2. Para cualesquiera A, u, ve V,siu<v,entonces L+ u<A+v.
3. Si u <vysicesunnumero real no cero, entonces cu<cvsic>0ycv<cusic<O0.

Dado un orden total en V diremos que A € V es positivo si 0 < A.

Definicion 6

Sea ®@ un sistema de raices. Diremos que Il € ®@ es un sistema positivo si consta de todos
aquellos vectores que son positivos relativos a algtin orden total V.

Diremos que A c ® es un sistema simple si A es una base para el espacio vectorial genera-
do por ® en V y si todo elemento a € ® es una combinacién lineal de A con coeficientes
todos del mismo signo.

| V

Lema 2
Si A es un sistema simple y x, y € A, entonces (x, y) <0

Demostracion. Supongamos que existe un par de elementos x y y tales que (x,y) > 0.

Como
(x,y)

(x, x)
y A es base para el espacio generado por @, se tiene que Sy(y) es combinacién lineal de
xy y con coeficiente negativo para x y positivo para y lo cual contradice la definicion de
sistema simple. 0

Xed

Sx(y)=y-2

| r

Teorema 3

(a) SiA esun sistema simple de @, entonces existe un tinico sistema positivo que con-
tiene a A.
(b) Todo sistema positivo I[1 € ® contiene a un tinico sistema simple.

Demostracion.

(a) Supongamos que A es un sistema simple de ®. Podemos extender A para formar
una base, 98, de V y sea Il el sistema positivo correspondiente al orden lexicogra-
fico inducido por 48. Claramente A c I1 y veamos que II esta caracterizado por ser
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el conjunto de combinaciones lineales positivas de elementos de A. Sea v € Il un
elemento cualquiera, entonces v = ) jc9 cpb donde las coordenadas cj son todas
positivas, pero también v =} ;.5 cqd donde todos los coeficientes c; son del mis-
mo signo. Luego, como A c 2 se tiene que los coeficientes de ambas expresiones
son iguales (pues £ es una base) y por tanto v es una suma de términos positivos
de A. Luego, II es tnico.

(b) Sea IT un sistema positivo. Como (IT) = (®) podemos reducir IT a una base para
(D), sin embargo la eleccion no es tinica. Vamos a elegir a la base A que cumple la
propiedad de que todo elemento en I1 es combinacién lineal no negativa de A. La
construccion se hace de la siguiente forma; podemos ordenar a IT como {vy,..., v,}
y elegimos al vector vy, entonces claramente solo v; es combinacién lineal (posi-
tiva) de vy, ahora agregamos un segundo vector v, y si ocurre que ¢ vy — co v € 11
con ¢y, ¢z > 0, entonces reemplazamos a v; por ¢ V; — ¢, V2, ahora ¢, vy — ¢ Uy apa-
rece como combinacién lineal positiva de si mismo, v; = Cil(cl UVl — Calo) + ﬁ—fvg y
v = vy asi que se mantiene la propiedad de expresar con coeficientes positivos a
los términos ya considerados. Similarmente si —c; v; + ¢, v, € I1 reemplazamos v,
por —cjv; + co V2. Si més adelante ocurre algun elemento de la forma ¢, v; — cé Vo
con ¢; < ¢, reemplazamos a ¢; V1 — ¢, V2 con ¢; U1 — €y V2 y entonces debe ocurrir que
ClV1 — CoUy = C1 V] — cé Vs + (€ — cé) vy se expresa como combinacién lineal positi-
va de los nuevos términos a considerar. Mejor ain podemos empezar con vy, V2 y
hacer una bisqueda exhaustiva en el conjunto por el término c; v; + ¢, v2 donde ¢;
o ¢, son coeficientes minimos negativos. Una vez hecho esto se agregan los vecto-
res encontrados a A y se procede a ampliar el conjunto agregando otro elemento
de tal forma que el conjunto resultante sea linealmente independiente y todos los
elementos en I1 que son combinacion lineal de A tienen coeficientes no negativos.

O

Ejemplo 8:

Desarrollar Aldair
Consideremos a I (n) como las simetrias de un n—éagono con n reflexiones, enton-
ces tiene 27 raices en los vértices de un 2n—4gono regular.
. — 7 A (n-1)
{a, B} es simple <= ® c el cono < —f,a = - —=a,fp= Tn.

= Cada raiz yace en 2 sistemas simples.
= El nimero de sistemas en 7.
» Un sistema positivo estd dado por

— -1
{vectores entre algtin a y B, donde «, = %n}

Si {a, B} es simple, entonces para todo x € ® existen x;, x» € R>( tales que x = x;a + x2 5; es
decir, x estéd entre a y § para todo x € ®; es decir, @ esta contenido en el cono compren-
dido por a y B, tal como lo muestra la Figural1]
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alc'rl‘

:.’:az ﬁ

FIGURA 1. Representacion de ® comprendido por a y .

mas a un si {a, §} es simple, por el Lema 2.2, («, ) < 0; es decir, forman un dngulo obtuso,
el angulo entre a y f estd entre 7 y 7, por ende 7 < a, f < 7; es decir, a, f puede tener el
angulo

n-—1 7 n-—1
T pues — < ——7n <7,
n 2 n
Asi,
— n—1
a,p= b4
n

Ahora, sia, = ”T_ln entonces
-B,a=arccos({—f,a))

=-a,B+n

R L _ =X
Por lo tanto, -, @ = a

» Cada raiz yace en 2 sistemas simples.
Considerando {a, 8} c R? tal que 67,73 = ”T_ln es un sistema simple y por ende
{—a,—p} también lo es, por lo tanto, cada raiz estd en dos sistemas simples.
= El nimero de sistemas simples es n.
Notamos que cada raiz tiene dos sistemas simples; es decir, habrd 2n sistemas
simples pero al ser diferentes por un cambio de signo deberian haber sélo n.
= Un sistema positivo = {vectores entre a y f tal que 573 = "T_ln}.
Un sistema positivo estd contenido en ® y @ estd contenido en el
cono dado por a,B. Por lo tanto, el sistema positivo esta contenido en
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{vectoresentre a y f tal que a, f = ”T'ln}
por otro lado
si x € {vectores entre a y f§ tal que c;,\ﬁ = ”T_lﬂ}, tenemos que al ser {a, B} un sistema
simple entonces x = a;a + a;f con a, a; > 0; es decir, x > 0.

Por lo tanto, {vectores entre a y 3 tal que 67,73 = "T_ln} estd contenido en el siste-
ma positivo, es decir

un sistema positivo esta dado por {vectores entre a y f tal que 67,73 = "T_ln}
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