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Introduccién

En ciencias e ingenieria se emplean numerosos modelos para describir matematicamente fenémenos de diferente
indole que van desde el cédlculo de estructuras hasta fenoémenos econémicos sociales pasando por la mecanica de
fluidos, transferencia de calor, equilibrios quimicos, planificacién y gestion de procesos, biotecnologia, astronomia,
fisica del estado solido, materiales, mineria, s6lo por mencionar algunas que se cultivan en la facultad. Para esta
tarea el calculo de una variable muchas veces es insuficiente, pues la realidad incorpora miltiples variables y sus

interacciones para el estudio de estos fenémenos.

Los autores.
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CAPITULO 1

Calculo Diferencial en R"

Nos interesa ampliar las herramientas aprendidas en el curso de Calculo a funciones de varias variables. Para esto
debemos introducir, entre otros, los conceptos de derivada parcial y diferencial. Con ambos conceptos podremos
entender diversas herramientas que nos permitiran continuar la tarea de maximizar o minimizar funciones que
pueden estar sujetas a una o maés restricciones.

1.1. Base algebraica y geométrica de R"

Definicién 1.1. Dotamos al conjunto R™ de una estructura de espacio vectorial mediante las siguientes operaciones:
Para © = (z1,22,...,2,) € R™, y = (y1,¥2,.--,yn) € R” y A € R definimos

Suma:
rT+y=(T1+Y1,-- Tn+Yn)

Producto por escalar:
Ar = (Azg,. .., Azy)

El espacio vectorial R™ tiene dimension n. Entre las muchas posibles bases de R™ nos interesaré considerar, por su
simplicidad, la llamada base canénica {e;}?_;, donde e; = (0,...,1,...,0) con el uno en la posicion i. Asi todo
x = (x1,...,2,) € R™ se puede representar en términos de la base canoénica como

n
xr = E Tie;
i=1

Habiéndo ya definido la estructura algebraica de R™ vamos a introducir la estructura geométrica de R™ a través del
producto interno (o producto punto)

Definicién 1.2. Dados x,y € R", se define el producto interno o punto de x e y como
n
Ty =(2,Y) =Y vy
i=1

La siguiente proposicién resume las propiedades basicas del producto interno. Su demostraciéon es muy simple.

Proposicion 1.1. (Propiedades del producto interno)

1. Positividad: Para todo & € R™ se tiene (z,z) >0y (x,x) = 0 si y solo si = 0.
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2. Linealidad: Para todo z,y,z € R" y A € R (Ax +y, 2) = Mz, 2z) + (y, 2).
3. Simetria: Para todo x,y € R" (x,y) = (y,x).
La nocién de producto interno induce de manera natural la nocién de norma o longitud de un vector.

Definicion 1.3. Se define la norma de un vector € R™ como
x| = V& -

La siguiente proposicion establece una desigualdad entre producto interno y norma de vectores de R™. Ella nos
permite definir la nocién de dngulo entre vectores de R”, dejando en evidencia que el producto interno determina
la geometria de R™.

Proposicion 1.2. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)
lz-yl <lzllyl  Vo,yeR”

Se tiene la igualdad si y sélo si & es multiplo escalar de y o uno de ellos es cero.

Demostracion. Sean ¢,y € R" y sea t € R. Entonces por las propiedades del producto interno tenemos que
0< (2 +ty,z +ty) = (x,2) + 20z, y) + *(y,y)

Si y = 0 entonces la desigualdad naturalmente vale. Si y # 0 entonces notamos que la expresion de arriba determina
una funcién cuadratica que se anula a lo mas una vez en t € R. Esto implica que el discriminante debe ser negativo
o nulo, es decir,

Az,y)* — Az, 2)(y,y) <0

de donde se obtiene la desigualdad deseada. Cuando x es miltiplo de y entonces claramente se tiene la igualdad.
Queda de tarea probar la reciproca. |

La desigualdad de Cauchy-Schwarz nos permite definir la nociéon de angulo entre vectores.

Definicién 1.4. Dados x,y € R™ llamaremos éngulo entre x e y a:

(rermen)
0 = arccos | ———
|yl

entendemos que 6 € [0, 7).

Con esta definicion podemos hablar de vectores ortogonales cuando el d&ngulo entre ellos es de 90°, es decir, cuando
(z,y) = 0.
También vemos la validéz del teorema del coseno:

Iz —ylI* = llz]* + [ly]|* — 2(z. y) = l|lz]|* + [ly]|* — 2]|z|[ly]| cos(6)

Cuando los vectores son ortogonales tenemos el teorema de Pitagoras.

Como ya dijimos, el producto interno induce la nocién de norma, la que le da a R™ su caracter topolégico, como ya
veremos. Por el momento veamos las propiedades bésicas de la norma.

Proposicion 1.3. (Propiedades de la norma)
1. Positividad: Para todo € R™ ||z| > 0y ||| =0 si y solo si = 0.
2. Homogeneidad: Para todo x € R", A € R ||[Az| = |||z
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3. Desigualdad triangular: Para todo z,y € R" |l + y|| < ||| + |y]|-

Demostracion. 1. y 2. son directas del las propiedades del producto interno y la definicién de norma.
La Desigualdad Triangular es una consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Para x,y € R" tenemos
2
@ty z+y) =le+yl”==>+2y) + [yl < lz|* + 2|yl + |yl

de donde se obtiene
&+ ylI* < (= + [lyl)*

Nota 1.1. De ahora en adelante preferimos denotar el producto punto entre vectores e y como x - y.

1.2. Funciones con valores en R™

Definicién 1.5. Llamaremos a f funcion a valores en R™ si f : D C R™ — R™.

Observamos que el argumento de f es un vector * = (z1,...,2,) € R"® y que la imagen de x es un vector de
R™. Asi f(x) = (fi(x),..., fm(x)), donde las funciones f; : D C R — R, para cada i, se conocen como funciones
coordenadas.

Para el estudio de las funciones de R™ a valores en R vamos a desarrollar las herramientas del Céalculo Diferencial.
Sin embargo, la posibilidad de dibujar en el caso de dimensiones pequenas, es siempre algo muy util. Mas atin ahora
que tenemos programas computacionales (Matlab, Wolfram Mathematica, Gnu Octave, etc.) muy eficientes para
esta tarea. A continuacion damos alguna terminologia.

Definicion 1.6. Llamaremos grafo de una funciéon f: D C R™ — R™ al conjunto:
G(f) ={(z, f(z)) -z € D}

Notemos que G(f) C R**™. Este se podra dibujar cuando m =1y n =1 0 n = 2. En el primer caso el grafo es
una curva y en el segundo una superficie.

Definicién 1.7. Cuando m =1 y dado ¢ € R se define el conjunto de nivel de la funciéon f como
Ne(f) ={z € D: f(z) = ¢}

En el caso en que n = 2 y n = 3 el conjunto de nivel N.(f) se puede dibujar. Se le conoce como curva de nivel
cuando n = 2 y superficie de nivel si n = 3.

Ejemplo 1.1.
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Figura 1.1.: Grafo de sen (ﬁﬁ-ﬂ) Figura 1.2.: Curvas de nivel de sen (ﬁ;’%l)

1.3. Conceptos introductorios de topologia

La nocién de limite y continuidad de funciones de R™ en R™ involucra el cardcter topoldgico de estos espacios,
inducido por la norma.

En el estudio de la topologia de R™ , un rol fundamental es jugado por las bolas abiertas.
Definicion 1.8. Dados x¢ € R”, r € Ry, llamaremos bola abierta de centro en x¢ y radio r al conjunto
B(xzg,r) ={x € R": ||l — x| <7}

Llamaremos bola cerrada de centro en xy y radio r al conjunto

B(xg,r) ={x e R" : ||l — xo|| <1}
Definicion 1.9. Diremos que A C R™ es un conjunto abierto si
(Vg € A)(3r > 0) : B(xg,r) C A

Ejemplo 1.2. R™ y el conjunto vacio &, son conjuntos abiertos. Aun cuando R™ es obviamente abierto, el caso del
conjunto vacio requiere una reflexion. Si & no es abierto entonces existe &y € @ para el cual B(xg,r) NR™ #£ &,
para cada r > 0. Esto es absurdo pues no hay elementos en &.

Ejemplo 1.3. El conjunto A = {(x,y) : > 1} es un conjunto abierto. En efecto, si (z,y) € A entonces

r—1

(05
Ejemplo 1.4. Si zg € Ry r > 0 entonces B(xg,r) es un conjunto abierto. En efecto, si x € B(xq,r) entonces

B (x “"‘”2‘“”) C B(wo,7)

Usando la desigualdad triangular muestre la veracidad de esta tltima afirmacion y haga un dibujo.

Definicién 1.10. Diremos que A C R™ es un conjunto cerrado si A® es abierto.
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Nota 1.2. Los conjuntos R™ y & son abiertos y cerrados. También existen conjuntos que no son abiertos ni cerrados.
Ver ejemplo a continuacion.

Ejemplo 1.5. Sean A= {1 :n e N}y B= AU{0}. Entonces:

1. A no es cerrado. En efecto A€ no es abierto, pues 0 € A® y: (Vr > 0)B(0,r) € A€. Lo anterior pues cualquiera
sea r > 0 se tiene que

1
(3n € N) tal que — <r
n
Es decir, L € B(0,7).
2. A no es abierto pues 1 € A, pero (Vr > 0) B(xg,r) € A.

3. B es cerrado y no es abierto.

Como en el caso de R uno puede definir sucesiones de vectores en R™. Se trata de una funciones de N — R" tales
que k — x. Usualmente se considera la notacion {xy }ren.

Definicion 1.11. Una sucesion {xy }ren en R™ se dice sucesion convergente a @ € R™ si:

(Ve > 0)3Fko €N) : |l — x| < e (Vk > ko)

En el caso que & € R™ converge a  anotamos &y — € 0 limy_, . € = . Notamos que la condicion ||z — x| < €
es equivalente a xy € B(x,¢).

Es interesante que uno puede caracterizar los conjuntos cerrados mediante el uso de sucesiones. En realidad uno
podria describir completamente la topologia de R™ usando sucesiones, pero no lo haremos.

Proposicion 1.4. A C R" es cerrado si y soélo si:

Para toda sucesion {zr}rey C A: ((xr — x) = x € A)

Demostracion.
(=): Supongamos que A es cerrado. Sea {xy}reny C A una sucesién cualquiera tal que lim x; = x. Queremos
T —T

demostrar que & € A. Supongamos que no, es decir, que x € A®. Como A es cerrado, existe ¢ > 0 tal que
B(zx,¢) € A®. Por otra parte, de la definicion de limite, existe kg € N tal que ) € B(x,¢) para todo k > kg, lo
que es imposible pues xj, € A.

(«): Para demostrar la reciproca probemos la contrarreciproca. Es decir, si A no es cerrado entonces existe una
sucesion {xy }rey C A que converge a x 'y & & A.

Como A no es cerrado, A® no es abierto, entonces existe un punto € A tal que
Para todo € > 0 se tiene B(x,e) N A # @

Esta proposicion nos permite construir una sucesion {xy} C A de la siguiente manera: para cada k € N tomamos
e = % entonces, como B(x,1/k) N A # &, podemos elegir x;, € B(x, %) y ¢ € A. Por definicion esta sucesion
converge a x, concluyendo la demostracion pues « ¢ A. |

Continuando con nuestra discusion sobre la topologia de R™ hacemos algunas nuevas definiciones.
Definicion 1.12. Sea A C R". Entonces:

1. x € A se dice punto interior de A si (3¢ > 0) : B(x,e) C A.

2. & € R™ se dice punto adherente de A si (Ve > 0) : B(z,e) N A # @.

3. & € R™ se dice punto de acumulacion de A si (Ve > 0) : (B(z,e) \ {x}) N A £ o.

4. x € R™ se dice punto frontera de A si (Ve > 0) : B(x,e)NA# 3 A B(z,e)NA° # 2.
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Observamos que un punto adherente de A no necesita estar en A, asi mismo un punto de acumulacién y un punto
frontera no necesitan estar en A.

Definicion 1.13. Dado A C R™ se definen los siguientes conjuntos:
1. Interior de A: int(A) = {& € A : x es punto interior de A}.
2. Adherencia de A: adh(A) = {x € R" : = es punto adherente de A}.
3. Derivado de A: der(A) = {& € R" :  es punto de acumulacion de A}.
4. Frontera de A: 0A = fr(A) = {& € R” : & es punto frontera de A}.

Nota 1.3. int(4) C Ay A C adh(A).

Ejemplo 1.6. En R sea A = [1,2) U {3}. Entonces: der(A) = [1,2], int(A) = (1,2), adh(A) = [1,2] U {3} ¥
fr(A4) ={1,2,3}.

Se obtiene de las definiciones la siguiente proposicion:
Proposicion 1.5. A es abierto si y solo si A =int(A4) y A es cerrado si y solo si A = adh(A).

Ejemplo 1.7. Demuestre que & € adh(A) si y sélo si existe una sucesion {xy}r C A tal que limg_, o0 T = .

Solucion.
(=) A es cerrado, entonces toda sucesion convergente en A tiene su limite en A.
Sea la sucesion {zx},keN:xy »x=>axc A

xp — x < Ve >03ky € N:VEk > ko, xi € B(x,¢)

Pero @) € A, entonces Ve > 0 B(x,e) N A # & = x € adh(A). Sabemos que A es cerrado, lo que en otras palabras
es A = adh(A) lo cual implica que x € A.

(<) Toda sucesion convergente del conjunto A tiene su limite en el conjunto, entonces A es cerrado.
Supongamos que x € adh(A), entonces se tiene que

B(x,e)NA# Ve >0
Escojamos £ = 1/k, entonces debe tenerse
B(x,1/k)NA# oVkeN

lo que implica que existe x;, perteneciente a B(x,1/k)NA para todo k € N. Entonces, {xy} estaen Ay limy_,o0 g, =
x O

Con este ejemplo terminamos esta breve introducion a la topologia de R™ y estamos en condiciones de presentar la
nociéon de limite de una funcion.

1.4. Limites y continuidad

Definiciéon 1.14. Sea f: A CR" — R™ y a € der(A). Entonces decimos que b es el limite de f cuando @ tiende
a a y escribimos lim f(x) = b si
T—a

(Ve > 0)(30 > 0) tal que (| —al <) A(xcA)=|f(x)-b]|<e

Nota 1.4. En la anterior definicion pedimos que a € der(A) para que siempre haya puntos cerca de a.



1.4. Limites y continuidad

A continuacion desarrollaremos dos ejemplos en los cuales debemos efectivamente demostrar el valor de un cierto
limite. Para ello es necesario dar una féormula que permita determinar § dado e.

Ejemplo 1.8. Demuestre usando la definicion que

lm (22 —-1)=0
(zy)—(1,1)

Solucion. En primer lugar vemos que a partir de
[(z,y) = (L) <06
se puede deducir directamente que
[t —1]<dely—1<dyentonces |xr— 1| <dyl|z|]<I+1 (*
Por otro lado
[f(z) = b = |a? = 1| = |z — 1|z + 1 (**)
Asi, dado € > 0 podemos elegir § > 0 de modo que
0(0+2)<e
Entonces, si [|(z,y) — (1,1)|| < 4§, tenemos (*), y entonces obtenemos de (**) que
(If@)—bl <6(5+2) <e
O

El ejemplo anterior es bastante simple. La dificultad puede aumentar cuando la funcién f es mas complicada, por
ejemplo si es un cuociente.

Ejemplo 1.9. Demuestre usando la definicién que

lim =4

(zy)—(2,1) T —Y
Solucion. Partimos como en el ejemplo anterior viendo que si
[(z,y) -2, <6
entonces se tiene directamente que
|z —2[<dely-1[<é (*)
Por otro lado, un desarrollo algebraico simple nos lleva a lo siguiente

J,‘2

r—y

P —drt iyl |(@—2)2 -4y — 1)
|z —y| |z — vy

() = bl = (**)

_4‘

Observamos aqui dos hechos relevantes. Primero, en el numerador tenemos una expresion que depende esencialmente
de |z — 2| y |y — 1], cantidades controladas por §, segin (*). Segundo, en el denominador tenemos |z — y|, que es
una cantidad que podria anularse si uno no es cuidadoso.

Para tratar este ultimo término procedemos en una primera etapa encontrando un valor ¢; medio, que si bien no
nos permitira acotar por € nos permitira controlar |x — y|. El denominador no se anula en (2, 1), de aqui vemos que
si elegimos §; = 1/4, por ejemplo, entonces de (*) podemos concluir que

1
lz =yl >3 (**%)
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%) se tiene, obtenemos de (*) y (**) que

[(x —2)* —4(y = 1)|
|z —yl

Suponiendo entonces que (

|[f(x) = bl = < 2|(z = 2)* —4(y - 1)

De aqui, usando nuevamente (*) podemos acotar mejor

1
[f(z) =0 < Sl — 2|+ 8ly — 1] < 8]z = 2[ + [y — 1))

Entonces, dado ¢ > 0, podemos elegir d = 5. Pero debemos asegurarnos que los argumentos anteriores sean

siempre validos y eso lo logramos si elegimos § = min{2, 151 v se tendra que

22
-2, <6= -4 <
o) - @l <5 |2 -] <
O
Ejemplo 1.10. Demostrar que
2,2
fm STV
(z,y)—(0,00 = +yY
Solucion. Del curso de Calculo sabemos que
. sen(a)
lim —— =1
a—0 [6%
Entonces, dado € > 0 existe d; > 0 tal que
o] < 61 = Senm)—1‘<a
Elijamos ahora ¢ = v/8;. Entonces ||(x,y) — (0,0)|| < § implica que |2? 4+ y?| < §; y entonces
2,2
sen(z? + y*) l<e
SC2 +y2
O

Nota 1.5. Notamos que una manera equivalente de escribir la nocién de limite es la siguiente: para toda bola
abierta B(b,¢) existe una bola abierta B(a,d) tal que

x € (B(a,d)\{a}) N A= f(x) € B(b,e)

0 equivalentemente

f((B(a,0)\ {a}) N A) C B(b,¢)

Ahora vamos a desarrollar el concepto de limite estudiando sus principales propiedades. En toda esta seccién
hacemos notar la analogia que se tiene con el curso de Calculo, donde se estudio el concepto de limite y continuidad
para funciones de una variable real. Es sorprendente que la mayoria de las proposiciones que veremos a continuaciéon
tienen una demostracion que se obtiene de la analoga de Calculo reemplazando | - | por || - |-

Proposicion 1.6. (Unicidad del limite)
Sea f: ACR™ - R™ y a € der(A). Si

ltm f(x) = by y lim f(z) = b

r—a

Entonces b; = bs.



1.4. Limites y continuidad

Demostracion. Por hipotesis, dado € > 0 existen §; > 0y d2 > 0 tales que
(lz—all<é A@ed)=|f(x)-bi]| <e
(lz—all <6 AN @e )= [|f(x) bl <¢
Entonces, si ||z — a|| < min{dy, d2} se tendra que
[b1 = ba|| < [[(f(x) = b1) = (f(z) = ba)[| < [If(z) = ba + [ f(z) — bl < 2¢
Como ¢ puede ser arbitrariamente pequeno, debemos tener que by = bs. |

La siguiente proposicién es muy util para estudiar la existencia de un determinado limite. Se usa principalmente
para mostrar que una cierta funcién no tiene limite.

Proposicion 1.7. Sea f: A CR®™ - R™ y a € der(A) tal que lim f(x) = b. Entonces para todo B C A tal que
r—a
a € der(B) se tiene que
lim f|p(x) =b

rT—a
Demostracion. Tarea. ]
La contrarreciproca nos da el siguiente corolario
Corolario 1.1. Sea f: ACR"” - R™, a € der(A) y B1,Bzs C A, de manera que a € der(By) Nder(Bz). Si uno
de los limites lim f|p,(x) ¢ lim f|p,(x) no existe o si lim f|p,(x) # Um f|p,(x) entonces el limite
T—a T—a T—a Tz—a

lim f(x) =05

r—a
no exste.

Ejemplo 1.11. Se trata de estudiar el siguiente limite

lim
(z,9)=(0,0) T+ Y
Solucidn. Notemos en primer lugar que f(0, 0) no esta definida, sin embargo esto no tiene importancia alguna. Lo que
sf importa es que (0,0) € der(R?\{(0,0)}). Si consideramos los conjuntos A = {(0,y) : y # 0} y B = {(2,0) : z # 0}
entonces tenemos que

lim z,y) =0 lim z,y) =1
(z,y)ﬁ(oyo)ﬂA( y) y(z,y>_><o,o>f‘3( Y)

Concluimos entonces que el limite bajo estudio no existe, en virtud del corolario. O

Nota 1.6. En los ejemplos anteriores hemos considerado solamente funciones a valores reales, es decir, con espacio
de llegada R. Esto queda justificado en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.8. Sea f: A CR" — R™. Entonces:
lim f(x)=b < Mi=1,...,m)lim fi(x)=10

r—a Tz—a

Aqui f; es la i-ésima funcién coordenada y b; is la i-ésima coordenada de b.

Demostracion.
(=): Tarea.

(«<): Dado ¢ > 0, por hipétesis existe d; > 0 tal que || — a|| < §; y © € A implica que |f;(x) — b;| < &/\/m, para
cualquier ¢ = 1,2,...,m. Entonces, si elegimos 6 = min{d,...,d,,}. tenemos que si |z —al| < § y ¢ € A implica
D (film) =) <m =

i=1
de donde || f(x) — b|| <e. [

Los siguientes tres teoremas resumen las propiedades importantes de los limites.
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Teorema 1.1. Sean f,g: A CR™ = R™ y a € der(A). Si existen los limites lim f(x) = by y 11’_r>n g(xz) = by,
T—a

T—a
entonces los siguientes limites existen y pueden calcularse como sigue:

lim (f +g)(@) = lim f(2) + lim g() (1.1)
Si A €eR,
lim (Af)(@) = A lim f(x) (1.2)

Demostracion. Demostraremos una a una las propiedades:

1. Dado € > 0, como f y g tienen limite en a, existen d1,d2 > 0 tales que

reAlz—al <o = |[f(z- fla)l <

NN ™

zeEA|r—al| <o = |g(®)—gla)l] <
Definiendo 6 = min{dy, 5>} se obtiene:
zeA |z—al<é=|[(f+9)(x)— (f+g)(a)] <
1f () = fla)ll + llg(x) — gla)|| <

+-=¢

DO ™

2. Si A =0 se concluye la demostracion. Si A # 0, dado € > 0 como f tiene limite en a, existe § > 0 tal que

zeA |z—al|<s = ||fz)- fla)] < W

lo que es equivalente a [|[Af(x) — Af(a)|| < ¢ lo que concluye la demostracion.

|
Teorema 1.2. Sean f: ACR® - R™ yg: f(A) CR™ — RP. Si existen los limites ll’gl fle)=0by h'rr%) g(y) =
T—a y—
wed yes(4)
c, entonces existe el limite
Jim (g0 f)(@) = (1.3)
xTEA
Demostracion. Dado € > 0, como el limite de g en f(a) existe, entonces existe un valor n > 0 tal que
ly = fl@)l <n = llgly) —g(fla))ll <e
y como el limite de f en a existe, entonces existe un valor § > 0 tal que
|z —al <6 = [|f(z) - fla)ll <n
De estos dos resultados se concluye
lz—all<é = [lg(f(z)) —g9(fla))l <e
por lo que g o f tiene limite en a. |

Teorema 1.3. Sean f,g : A C R" — R. Si existen los limites lim f(x) = by y lim g(x) = by, entonces los
T—a T—a

stguientes limites existen y pueden calcularse como sigque:

lin (£ 9)() = lim f(z) - lim g(a) (1)
Si f(a) £ 0
; 1 B 1
tin () @ T /(@) (15)

10
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Demostracion. Demostraremos una a una las propiedades y utilizaremos los dos teoremas anteriores.

1. Como (f-g)(x) = 1[(f+9)*— f*—g*](z), para demostrar la existencia del limite de f-g en a, la demostracion
se reduce al hecho de que el cuadrado de una funcién cuyo limite existe en a también tiene limite en a.

Debemos demostrar f2 tiene limite en a. Como f? es la composicion de f : A CR* - Rcong: R — R
definida por g(y) = y?, y como el limite de ambas funciones existe en a y f(a) respectivamente, f? tiene
limite en a.

2. Siguiendo el desarrollo de la parte anterior, tenemos que 1/f es la composicion de f : A C R™ — R con
g : R\ {0} — R, definida por g(y) = 1/y, cuyos limites existen en a y f(a) respectivamente.

1.4.1. Continuidad de funciones de R"” en R™

Ahora que hemos estudiado el concepto de limite estamos preparados para introducir el concepto de continuidad
de una funcion.

Definicién 1.15. Sea f: A CR"™ — R™ y sea y € A. Decimos que f es continua en y si:
(Ve > 0)(36 > 0) tal que [z € A A |lz —yl| <6] = [[f(z) - fy)| <e

0 equivalentemente
(Ve > 0)(36 > 0) tal que f(B(y,8) N A) C B(f(y),e)

Definicion 1.16. Sea f: A CR™ — R™. Decimos que f es continua en A si:
(Ve A) (Ve >0)(F6>0) talque [y € A A |lze—y|| <] = ||f(x) - f(y)]| <e

Nota 1.7. Si xzy € A es un punto aislado de A, es decir, g € A\ der(A4) entonces f es obviamente continua en xg.

Si xg € der(A) entonces f es continua en xg si y solo si

lim f(z) = f(z0)

T—To

Como consecuencia de la observacién anterior y de la proposicion 1.8 se tiene que f: A C R™ — R"™ es continua en
xo € A siy solo si f; es continua en xq, para todo i =1,...,m.

Como consecuencia de los teoremas 1.1, 1.2 y 1.3 tenemos también tres resultados sobre funciones continuas cuya
demostracion es andloga a lo que ya vimos sobre limites.

Teorema 1.4. Sean f,g: ACR" - R™, kg € A y A € R. Entonces:
1. f continua en xy implica Af continua en xq.

2. f y g continuas en xg implica f + g continua en xg.

Demostracion. Tarea. [ |

Teorema 1.5. Sean f: ACR"® - R™, g: BCR™ — RP, con f(A) C B yxy € A. Entonces [ continua en &g y
g continua en f(xg) implica go f continua en x.

Demostracion. Sea € > 0. Como g es continua en f(xg) existe § > 0 tal que:

yE€ B, [ly—flxo)l <0 = llg(y) —g(f(z0))l| <€

Por otro lado, de la continuidad de f en oy sabemos que existe n > 0 tal que:

veA |-zl <n = [f(®) - flx)] <0

11
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Juntando estas dos proposiciones y tomando y = f(x) se tiene que existe n > 0 tal que

e A |-zl <n= flx)eB, |f(x)-flx)] <0
= [lg(f(@)) — g(f(zo))ll <€

Es decir:
|z — ol <n = [[(go f)(x) —(go f)(zo)| < e
[ |

Teorema 1.6. Sean f,g: A CR" - R y xy € A. Entonces f y g continuas en xqg implica f - g continua en xg.
Agregando el supuesto f(xg) #0, f y g continuas en xqg implica ﬁ continua en xq.

Demostracion. Tarea. |
Ejemplo 1.12. La funcion f(z,y) = (%, x +y,y-sen(z)) es continua en todo punto de R2.

Solucion. En efecto, sus tres componentes son continuas en todo RZ:

2 . 7
fi(z,y) = 1i7 lo es pues f(z) = 22 lo es, al igual que g(y) = 1 + y? la cual ademés no se anula. Entonces, por el
teorema anterior ﬁ = ﬁ también es continua, y nuevamente por el teorema anterior x2 I _:yz es continua.

fa(x,y) = = + y es evidentemente continua pues f(zr) = z e g(y) = y son continuas y la suma de continuas es
continua por el teorema anterior.

f3(z) = sen(zx) es continua, g(y) = y también lo es, luego por el teorema anterior y - sen(z) es continua.

La idea es que con la ayuda de los teoremas 1.4, 1.5 y 1.6 podamos determinar por inspecciéon cuando una funcién
es continua, por ser una combinaciéon de funciones continuas conocidas. O

Ejemplo 1.13. f(z,y,z2,t) = sen(t(z? + y? + 2?)) es continua en todo punto de R*.

Definicion 1.17. Diremos que A C R™ es una vecindad de &g € R™ si g € Ay A es abierto.

La siguiente proposiciéon da una caracterizacién de la continuidad en términos de vecindades. Notar que la bola
abierta B(x,r) es una vecindad de x.

Proposicion 1.9. f: A C R® — R™ es continua en &y € R™ si y solo si para toda vecindad U C R™ de f(xo)
existe una vecindad V' C R™) de g tal que f(VNA) CU.

Demostracion.
(=): Sea U una vecindad de f(xg). Entonces existe € > 0 tal que B(f(x¢),e) C U. Usando ahora la continuidad
de f en xp, para este € > 0 existe & > 0 tal que

& — 2ol <dyzcA=|f(z) - flm)] <e

Es decir
x € B(xg,0) yzx e A= f(x) € B(f(xo),¢)

Si definimos V' = B(x, d), que es una vecindad de xg, obtenemos de aqui que

f(B(zg,0)NA)=f(VNA) CU

(«<): Esta implicacion queda de tarea. [

12
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1.5. Diferenciabilidad de funciones de R" a R™

Consideremos f: ACR®” - Ry x = (21,...,2j,...,2,) € A, donde el conjunto A se supone abierto a fin de
evitar complicaciones con cualquier nocién similar a la de derivadas laterales como suele hacerse en el calculo de
una variable. Para 1 < j < n fijo, definimos la funcion:

f:R — R
h — f(CB =+ hej)
donde e; es el elemento j-ésimo de la base canénica de R"™. Notamos que
T + hej = (1‘1, R ,J]j,17h+$j,$j+1, R ,.Z'n)

A esta funcién, siendo de R en R, le podemos aplicar la teoria de diferenciabilidad desarrollada en el curso de
Calculo.

Definicién 1.18. Llamaremos derivada parcial de f con respecto a x; en € R™ a

f(x + hej) — f(=)

1m
8xj h—0 h

si dicho limite existe. Cuando la derivada parcial de f con respecto a x; existe en todo punto de A, entonces ella
define una funcion
of

—ACR" >R
8a:j - -

Nota 1.8. Como una derivada parcial es una derivada de una funciéon de R en R, uno puede usar todas las reglas
de derivaciéon estudiadas en Célculo.

Ejemplo 1.14. Calcular la derivada parcial de la funciéon f con respecto a x para
f(z,y) = &'y + sen(xy)

Solucion. Haciendo uso de la observacién anterior tendremos que

0
o (2,) = 4%y + costam)y

Ejemplo 1.15. Calcular la derivada parcial de la funciéon f con respecto a x para f(z,y) = \/%
a2ty

Solucion. Para esto notamos que si (z,y) # (0,0) entonces

g( )= oy
oz Y T (@2 1 y2)3

Si definimos f(0,0) = 0 entonces podemos calcular también la derivada parcial de f con respecto a = en (0,0). Aqui
usamos la definicion

of _ o S(R,0) - f(0,0) 0
s 0:0) = Jim TSI < i 7 <0

O

En la nocién de diferenciabilidad hay dos aspectos a considerar: el aspecto analitico y el aspecto geométrico. Parece
tentador definir una funcién diferenciable en un punto como una funcién que posee todas sus derivadas parciales
en dicho punto. Sin embargo esta condicién no es suficiente para producir una buena definicién, pues nos gustaria
que al menos se cumplan las siguientes propiedades:

13
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1. Si f es diferenciable en un punto entonces es posible definir un plano tangente al grafo de la funcion en dicho
punto. Este es el criterio geométrico.

2. La composicion de funciones diferenciables es diferenciable. Este seria un criterio analitico.

Ejemplo 1.16. El siguiente ejempo ilustra las ideas anteriores. Consideremos la funcion definida por f(x,y) =
x%y%. Calculando las derivadas parciales por definicién obtenemos que estas existen y son

af of

—(0,0) = =—(0,0) =0

5 (0.0 =5 0.0)
Uno esperaria que el plano tangente a la funcion f en el punto (0, 0,0) estuviera dado por la ecuacion z = 0, para ser
consecuentes con el valor de las derivadas parciales de f en el (0,0). Sin embargo, este plano no puede ser tangente
al grafo de la funcion en (0,0), pues sobre la recta y = z el grafo de f tiene pendiente infinita en el origen.

2
3

Por otro lado, g : R — R? definida por g(z) = (x, z) es diferenciable en cero con ¢} (0) = g5(0) = 1, pero fog(z) =z
no es diferenciable en 0.

Concluimos de este ejemplo que la nociéon de diferenciabilidad debe involucrar algo mas que la sola existencia de
las derivadas parciales en el punto.

Veamos ahora el aspecto geométrico en R? para motivar la definicién en general. Supongamos que queremos ajustar
un plano tangente al grafo de f : R? — R en el punto (zo,yo, f(z0,%0)) € G(f). Es decir queremos encontrar
un plano en R3 que pase por el punto y que tenga la misma inclinacién que el grafo de f en el punto. Para esto
consideremos un plano genérico z = a + bx + cy y deduzcamos de las condiciones que mencionamos antes el valor
de las constantes a,b y ¢. En primer lugar queremos que (xo, yo, 20) pertenezca al plano tangente, entonces

f(xo,y0) = 20 = a+ bxo + cyo

Fijando la variable xy se deberia tener que las recta z = a + bxg + cy debe ser tangente al grafo de z = f(z¢,y) en
el punto yg. Esto implica que

0

éTi(xO’ Yo) =b
De manera anéloga

& (wo.m0) = ¢

dy 0,Y0) =

Es decir, el plano buscado es
0 0
z = f(wo,y0) + a%(l‘o,yo)(x — o) + afz(wo,yo)(y — Yo)

Definicién 1.19. Sea f : A C R? — R, A abierto y (29,%0) € A. Decimos que f es diferenciable en (x¢,%) si
existen las derivadas parciales %(1‘0, Yo) Yy %(ﬂfo, yo) v el limite

, |/ (@,y) = f(wo,90) — 5L (@0, 90) (x — w0) — G (20, 90) (y — 90)

lim =0
(2,9)—(z0,y0) (=, ) — (zo, yo)l

existe.

Intuitivamente estamos pidiendo a f, para que sea diferenciable, que su grafo y el plano tangente al grafo en el
punto estén muy cerca, tan cerca que incluso al dividir su distancia por ||(z,y) — (o, ¥0)|| la fracciéon todavia es
pequena.

Vamos ahora al caso general:

14
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Definicion 1.20. Sea f: A C R™ — R™, A abierto y ¢y € A. Entonces, si todas las derivadas parciales de todas
las funciones coordenadas existen en @, podemos definir una matriz Df(2x¢) € M, xn(R) como

(Do) = 5 (z0)

Esta matriz se conoce como matriz Jacobiana o Diferencial de f en x.

Definicion 1.21. Sea f: A CR"™ — R™, A abierto y g € A. Decimos que f es diferenciable en x( si para todo

i=1,...,myparatodoj=1,...,n ga{?(wo) existe y
J

|f(z) — f(z0) — Df(x0)(T — 0)||

lim =0 1.6
A5, o= ol o
Usualmente la condiciéon (1.6) se escribe de manera equivalente como
h) — -D h

h—0 IRl

Nota 1.9. En vista de la proposiciéon 1.8 tenemos que una funcién f: A C R™ — R™ es diferenciable en xy € A si
y sblo si cada una de las funciones componentes f; : A C R™ — R es diferenciable en &g € A.

La diferenciabilidad tiene que ver con la posibilidad de aproximar la funcion f(x) por una funciéon lineal afin
L(z) = f(xo) + Df(xo)(x — xo) cerca de xo. En ocasiones L se llama aproximaciéon de primer orden de f en .
Como ya vimos en el caso de n = 2 y m = 1, lo anterior se interpreta geométricamente como la posibilidad de
ajustar el plano tangente al grafo de f en x.

Ejemplo 1.17. Encuentre el plano tangente al grafo de f(x,y) = 22 + 32 en el punto (1,1).

Solucion. Calculamos las derivadas parciales en (1,1)

0
i(171)22x|(1,1) =2 y

of
B a*y(la 1) =2yl =2

Entonces el plano tangente tiene por ecuacion

z=242(x—-1)4+2(y—1)

es decir
z=—-242x+2y

1.5.1. Aproximaciéon de primer orden

Sif:ACR"— R™ es una funcion diferenciable en &y € A. Entonces la funcién lineal afin
L(h) = f(zo) + Df(xo)h

es una aproximacion de la funcion f(xo + h) cerca de h = 0. No solo f(xo + h) y L(h) = f(x¢) + Df(x¢)h son
muy parecidas, sino que ademas
L ot h) — L(R)
h—0 R
h#£0

=0 (1.8)
En el caso m =1y n = 2 tenemos que

L(h) = L(h1, ha) = f(z0,v0) + %(an Yo)h1 + %(Imyo)hz

aproxima a f al primer orden cerca de (g, yo)-
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Ejemplo 1.18. Encuentre una aproximacién de primer orden para la funcién f : R? — R definida por f(z,y) =
x cos(y) + €Y, cerca del punto (xg,y0) = (1, 7).

Solucion. Tenemos f(l,7) = —-1+¢e"y

of B .
g Lm) = Tldme
of -
ay(:l?ﬂ-) - €

Asi la aproximacion de primer orden es
fAQ+a,m+b)~—-14e"+(—14+me")a+e"b
O

Nota 1.10. En general, los vectores de R™ deberian considerarse como vectores columna. De esta manera la matriz
Jacobiana y el producto D f(xo)h, h € R" tienen sentido. Sin embargo, cuando esto no lleve a confusion, muchas
veces escribiremos los vectores de R™ como vectores fila, por economia notacional.

1.5.2. Gradiente de una funcién

Definicion 1.22. La matriz Jacobiana de una funcién de R™ en R es una matriz de 1 x n

D (o) = [W(m of of

65(}1 8332 (.’Bo) e 8:671(2130)]

Es costumbre identificar esta matriz con un vector de R™ llamado gradiente de f en @xg. Asi

Vf(xo) = <§i(mo),...,§i(azo)>t

Con esta notacion la aproximacion lineal tiene la siguiente forma

L(z) = f(zo) + Vf(o) - (x — o)

1.5.3. Relacion entre continuidad y diferenciabilidad

A continuacién abordamos la relacion entre continuidad y diferenciabilidad. Al igual que en el caso de las funciones
de una variable, la diferenciabilidad es un concepto mas fuerte que el de continuidad, en el sentido que, toda funcién
diferenciable en un punto es también continua en dicho punto. Pero la relaciéon no termina alli. Si bien la mera
existencia de las derivadas parciales de una funcién en un punto no garantiza su diferenciabilidad, en el caso que
esas derivadas parciales existen y son continuas en una vecindad de dicho punto entonces si hay diferenciabilidad
de la funcion.

Comencemos extendiendo la desigualdad de Cauchy-Schwarz al producto de una matriz por un vector. Sea A una
matriz en M,,x,(R) y € R™. Entonces, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

n n m n

2
lAz(? =3 D aya; | <D | Doand i | = (DD ai | =l (1.9)

i=1 \j=1 i=1 \j=1  j=1 i=1 j=1

Definicion 1.23. La desigualdad 1.9 sugiere definir la norma de una matriz A € M,,,x,(R) como

1Al = (1.10)

(1.10) se conoce como norma Frobenius.
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1.5. Diferenciabilidad de funciones de R™ a R™

Podemos resumir esto en la siguiente proposiciéon

Proposicion 1.10. Si A € M,,,«n(R) y & € R™ entonces
[Az|| < [[A]l [j]|
Teorema 1.7. Sea f: A CR"™ - R™ y xy € A. Entonces

f es diferenciable en xy = f es continua en xg

Demostracion. Si f es diferenciable en xy entonces existe la matriz Jacobiana de f en x¢ y

o @) = f(@o) = Dfo)(@ — o)

=0
@y | — 0|

Asi dado € > 0, existe 0 > 0 tal que si ||& — x| < § entonces:

1f (@) = f(®o) — Df(2o)(@ — o)l < ellz — ol

Entonces, usando la desigualdad triangular y la proposiciéon 1.10, obtenemos
1 () = f(mo)l| < ell — zoll + [Df (o) (2 — 20)|| < (¢ + [[Df(20)[])]| — 20|
De esta manera, si elegimos §; = min{d,e/(e + ||Df(xo)||)} obtenemos
|z —@o|| <01 = ||f(x) — flzo)| <€
es decir, f es continua en x. |

Corolario 1.2. Si f es diferenciable en xqy entonces existen 6 y K tales que

[ — ol <0 = [If(2) = f(zo)]| < Kllz — 20

Demostracion. Basta tomar e =1y K =1+ || Df(x0)|| en la demostracion del teorema. [
Retomaremos esta propiedad cuando veamos méas adelante el teorema del valor medio.

Continuando con la relacion entre diferenciabilidad y continuidad consideremos una funciéon f: A C R® — R™ y
xo € A. Supongamos que las derivadas parciales de f existen no sé6lo en xg sino que en una vecindad de VC A de
xo. Entonces estas definen funciones

afi

:V = R tal que ¢ — afl(w)
(933]'

8a:j

El siguiente teorema nos da una condicion suficiente para que una funcion f sea diferenciable en x.

Teorema 1.8. Sea f: A CR™ — R™ tal que sus derivadas parciales existen en una vecindad de xy y son continuas
en xg. Entonces f es diferenciable en xg.

Para la demostraciéon vamos a utilizar el teorema A.5.

Demostracion. En vista de la nota 1.9, basta demostrar el teorema para m = 1. La demostraciéon en el caso general
para n es analoga al caso n = 2. Haremos la demostracion para el caso n = 2 y el caso general queda de tarea.

Consideremos

f(xo+h) = f(xo) =
f(xo1 + hi,zo2 + ha) — f(xo1 + hi, @o2) + f(2o1 + h1, zo2) — f(Zo1, Zo2)
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Fijemos xg1 + h1 y supongamos que hs > 0. Definamos la funcion g : [0, he] = R como g(s) = f(zo1 + h1, 202 + ).
Como la derivada parcial con respecto a y existe en una vecindad de xq, si h es pequeno, la funcién g es derivable
en [0, ho]. Entonces, aplicando el teorema del valor medio (teorema A.5) a g existe ¢ € [Zo2, Zo2 + h2] tal que

0
i(ﬂim + hi, 202 + c2)

f(zo1 + h1,zo2 + he) — f(zo1 + b1, zo2) = 3
X2

Si hy < 0 entonces se define g en [hg, 0] y se procede de manera analoga. Notemos que en cualquier caso |ca| <
|ha| < [|h].

Por el mismo argumento, fijando ahora zg2 se tendra que existe ¢; tal que |c1| < |hy| < |||y

f(xo1 + hi,z02) — f(®o1,%02) = (zo1 + 1, Z02)

of
8951

Y asi, si anotamos &} = (201 + h1,To2 + ¢1) y €3 = (201 + €1, Tp2) tenemos

oo+ ) = o) = 5@ + 2L (@50
y de aqui
o+ 1) = @) - Do = | o (eD) = 7o) | mo+ | 2L @) - L@ e *)

Usemos ahora la continuidad de las derivadas parciales en xy. Dado € > 0 existe §; > 0 tal que

of

af €
”w—%”“l:’\axﬁw) | < =
y existe do > 0 tal que
af af €
o~ anll <82 = |22 (@) - 37 )| < =

Eligiendo § = min{d1,d2}, si ||h|| < & entonces para k = 1,2,
[} —zoll = le;| < sl < |[R]| <&

y asi

<

of of €
87%(%) - 87j(-’”0) E

Reemplazando esta tltima igualdad en la ecuacion (*) y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene

2 2
If(wo+h)—f(wo)—Df(a:o)h|S\/(gmfl @)~ g @) + (5~ p(en) Il
de donde
P+ h) — flo) ~ D] < /5 + 5 -1kl = <]l

Definicién 1.24. f se dice de clase C! en g € A si f es diferenciable en xg y todas las derivadas parciales de f
son continuas en xg.

18



1.5. Diferenciabilidad de funciones de R™ a R™

Definicion 1.25. f: A C R™ — R™ se dice diferenciable en A si f es diferenciable en cada punto de A. f se dice
de clase C' en A si f y todas sus derivadas parciales son continuas en A.

Ejemplo 1.19. f(x,y) = % es diferenciable en cada punto (z,y) # (0,0) pues % y %

continuas en cualquier punto distinto del (0, 0).

existen y son

Ejemplo 1.20. Las derivadas parciales de la funcion f(z,y) = x1/3y1/3 estudiada anteriormente no estan definidas
en una vecindad del origen, menos pueden ser continuas.

Volvemos ahora a la idea de aproximacion que lleva el concepto de diferenciabilidad. Vimos que si f es diferenciable
en un punto x entonces la funcion lineal afin L(h) = f(xo) + D f(xo)h aproxima a f en primer orden. Nos interesa
ahora la reciproca.

Teorema 1.9. Sea f: A CR™ — R™ una funcion continua en xg € A y L una funcion lineal afin, L(h) = a+ Bh
con a € R™ y B € My,xn(R). Supongamos que

. f(xo+h) — L(h)|

| = 1.11
T ’ (A
Entonces a = f(xg) y B=Df(xo) y f es diferenciable en x.
Demostracion. Por hipoétesis
o+ ) - L)
h—0 IRl

entonces se tiene en particular que

’lllghf(ﬂ30+h)*a*3h:0

Como f es continua en g, esto implica que f(xg) = a.

Por otra parte, eligiendo 1 < j < n, tenemos de la hipotesis que

1t 1 (@0 + hej) — fl@o) — Bhej|| _

0
h—0 lhe; |
es decir,
1y L (@0 +hej) = flzo) _ Be,
h—0 h

Asti, las derivadas parciales de las funciones coordenadas con respecto a ; existen y son iguales a la columna j-ésima
de B. De aqui B = D f(x). En vista de la hipdtesis nuevamente, tenemos que f es diferenciable en x. |

Este teorema dice que cuando existe una aproximacién lineal de primer orden esta es tnica. Es un teorema de
unicidad. Por otra parte este teorema es muy util para demostrar la diferenciabilidad de una cierta funcion. La idea
es que uno tiene una matriz B que es candidata a ser la matriz Jacobiana de f. Con dicha matriz uno demuestra
(1.11). y concluye la diferenciabilidad.

El siguiente es un teorema que permite combinar funciones diferenciables.
Teorema 1.10. Sean f,g: A CR™ — R™, &y € A funciones tales que D f(xo) y Dg(xo) existen, entonces
1. D(f + g)(xo) existe y se tiene

D(f + g)(xo) = Df(xo) + Dg(x0o) (1.12)
2. Si A€ R, DIAf)(mo) existe y se tiene
D(Af)(@o) = AD f(0) (1.13)
3. Sim =1, D(f x g)(wm) existe y se tiene
D(f - g)(o) = g(@o) D f(x0) + f(x0)Dg(0) (1.14)
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4. Sim=1y f(xo) #0, D(1/f)(x) existe y se tiene

D(1/f)(zo) = — D f () (1.15)

1
[ (o)
Demostracion. Veamos una a una las propiedades:

1. (1.12) y (1.13) son consecuencia directa de la definicion de diferenciabilidad.

2. Una forma de demostrar es que se cumpla la ecuacion (1.8). Es decir,

(f-9)(wo + h) — (f - g)(w0) — [9(w0) Df(x0) + f(x0)Dg(o)]h

W Thl
~ lim (f(on + h)[g(xo + h) — g(x0) — Dg(x0)h]

h—0 IR

L 9(@)lf(wo+h) — f(wo) — Di(wo)h] | [f(wo+h) - f(wo)]Dg(wo)h>

IA] I
, _g(xo + h) — g(my) — Dg(xo)h
= Jim, f(wo + ) lim == \|h|(|) :
_ flzo+h)— f(zo) ~ Df(zo)h | . Dg(zo)h
+g(w0) Jim == Tl o+ i [f (o + ) = f(@o)] == =0

Como ya vimos para la aproximaciéon de primer orden, tenemos que el tltimo limite se anula ya que

Dg(xo)h
Al

es acotado.

3. Nuevamente debemos verificar que se cumple (1.8).

lim f(m01+h) - f(:lco) [[’szgfofﬁ? — lim f(iBO)2 - f(wo + h)f(fﬂo) + f(fBo + h)Df(fBo)h
h—0 I h—0 f(xo+ h)f(zo)? |||l

. L Df@o)lf@o+h) ~ f(@)] = f(@o)lf (@0 +h) — f(w0) = Df w)h]
h—0 f(xo + h)f(x0)? IRl

1 Df(zo)h 1 fl@o+h)— f(zo) —Df(zo)h _

= Fao)® Aol (Fo 4 ) = F@o)l =5 = e i Tl =0

Teorema 1.11. (Regla de la cadena)
Sean f: ACR" - R™ y g: BCR™ — RP tales que [ es diferenciable en &g € A y g diferenciable en f(xg) € B.
Entonces go f: A CR™ — RP es diferenciable en xg y

D(f o g)(zo) = Dg(f(x0))Df(x0)

Demostracion. De acuerdo al teorema 1.9 basta demostrar que

1t 19U (@0 + R)) — g(f(@0)) — Dg(f(@0)) Df(zo)Rl| _
h—0 IR

0

De la desigualdad triangular y de Cauchy-Schwarz tenemos que

lg(f (@0 + h)) — g(f(20)) = Dg(f(20)) D f(2o)h|l
<llg(f (w0 + h)) — g(f(@0)) — Dg(f(20))(f (20 + h) — f(x0))|l
+[[Dg(f (@)l |(f(zo + h) = f(x0o) — Df(x0)h)|.
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1.5. Diferenciabilidad de funciones de R™ a R™

Por otro lado, como f es diferenciable en g, dado ¢ > 0 existe §; > 0 tal que

e

2DeFa

[hl <61 = [[f(mo + h) = f(®0) — Df(®0)h| <

y de aqui también obtenemos que existe K > 0 tal que
[h]l < é1 = [[f(zo + h) — f(zo)| < KR

Usando la diferenciabilidad de g en f(x¢) encontramos que existe do > 0 tal que:

lall <02 = [lg(f(z0) + a) — g(f(x0)) — Dy(f(z0))al < %IIGII

Luego, escogiendo § = min{d1, %2}, si ||| < & y considerando a = f(xo + h) — f(z0) tendremos

lg(f(xo + k) — g(f(z0)) — Dg(f(0))(f(z0 + h) — f(z0))|| < %llf(wo +h) — f(zo)|
€
< ﬁKHh”
€
= Lin|

Y por lo tanto
lg(f (@0 + h)) — g(f(20)) — Dg(f (o)) Df(@o)hll _
IRl -

La demostracion requiere que || Dg(f(xo))|| > 0. Indicar como hacerlo cuando es cero queda de tarea.

lR]| < 6 =

Ejemplo 1.21. (Caso particular)
Sean g: R® - Ry f:R3 — R3 tal que

f(xayv Z) = (u(x,y, Z)7U(x7yv Z),’LU(QLy, Z))

Solucion. Para esto usemos la regla de la cadena para obtener DF(z,y, 2)

u  Ou  Ou
ox Jy 0z

99 dg Oy v o
DF(:C7y7Z) = Dg(f(m,y7z))Df(x,y,z) = (%781}’ au)) % gy gz

ow ow ow
ox oy 0z

Entonces

OF _0gou , 900, 09 0u
dr Oudx Owdr Ow dx

Ejemplo 1.22. (Coordenadas esféricas)
Sea g : R3 — R y consideremos el cambio de variables a coordenadas esféricas

x = rcos(f)sen(o)
y = rsen(f)sen(p)
z = rcos(9)
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Definamos F'(r,¢,0) = g(r cos(0) sen(¢), rsen(d) sen(¢), r cos(f)). Queremos calcular las derivadas parciales de F'

con respecto a 7,0 y ¢.

Si miramos el cambio de variables como una funcién f : R3 — R, usando el ejemplo anterior se tendré:

87F7 0
or ox

Z—Z = g—zr cos(0) cos(¢) +g—§r sen(#) cos(¢

%—]; :—g—ir sen(#) sen(¢)+g—zr cos(0) sen(¢
Ejemplo 1.23. Sea h(z,y) = f(u(z,y),v(z,y)) donde la funcion f esta definida por f(u,v) = %
uy v poru(z,y) =e * ¥ yu(zx,y) =e*¥. Calcular %, %Z'

Solucion. Usando la regla de la cadena tenemos

Oh _0fou  Of Ov _ 4uv?

dx  Oudx  Ovoxr (u—0?)?

on_ofou ofov _ aw?
dy Oudy Ovdy (u?—v?)2

e TV 4+

Ejemplo 1.24. (Importante)

Sean f:R?® - R, v:R — R?®y h:R — R de manera que: h(t) = f o y(t). Entonces:

dh _0f. of.  df.

)f—gr sen

0z
)

prilir iy oy 2 to = V(@) - 3(t)

La funcién ~ representa una curva en el espacio y  su vector tangente.

Ejemplo 1.25. Consideremos las funciones

flay) = (@* + 1,97
g(u,v) = (u+ v, u,v?)
Calcular D(go f)(1,1).
Solucion. Usemos la regla de la cadena y calculemos
Dg(f(1,1))Df(1,1)
2z

Df(z,y) = { 0 20y ] y evaluando Df(1,1) = { g

Evaluamos f(1,1) = (2,1) y luego calculamos

Dg(u,v) =

(e
[\)
s © =

que al evaluar nos da

Dg(f(1,1)) = Dg(2,1) =

O = =
N O =

22

- %Y cos(0) sen(¢) +g—§ sen(f) sen(¢) +% cos(¢)

(@)

0
2

zy

|

2+,U2
u? 7,02

, v las funciones



1.5. Diferenciabilidad de funciones de R™ a R™

Entonces tenemos

11 2 2
D(gof)(1,1)=| 1 0 [2 0} 2 0
0 2

Una forma alternativa, que nos da evidentemente el mismo resultado, es desarrollar i primero
h(z,y) = go fz,y) = (@* +y* +1,2° + 1,y")

y luego derivar y evaluar

20 2y 2 2
Dh(xz,y)=1| 2z 0 entonces Dh(1,1) =] 2 0
0 4y 0 4

Ejemplo 1.26. (Derivacion implicita)
Sean G:R? 5 Rey: R — R tales que

G(z,y(x)) =0 Vz € R entonces

oG 0Gdy
oz T ogdr 0

Si % = 0 entonces podemos despejar la derivada de y con respecto a x

Nota 1.11. Mas adelante veremos que dada la ecuaciéon
G(z,y) =0

hay condiciones que garantizan la posibilidad de despejar y como funcién de x. Este criterio lo da el teorema de
la funcion implicita, que veremos mas adelante, y consiste en suponer que ‘g—G es no nula. Notamos que justamente

xr
este término aparece en el denominador de la derivada de y.

Ejemplo 1.27. Veamos ahora un caso de derivacién implicita con mas variables. Sean
Gl(xa hn (l‘), y2($)) =0

Gg(l‘, yl(x)va(x)) =0

donde G1,G5 : R?> = Ry y1,2 : R — R. Suponiendo que todas las funciones involucradas son diferenciables se
desea calcular 41 (z) e ya(x).

8G1 + 3G1 . + aGl
ox oy 4 Ys
0Gy  0G; 2 .

=0
ox + oy vt dys 2

Este es un sistema de 2 x 2 del cual podemos despejar las derivadas buscadas, bajo la hipotesis de invertibilidad
correspondiente:

Yo =10

9Gy  —9G, e
( i > -1 Oy Oy1 oz

; = B9G. 0G2 _ 0G5 0G,
b2 du Bys oy oya \ =282 20 G,
9y1 0y2 oz
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Teorema 1.12. Una condicion necesaria y suficiente para que

of _of
or Oy
es que exista g tal que f(x,y) = g(z +vy).

Demostracion. La suficiencia de dicha condiciéon es evidente. S6lo debemos verificar que la condicién también es
necesaria. Para esto consideremos el siguiente cambio de variables:
u+v uU—v

U=r+yY, v=r—Yy << T= 5 , Y=

y definamos

h(%v):f(u—;—v’u;v)

Tendremos que
Oh oy = OFL O (1Y _
%(u,v)— 8x2+ Oy ( 2) =0

Es decir h no depende de v, y por lo tanto:
fl@,y) =hz+y)

1.5.4. Teorema del valor medio en R"

El teorema del valor medio para funciones de un intervalo [a,b] en R puede extenderse a varias variables. Esto
haremos a continuacion.

Teorema 1.13. (Teorema del valor medio en R™)
Sea f: A CR™ = R diferenciable en A y [a,b] C A, donde [a,b] = {ta+ (1 —t)b:t € [0,1]}. Entonces

1£(6) = fla)| < sup [[Df()[b—al

xz€la,b

Demostracion. Definamos la funcion g : [0,1] — R por g(t) = f(a+t(b—a)). Notese que g(0) = f(a) y g(1) = f(b).
Por definiciéon g es derivable y por regla de la cadena se obtiene
gt)=Vfla+tlb-a)- (b—a)

Como la funcion g satisface las hipotesis del teorema A.5 para funciones reales podemos concluir que existe tg € (0, 1)
tal que g(1) — g(0) = ¢’(¢0)(1 — 0) y por lo tanto,

f(b) = fla) =Vf(a+to(b—a)) (b—a) ()

Tomando moédulo y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

z€[a,b]

[£(b) = f(a)| < [IVf(a+to(b—a))|b—al < < sup IVf(w)H) 1b—a

Nota 1.12. El teorema anterior también se conoce como teorema de los incrementos finitos. Para una funcion con
valores en R™, no necesariamente se obtiene una igualdad como en el caso de una variable o como en (*). Esto no
es problema, pues su utilidad realmente viene del hecho que los incrementos se pueden acotar.

Si agregamos la hipotesis de que f es de clase C! entonces D f(+) es continua y como || - || también lo es || Df(-)| sera
composicion de funciones continuas y por lo tanto continua de R en R y asi alcanzara su méaximo sobre un intervalo
cerrado. Luego

15(0) = f(@)]| < mix |Df(@)]b—al
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1.6. Gradiente y geometria

Recordemos que el gradiente f: A C R"™ — R se define como

V(o) = (5 (@) (o))

El gradiente se define generalmente sélo en puntos donde f es diferenciable, ain cuando basta que existan las
derivadas parciales para determinarlo.

Ejemplo 1.28. Calcular el gradiente de f(z,y,2) = /22 +y? + 22 =r.

Solucion.
af B 2z B T
Ox 2\/x? +y? + 22 Va4 y?+ 22
or - __®  _ __Y¥v
ay ) /x2+y2+22 /$2+y2+22
af B z B z
0z 2 /$2+y2+22 /$2+y2+22
1
vf 1‘7 y’ z = T S 5 x? y7 z = ?
w2 = gt
(
Consideremos a continuacion un vector unitario v (con ||v|| = 1) y miremos la funcion:

t— f(xg+ tv)
Esta es una funciéon de una variable y uno puede preguntarse sobre su diferenciabilidad en ¢ = 0, es decir sobre la

existencia del limite
I f(xo +tv) — f(x0)

t—0 t

esto da lugar a la siguiente definicion

Definicion 1.26. Si el limite
T f(xo +tv) — f(x0)
im
t—0 t

existe decimos que f tiene derivada direccional en xg, en la direccién v. A este limite se lo anota usualmente como
Df(xg,v) 0 %(azo). Un caso particular de derivada direccional son las derivadas parciales.

Proposicion 1.11. Si f: A C R™ — R es una funcién diferenciable, A abierto y &g € A entonces f tiene derivadas
direccionales bien definidas en cualquier direccién unitaria v y

Df(xg,v) = Z 8J;f0)vi

i=1

Demostracion. Definamos g : R — R por
9(t) = f(zo + tv)

entonces, por la definicién de derivada tenemos que
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Por otra parte, g(t) = f(x) con @ = (xo1 + tvi,...,Ton + tv,) y aplicando la regla de la cadena se obtiene
~ Of(x) 0z _ <~ Of (x)
/
t) = = i
g() ;8@ ot ;axi“

para t = 0 se obtiene

g'(0) = Z Of (xo) O _ Z 8f(wo)v_ (%)

P (9931 ot - &ni
De (*) y (**) se concluye
" Of (z
D(ao,w) = Y0 M,

i=1
y utilizando la notacion del gradiente nos queda

Df(xo,v) = Vf(zo) - v

La siguiente proposicién nos sirve para fijar ideas y resume lo que ya se ha expuesto.

Proposicién 1.12. Sea f: A CR? — R, con A abierto y (0,0) € A, una funcién continua y con derivadas parciales
continuas en (0,0). Podemos dar las siguientes propiedades, de facil verificacién, que no son conclusivas sobre la
diferenciabilidad de la funciéon f en (0, 0):

1. Derivadas parciales continuas en (0,0) = diferenciabilidad en (0, 0).

No nos sirve para concluir diferenciabilidad, pues las derivadas parciales son continuas y no tenemos mas
detalles. Tampoco nos sirve para mostrar que no es diferenciable, pues se trata de una condicion suficiente
para diferenciabilidad, no de una condicién necesaria.

2. Diferenciabilidad en (0,0) = las derivadas parciales existen en (0,0).

No nos sirve para probar que la funciéon no es diferenciable, pues las derivadas parciales pueden existir en
todos los puntos y atun asi la funcién puede ser no diferenciable. Tampoco sirve para probar diferenciabilidad,
ya que es una propiedad que caracteriza una condicién necesaria y no suficiente para diferenciabilidad.

Una propiedad conclusiva sobre la diferenciabilidad es la siguiente: Si f es diferenciable en (0,0) entonces f tiene
derivadas direccionales bien definidas en (0,0). Si se tiene alguna direcciéon, por ejemplo v = (1,0), en la que la
derivada direccional no esté bien definida entonces la funcién no es diferenciable en (0,0).

Ejemplo 1.29. Consideremos la funcion L
flz,y) =x2y?

La funcion es continua en (0,0) ya que si (n,yn) — (0,0) se tiene

(@0, yn) — (0,0)] = |22 |ly2| — 0

entonces

lim f(2y,yn) = f(0,0)

n—oo
como la sucesiéon es arbitraria,

lim f(x,y) = f(0,0)

(=,4)—(0,0)
y se concluye que f es continua en (0, 0).
Para la continuidad de las derivadas parciales consideremos lo siguiente: Sea v = (v1,v2) tal que ||v]| = 1, entonces
0,0) 4+ tv] — f(0,0 11
D100 0] = iy [0+ = F0.0) _
e
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1.6. Gradiente y geometria

En particular, evaluando en v = (1,0) y v = (0,1) se obtienen respectivamente

of

3—y(0,0):0

of B
5:(0.0)=0y

De acuerdo al teorema 1.11 se esperaria que
Df[(0,0);v] = Vf(0,0) v =0

sin embargo, la derivada direccional obtenida nos dice que en la direccion v = (1,1) (ndtese que ||v]o = 1) se
obtiene D f[(0,0);v] =1 lo que indica que f no es diferenciable en (0,0).

El significado geométrico de la derivada direccional lo podemos ver en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.30. Encontrar la derivada direccional D, f(x,y) de f(z,y) = 2° — 3xy + 4y? si v es el vector unitario
dado por el angulo o = 7/4. ;Cuél es el valor de D, f(1,2)?

Solucion. A partir de D, f(x,y) = f, cos(a) + f, sen(a) se obtiene

Dyf(z,y) = (32° — 3y)—= + (~3a + 8y

V2

[3(2% — 2) + 5]

) 1 1
V2 V2
Luego evaluamos en (g, yo) = (1, 2)

Dyf(1,2) =52

La derivada direccional D, f(1,2) representa la razon de cambio en la direccion v. Esta es la pendiente de la recta
tangente a la curva de interseccion de la superficie z = 23 — 32y + 4y? y el plano vertical que pasa por (1,2,0) en
la direccién v como se ilustra en el siguiente grafico:

Figura 1.3.: Interpretacion geométrica de la derivada direccional

D f(xg,v) corresponde a la derivada de la restriccion de f a la recta
L:x=x5+tv

En el caso en que f es diferenciable en @y entonces la derivada direccional existe en cualquier direcciéon y se puede
calcular como:

Df(xo,v) = Vf(zo) v
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Notemos que hemos considerado v unitario. Esto se hace para no distorsionar la escala espacial entre f(xg) y
f(xo + tv).

Ejemplo 1.31. Calcular la razon de cambio de la funciéon f en la direccion v = ( , —=) en el punto (1,0,0)

para

)

5
5

fl@,y,z) = 2%V

Solucion. Se pide calcular r = V£(1,0,0) - (1/v/3,1/v/3,1/+/3). Para ello calculamos las derivadas parciales

% = 2xe ¥*
% = —zzeV?
dy
% = —a2%ye V*
Evaluando obtenemos V f(1,0,0) = (2,0,0) = r = (2,0,0)(%, %, %) = % O

El siguiente teorema nos muestra un importante aspecto geométrico del gradiente.

Teorema 1.14. Si Vf(xg) # 0 entonces V f(xg) apunta en la direccion en la cual f crece mds rapidamente.

Demostracion. Sea v vector unitario, entonces la razéon de cambio de f en la direcciéon de v es

Vi(@o)-v = [[Vf(xo)|llv]costd
= ||V f(zo)]|| cosd

Donde 6 es el angulo entre v y V f(xg). Este 4ngulo es méaximo cuando v y V f(xg) son paralelos. |

Otro aspecto geométrico importante del gradiente viene en el estudio de superficies. Sea F' : A C R™ — R una
funcion diferenciable y consideremos el conjunto

S={xcR": F(z) =k}

Este conjunto es, en general, una superficie si n = 3 y una hipersuperficie si n > 3.
El vector VF(xp) es ortogonal a la superficie en .

La idea geometrica es la siguiente: Supongamos que ¢ : R — R” es una funciéon diferenciable, es decir es una curva
suave en R™. Supongamos ademés que c esté sobre S es decir:

Fle(t) =k vt
Si ¢(tg) = @ entonces derivando y evaluando en xg
VF(LU()) . C’(to) =0

c'(tg) es una direccion tangente a la superficie, y como ¢ es una curva cualquiera VF(xo) debe ser ortogonal al
plano tangente a la superficie.

Definiciéon 1.27. Sea F': A C R™ — R diferenciable. Si F(x¢) = 0, VF(xg) # 0, se define el plano tangente a
S={xe€A: F(x) =k} en &y como:
VF(xg)  (x —x) =0

Nota 1.13. Ciertamente, si F/(c(t)) =0y ¢(0) = xo entonces ¢’ (tg) + xo esta en el plano tangente.
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1.6. Gradiente y geometria

Se puede demostrar que si una direccion v esta en el plano tangente, entonces existe ¢ tal que © = ¢/(ty) + xo Esta
propiedad geométrica es muy importante y su demostraciéon la postergaremos hasta que hayamos demostrado el

teorema de la funcién implicita.
Ejemplo 1.32. Encontrar el plano tangente a la superficie
2?2 +y*+ 22 —1=0en (1,0,0)

Solucion.
VF(1,0,0) = (2m,2y,2z)|(170,0) =(2,0,0)

Entonces el plano tangente es
VF(1,0,0) - (z—1,y—0,2—0) =0

es decir,
r=1

Ejemplo 1.33. Hallar un vector normal a la superficie definida por:
20132+ zlnx + yseny =0
en (1,27,0).
Solucidn. Ciertamente el punto (1,2m,0) esta en la superficie. Para encontrar un vector normal derivamos

VF(z,y,z) = (2y3z + E, 62y%z 4 y cosy + seny, 2xy> + In m)
T

y evaluamos en (1,2m,0) para obtener
VF(1,2m,0) = (0,1,2(27)%)

Como vimos, el gradiente VF(1,27,0) = (0,1,2(27)3) es normal a la superficie.

1.6.1. Caso del grafo de una funciéon

En el caso que f: A C R™ — R, de la definiciéon 1.6 tenemos que el grafo de f corresponde a:

G(f) ={(=, f(x)):w e A} = {(x,2) : 2 = f(2)}

Si definimos
Flw,2) = 2 — f(x)

entonces las dos definiciones de plano tangente que hemos dado son coherentes. En efecto:

0 0
VF(x,z)= <_8a{1’“"_8xf’1)

Entonces el plano tangente queda determinado por
VF(x,z)((, z) — (20, 20)) = 0

es decir,
—Vf(xo)(x—xo)+ (2—20) =0

osea, z = zo + Vf(xo)(x — xp). Notar bien que el vector (—V f(zo), 1) es ortogonal al grafo de f en (zo, f(z0))
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Ejemplo 1.34. Encontrar el plano tangente al grafo de la funcion:
flx,y, z,t) = xe¥t + cos 2t
en (3,0,0,3).
Solucion. Tenemos que f(3,0,0,3) = 3+ 1 = 4. Ademas, derivando obtenemos
Vf(z,y, zt) = (e, xte¥t, —tsen(zt), zye?" — zsen(zt))

y evaluando
V£(3,0,0,3) =(1,9,0,0)

En consecuencia el plano tangente es
w—4=1-(x—3)+9y—0)+0(z—0)+0(t — 3)

y simplificando
w—4=x—-3+9% 6 y+2x—w=-1

Ejemplo 1.35. Hallar un vector unitario, normal a la superficie S dada por
2=z +y+1

en (0,0,1).

Solucion. F = z — 2%y?> —y — 1 = 0 y sus derivadas parciales son

o _ L, . | OF

F
op?, = o2y 1, o
Ox xy’ay vy T 0z

Evaluando en (0,0,1) obtenemos VF'(0,0,1) = (0,—1,1) y de aqui v = %(07 —1,1) es normal unitario.

1.7. Ejercicios

Funciones con valores en R™

Ejercicio 1. Grafique:
1. El grafo de la funcién de dos variables definida por f(z,y) = 22 — y.
2. Las superficies de nivel para la funcién de tres variables definida por f(x,vy,z) = 22 + y? — 22.
3. Las curvas de nivel de la funcion f(z,y) = 2% — .
4.

Las curvas de nivel de la funcion f(z,y) = 3 — 3292

Ejercicio 2. Sea f definida por la siguiente formula:

1,42) — 1

0 si (z1,22) =0

1. Encuentre el conjunto donde se puede definir f, es decir Dom/(f). Grafique.
2. Determine las curvas de nivel de f.

3. Determine si f es continua en (0,0).
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Ejercicio 3. Encuentre los conjuntos de nivel para las siguientes funciones (para los niveles que se indican).
1. f(z,y) =+ y para f(z,y) = 1.
2. f(z,y) = (2% + y* + 1)? — 42? para f(z,y) = 0.
3. f(z,y,2) = (xyz,xz +y) para f(z,y,z) = (0,1).

Ejercicio 4. Sea
flu,v) = (ucos(v),usen(v))

con —m/2<v<T/2y
g(w,y) = (Va? + 12, artan(y/z))
para z > 0.
1. Encontrar D(g o f)(u,v) y D(f o g)(z,y).
2. Determinar si Dom(f) = Dom(go f), y si Dom(g) = Dom(go f).

Ejercicio 5. Sea g : R? — R? y f: R? — R? donde g(1,1,1) = (2, 3).Se tiene que

2.2
pren=|}y 1| viesena-| W2

En base a esto calcule %(1, 1,1).
Y

Limites y continuidad

Ejercicio 6. Determines si las siguientes funciones admiten limite en los puntos que se indican
2.2
L f(2.y) = 205552 en (20,40) = (0,0)

2. f(xay) = w €n (x07y0) = (0,0)

x

3. f(z.y) = L en (20, 0) = (0,0)

Ejercicio 7. Determine la existencia del limite de las siguientes funciones f : R> — R en (0,0):

2
Ty 22112
1- 932+y2 5 |.13‘ w2—y2
22 —y? )
2. 22y e 6. af\/ %t
2
w(
3. wim 7.
22402V /22 102
4 tan(z)—tan(y) (@ +y?) ety
© cot(x)—cot(y) 8 sen(zy)
S

Ejercicio 8. Sea lim,_,,, f(z) = 3. Demuestre usando £ — § que

lim f3(x) = 27

Tr—xo

Ejercicio 9. Demuestre la siguiente caracterizacion de funciones continuas en A:
f es continua en A si y solo si la preimagen de todo abierto de R™ es la interseccién de A con un abierto de R™.

Ejercicio 10. Determine los puntos crficos de la funcion

3

flx,y,2) =2° —xz+yz —y° 4+ 22°

En base a su resultado determine la continuidad de f.
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Ejercicio 11. Sean f,g,h : R2 = R tres funciones continuas. Se define la funcién F : R? — R por

F(z,y) = h(f(z,y),9(x,y))

Demuestre que F' es continua.

Ejercicio 12. Determine la continuidad de las siguientes funciones:

T o 0
Lty = {7 o2

1 siz+y=0
2. f(x,y,2) = 23 In(x3y + 2) + sen(2? + z)

Ejercicio 13. Para este ejercicio y el siguiente recordemos la siguiente propiedad: Sobre un e.v.n. E una funcién
f:E — R es continua en xq si

Ve>030>0|x—xo|| <0 =|f(x) = f(xo)| <e&
Ve > 038 > 0 B(xo,0) C [ (B(f(0o,2)))

Sea L : R™ — R™ una funcién lineal. Demuestre que las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. L es continua en todo punto de R".
2. L es continua en 0, d.
3. |[L(z)|| es acotada si x € B(0,1).
Ejercicio 14. Sea L : E — R una funcién lineal. Demuestre que las siguientes proposiciones son equivalentes.
1. L es continua en F.
2. L es continua en 0 € F.

3. sup % = sup |Lz| < +oo

zeBaz0 | |e<1
Ejercicio 15. Sea f: R™ — R™ definida por f(x) = a + Az, donde @ € R" y A € M,,,»»n(R). Demuestre que:
1. f es continua en R™.

2. f es diferenciable en todo = y Df(x) = A.

Ejercicio 16. Sea f : R™ — R™. Pruebe que las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. f es continua en todo punto de R™.
2. (VA C R™ abierto) f~1(A) es abierto en R".

3. (VB C R™ cerrado) f~!(A) es cerrado en R™.

Indicacion. Para la segunda pruebe antes que f~1(A%) = f~1(A)C.

Diferenciabilidad de funciones de R" a R™

Ejercicio 17. Demuestre por definicion que f(z,y) = sen(x + y) es diferenciable en (0,0).
Ejercicio 18. Encuentre la matriz Jacobiana de la funcién definida por

f(z,y) = (ze¥, 2% + y cos(x + y), tanh(zy))

Ejercicio 19. Sea f : R? — R definida por:
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2
] 71y Sizty#0 5. fla.y) = w2z si(z,y) #(0,0)
. su:—l—y—O ' ’ 0 si (z,y) = (0,0)
ZL‘ . 2 1
2. f _ 72 sty #0 6. (o) = 7Y 50 (—y) sixy #0
siy=0 k siaxy =0
. 2,2 .
3. f (xy)2+(af 5z sty #0 7. fay) = Yot si(zy) #0
siy=0 k si (z,y) =
k
4. f(x’y) — z3+y si x 7& -y 8. f(m,y) — zg-?i!-yZ S1 (x3 y) 7{ 70)
0 siz=—y 0 si (z,y) = (0,0)

En cada uno de los casos:

1. Determine la continuidad de f y determine, en los casos que corresponda, las condiciones sobre los parametros
para que se cumpla la continuidad.

2. Determine la diferenciabilidad de f y determine, en los casos que corresponda, las condiciones sobre los
parametros para que se cumpla la diferenciabilidad. Calcule todas sus derivadas parciales (si existen).

3. Determine la continuidad de las derivadas parciales.

4. Calcule las segundas derivadas de f en los casos que sea posible y en caso de que las derivadas cruzadas no
sean simétricas explique por qué.

Ejercicio 20. Sea S = {x € R? : ||z|| = 1}. Sea g : S — R una funcién continua tal que
g(l,O) = g(oa 1) =0 y g(—iB) = _g(w)7vw € RQ
Sea f : R? — R la funcién definida por
tay {17 () siw o
0 siz=0
1. Dado a € R? demuestre que la funcion h(t) = f(ta),t € R es diferenciable.
2. (Es f diferenciable en (0,0)?

Ejercicio 21. Segun los teoremas vistos en la seccién 1.5 tenemos las siguientes implicaciones:
1. Derivadas parciales continuas en g = f diferenciable en g = f es continua en x.
2. f diferenciable en xy = existen todas las derivadas parciales en xy.

Encontrar ejemplos donde se muestra que las reciprocas de a) y b) son falsas.

Ejercicio 22. Sea ¢ : R? — R? una funcion de clase C!(R? R?), tal que sus componentes ¢y, y ¢ verifican

Op2 _ 0¢1 0dy O

8y_3a:y8x Oy

Sea h : R? — R una funcién de clase C*(R?,R). Se define la funcién f : R> — R por f = h o ¢. Demuestre que

(V5. ), Vor(.)) = g (olv) - V61 (@, )l

33



FCFM - Universidad de Chile

Ejercicio 23. Una funcién v = f(z,y) con segundas derivadas parciales continuas que satisfaga la ecuacion de
Laplace

u 0%u
D
or? = Oy?
se llama funcién armonica. Determinar cuales de las siguientes funciones son armonicas.
1. u(z,y) = 2> — 3zy?
2. u(x,y) = sen(x) cosh(y)
3. u(x,y) = e*sen(y).

Ejercicio 24. Si g(z,y) = €**Y, f(0) = (1,2), encontrar F’(0) donde

F(t)=g(f(t) (f:R=R*) y  f(0)=(1,-1)

Ejercicio 25. Si f(x,y,z) = sen(x), F(t) = (cos(t),sen(t),t), encontrar ¢’(m) donde g(t) = f(F(¢)).

Gradiente y geometria

Ejercicio 26. Sea f : R? — R continua y diferenciable. Sea G = {[(z,v), f(z,y)] : (z,y) € Dom(f)} el grafo de
f.Sea F : R?® — R tal que F(x,y,2) =z — f(z,y).
1. Muestre que Gy corresponde a un conjunto de nivel de F.
_(_0of _9of
2. Demuestre que VI = (=5, — 5y ).

3. Encuentre el vector normal y el plano tangente a Gy cuando f(x,y) = = + ye” en el punto (1, 1).

Ejercicio 27. Encontrar el gradiente V f en cada uno de los siguientes casos.

L f(z,y) =log,y 5. f(z,y,2) = (x = In(x),e W), |23))

2. f(x,y) = 22 — y*sen(y) en (a,b) 6. flx,y,2) = (5a* — 22,2y23 + 3y?, 3y°2?)
3. flz,y,2) =22 +9y% - 22 7. f(x,y,2) = (2 + 92, zyz, 27@)

4. f(z,y) = (e” cos(y), e” sen(y))

Ejercicio 28. Encontrar la derivada direccional para las siguientes funciones en la direccién u que se indica y en
el punto a dado:

1. f(z,y,2) = zyz, v = (cos(a) sen(B), sen(«) sen(f5), cos(B)) y a = (1,0,0).
2. f(z,y) = e®sen(y), u = (cos(w),sen(a)) y a = (1,0).

3. f(x,y,mz) = x?+ye?, u direccién unitaria determinada por la recta tangente a la curva g(t) = (3t2+t+1, 2, ¢2)
en g(0) y a =(1,1,0).

Ejercicio 29. Encuentre 3 casos en los que una funciéon f : R® — R tenga derivadas direccionales en un punto o,
sin ser diferenciable en xg.

Ejercicio 30. Sea f : R? — R la funcién definida por

(z? +y?) sen (W) (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)

f(x,y>={

1. Calcular V£(0,0).
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2. Probar que f es diferenciable en (0, 0).

3. Probar que % y % no son continuas en (0, 0).

Ejercicio 31. Sean f y g funciones de R® — R. Suponer que f es diferenciable y Vf(z) = g(z) - . Mostrar que f
es constante para las esferas centradas en el origen.

Ejercicio 32. Hallar la ecuacion para el plano tangente a cada superficie z = f(z,y) en el punto indicado:
1. 2=a2% 49> — 6zy en (1,2, -3).
2. z = cos(x)sen(y) en (0,7/2,1)
Ejercicio 33. Calcular para los siguientes casos la direccion de mayor crecimiento en (1,1,1).
1. f(z,y,2) =2y +yz+az
2 f(@.9.2) = srreres

Ejercicio 34. Sean f(z,y) = 22 +y% y g(z,y) = €*¥. Determine los puntos (x,y) donde la derivada direccional
de f en la direcciéon de maximo crecimiento de g es igual a la derivada direccional de g en la direccién de méaximo
crecimiento de f.

Ejercicio 35. Considere las funciones
fla,y) = (tan(e +y), L+ ay,e” )y glu,v,w) = sen(uv + 7w)

Sea h = g o f. Calcule la ecuacion del plano tangente a h en (0,0,0)
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CAPITULO 2

Derivadas de Orden Superior

Estudiaremos las segundas derivadas y derivadas enésimas de funciones de varias variables para luego extendernos
con una generalizacion de la aproximaciéon de Taylor. Ambos conceptos nos permitiran ver de forma introductoria
la convexidad de funciones y criterios de primer y segundo orden para la optimizaciéon con y sin restricciones.

2.1. Derivadas de orden superior y teorema de Taylor

Sea f: A CR"™ — R una funcion diferenciable en A, entonces

of
3Ii

cACR" - R

define una funciéon. Como tal esta funcién puede tener derivadas parciales y también ser diferenciable. Cuando %
tiene derivada parcial con respecto a x; en xg, esta la anotamos como

0 (ofY_ 0
ax]— 8:101 _8:3]8:51

2 2 .
2Ly O si fz,y) =In(a? +y?).

Ejemplo 2.1. Calcular

Solucion.
of = 2z OPf  —2z(2y)
R e Y Oydzr (22 +92)2
Entonces
327f 22+ y?) - 22(2z) oy —a?
or2 (22 + y2)2 T (@21 2)2
*f _ —2x(2y)

oydzr (w2 +y?2)2
Pero también podemos calcular
f _ —2y(2x)

oxdy (22 +y?2)?

2 2
Notemos que en este caso 8‘1 gy = 8‘1—8’;. Esto no es s6lo coincidencia como veremos en mas adelante.

También podemos observar que
0? 0?
7]{ + 7'}0 — 0
ox? = 0y?
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Por esta razon la funciéon f se dice armonica. La combinacion

O f | O*f

A =502 T o

se conoce como el Laplaciano de f. O

Definicion 2.1. Se define el laplaciano de f : R™ — R como:

n 2
ISR -

2
|~

N

1
Para @ = (z1,...,2,) € R™

Recordemos que f se dice de clase C' en un dominio A si f es diferenciable en A y todas sus derivadas parciales
son continuas en A.

Definicion 2.2. f se dira dos veces diferenciables en xg si f es diferenciable en una vecindad de ¢ y todas sus
derivadas parciales son diferenciables en xg. f se dira de clase C? en A si todas sus segundas derivadas parciales
son continuas en A.

Es facil extender estas definiciones a 6rdenes superiores.

A continuacién veremos uno de los resultados méas importantes de esta secciéon que dice relacién con la posibilidad
de intercambiar el orden de las derivadas

Teorema 2.1. (Teorema de Schwarz)
Sea f: ACR" = R una funcion dos veces continua y diferenciable en A. Si las sequndas derivadas parciales son
continuas en xg € A entonces:

*f () = *f
al‘ja.’lﬁi o axiaxj

(ro) Vi, j=1,...,n

Demostracion. Una pequena reflexion lleva a concluir que basta estudiar el n = 2. Dado xg = (201, 202) € Ay
h = (h1,h2) € R?, ||h|| < 7, definimos F : B(0,7) — R de la siguiente forma

F(h1,ha) = [f(zo1 + h1, o2 + ha) — f(xo1 + hi, xo2)] — [f(zo1, Zo2 + he) — f(zo1, To2)]

Notemos que F' queda bien definida para r pequenio. Sea g(t) = f(t,xo2 + h2) — f(t, xo2). Entonces por el teorema
del valor medio (teorema 1.13) existe h] tal que |h}| < ||| vy

F(hy,h2) = g(xo1 + h1) — g(xo1) = ¢'(zo1 + h) s

y entonces

0 0
F(hi, hy) = %(5501 + hi, 202 + h2) — 87;30(%1 + R, zo2) | ha

Usando nuevamente el teorema del valor medio encontramos hf, tal que |h5| < |he| < ||h|| y entonces

F(hy,hs)  O*f

h1h2 - 8y8.’)§ (I01 + hll’ o2 + hl2)

Pero uno también puede escribir F' de la siguiente manera

F(hy,hs) =
[f(zo1 + h1,mo2 + ha) — f(xo1, o2 + h2)] — [f (o1 + h1,zo2) — f(zo1, To2)]
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2.1. Derivadas de orden superior y teorema de Taylor

y podemos repetir la misma aplicacién del teorema del valor medio para probar que

Fhy,hy)  0%f

(zo1 + hY,x02 + hY)

h1h2 o 8x8y
con |hY| < |h1] y |R5| < |he|. Por lo tanto
0? 0?
W@Ji’c(xm + R, xo2 + hy) = 81:78];(%1 + hY,z02 + hy)
y finalmente, por la continuidad de las derivadas parciales
0% f 0% f

Jxdy (o) = Oyox (o)
|

Ejemplo 2.2. El siguiente ejemplo nos muestra que las derivadas cruzadas pueden ser distintas. Consideremos la

funcion .
Sy = | A S @y #£0.0)
’ 0 si (x,y) = (0,0

En todo punto (z,y) # (0,0) se tiene

~

of oyl + 40y + o)
%("L" ) (.’EQ +y2)2
y en (z,y) = (0,0)
ox z—0 T

De aqui tenemos que
4 2 2 4
of _ g (1241;;);7‘7; s (z,y) # (0,0)
dz o si (z,y) = (0,0)

y en consecuencia

2 9L(0,y) — 3L(0,0 —i
af(o,O)zh'm 0:09) — 500 _ (g T
3yax y—0 Yy y—0 vy

Por otro lado, y de manera analoga, tenemos que

oyt 1,44 .
of _ {W si (.9) # (0.0)

dy o si (z,y) = (0,0)
y de aqui
0 f
Oxdy 0,0)=1
Es decir,
0% f 0% f

;,Como se interpreta esto a la luz del teorema? Estudiemos la continuidad de las derivadas cruzadas

2 5
i 2 (0,y) = tim 2 (W(O,y)> i 2 (—y> =1lim —1=-1

y—0 Jydx y—0 872/ ox y—0 Jy yt z—0
y sin embargo
2f IS
250 Oyox (2,0) = ili% e 1

2
es decir, hay discontinuidad en aigm U
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Corolario 2.1. Sea f: A CR" — R una funcion de clase C* con k € N. Entonces:

ok f B ok f
83@1163312 “. 8$ik - 8xg(i1)8xa(i2) . 61‘0(ik)

Donde i1,i9,...7x €{1,...,n} yo: {1,...,n} = {1,...,n} es una permutacion cualquiera.

Demostracion. Basta aplicar el teorema de intercambio de derivadas reiterativamente. |

Ahora que ya conocemos las derivadas de mayor orden y sus principales propiedades estamos preparados para
estudiar los desarrollos de Taylor en varias variables. Recordemos el caso de una variable, en el cual vamos a basar
nuestro argumento para varias variables.

Teorema 2.2. (Teorema de Taylor de 1¢" orden)
Sea f: (a,b) — R derivable en xg € (a,b) entonces es posible obtener una expresion equivalente a f(x) dada por

f(@) = f(xo) + f'(z0)(x — 20) + Ri(xo, 2 — 20)
donde el término Ryi(xg,x — zg) se denomina resto y satisface

Rl('rwa - 330)

lim =0

T—x0 |z — o]

que ademds puede ser descrito en términos de una integral si f es una funcion C2.

Demostracion. Del 2%° teorema fundamental del célculo (teorema A.7) tenemos

@) fGeo) = | o

entonces

@) = o)+ | " P

Integrando por partes (u = f’(t),v =t — ) obtenemos

x

f(2) = F(z0) + F'(z0) (@ — x0) + / ()" (1)t

xo
Asi obtenemos la expresion integral para R; dada por
x
Ry (2, 0) = / (x — )" (1)t
)

Si uno supone que f es k veces derivable en x, entonces

f(@) = f(zo) + f'(wo)(x — o) + ... + %f(k)(l“o)(ff — 20)" + Ri(z,20)

donde
lim Fe(®:20)
T—To ‘x — xolk

=0

Cuando se supone ademas que f es de clase C*¥*! en una vecindad de zo entonces integrando por partes reiterati-
vamente se obtiene la expresion integral para Ry dada por

Ry (z, 1) = /z %f(k"‘l)(t)dt

0
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2.1. Derivadas de orden superior y teorema de Taylor

Si consideramos

M= mix |f*TI(t)] para 0 < < |z]
t€[r0—57m0+5]
entonces ( )k
T(r—t M
<M —dt| = —|x — k41
|Ri(w,20)| < /wo A ' Uit 1>!|:z: x|

Cuando f : A C R™ — R también podemos establecer un teorema de Taylor. Notamos que en caso que f tome
valores en R™ lo que diremos se aplica a cada coordenada. Comenzamos con una definiciéon:

Definicion 2.3. Sea f: A C R™ — R dos veces diferenciable en xg € A. Se define entonces la matriz Hessiana de
f en xy como

2%f >’f
317% ce Ox,0x1
Hf(z) = : . :
9% f 8% f
Ox10x, " ox2

Nota 2.1. Notamos que, por el teorema anterior, si f es de clase C2 en una vecindad de z entonces la matriz
Hessiana de f en x( es simétrica.

Teorema 2.3. (Teorema de Taylor de 2%° orden)
Sea f: ACR" = R una funcién de clase C>. Entonces

f(®o+h) = f(zo) + Vf(zo)h + %htHf(wo)h + Ray(xo, h)

donde el resto Ry(xo, h) tiene una expresion integral y |Ra(xo, h)| < M|\ h||®. Asi que en particular

lfm 2(@0 )

A eE 0

Nota 2.2. Se puede demostrar que si f es de clase C? entonces también se tiene que

lim RZ (530 ) h)

=0
2=0  [|h[?

aunque la expresion integral del resto no se tiene.

Demostracion. Utilizando la regla de la cadena tenemos

d "0
Z /(@0 +th) = Df(xo + th)h = > 8;

=1

(wo + th)hl

e integrando entre 0 y 1

n 1 of
h) — = h)h;d
f(xo + h) — f(z0) ;/0 3xi($0+t Yhidt

Utilizando nuevamente de la cadena obtenemos para u = %(zo +th)h;

du "L 52

— =y = th)h;h;
dt = 8%8:52 (CCO + ) J

Integrando por partes, considerando u como arribay v =t —1

J

n 9 n o n 1 82
oot W)= 10+ 3 5o+ 337 [0 050 o+t

i=1 j=1
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que es un resultado correspondiente a la formula de Taylor de primer orden (teorema 2.2)

f(mo + h) = Z hi + Ri(zo, )

Integrando nuevamente por partes, con v = —(t — 1)2/2 y u = aa?af (o +th)h;h; con lo cual

du " O3f
— = Z 781']6 (.’130 + th)hihjhk

dt Oz ;0x;

Obtenemos
F(xo+h) = f( )+i‘lf(:c Vha +zn:zn:1827f(a: Vhih; + Ra(wo, h)
0 0 - oz 0)/i gl 28xi8;vj 0)1ealtg 20,

donde el resto tiene la forma integral

n n n 1 2 3

(-2 o
th)h;h;hydt
2(@0, h ZZ/O 2 Ozxy0z;0z; (o + th)hihl

i=1 j=1 k=1

af3 . .
Como Senoz;oz; SOn continuas en xg, existe § > 0y M > 0 tal que

|h]| <6 = i(oc +th)| <M
Oz 0x;0x; 0 -
La constante M puede tomarse como
?f
M— [
megla}é,é) 8xk8xj(’):cz r ‘
Por lo que, para todo ¢ € [0, 1] tenemos
03f
T e th)h;h;hy| < M
0z, 0% ;0x; (@o + th)hih;hy| <

Y finalmente

oo <3235 vl = (50 ) Il

1=1 j=1 k=1

Ejemplo 2.3. Encontrar la formula de Taylor de orden 2 en torno a z¢ = (0,0) para

f(z,y) = sen(z + 2y) + 2>

Solucion. Evaluamos f(0,0) = 0. Después calculamos las derivadas parciales

of

B ——(z,y) = cos(x + 2y) + 2z y gf (x,y) = 2cos(z + 2y)

y evaluamos V f(0,0) = (1,2). Ahora calculamos las derivadas de segundo orden

0% f o0 f
2 —sen(x + 2y) + 2, yor

ot

= —2sen(z + 2y) = —4sen(z + 2y)
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2.2. Extremos de funciones con valores reales

y evaluamos

32f o0 f B 82f
Considerando h = (hq, h2) tenemos ﬁnalmente
1 2 0 hi
f(m0+h) - f(hl,hQ):f(070)+(172)(h17h2)+§(h17h2) 00 ho + R

hi + 2hs + b} + Ry(0, h)

0

Continuando con este ejemplo, sabemos que la funcion Py(hy, he) = hy + 2hy + h? aproxima a f(hy, hy) al segundo

orden, en el sentido que Rﬁéﬂ’f ) = 0. Pero uno podria hacer una pregunta mas especifica: Si ||h|| < 1/4 {Qué error

se comete por cambiar f y P»? Tenemos la formula integral del error

hy, hy) = S B h)h;h;hid

Usando el teorema del valor medio integral (teorema 1.13) vemos que existen ¢;;; € [0, 1] tales que

2 2 2
1
Ro(hi,ho) = — tigeh)hihjh
1, ha) 3,;;;(9%6%% o + tijuh)hih;hu,

de donde podemos hacer nuestra estimacién. En nuestro caso calculemos las terceras derivadas

o ok
a—xé = —cos(z +2y) , a—y‘g = —8cos(x + 2y)
»Rf »*f
90057 —4cos(z +2y) DyrZ —2cos(z + 2y)

Evaluando las derivadas en zo = (0,0) obtenemos

1
|Ra(hy, he)| < 5(h?+3~2h§hz+3-4hlh§+8hg)
1 27
< 3,(1+6+12+8)||h||3 IIhH:’Z |hil < [|R]]

Asi, si ||h|| < 1/4 entonces |Ra(h1, he)| < 9/(2-43)

2.2. Extremos de funciones con valores reales

2.2.1. Condiciones de primer orden

Dentro de los puntos que pertenecen al dominio de la funcién, aquellos en donde esta alcanza un minimo o un
maximo revisten un especial interés por su importancia en muchos problemas practicos.

Definicion 2.4. Sea f : A C R®™ — R con A un subconjunto abierto de R™. Un punto xy € A se dird minimo
(méaximo) local de f si existe una vecindad V' de x tal que

f@) = flxo) Ve eV (resp. f(x) < f(x0))
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Un punto se dird extremo local si es un minimo o un maximo local. Un punto @q se diré critico de f si D f(xo) = 0.
Un punto critico que no es extremo se dira punto silla.

Teorema 2.4. Sea f : A — R diferenciable, con A un subconjunto abierto de R™ y xog € A un extremo local,
entonces D f(xg) = 0.

Demostracion. Si f tiene un minimo local &y entonces si definimos la funcién de una variable

g(t) = f(zo + th)

donde h € R" es un punto cualquiera se tendria que g tiene un minimo local en ¢ = 0 pues
9(t) = f(zo +th) = f (zo) = g (0)

y por tanto ¢’(0) = 0 lo que implica que

Df(il?o)h =0
y como esto es para cualquier h entonces se tiene que D f(xg) = 0. |
Observemos que D f(xg) = 0 es equivalente a:
af af of
— =0,— =0,...,— =0
o1 (o) ' Ors (o) T Dn (zo)

en otras palabras, los maximos y minimos son puntos que satisfacen el sistema de ecuaciones
Df(x)=0
Este es un sistema de n ecuaciones con n incégnitas. Pero en general no es un sistema lineal.

Ejemplo 2.4. Busque los puntos criticos de la siguiente funcion y clasifiquelos:
fla,y) =2y + e

Solucion. El sistema de ecuaciones que se obtiene es:

of

L =2 2=0
o Yy +y

0
—f:2xy—|—x2:0
Ay

de donde se tiene

yzx+y)=0 = y=0A/Vy=—-2z

x2y+z)=0 = z=0A/Vz=-2
de la primera relacién vemos que los posibles puntos extremos son (0,0) y (a,—2a), a € R mientras que de la otra
se tiene que son (0,0) y (—2b,b), b € R, pero como se tienen que cumplir ambas relaciones a la vez entonces el tinico

punto critico es el (0,0). Por otro lado, haciendo x = y se tiene que f(x,z) = 222 el cual toma valores positivos y
negativos, es decir (0,0) no es ni maximo ni minimo, por lo tanto es un punto silla. O

2.2.2. Condiciones de segundo orden

Veamos ahora condiciones necesarias de 29° orden equivalentes a las vistas en el caso de funciones de una variable,
es decir, f”(x) > 0 para minimo y f”(z) < 0 para méaximo.

44



2.2. Extremos de funciones con valores reales

Definicion 2.5. Sea f : A C R” — R, donde A un subconjunto abierto de R, una funcién con derivadas de 29°
orden
T (ay)
T
6‘xi8xj 0
en xg. El Hessiano de f en x( es la funciéon cuadratica definida por
0% f

Hi(mo)(d) = 5 3 5o (@,

ij=1
Otra forma de escribir la expresion anterior es

H (o) (d) = 5d' Hd

donde

Pf=)  Pf=) I f(=) % f ()
81% Ox20x1 Ox30x1 T 0z, 0x,

Pf@)  f=m)  f(=) 9% f(x)

Ox10Ta 0x3 Ox30x2 Oz, 0xo

H =
Pl f=m) I f(=) 9’ f ()
010z, Ox20x, Ox30T, e ox2

La matriz H se denomina matriz Hessiana de la funciéon f. Observemos que esta matriz es simétrica ya que

*f B 0% f
axiaxj o 8£CJ85E2

Para desarrollar el criterio de segundo orden retomaremos algunos conceptos de Algebra Lineal. Ante las dudas
conviene consultar el apéndice B.

Teorema 2.5. (Condiciones de 29° orden)
Sea f: ACR" =R con A un subconjunto abierto de R™ y f de clase C?. Sea o € A un punto critico de f.

1. Si Hf(xo) es definida positiva entonces xqg es un minimo local de f.

2. Si Hf(xg) es definida negativa entonces g es un mdzimo local de f.
Demostracion. Demostremos solamente la primera parte, la otra se demuestra de forma similar.
Si @y es punto critico, entonces usando el teorema de Taylor de orden 2 (teorema 2.3) se tiene que:
f(®o +d) — f(mo) = H f(xo)(d) + Ra(x0, d)
donde Rz(xo,d) — 0 cuando d — 0.

Como H f(xg) es definida positiva entonces existe ¢ > 0 tal que
Hf(zo)(d) > c|d||* Vd € R"
y como Ry(xo,d) — 0 cuando d — 0, existe § > 0 tal que si 0 < ||d|| < ¢ entonces
|Ra(z0. d)| < cl|d]?

y por tanto
flao +d) = f(zo) > c|d]* - c[|d]|* =0

para todo 0 < ||d|| < 4, lo que implica que xg es un minimo local. [ |
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Ejemplo 2.5. Encuentre los puntos criticos de la siguiente funcién y clasifiquelos.

flz,y) =In(2® + 4>+ 1)

Solucion.
af 1
= ———922=0 =0
or  22+y*+1 “ -
af 1

Y 9y=0 = y=0
dy x2+y2—|—1y y

y por tanto el tnico punto critico es (x,y) = (0,0). Veamos ahora la Hessiana de la funciéon f evaluada en este
punto:

% f —x2 4+ y?+2
2 T2 2 2 =2
oo @+ 1700
o%f —4zy
920 T2tz 1) =0
oy (0,0) (iE +y° + 1) (0,0)
2f 22—y 42
2 T2 2 2 =2
Y (0,0) (I +y° + 1) 0,0)
es decir, la matriz Hessiana queda:
20
i=(42)
la cual trivialmente se ve que es definida positiva y por tanto el punto (0,0) es un minimo local estricto. g

Ejemplo 2.6. Dada la funcién f(z,y) = y — 422 + 32y — y?, podemos saber si la funcién presenta un maximo o
un minimo a partir de la Matriz Hessiana.

Solucion. Tomamos las primeras y segundas derivadas de la funcién

af(a“;’y)z—sx+3y afg”y’y)=1+3x—2y
0f(w.y) _ ¢ Pfy) _
Ox? Oy?
iy _, f(z.y) _
Oyox Oxdy

Las primeras derivadas permiten concluir que el punto (%7 %) puede ser maximo o minimo, luego tomamos formamos

la matriz hessiana de f
-8 3
(3 h)

y se tiene que los determinantes de las submatrices corresponden a

-8 3

|H1|:—8<OyH2|:‘ 3 _2‘:16—9:7>0
A partir de los signos de las submatrices, se tiene que estos son alternados y que |Hi| es negativo por lo que la
funcién presenta un maximo en el punto (2, 2). O
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2.3. Funciones convexas

2.3. Funciones convexas

Motivaciéon: La familia de funciones convexas a valores reales corresponde a una familia mucho méas amplia que la
de funciones lineales. Lo que nos interesa es caracterizar esta familia y en especial el caso de las funciones convexas
diferenciables para presentar condiciones necesarias y sufiencientes para que determinado elemento de un espacio
vectorial normado sea minimo de una funcién convexa sobre cierto conjunto. La caracterizacion que haremos de las
funciones convexas es extensible a las funciones céncavas.

Definicién 2.6. Una funcion f : D C R™ — R, con D convexo, es convexa (respectivamente estrictamente convexa)
si

JOz+ (1 - Ny) < Mf(@)+(1-Nf(y) Va,yeD,0<A<1 (resp. <)

De manera més intuitiva, una funcién f es convexa si el segmento que une dos puntos pertenecientes al grafo de la
funcién se ubica por sobre este.

Determinar la convexidad de una funcion por medio de esta definicion resulta complicado por lo que recurriremos
a algunos criterios de diferenciabilidad cuando estos son aplicables.

Nota 2.3. Con esta definicion necesitamos que el dominio de la funcién defina un conjunto convexo. Esto es
importante porque la definicién que presentamos requiere que, para dos puntos cualquiera x e y en el dominio de la
funcion, todas las combinaciones convexas de x e y, en particular Af(x)+ (1 —X)f(y) con A € [0, 1], también deben
estar en el dominio de la funcién, lo cual es otra forma de decir que el el dominio debe ser un conjunto convexo.
Dicho en otras palabras si D es todo el espacio vectorial R™ se tiene que el dominio es convexo y en caso de que D
sea un parte de R™ suponemos que esta es una parte convexa de R".

Definicion 2.7. El hipografo de una funcién corresponde a todos los puntos situados en y bajo el contorno del
grafo de la funciéon y queda definido por el conjunto

E={(x,c):x € D,ceR, f(x)>c}

Definicion 2.8. El epigrafo de una funciéon corresponde a todos los puntos situados en y sobre el contorno del
grafo de la funcién y queda definido por el conjunto

E={(xz,¢):x e D,ceR, f(x) <c}

El epigrafo de una funcién nos permite relacionar funciones convexas con conjuntos convexos.

f(x)

A

grafo(f)
epi(f)

hip(f)

T

>
>

Figura 2.1.: Epigrafo, hipografo y grafo de una funcion

Teorema 2.6. A partir de la definicion 2.8 tenemos otro criterio de convexidad. Diremos que f es convexa si y
sélo si el epigrafo de f es convexo en R" 1. Esto es,

Az, f(@) + (1 = N (y, f(y)) € epi(f)
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Demostracion.
(=): Supongamos que f : D C R™ — R es una funcion convexa, entonces debemos demostrar que epi(f) es convexo.
Por definicién tenemos que

JO@+ (1= Ny) < Mf(@) + (1-Nfly) VayeAd0<A<1
Sean c1,¢1 € epi(f) y escojamos x,y € A tales que
fl@)<er, fly) <e (*)
Para demostrar que epi(f) es convexo debemos demostrar que para todo A € [0, 1], es decir
A+ (1 =Ny, Aer + (1 — Nea) € epi(f)
En (*) vamos a multiplicar la primera desigualdad por A y la segunda por (1 — \) para luego sumar, se obtiene
M (@) + (1 =N f(y) < Aer + (1= Aez

lo que por convexidad implica
fOz+ (1 —=Ny) <Aer + (1= Nea

y entonces epi(f) es convexo.

(«): Supongamos que epi(f) es convexo, entonces debemos demostrar que f: D C R™ — R es convexa.
Sean c1,cq € epi(f). Escojamos @,y € A tales que

fl)=c1, fly) =c2 (*)
entonces, (z, 1), (1, ¢2) € epi(f). Como epi(f) es convexo
fOz+(1=Ny) < Aer+ (1= Aez (**)
Reemplazando (*) en (**) se obtiene

fOz+ (1= Ny) <Af(z) +(1-A)f(y)
y entonces f es convexa. |

Teorema 2.7. Sea f: D C R" — R una funcidn convexa cuyo dominio es un conjunto convexo. Entonces todo
minimo local de f en A es minimo global de f en D.

Demostracion. Sea @y un minimo local de f en D y sea x # xy € D. Como D es convexo, el punto (1 —N)xg+ Az €
DV € (0,1) y por definicién

F((L=Nzo + Ax) < (1= N)f(z0) + Mf(T) (*)

en la medida que A — 0, se tendra que (1 — A)xo + Az — o y entonces f(xg) < f((1 — AN)xy+ Ax) que combinado
con (*) implica f(x¢) < f(x). Como x es arbitrario se concluye. |

Teorema 2.8. Sea f: D CR" — R una funcion diferenciable con D abierto y convexo. f es convexa (respectiva-
mente estrictamente convera) si y solo si

f@)> fly) +Vfiy) (x—y) Ve,yeD (resp. >) (2.1)
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2.3. Funciones convexas

Demostracion.
(=): Supongamos que f es convexa, entonces

fOz+ (1 =Ny) <Af(2)+ (1 -Nf(y) Va,yeD, Ae(0,1]
fly+ Mz —y) <Af(x) + (1 - f(y)

f(y+/\(w;y)) mRAC) fx)— fly) Vax,yeD, xe(0,1]

Aplicando limite cuando A — 0%

Vi) (x—y) < fl@) - fly)
fl@) > fly) + Vi) (z—y)
(<):Sean x,y € D, z=Xx+ (1 — Ny y X € [0,1]. Supongamos que f cumple (2.1), entonces
M (@) 2 A(f(2) +Vf(2) - (x - 2))
1=Nfy) = A =N(f(2)+Vf(z) (y—2)
Sumando las ultimas dos desigualdades

M@)+ (1 =Nf(y) =2 f(2) +Vf(z) Qe+ (1 -y —2)
0

fAz+ (1=Ny) <Af(z) + (1= f(y)
|

Teorema 2.9. Sea f: D CR"™ — R una funcion diferenciable con D abierto y convezo. f es conveza (respectiva-
mente estrictamente convezra) si y sdlo si

(Vf(x)=Vf(y) (x—y)>0 Ve,yeD (resp. >) (2.2)

Demostracion.
(=): Supongamos que f es convexa. De acuerdo al teorema 2.7 se cumplen

f@) = f(y) +VI(y) - (z—y)
fy) = f@)+ V() (y—=)
Sumando estas desigualdades obtenemos
0=2Vfiy) (®-y)+Vf(z) (y—=)
(Vf(x) = Vi(y) (x—y) =0

(<): Sean x,y € A. Definamos ¢ : [0,1] — R como g(A) = f(y + A(xz — y)). Como g es derivable obtenemos

9N =Viy+Az-y)) (@-y)
Asumamos que se cumple (2.2), entonces

g\ =g (0)=(Vily+ Az —y) - Vi) (x—y)
gV =g (0) = (V(y+ Az ~v) - Vi) (y+ Az —y) - y)
g\ —g'(0) 20

Aplicando el teorema del valor medio (teorema A.5) a g, existe A € (0,1) tal que

g9(1) = g(0) = g'(N)
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Como ¢'(A) —¢'(0) >0
9(1) = 9(0) = ¢'(0)

Esto nos lleva a
fl@) = fly) =V iy) - (z-y)
fl@) = fy)+ Vi) (z-y)
Lo cual cumple el teorema 2.6 y entonces f es convexa. |

Teorema 2.10. Sea f : D C R"® — R de clase C* con D abierto y convezo. f es convexa (respectivamente
estrictamente convexa) en D si y sélo si H f(x) es semi-definida positiva (respectivamente definida positiva) para
todo x € D.

Demostracion.
(=): Supongamos que f es convexa. Sean « € D, h € R™\ {0} y definamos g : [0,¢] — R tal que  + Ah € D por
g(A) =V f(x+ Ah) - \. Como g es derivable se obtiene

gd(\) =h'Hf(x + \h)h
debemos demostrar que
o0 = i ST >
Del teorema 2.8 tenemos que
9(A) = 9(0) = (Vf(z + Ah) - V[(z)) - h
— V(e -+ ) - Vf(@) -

>0

x+A\h—x
A

(«<): Supongamos que H es definida no negativa. Sean ¢,y € D, h=x —y y g:[0,1] — R tal que ¢ + \h € D.
Aplicando el teorema del valor medio (teorema A.5) a g en [0, 1], existe A € (0,1) tal que

9(1) = g(0) = g'(N)
=h'Hf(x + \h)h
=h'Hf(x+ Ay —z))h
>0

de acuerdo al teorema 2.7 esta tltima desigualdad verifica que f es convexa. |

La convexidad es una condicién necesaria para la existencia de minimos locales de funciones y la convexidad estricta
es una condicion suficiente para la existencia de un minimo global. Para una funcién f: D C R® — R el teorema
2.5 nos provee un criterio util para determinar la convexidad de una funciéon cuando esta es diferenciable.

Ejemplo 2.7. —1In(x) con x € Ry, (z > 0) es convexa. En efecto,

—In(Az+ (1 -XNy) < —=XAln(z)—(1-X)In(y)
Aln(z) + (1 =A)In(y) < In(Az+(1-A)y)
Myt TA < e+ (1= Ny

3f _

Mediante la diferenciabilidad de la funciéon podemos garantizar que es convexa ya que 55 = I% >0 Vx> 0.

Ejemplo 2.8. Las funciones en R:
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2.4. Funciones céncavas

1. ax +b de R en R con cualquier a,b € R
2. exp(azx) de R en R con cualquier a € R
3. z°de Ry enRy cona>1
4. |z|*de Ren Ry con o > 1
Las funciones en R?:
1. alx+bdeR?en Rcona,z € R, beR
2. A(axy + faz)? de R en R con A,a,>0y p>1
3. xi‘xg de R? en R con ar+ 8> 1

Junto a las normas en R" y toda funciéon f(z) = a’x + b con a,z € R" y b € R son funciones convexas.

2.4. Funciones concavas

Definicién 2.9. Una funcion f : D C R™ — R, con D abierto y convexo, es concava (respectivamente estrictamente
concava) si la funcion — f es convexa (respectivamente estricatamente convexa). De esta forma, f es concava (resp.
estrictamente concava) si

fOz+ (1 =Ny) = Af(x)+(1-Nfly) Vz,yeD,0<A<1 (resp. >)
Alternativamente, una funcion es concava si su hipografo es convexo, esto es

Az, f()) + (1 = A)(y, f(y)) € hip(f)

Nota 2.4. Seguimos suponiendo que el dominio de la funcién es convexo por las mismas razones consideradas para
las funciones convexas.

De la definicion presentada tenemos que todo lo expuesto sobre funciones convexas es valido cambiando f por —f.
Asi, en los teoremas 2.6, 2.7, 2.8, 2.9 y 2.10 nos basta con reemplazar minimo por maximo, invertir las desigualdades,
cambiar convexo por concavo, (semi) definida positiva por (semi) definida negativa y cambiar epigrafo por hipografo
para obtener el caso concavo.

La concavidad es una condiciéon necesaria para la existencia de méximos locales de funciones y la concavidad estricta
es una condicién suficiente para la existencia un maximo global. Para una funcion f: D C R® — R el teorema 2.5
nos provee un criterio util para determinar la concavidad de una funcién cuando esta es diferenciable.

2.5. Extremos restringidos y Multiplicadores de Lagrange

Motivacién: Veremos intuitivamente el caso en que aparecen restricciones en un problema de maximizacién o
minimizacion. Retomaremos esto méas adelante pero es conveniente tener al menos la nociéon de como afrontar
estos problemas. Las demostraciones detalladas las veremos en el capitulo final para seguir con temas tanto o mas
importantes.

2.5.1. Condiciones de 1° orden para extremos restringidos

Teorema 2.11. (Teorema de los multiplicadores de Lagrange, forma geométrica)
Sean f: ACR" >R yg: ACR” = R funciones diferenciables. Sea g € A y g(xo) = ¢, y sea S el conjunto de
nivel para g con valor c, es decir

S={xecAd:g(x)=c}
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Supongamos que Vg(xo) # 0. Si flg (f restringida a S) tiene un minimo o mdximo local en S en x, o equivalen-
temente, si xg es una solucion del problema:

m;'n f(x) ¢ m;ix f(x)
s.a g(x)=c s.a g(x) =c

ambos problemas se pueden resolver con la funcion Lagrangeano:

L(z,A) = f(x) — Ag(z) — )

sobre la cual podemos aplicar la condicion de primer orden y es posible, cuando el problema tiene solucion, encontrar
un valor A € R, llamado multiplicador de Lagrange, tal que

Vf(zo) = A\Vg(zo)

Demostracion. Supongamos que g es soluciéon del problema de minimizacion (el otro caso es similar) y sea
S={xecd:g(x)=c}

Como Vg(xg) # 0, entonces este vector es normal a la superficie S, por otro lado, el plano tangente a S en xg se
caracteriza como

m: Vg(xo)' - (& —x0) =0

0 equivalentemente

7={0'(0):0:R— A, o(t) € SVt, 0(0) =z}

Entonces, siendo @y un minimo de f, la funcion ¢t — f(o(t)) tiene un minimo en 0 para cada o, por tanto
Vf(xo)" - 0'(0) =

es decir, V f(xg) es ortogonal al plano tangente o lo que es lo mismo, paralelo al vector Vg(xg). Por lo tanto, existe
un real A tal que

Vf(zo) = AVg(zo)
[ |

Observemos que la funcion Lagrangeano consta de n 4 1 variables (el multiplicador es una variable méas) y que el
teorema provee una condicién necesaria que es equivalente a que el siguiente sistema tenga solucién:

of dg
81:1 ——(z1,...,xy) = )\axl (X1, ., 20)
Vf(zo) = AVg(zo)
_ — 8f dg (2.3)
g(x1,...,2,) = '
( 1 ) 8zn(m17 ,(En) )‘axn(xla 737”)
g(zl,...,:cn):c

Corolario 2.2. Si f al restringirse a una superficie S, tiene un mdzimo o un minimo en xg, entonces V f(xq) es
perpendicular a S en xg.

Ejemplo 2.9. Sea S C R? la recta que pasa por el punto (—1,0) y tiene una inclinacion de 45° y sea f : R> - R
tal que (z,y) — 2 + y2. Hallar los extremos de f sobre la recta S.

Solucion. Veamos que S se puede escribir como

S={(z,y):y—z—-1=0}
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2.5. Extremos restringidos y Multiplicadores de Lagrange

y denotemos por (zg, yo) el posible candidato a ser extremo y g(z,y) = y—x—1, ¢ = 0. De esta forma, el Lagrangeano
del problema corresponde a
L(z,y,\) =2 +y* = ANy —z — 1)

a partir del cual, aplicando el sistema Lagrangeano (2.3) se obtiene

21’0 =-A
To = —Yo To = —1/2
290 = A = =
= 1 =1/2
o = 70 + 1 Yo = o + yo=1/
Es decir, el extremo de f es (zg,y0) = (—%, %) y el valor del multiplicador de Lagrange es A = 1. O

Ejemplo 2.10. Encontrar el maximo valor de f(z,y,2) = « + 2y + 3z en la curva de la interseccion del plano
z —y+ 2z =1y la circunferencia 2% + y? = 1.

Solucion. Debemos plantear el Lagrangeano del problema, el cual corresponde a
L(z,y, 2, A, ) =2+ 2y + 3z — Mz —y+2—1) = Ma(2? +5° = 1)

Aplicando el sistema lagrangeano (2.3) obtenemos

1:>\1+2>\21’0

2 =—XA1 4+ 2290 dxry = —2Yp xo :iQ/\/E
3=\ = To— Yo+ 20=1 = y0:i5/\/@
zo— Yo+ 20 =1 g +yg =1 20 =147/v/29
+yi=1

Es decir, f presenta dos extremos que son

(x z1) = 331-&-1
LYLE) = 990997 T 99

-2 =5 7
= —. —.1—
(I27y27 22) ( 29 ) 29 ) 29)

mientras que los valores de los multiplicadores de Lagrange son Ay = 3 y A2 = £v/29/2. g

Los siguientes contraejemplos resultan interesantes:

Ejemplo 2.11. Consideremos el problema

min 1+ o
T1,%2

sa 2x1 —3x9=0

Observemos que V f(z1,72)[0,0) = (1,1) ¥y Vg(21,22)|(0,0) = (2,3). Entonces, no existe A € R que haga sistema que
definen las condiciones de primer orden del Lagrangeano tenga solucién dado.

Ejemplo 2.12. Consideremos el problema

min 271 + 323
T1,%2

sa 2r;—322=0

Observemos que V f(z1,72)]0,0) = (2,0) y Vg(21,72)|(0,0) = (2,0). Entonces, los gradientes son linealmente depen-
dientes y no se cumple que V f(x1,22)|0,0) — AVg(21, 22)|(0,0) = (0,0) a menos que A = 1 lo que hace que el sistema
que definen las condiciones de primer orden del Lagrangeano no tenga soluciéon dado que el par (1,0) no cumple la
restricciéon del problema.
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En general, para poder determinar si los puntos extremos son minimos locales, maximos o puntos sillas debemos
analizar el comportamiento de la 292 derivada como veremos mas adelante, u otros argumentos.

Supongamos ahora que tenemos k restricciones de igualdad, es decir
S={xeR":gi1(x1,...,2,) =0,...,9k(x1,...,2,) =0}

y el problema de optimizacién es:

mgn f(x) ) m;ix f(@) (2.4)
relsS resS
donde f,g; : R" = R, i € {1,...,k} son funciones diferenciables.

Entonces el teorema de los multiplicadores de Lagrange se extiende de la siguiente forma:

Teorema 2.12. Si los problemas (2.4) tienen un minimo o mdximo local g, es decir, existe una vecindad V de
xq tal que:

f(®) = f(wo)Vee VNS (0 f(x) < f(xo))
entonces existen k nimeros reales (multiplicadores) A1, ..., A\, tales que:
Vf((l:o) =A\Vg (alo) 4+ ...+ /\ngk(aso)

siempre que los vectores Vg (xg), ..., Vgr(xo) sean linealmente independientes.

2.5.2. Analisis geométrico

Anteriormente dijimos que la funcién Lagrangeano resuelve el problema original por medio de un problema equiva-
lente sin restricciones. Se evidencia esto si diferenciamos L(z1,z2, \), es decir
8L(l’1 ) A) (’9L(9c1 xTo )\) 8L(x1 Zo )\)
dL(z1,29,\) = 2 dxy + L Ly 4
(71,22, N) o1 1 92 2 o

dX

reemplazando cada una de las derivadas parciales que aparecen en esto por las que aparecen en el sistema Lagran-
geano se llega a

Of(xo1,02) Of(xo1, zo2)

dL A —  YdJio, *o2) , J
(1’01,1’023 O) axl T + 8:1;2 o
—g(LEOl’ IOQ)d)\ Y 3g($01, xOQ) dl’l + ag(:cOl, xOQ)sz
drq O
dL(xo1,%02,X0) = 0

Es posible escribir la restriccion de la forma g(zo1,zo2) = 0, por lo tanto lo anterior se reduce a

5f(330171‘02)dx1 n af(9601,$02)d$2 _ 39($01,$02)d$1 . 59(550173302)(1132
0xq Oxa o1 Oxa

dL(xo1, %02, o) =
dL(xo1,202,X0) =0
a partir de g(zo1, zo2) = 0, se tiene que

5’9($01,$02)dx1 L 3g($017$02)dx2 _0

dg(xo1,x02) =
9(%o1, To2) o7, 0o
y se puede simplificar llevando el diferencial del Lagrangeano al siguiente resultado:

af(300179t‘02)dgc1 n af(xm,woz)
81‘1 8x2

dL('rOlawO% )\O) = dres =0 V(Qﬁm,.’lﬁog) es
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2.5. Extremos restringidos y Multiplicadores de Lagrange

lo cual nos da la condicion de primer orden de f(x).

De la dltima ecuacion se obtiene
df (xo1,202)

" om __dx
df(zo1,m02) dz;
612

lo cual es valido siempre y cuando %ﬂ;;wo?) # 0y dry # 0, lo cual tiene sentido cuando la soluciéon del problema es
interior. La interpretacion es la siguiente: Por medio de la funcion Lagrangeano se llega a una elecciéon de variables
tal que cualquier otra elecciéon distinta es desfavorable o resulta ineficiente.

Hemos detallado la geometria de los multiplicadores de Lagrange y ahora veremos un analisis grafico que nos servira
para fijar ideas:

De las condiciones de primer orden del Lagrangeano obtuvimos

Af (zo1,202)

~om  __dx
f (zo1,x02) dxy
8:82
. . . d$2
fijando y = f(x1,x2) se tiene que en (zo1, zo2) la pendiente es m = I
X1
Diferenciando g(x1,z2) = 0 obtuvimos
dg(xo1,x 0g(xo1, T
9(201, O2)dx1 + 9(zo1, 02)d:c2 -0
8$1 6332
reordenando,
99(x01,%02)
" om __dx
9g(zo1.w02)
6.’1}2
S . . . dl‘g
esto ultimo, fijando g(x1,z3) = 0 nos dice que en (xg1, zg2) la pendiente es m = -
X1

Supongamos que la curva de nivel de la funcién objetivo es convexa (esto es nada mas que para fijar ideas grafi-
camente). Suponiendo que la curva de nivel de la restriccion, la cual limita el espacio factible, es concava podemos
representar esto geométricamente de la siguiente forma:

€2 €2

02 Zo2

Z1
o1 o1

Figura 2.2.: Curva de nivel de f. Figura 2.3.: Curva de nivel de g.

Combinando ambos graficos se llega a lo siguiente:
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)

Z02

Zo1

Figura 2.4.: Condiciones de primer orden del Lagrangeano.

En (201, x02) la pendiente es
of 99

m = — 8w1 . 811 — de
= af = g = R —
8.’1;2 6;52 dwl

Finalmente, concluiremos el analisis geométrico con el siguiente gréafico que se deduce a partir del anterior

)

Figura 2.5.: Relacion entre el multiplicador y las curvas de nivel.

Este dltimo grafico nos da cuenta de que en el 6ptimo los gradientes de la funcion objetivo y la restriccion son
linealmente dependientes, es decir son proporcionales y tenemos que

Vf(z) = AVy(z)

Este resultado ya se demostré anteriormente.
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2.5. Extremos restringidos y Multiplicadores de Lagrange

2.5.3. Interpretacion del multiplicador de Lagrange

Para fijar ideas consideremos el sistema Lagrangeano que resuelve la maximizaciéon de una funcién de dos variables
sujeta a una restricciéon de igualdad:

OL(wo1, 702, \o) _ Of (o1, To2) dg(zo1, To2) B
= - X =0
0xq 0x1 0z
OL(xo1, 202, Ao) _ Of(xo1,Z02) 09(wo1,z02)
= - X =0
0xo 0xo 0z
OL (o1, o2, Ao)

Y = g(xo1,%02) —c =0

Viendo este sistema en conjunto como una funcion L(x) = (Li(z), L2(x), Ls(x)) = 0 el Jacobiano esta dado por

2) 82 8% 8% 9
_Ti(xo) aizj%(lb) - )\87:1:?(’%0> 8w2£{x1 (370) - )\833289:131 (.1'0)
_ i) 82 5% o 9%
DF (o) = _Tai(xo) amale ($0) - )\39025;1 (.1‘0) aTﬁécQ%‘O) - AT””%(xO)
8 o
—anl(iUO) —T’;(xo

y su determinante es |DF(xq)| # 0. Dado esto el teorema de la funcion implicita nos dice que podemos expresar
(z01, To2, Ao) en funciéon de c. Retomaremos este teorema mas adelante pero la idea principal es que es posible
despejar las variables para expresarlas en funcién de ¢, al menos localmente tal como cuando tomamos x = /1 — y?
para una circunferencia.

Aplicando el teorema tenemos que

(zo1, 2o2) = (z1(c),22(c)) ¥ Ao = Alc)

y entonces
L(xo1, %02, o) = f(xo1,202) — Ag(zo1, To2, C)

Diferenciando con respecto a ¢ se obtiene

dL  Of(wo) dwoy | Of(wo) dwoy dXo 09(xo) dxor . Og(xo) droz

de Oxr1 dc + Oxe dc l9(o1, 202) = c] de Ao Ox1 dc + Oxry dc 1
alL B df (xo) 0g(xo) | dwo Of (o) 0g(xo) | dxo2 dXo

de | 0z Ao 0z de + 0xo Ao 0z dc l9(@or, 02) = ] de + o

y debido a las condiciones de primer orden todos los terminos entre paréntesis se cancelan, por lo tanto

dL

€ o

Es decir, el multiplicador de Lagrange da cuenta de como cambia la solucién 6ptima ante cambios en la restriccion.

2.5.4. Condiciones de 29° orden para extremos restringidos
Consideremos el siguiente problema:

mwl'n flz1,... z,) 0 m;ix flxr, ... zy)

2.5
sa  gi(xy,...,zn) =c sa  gi(z1,...,xy) =c Vie{l,...,k} (2:5)

donde f, g; son funciones diferenciables.

Nota 2.5. En lo que sigue denotaremos I = {1,...,k}.
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Por el teorema anterior sabemos que si {Vg;(x1,...,2,)} son Li. entonces existe A € R* tal que:
Vi, zn) = ANVg(2,...,2,)
donde g(x1,...,2,) = (g1(x1,. .., Zpn)y ..., gx(x1, ... ,xn))t, es decir
VL(z1,...,2,,A) =0

donde L representa el Lagrangeano del problema (2.5).

De los puntos criticos para el Lagrangeano, més las restricciones, obtenemos posibles candidatos a minimos o
méximos locales:

VL(x)=0
gi(z)=0Viel

En el caso sin restricciones, el criterio para determinar de que tipo eran los posibles extremos era analizando la
matriz Hessiana de la funcion objetivo, en dependencia de si esta era definida negativa o positiva, entonces se tenia
un maximo o un minimo respectivamente.

Un criterio similar se tiene para el caso de un problema con restricciones, sin embargo no sera necesario que el
Hessiano, en este caso el del Lagrangeano, sea definido positivo o negativo para cada direccion d, en realidad
bastara que lo sea en un cierto conjunto que denominaremos conjunto de direcciones criticas y lo definiremos como:

K(x)={d e R" :Vg;(xg)-d=0Vie I, Vf(xp)-d >0}
cuando el problema es de minimizaciéon y

K(x)={d e R" : Vyg;(zp) -d=0Vie I, Vf(xg)-d <0}
cuando es de maximizacion.
Teorema 2.13. Sea xg € S = {x: g;(x) = 0Vi € I}. Supongamos que

{Vai(xo), ..., Vagr(zo)}
es linealmente independiente, entonces existe A € R* tal que
VL(xg,\) =0

Si ademds se tiene que
d'H,L(xo,\)d > 0Vd € K(x), d # 0
entonces &g es un minimo local de (2.5). Mientras que si se tiene

d'(H,L(xo,)\))d < 0Vd € K(x), d# 0

entonces &g es un mdzrimo local de (2.5).

Por razones pedagobgicas, la demostracion de este teorema no se hard hasta el capitulo 5 a fin de seguir con
contenidos que son tanto o més importantes en el curso y hacerla cuando hayamos visto con detalle el teorema de
los multiplicadores de Lagrange.

Hay que tener presente que en el teorema el hessiano del Lagrangeano es solo con respecto a x, es decir

2 2 2
gTI%(mO’ )\) 390813Ll’2 (iBo, )\) e 31(?1‘91;5" (iL’o, )\) 92 n
bee =) | = Loy )
2 2 2 g J i,j=1
31?87,(:3LI1 (wo’ >\) 8956,,,81112 (mo’ A) e gré (w(), )\)
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2.6. Ejercicios

Ejemplo 2.13. En el ejemplo (2.9), diga si el punto (zg,yo) = (—%, %) es un maximo o un minimo.

Solucion. Para esto, construyamos primeramente el Lagrangeano del problema:

L(l‘,y,)\) 21'2 +y2 - )\(y—l'— 1)
Recordemos que el multiplicador de Lagrange era A = 1, por tanto, el Hessiano del Lagrangeano queda:

20
H:I:L(x07y03)‘) = ( 0 2 )

el cual es definido positivo para todo d, en particular para las direcciones del conjunto de direcciones criticas y por

tanto el punto (zo,40) = (—3, %) es un minimo. O

Ejemplo 2.14. Optimice el valor de la funcién f(z,y) = x sobre el conjunto de puntos (z,y) tales que 2 +2y? = 3.
Solucion. El Lagrangeano para este problema queda de la siguiente forma:

L(z,y,\) = 2 — XNz +2y* — 3)
a partir del cual, aplicando el sistema lagrangeano (2.3) se obtiene

1= 2)\1‘0
0= 4/\y0 =
ag +2y3 =3

1:2)\.’170
xf +2y3 =3

y por tanto, los posibles candidatos a extremos (A no puede ser cero) son:

(21,91, A1) = (Jéo;/g)

($27y2,/\2):(_\/§707_2\1/§>

por otro lado se tiene que:
-2Xx 0

es decir, para

(21,91, A1) = <\/§,072\1/§>

H,L(x1,y1,\1) es definida negativa y por tanto (z1,%;) = (v/3,0) es un maximo local mientras que para

($27y2,/\2):(_\/§,07_2\1/§>

H,L(x3,12, \2) es definida positiva y por lo tanto (22,%2) = (—+/3,0) es un minimo local. O

2.6. Ejercicios

Derivadas superiores y teorema de Taylor

Ejercicio 1. Sea f(u,v,w) una funcién con derivadas parciales continuas de orden 1y 2, y sea g(z,y) = f(z +
y,x —y,xy). Calcule g, + gy, en términos de derivadas de f(u, v, w).
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Ejercicio 2. Considere la funcion f(z,y) = 2%y + sen(z?y) y verifique que

o A
0x0%2ydr  0%y0%x

Ejercicio 3. Encuentre una funcién f : R — R continua tal que | I}lm f(x) =0y que no posea maximo global.
x||—+o0

Ejercicio 4. Sea u(z,y) una funciéon con derivadas parciales continuas de orden 2 y considere la funcion v(s,t) =

u(e® cos(t), e® sen(t)). Demuestre que
o v (0 o
952 "oz~ ° \oa2 T o2

Ejercicio 5. Considere la funcion u : R**! — R, definida como

u(t, ) = (Bt)” exp (W)

Muestre que u verifica la ecuacion de difusion:

ou

a(t,a)) = k2 Au(t, x)
Para k > 0 y el laplaciano calculado sin considerar la derivada con respecto a ¢, si y s6lo si a = ﬁ, vy=—-5yp
cualquiera.

Ejercicio 6. Una funcion f(x) definida en un dominio D C R™ es homogénea de grado m > 0 si y sélo si se cumple

flz, ... txy) =t" f(z1,...,20)

Dado esto, demuestre que:

1. Si la funcién f(x) es homogénea de grado m > 1 entonces sus derivadas parciales son homogéneas de grado

m — 1, esto es
n

Of (tx1,. .., tay) me1 Of (x1,..., %)
Z 0x; =1 Z Ox;

Indicacion. Defina g(t) = f(tx) y derive con respecto a t.

2. Una funcién homogénea de grado m > 0 puede expresarse como la suma de todas sus variables ponderadas
por las derivadas parciales respectivas, esto es

mf(z) = 3 2, 2L

1 63%

Indicacion. Utilice el resultado de la parte 1.
Ejercicio 7. Demostrar que si f es de clase C? entonces
f(®o +h) = f(0) + Vf(xo)h + 1/2H f(0)h' + Ra(zo, h)

donde R h
lfm 72(330’ )

=0
r—0  ||h|
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Ejercicio 8. Una funcién v = f(z,y) con segundas derivadas parciales continuas que satisfaga la ecuacion de
Laplace

u 0%u
i Ei
or? = Oy?
se llama funcién armonica. Determinar cuales de las siguientes funciones son armonicas.
1. u(z,y) = 23 — 3zy?
2. u(z,y) = sen(x) cosh(y)

3. u(x,y) = e*seny

Ejercicio 9. Sea f : R? — R. Para cada x defina g, : R — R, g.(y) = f(z,y). Suponga que para cada x existe un
tnico y tal que g/ (y) = 0. Si se denota por ¢(x) tal y y se supone que es diferenciable demostrar:

1. Si giyg(as,y) # 0 para todo (x,y) entonces:

%)_ggu@m>

- Ph(w.e(x)

2. Si /(x) = 0, entonces existe un g tal que

) =0y Y ap =0

0yor dy

Ejercicio 10. Considere la funcién f : R? — R definida por:
fany) = x? arctan(y/z) — y? arctan(z/y)  si (x,y) # (0,0)
o si (w,9) = (0,0)
1. Calcule f(z,0) y f(0,y) para z # 0,y # 0 respectivamente.
2. Para (z,y) # (0,0), determine V f(z,y) y H¢(z,y). ;Es H¢(x,y) matriz simétrica?.
0% f 0% f
0,0) = ——(0,0)?. Justifique.
8:533/( '0) ayax( 0)2. Justifique

4. Encuentre el polinomio de Taylor de orden 2 en torno a (0,0).

3. iSe cumple que

Ejercicio 11. Calcular el polinomio de Taylor de orden 2 en torno a (7, 1) de la funcién definida por

f(z,y) = sen(zy) + cos(zy) + 2(z +y)

Ejercicio 12. Calcular la expansion de Taylor de segundo orden de las funciones siguientes en los puntos senalados,
y calcule una vecindad en torno al punto tal que la aproximacién tenga un error de a lo mas 1072.

L f(x,y,2) = (z% + 2zy + y®)e* en {(1,2,0),(3,2,5)}.
2. f(z,y,2) = (@® + 32y +1%)e*" en {(0,0,0),(3,2,3)}.
3. f(z1,x2,x3,24) = log(cos(x1 + x2 — 3 — z4)) en (0,0,0,0).

Ejercicio 13. Encuentre la aproximacion de primer orden P (x,y, z) y la aproximacion de segundo orden Py (z,y, 2)
para la funcién
f(z,y,2) = ze¥ + ze*

en torno al punto (xo,yo,20) = (0,0,0). Encuentre una vecindad en torno al origen que garantice un error de a lo
mas 1073,
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Ejercicio 14. Sea f : R™ — R de clase C*>°. Pruebe que en general no se tiene que la serie de Taylor de f converge
a f. Para esto considere como contraejemplo la funciéon f : R — R definida por

fla) = {em2 sixzx <0

0 sixz >0

Pruebe que es C* y estudie su serie de Taylor en torno a cero.

Ejercicio 15. Escribir la formula general de Taylor de orden 3.

Extremos de funciones con valores reales

Ejercicio 16. Sea f : R? — R una funcién continua que satisface | Hll’m f(®) =0y f(xg) > 0 para algin
x||—+o0
xo € R%. Pruebe que f posee un minimo global.

Ejercicio 17. Sea f(x,y) = (ax? + by2)e’(12+92), con a,b > 0. Calcule todos los méximos y minimos globales.

Indicacion. Analice los casos a = b,a < by a > b.

Ejercicio 18. Calcular los extremos relativos y los puntos silla para las funciones
1. cos(z) cosh(y) donde cosh(z) = 3(e® +e~2).
2. fl@)=Y1"yllz—y'||* donde z e R" e y* € R™, i € {1,...,m}.

Funciones céoncavas y convexas

Ejercicio 19. Dados d € R?\ {0} y € > 0, se llama cono de Bishop-Phelps al conjunto
K(d,e) = {x e R : ¢||d|l[|z| < (z,d)}
Demuestre que K(d, ) es convexo para todo d € R3\ {0} y € > 0.
Ejercicio 20. Dados a,b € R? y v € [0, 1] se llama pétalo de Penot al conjunto
Py(a,b) = {x € R* 1 ylla — z|| + [z — b] < [[b - al}}
Demuestre que P, (d, ¢) es convexo para todo a,b € R? y v € [0, 1].

Ejercicio 21. Sea g : R™ — R una funcién convexa. Se define f(x) = exp[g(x)]. Demuestre que f es convexa.

Extremos restringidos

Ejercicio 22. De un cartéon de 20m? se va a construir una caja rectangular sin tapa. Determine el méximo volumen
de la caja utilizando multiplicadores de Lagrange.

Ejercicio 23. Determinar el paralelepipedo de lados paralelos a los ejes de coordenadas, y de maximo volumen
que cabe dentro del elipsoide

Ejercicio 24. Para p, ¢, nimeros racionales positivos, considere la funcion f(z,y,z) = zPy?z" y determine el
mayor valor de f(z,y,z) cuandox +y+z=a,2 >0,y >0y z > 0.
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Ejercicio 25. Determine todos los valores extremos de f(x,y) = 22 +y? + z en la region 2% + 4% + 22 <1, 2 > 0.

Ejercicio 26. Encontrar los puntos de la esfera
322 4+ 3y% + 322 =18
que estan mas lejos y mas cerca del punto (3,1, —1) mediante multiplicadores de Lagrange.

Ejercicio 27. Encuentre el maximo valor de la funcién
4+ 2y + 32

en la curva de la interseccién del plano 2z —y + z = 1 y el cilindro 22 + %2 = 1 mediante multiplicadores de
Lagrange.
Ejercicio 28. Sean p,q > 0. Encontrar el minimo de la funcién f : R? — R definida por

aP oyt

b q

sujeto a xz,y > 0 y xy = 1. Usar este resultado para deducir la siguiente desigualdad cuando % + % =lyz,y>0

Ejercicio 29. Dada la funcién f : R®> — R tal que f(z,y,2) = zy + 2, determine si existe minimos y méaximos
globales de f en la region A = {(x, y,2) ER3:? 492 —axy + 22 < 1}. En caso de existir, calcilelos.

Ejercicio 30. Calcular los extremos y los puntos silla para las funciones
1. f(z,y,2) = 2% +y? + 2% tal que zy = 1.
2. fz,y,2) =22 +3y?> + 222 — 2wy + 2wz tal que x +y + 2z = 1.

Ejercicio 31. Resuelva el siguiente problema:

min -y
T,y

sa 2?4yi=1

Ejercicio 32. Resuelva el siguiente problema:

min r4+y+z

Y,z
sa 224+9y2=2
r+z=1
Ejercicio 33. Resuelva el siguiente problema:
min e —d|?
d
s.a Ad=0

donde ¢,d e R", A € Myxny m <n.
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1. Encuentre una solucion dy para el problema, caractericela.
2. Determine las condiciones para que la solucién encontrada sea tnica.

3. Demuestre que dj satisface ¢-dy > 0, y que
c-dy>0 < INER™ tal que A'N=¢
Ejercicio 34. Sean a,b,c € R, . Considere la funciéon
fla,y,2) = a"y"=°
Determine el mayor valor de f(z,y, z) mediante multiplicadores de Lagrange cuando

r+y+z=a , x,9,2>0

Ejercicio 35. Encuentre el minimo de la funcién

flz,y) =2® +2y°

sujeto a la restriccion
2?4 y? =2

Ejercicio 36. Doma Paipa es una vendedora que tiene un carrito de sopaipillas a la entrada de Beaucheff y desea
maximizar sus utilidades (ingreso menos costos) de la venta diaria. Lo que se sabe es:

1. La produccion de sopaipillas es representable por medio de la funcion f : R?* — R definida por f(z,y,2) =
VZyz y (z,y,z) son los insumos aceite (z), masa (y) y gas (z).

2. Lo que interesa como horizonte de tiempo es la produccion de un dia. Cada dia se pueden producir a lo mas
500 sopaipillas.

3. El costo de los insumos es 15, 20 y 35 pesos respectivamente. Cada sopaipilla se vende a 100 pesos.
En base a esta informacion:

1. Plantee el problema de optimizacion.

2. Resuelva utilizando multiplicadores de Lagrange para obtener la cantidad éptima que debe vender.

3. Determine el margen de ganancia que tiene Dona Paipa luego de un dia de trabajo.

Ejercicio 37. Suponga que ahora Dona Paipa logra instalar un local de pizzas frente al edificio CEC. Nuevamente,
lo que le interesa es maximizar las utilidades de la venta diaria. La produccién de pizzas es representable por medio
de la funcion f : R® — R definida por f(z,y,2) = (2% + y* + 22 + w?)"/? y (x,y, z,w) son los insumos masa (z),
queso (y), otro ingrediente (z) y electricidad (w).

Ahora los costos son distintos y todos los insumos tienen un costo unitario de 100 pesos. Cada pizza se vende a 500
pesos y se pueden producir a lo méas 200 pizzas por dia.

En base a esta informacién plantee el problema de optimizacion y resuelva.

Ejercicio 38. La vina Don Pachéa produce tres tipos de vinos (Carménére, Cavernet Sauvignon y Merlot). Por
razones enologicas que no son parte del apunte la producciéon de cada vino viene dada por combinaciones de capital
(K) y mano de obra (L) representables por medio de las siguientes funciones

1. Carmenere: f(K,L) = 0,8K"3L%7
2. Cavernet Sauvignon: f(K,L) = KL
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3. Merlot: f(K,L) = (K2 + L'/?)?

Si el costo de una unidad de capital es m y de una unidad mano de obra es n. Obtenga la demanda por factores
proveniente de la minimizaciéon de costos para cada caso, planteando el problema de minimizacién general y resuelva
utilizando multiplicadores de Lagrange.

Ejercicio 39. Considere la forma cuadratica

o (03) ()

minimice su valor sujeto a la restriccion ||(z,y)|2 = 1.

Criterio de 29° orden para extremos restringidos
Ejercicio 40. Sea f : R?® — R definida por f(z,y, z) = In(zyz?)
1. Encuentre el valor méximo de f sobre
{(z,y,2) eER® :2® + 9> + 22 =5r%, >0,y >0, 2> 0}

INDICACION. Verifique que el hessiano del lagrangeano es definido positivo sobre dicho punto.

2. Usando lo anterior, muestre que para ntmeros reales positivos se cumple
b 5
abc® < 27 <a++c>
5
Ejercicio 41. Sea Q € M, x,(R), b € R", c € R y sea f(x) = x'Qz + b - x + c. Encuentre las condiciones sobre

() para la existencia de maximos y minimos para f.

Ademés, encuentre las mismas condiciones de la parte anterior pero bajo la restriccion
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CAPITULO 3

Integracion

Nos interesa extender la nociéon de “4rea bajo una curva”, formalizada por la integral de Riemann en una variable, a
la de “area bajo una superficie” en R™. Luego estudiaremos las propiedades fundamentales de la integral de Riemann
en varias variables. Finalmente veremos algunas aplicaciones a problemas fisicos.

3.1. Integral de Riemann en R?

3.1.1. Definiciones
Definicién 3.1. R C R? es un rectéangulo si y sélo si R = [a1,b1] X [ag, b2] con ay, by, az,bs € R.

El area de un rectangulo R = [a1,b1] X [ag, ba] es
V(R) = (bl - al)(bg - ag)

Definicion 3.2. Para m € N, la m-equiparticion del intervalo [a,b] con a,b € R es

{[007 Cl}: [Cla 62]7 sy [C'rn—ly Cm]}
con ¢; :aJrib_T“,i =0,...,m.
R
Ry Ry
CR, CR,
R3 Ry
CRs CR,

Figura 3.1.: 2-equiparticiéon y seleccion

Definicién 3.3. Para m € N, la m-equiparticion del rectangulo R = [a1,b1] X [ag,bs] es P ={I; x Is: I; € P;,;i =
1,2} con P; m-equiparticion del intervalo [a;, b;],¢ = 1,2. La denotaremos Py, (R).
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Definicién 3.4. Dado un rectangulo R C R? y m € N, decimos que (CP)Per(R) es una seleccion (para Pp,(R)) si
(VP € Py, (R))cp € P.

Notar que cada elemento de una m-equiparticién es un rectangulo y que una m-equiparticion es finita, luego la
siguiente definicion tiene sentido:

Definicién 3.5. Sea m € N, R C R? rectangulo, f : R — R y una selecciéon (CP)Per(R)' Se define la suma de
Riemann asociada a f y (cp)pep,, (g) cOmo:

S (fa (CP>Per(R)) = Z flep)V(P)

PecP,(R)

Definicién 3.6. Sea R C R? rectangulo, f : R — R. Decimos que f es Riemann integrable en R si y solo si
(35S € R)(Ve > 0)(Imo € N)(Vm > my)

‘S (f, (CP)per(R)) - S‘ =

para toda eleccion de los (¢p) pep, (p)-

S se llama integral (de Riemann) de f sobre R y se denota:

|1

La integral de f también se anota:

1,00 4
0,75
0,50 7
0,25

Figura 3.2.: Suma de Riemann para la funcion f(z,y) = sen ($£) para P4([1,5]%)

Ejemplo 3.1. Para R = [0, 1]?, no es integrable en R la funcién f : R — R dada por

)1 si(z,y) €eQxQ
f(zyy)* {O Si (l’,y)¢QXQ

3.1.2. Propiedades basicas

Proposicién 3.1. Sea R C R? rectangulo, f : R — R. Si f es integrable en R entonces f es acotada en R.
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3.1. Integral de Riemann en R?

Demostracion. En efecto, sea e = 1, m = mg en la definiciéon de integrabilidad. Luego
‘5 (f7 (CP)PEPm(R)> -5 <1

Y. flep)V(P) =8| <1

PePn(R)

S flep)V(P)| <14]S]

PeP,,(R)

y para un cierto Py € P,,,(R)

| F(er) |V (Po) <1+1S|+

) f(CP)V(P)‘

PePn (R)\{Po}
> f(cp)V(P)D

|f(cp0)|< <1+|S|+
PGPM(R)\{PD}

1
V(Po)

Fijando los ¢p, para P € P,,,(R) \ {Fo} y notando que cp, es arbitrario en Py se concluye que f es acotada en Py.
Como ademéas P, es arbitrario en P,,(R) se concluye que f es acotada en cada P € P,,(R), luego f es acotada en
R. |

La siguiente propiedad es analoga a la condiciéon de Cauchy para una sucesion, luego es tutil por ejemplo para
estudiar la integrabilidad de una funcién cuando no se conoce el valor de su integral.

Proposicién 3.2. Sea R C R? rectangulo, f : R — R. Son equivalentes:

1. Ve > 0,3mg € N,Vk,m > mO,V(c},)PGPk(R) seleccion, V(CP)Per(R) seleccion

‘S (f7 (CIP)PePk(R)) -8 (f, (CP)PGPM(R)M <e

2. f es integrable en R.

Demostracion.
R . . m L .,
(=): Fijemos ciertas selecciones (CP)Per(R)7 para cada m € N. Luego, por la hipotesis, la sucesion

(5 (£ Prernm))

resulta ser de Cauchy y converge a un cierto S € R. Sea € > 0. Sea m; > my tal que (Ym > my)

meN

‘S (f, (CF)per(R)) B S‘ <€

Sea m > mg y una seleccion (cp)pep (R) arbitraria. Asi, nuevamente con la hipotesis, resulta que
m

5 (7 ertrernim) =S| < |8 (£ Crdrerni) = (£ e, )|

5 (5 en,) -5
< 2¢

(«<): Sea € > 0, sea mg € N tal que (Vm > my)

‘S (f, (CP)peP,,L(R)) - S‘ =
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para toda eleccion de los (cp)pep, () Sean k,m > myq arbitrarios, sean (cp)pcp, (r): (C/ID)PePk(R) selecciones
arbitrarias. Luego:

‘S (fv (CP)pgpm(R)) ) (f> (C/P)PePk(R))‘ < ‘S (fv (CP)Per(R)) - S‘
155 (1. (h)perm)|
< 2e

El siguiente lema es una consecuencia de la proposicién 3.2 y nos da una condicién necesaria y suficiente de integra-
bilidad maés facil de verificar en varias de las propiedades que siguen. La principal diferencia con la proposiciéon 3.2
es que en vez de comparar todos los pares de particiones, compara pares de particiones que son una un refinamiento
de la otra.

Lema 3.1. Sea R C R? rectdingulo, f : R — R. Son equivalentes
1. (Ve > 0)(3Img € N)(Vk € N)(Vm = mo)(Y(cp) pep,, (r) (Cp) pep,,, () Seleccion)

> S |flel) — flep)V(Q) <«

PEPTIL(R) QGPknL(R)
Qcp

2. f es integrable en R.

Demostracion. Usaremos la proposicion 3.2 para sustituir la condicién f integrable en R.

(=): Sea € > 0. Por hipotesis

(Img € N)(Vk € N)(Vm > mg)(V(ep seleccion) (V(c] seleccion
PEP,(R) P)P€Pyn(R)

S S ey~ flep)|VQ) <e

PEP,,(R) Q€EPym (R)
QcPp

Sean k,m > my, sean (cp)pcp

m

(R)> (C/P)PePk(R) selecciones. Sea (C%)PePkm(R) seleccion. Luego:

‘S (f’ (Cb)QePkm(m) -9 (f> <CP)Per<R>)’

=\ S V@ - Y f(cP)V(P)’

QEPim (R) PeP,,(R)
1YY Hv@ - Y e X v<c2>\
PeP,,(R) QEPrm (R) PeP,,(R) QEPirm (R)

P QCP

QC
< Y fep) — flepn)|V(Q)

P€EP,,(R) QEPrm (R)
QCP
<e€

y analogamente

‘S <f’ (Cb)czemmm) - (f’ (C/P)PGPMM)‘ <€
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Asi
5 (1 (er)ren,m) = (- €Prenm)|
<[5 (£ r)ren,m) = S (7 (Qlacrun )]

+ ‘S (f:(cq)aerun(m) — S (f: (CIID)PEPk(R)>‘
< 2

(«<): Sea € > 0. Por hipoétesis, (Img € N)(Vk, m > mo)(v(clP)PePk(R) seleccion)(V(cp) pep,, (r) Seleccion)

’S (fv (CIP)PePk(R)) -5 (f7 (CP)Per(R))’ <e

Sean k € N, m > mo, sean (cp)pep, (r): (€p)pep,,, (r) Selecciones. Para P € Py (R) definamos
cf = argmax{f(cp) : Q € Pum(R),Q € PYU {f(cp)}
¢p = argmin{f(ch) : @ € Pun(R), Q C P} U {f(cp)}

Luego

Y el - flern)|VIQ)

PEPy (R) Q€ Py (R)
Qcp

< D Y (feh) = flep)VI@)

PEPm(R) Q€Pym (1)
QcpP

= > (flep) - flep)V(P)

PeP,(R)
=5 (5 @ger,im) =S (F Prernin)
<e€
|

Posteriormente (teorema 4.11) probaremos que toda funciéon continua sobre un rectangulo es uniformemente continua
en él. En realidad lo probaremos para conjuntos mucho méas generales que rectangulos, llamados compactos. Esta
propiedad se utiliza en la demostracion de la siguiente proposicion.

Proposicién 3.3. Sea R C R? rectangulo, f : R — R. Si f es continua en R entonces f es integrable en R.

Demostracion. Como R es compacto y f es continua en R se tiene que f es uniformemente continua en R. Luego,
para € > 0 arbitrario, (36 > 0)(Vz,y € R)

le —yl <& =|f(x) - fly)<e

Recurriremos al lema 3.1. Sea mg € N tal que (VP € P,,)(Vax,y € P) ||lx — y|| < d. Sea m > my, k € N. Sean
(CP)Per(R)7 (C%’)PePkm(R) selecciones.

Por la uniforme continuidad se tiene que

S S |fle) — fler)|VQ) < VI(R)

PEP,(R) QEPrm (R)
QcpP
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Proposicion 3.4. (Propiedades de la clase de funciones integrables)
Sean R C R? rectangulo, f,g: R — R funciones integrables y ¢ € R. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Linealidad: f + cg es integrable en R, entonces

/Rf+cg=/Rf+C/Rg

2. Monotonia: si (Vz € R)f(z) < g(x), entonces
/fé/g
R R

’/Rfls/lel

1. Sea € > 0 arbitrario. Sea mo € N tal que (Vm > mo)(V(cp)pep,, (r) seleccion)

3. |f| es integrable en R, entonces

Demostracion.

5 (Fer)perum) = [ 1] <e

S(g, (CP)Per(R)> */Rf <e

Por otra parte, se tiene:

S (f + cg, (CP)Per(R)) =9 (f, (CP)Per(R)) +cS (97 (CP)Per(R))

‘ (f—i—cg,(cPPeP (R) /f+0/ ’

< ’S <f7 (CP)Per(R)) - Rf’ + el |S (g, (CP)PGP,,,,(R)) - /Rg
< (1+1cl)e

Luego, por definiciéon de integral de Riemann, se concluye.

2. Es directo de considerar que en este caso se cumple que Vm € N, V(cp) pc P (R) seleccion

S (f7 (cP)Pepm(R)) <S (Qa (CP)Per(R)>

y aplicar la definicién de integral de Riemann.
3. Veamos que |f| es integrable en R por medio del lema 3.1.

En efecto, sea € > 0. Como f es integrable, por el mismo lema
(3mo € N)(Vk € N)(Vm = mo)(V(ep) pep,, (r): (C/P)PePkm(R) seleccion)

S0 i)~ flep)|V@) <<

QcP
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Luego, sean k € N, m > my. Se sabe que (Vz,y € R)

2| =yl |< |z =yl

S Il — £l (er)|V(Q)

PEP,(R) QEPum (R)
QCP
< Y ey - fen)|VQ)

QCP
<e
En conclusion, |f| es integrable en R. Finalmente, se tiene

=< fF<If

~[ins <[
’/Rf's/RIfI

que, con la parte anterior, implica que

es decir

]

Proposicién 3.5. Sea R C R? rectangulo, f : R — R. Si f es integrable en R entonces

V(R) 1nff /f<V ) sup f(x)
zER
Demostracion. Basta notar que Vm € N, V(CP)PEPm(R) seleccion
{ < <
V(R) ff (@) <5 (£ (er)per,m) < V(R)sup f(2)

|

1,00
0,75
0,50
0,25

0,00

— L g lp g r g lr v drergl

1,5

1,0
- 2,0

Figura 3.3.: Ejemplo de que V(R) infyer f(x) < [ f
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3.1.3. Integracién de sucesiones de funciones

Proposiciéon 3.6. Sea R C R? rectéangulo, (fr)pen sucesion de funciones, fi, : R — R, que convergen uniformemente
en Ra f: R— R. Entonces f es integrable en Ry

/szklinolO/Rfk

Demostracion. Veamos que f es integrable en R por medio del lema 3.1. Sea € > 0. Sea kg € N tal que

sup| f (@) — fu, ()| < (3.1)
T€ER

De acuerdo al lema 3.1, sea mg € N tal que
(Vk € N)(Vm = mo)(Y(cp) pep,, (r): (c%’)PePkm(R) seleccion)

Y Y [fulel) — frler)|V@Q) <& (3.2)

P€EP,,(R) Q€EPyrm (R)
QcP

Luego, sean k € N, m > mg. Por la desigualdad triangular se tiene que

Y |fe) - flen)|VIQ)

PeP,,(R) QEPrm(R)
QCP

< D> ) = fro(d)V(Q)

PeP,,(R) Q€Pym (R)
QCP

+ Y > k() = froler)V(Q)

PEP,(R) Q€ Py (R)
QCP

+ 3 > fwler) = flep)|V(Q)

QCP

y aplicando 3.1 y 3.2 se obtiene

<e(2V(R)+1)

En conclusion, f es integrable en R. Por otra parte, por la proposicién 3.5

/Rfk/RfH/R(fkﬁ‘
S/lek—fl

< V(B)sup |fi(z) - f()]

/Rf:klingoéfk

lo cual implica que
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Ejemplo 3.2. Una sucesion de funciones integrables que converge puntualmente a un limite que no lo es. Sea la
numeracion {qo, q1,-.. + =[0,1] N Q, sea I = [0,1] y las funciones f, f,, : I — R dadas por

) = 1 s <x7y)€{QI7--~7Qn}
nl) {o si (2,9) ¢ {a1,- -+, qn}
o)t @y)e1nQ

/) {o (e.y) ¢ 0,1]NQ

En I, se tiene que f, converge a f puntualmente (pero no uniformemente) y cada f, es integrable, pero f no es
integrable.

3.1.4. Extension de la clase de funciones integrables

Aun cuando la clase de funciones continuas es muy amplia, todavia no es suficiente para muchas aplicaciones. Asi,
a continuacién veremos una condicién suficiente de integrabilidad un poco méas débil que la continuidad, esto es,
que una funcién sea continua salvo sobre la unién de grafos de funciones continuas.

Recordar que el grafo de una funcion g : [a,b] — R es
grafo(g) ={(z,g(z)) E R* : z € [a,b]}

Intuitivamente, el lema siguiente nos dice que el grafo de una funcién continua tiene “volumen cero”.
Lema 3.2. Sea f : [a,b] — [c,d] continua. Denotemos R = [a,b] X [c,d]. Entonces
lim > v(@P)=0

m— 00
PEPy (R)
Pngrafo(g)#@

Demostracion. Sea € > 0. Como f continua en [a,b] compacto, se tiene que f es uniformemente continua en [a, b]
(teorema 4.11). Luego (36 > 0)(Vz,y € [a,b])

|z —yl < =[f(2) - fy)|<e
Asi, escojamos mo € N tal que (b —a)(d—c¢)/mo <ey
(b—a)/mo<$é (3.3)
Entonces, se cumple que (Vm > my)

Yo V(P = w\{P € P, (R) : P Ngrafo(g) # 2}

m?
PePp(R)
Pngrafo(g)#2

Gracias a la uniforme continuidad y (3.3)
{P € Pu(R) : PN grafo(g) # 2}|< m(——

Asi, Ym > my

(b—a)(d—c) €
g <
V(P) < m2 m((dfc)/m +1)
PeP,,(R)
Pngrafo(g)#2
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Para A C R"™ acotado, se define el diametro de A como

diam(A) = sup [z — ]|
x,ye

Figura 3.4.: Didametro de un conjunto A C R?

Proposicién 3.7. Sea R = [a,b] x [c,d] C R? rectangulo, f : R — R acotada en R y continua en R — grafo(g),
donde g : [a,b] — [¢,d] es una funcién continua. Entonces f es integrable en R.

Demostracion. Sea K € R tal que (Va € R)
f(x)|< K (3.4)

Recurriremos al lema 3.1. Sea € > 0 arbitrario. De acuerdo al lema 3.2, sea mg € N tal que (Vm > my)
Y V(P <e (3.5)

PePp,(R)
Pngrafo(g)#2

Denotemos Pj,

= {P € Pn(R) : PNgrafo(g) = @}, R}, = Upep, P- Como R}, es compacto y f es continua en
R}, se tiene que f es uniformemente continua en Ry, . Luego (30 > 0)(Vx,y € R}, )

[z -yl <é=|f(z) - fly)l <e (3.6)
Sea my > mg tal que (VP € Py, (R))diam(P) < 6. Sea m > my, k € N. Sean (cp)pep, (r), (Cp)

selecciones. Asi

Yoo Y )~ flenVQ)

PEPy(R) QEPym (R)
QC

= > D ) —fep|lV@+ D > | fch) = fler)|VIQ)

P€EP,,(R) QE€Pym (R) PEPy,(R) QE Py (R)
PCR;, ~~ QCP PER},, P

PePrm(R)

que, con (3.4) y (3.6), implica que

y con (3.5) resulta

<eV(R) 4+ el8K
|

Corolario 3.1. Sea R = [a,b] x [¢,d] C R? rectdngulo, f: R — R acotada en R y continua en R — |J]_, grafo(g;),
donde g; : [a,b] = [c,d] es continua. Entonces [ es integrable en R.
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3.1. Integral de Riemann en R?

3.1.5. Teorema de Fubini

El siguiente teorema expresa la integral de una funcién en 2 variables como la aplicaciéon iterada de 2 integrales en
una variable bajo hipétesis minimas y permite escoger arbitrariamente el orden de estas integrales en una variable
cuando la funcién a integrar es continua.

La demostracion la haremos en la seccion 3.2 en R™.

Teorema 3.1. (Teorema de Fubini en R?)
Sea R = [a,b] x [c,d] C R? rectangulo, f : R — R.
1. Si f integrable en R y (Vx € [a,b]) f(x,-) integrable en [c,d], entonces

/Rf=/: (/jf(sc,y)dy) dz

2. Si f continua en R, entonces

/Rf/ab (/jf(z:,y)dy) dx/cd (/jf(a:,y)dar) d

EJemp].O 3.3- Para R — [0, ].} X [0, 1], Calcular
/ X y
R

Solucion. Por el teorema de Fubini, caso continuo, se tiene que

1 1
/x2+y:/ </ x2+ydy) dx
R 0 0
1 21
:/ x2y+y— dx
2 |y=o
1
:/ z? —|— d:,C
0

5

6

w

r 4
3

l\D\&

O
Ejemplo 3.4. Veamos un caso en el que las integrales iteradas existen y son iguales, pero la funcién no es integrable.

Consideremos el cuadrado unitario R = [0,1]?> C R? y la sucesiéon de cuadrados (Rj)ren contenidos en ¢l dada por

la figura 3.5. Dividamos cada Ry en 4 cuadrados iguales R,(Cl), R,(f), R,(:’)7 R,(f). Definamos la funciéon f : R — R dada
por

vy si(zy) €int R Uint RY)
f@,y) =~y si(zy) €t R Uint R

0 en otro caso

/Olf(%y)daf:
/Olf(%y)dy:

Para cada y € [0, 1] es claro que

y andlogamente para cada x € [0, 1]
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Luego, las integrales iteradas son ambas nulas, esto es:

/Ol/olf(ﬂc,y)dydx:/Ol/olf(x’y)dxdy:0.

Para convencernos de que f no es integrable, es suficiente ver que |f| no es integrable. En efecto, |f| estd dada por

o si (z,y) € Ry

|1 (z,y) = {V(R’“)

0 en otro caso

Si | f| fuera integrable, como los Ry, son disjuntos, se tendria que

AW—ELQUI

keN

LJﬂ=1

pero

con lo que | f| no puede ser integrable en R.

R; H|

Ry -
R RY N
D] p2) J
Ry R
Ry 2 | £z R :
r® | RWY . =
Rgl) Rf) .
Figura 3.5.: El dominio del ejemplo 3.4. Figura 3.6.: La funcion del ejemplo 3.4.

3.1.6. Integral en R? sobre dominios generales

A continuacion extenderemos la definicién de integral para considerar la integracion de funciones sobre algunos
dominios un tanto més generales que los rectangulos.

Definicién 3.7. Sea R C R? rectangulo, A C R, f : A — R. Denotemos fy : R — R a la funcién dada por, para

r e R
{f(:c) size A

fol@) =1 sizdA

Si fo es integrable sobre R entonces se dice que f es funcién integrable sobre A y:

[ =[5
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3.1. Integral de Riemann en R?

Definicién 3.8. La funcién indicatriz de un conjunto A C R? se define:

1 sizeA
]_ =
al@) {O sizd A

Definicion 3.9. Decimos que D C R2 es

1. Dominio de tipo 1 siy solo si Ja,b € R, Jé1, @2 : [a,b] — R funciones continuas tales que (Vx € [a, b])¢p1(z) <

¢a(x) y
D={(z,y) ER*:a <z <b¢i(z) <y< doa)}

2. Dominio de tipo 2 si y solo si Je,d € R, Fh1, 95 : [¢,d] — R funciones continuas tales que (Va € [e, d])i1(x) <

Ya(z) y
D={(z,y) eR*:c <y <d,i(y) <z <a(y)}

3. Dominio de tipo 3 si y s6lo si D es de tipo 1 y 2,

4. Dominio elemental si y s6lo si D es de tipo 1 6 2.

Figura 3.7.: Dominio del tipo 1 que no es del tipo 2 y dominio del tipo 3.

Si R C R? es un rectangulo y D C R es una region elemental entonces fy (dada por la definicién 3.7) es continua en
R salvo sobre la union finita de grafos de funciones. Luego [ p [ existe. En general, supongamos que tenemos una

funciéon f: A C R — R con R rectangulo y A dominio del tipo 1, digamos:

A={(z,y) eR*:a<a<bdi(x) <y < da(x)}

con a,b € R, ¢1,¢s : [a,b] — R funciones continuas. Entonces, gracias al teorema de Fubini (teorema 3.1), se tiene

que:
b roa(x)

/f=// f(a,y) dyda
A a ¢1(x)

/ (z3y + cos(z)) dy dx
T

Ejemplo 3.5. Calcular

donde
T={(z,y) eR*:0<x<7/2,0<y<x}

Solucion. Notar que T es una region del tipo 1. Por definiciéon se tiene que

/ (x3y + cos(z)) dy dx = / 17(23y + cos(z)) dy dx
T

(0,7 /2]

y, en virtud del teorema de Fubini:

/2 /2
:/ / 17 (2°y + cos(z)) dydx
0 0
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Maés atn, con la definicién de T

/2 px
/ (z%y + cos(z)) dydz
0

/
w/2 3,2 z
:/ (x i —l—ycos(x)) dx
0 2 y=0
/2 25
:/ — + xcos(z) dx
o 2
26 /2
= | — + cos(z) + xsen(x)
12 .
6
= 4T
768 + 2

3.2. Integral de Riemann en R"

Las demostraciones que no se incluyen en esta seccion son idénticas a las hechas en la seccién 3.1, acerca de la
integral de Riemann en R2.

3.2.1. Definiciones

Definiciéon 3.10. R C R" es un rectangulo si y solo si R = [a1,b1] X -+ X [an, by] con a;,b; € R.

Definicién 3.11. Para un rectangulo R = [a1,b1] X - -+ X [an, b,] se define su volumen como
n
V(R) = H bz — a;
i=1

Definicién 3.12. Para m € N, la m-equiparticion del rectangulo R = [a1,b1] X -+ X [apn,bp] es {I1 X --- x I, : I; €
P,,i=1,...,n} con P, m-equiparticion del intervalo [a;, b;],4 = 1,...,n. La denotaremos P,,(R).

Dado un rectangulo R € R™ y m € N, decimos que (cp)pep, () s una seleccion (para Py, (R)) si (VP € Py, (R))cp €
P.

Notar que cada elemento de una m-equiparticién es un rectidngulo y que una m-equiparticién es finita, luego la
siguiente definicién tiene sentido:

Definicion 3.13. Sea m € N, R C R” rectangulo, f : R — R y una selecciéon (CP)Per(R)' Se define la suma de
Riemann asociada a f y (ep)pep, gy como:

S(fler)pen,m) = D fler)V(P)
PeP,,(R)

Definicion 3.14. Sea R C R" rectangulo, f : R — R. Decimos que f es Riemann integrable en R si y solo si
(35 € R)

‘S (f, (CP)per(R)) B S‘ <€

para toda eleccion de los (cp)pcp, (p)-
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3.2. Integral de Riemann en R"

S se llama integral (de Riemann) de f sobre R y se denota:

|1

/Rf(ac) dx

La integral de f también se anota:

3.2.2. Propiedades Basicas

Las propiedades que enunciaremos tienen una demostracién analoga a las que ya vimos en el caso de R2.
Proposicion 3.8. Sea R C R" rectangulo, f: R — R. Si f es integrable en R entonces f es acotada en R.

Proposicion 3.9. Sea R C R" rectangulo, f : R — R. Son equivalentes:

1. Ve > 0,3Imy € NVk,m > m07V(c§D)P€Pk(R) seleccion, V(cp)pep, (r) seleccion

’S (f7 (C%’)PePk(R)> -5 (f7 (CP)Per(R)>’ <e

2. f es integrable en R.
Proposicion 3.10. Sea R C R"” rectangulo, f : R — R. Si f es continua en R entonces f es integrable en R.

Proposicion 3.11. Sean R C R"™ rectangulo, f,g : R — R funciones integrables y ¢ € R. Se tienen las siguientes
propiedades:

1. Linealidad: f + cg es integrable, entonces

lLf+qriLf+C/g

2. Monotonia: si (Vz € R)f(z) < g(x), entonces
/fé/g
R R

i< [

Proposicién 3.12. Sea R C R” rectangulo, f: R — R. Si f es integrable en R entonces

3. |f] es integrable en R, entonces

V(R) inf f(x /f<V ) sup f(x)

TER TER

3.2.3. Integracion de sucesiones de funciones

Proposicién 3.13. Sea R C R" rectangulo, (f),cy sucesion de funciones, fr : R — R, que convergen uniforme-
mente en R a f: R — R. Entonces f es integrable en Ry

szggéﬁ
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3.2.4. Extension de la clase de funciones integrables

Recordar que el grafo de una funcién g : A CR™ — R™ es

grafo(g) = {(z, g(x)) e R"™™ 1 x € A}

La demostracion del siguiente lema es andloga a la del lema 3.2.

Lema 3.3. Sea R’ C RN~ rectingulo, f : R' — [a,b] continua. Denotemos R = R' x [a,b]. Entonces
g

o S vie=g
PeP,(R)
Pngrafo(g)#2

Demostracion. Sea & > 0. Como f continua en R’ compacto, se tiene que f es uniformemente continua en R’. Luego
(36 > 0)(Ve,y € R')
lz —yll <& =|f(z) - fly)|<e

Asi, escojamos mg € N tal que V(R)/mg < ¢ y diam(P) < 4, para cualquier P € P,,,(R’). Entonces, se cumple que
(Ym > myg)

Z V(P) = @‘{P € P, (R) : PnNgrafo(g) # @}’

N
PePp,(R)
Pngrafo(g)#2

V(R) N-1( €
(b—a)/m

<% +1)
)

=eV(R)
<e(V(R)+1)
|

Proposicion 3.14. Sea R’ C RV~! rectangulo, R = R’ x [a,b] C R" rectangulo, f : R — R acotada en Ry
continua en R — grafo(g), donde g : R’ — [a, b] es una funcion continua. Entonces f es integrable en R.

Corolario 3.2. Sea R’ C RN~! rectingulo, R = R’ x [a,b] C R™ rectdngulo, f : R — R acotada en R y continua
en R — |J!_, grafo(g;), donde g; : R' — [a,b] es continua. Entonces [ es integrable en R.

3.2.5. Teorema de Fubini

Lema 3.4. Sea R C R" rectdngulo, f : R — R, m* € N. Si f es integrable en R entonces

V(S) inf f(x) < [ f< V(S)sup f(x)
Sepzm; (R) wes /R Se%; (R) &S

Demostracion. En efecto, es claro que V& € R

Y ls(@) inf fx) < fl@)< Y Ls(a)sup f(x).

xEeS
SEP,,+ (R) SEP,.+(R) wes

Integrando se concluye la desigualdad buscada, notando que para S € P,,«(R) se tiene

/RlS:/Sl:V(S)
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Teorema 3.2. (Teorema de Fubini en R")

Sean M,N € N, ACR", B CR™ rectingulos, notemos R = A x B C R*"™™ rectdngulo. Sea f : R — R.
1. Si f integrable en R y (Vo € A)f(x,-) integrable en B, entonces

[1=[ (] ewiy) iz
R A\JB
2. Si f continua en R, entonces

[1=[ ([ seway)ie=[ ([ rwwic)

Demostracion. La segunda parte es consecuencia directa de la primera, en virtud de la proposicion 3.3. Probemos
la primera parte.
Definamos la funcién I : A — R dada por I(z) = [, f 5 f(x,y)dy. Luego basta probar que [ es integrable en Ay

/Af:/Rf

En efecto, sea € > 0 arbitrario. Por una parte, por definiciéon de integrabilidad, (Img € N)(Vm > myg)

/f— Z fCQ

QEP,,

para toda eleccion de los (CQ)Qer(R)'

Por otra parte, sea m > mo, (cg,) QAP (a) seleccion arbitraria. Notar que
m {QA XQB QA epm( )7QB GPm(B)}

Consideremos la seleccién (CZ?)Qer(R) dada por (para Qa € Pn(a),Qp € Pn(B)) ¢, x0, = (cQa,y"), con y*
tal que f(ch, «xq,) = SUPyeq, f(cqa,y) —&. Asi, en virtud del lema 3.4 se tiene que

Yo Ie@V(@Qa) = Y flep)V

QAEPr(a) QEPn(R)

< Y sw feguy)V(Qa)V(Qn)

QAEP,, (a) YEPE
QB EPm(B)

— Y f(ehax0,)V(QAV(Qp)

QAEPy(a)
QBEP,(B)

= Y (sup fcqu ) — f(ch,xa,))V(Qa)V (@)
QAEPm(a) yeQRB
QBGPM(B)

<eV(R)

Combinando con (3.7) se obtiene:

> I(CQA)V(QA)_/RfSE(V(R)-i-l)

QAerr(a)
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Escogiendo (C*Q)QeP (R) tal que f(cp), «xq,) < Infyeqy f(eqQa,y) + €, un célculo andlogo permite obtener:
V)2 Y HeaViQa) - [
QAEP,(a) R

En conclusion,

Y teav@a- [ sevi vy

QAEPm(a)
|
Ejemplo 3.6. Calcular [, f con B =[0,1]> x [0,10] y f(z,y, z,t) = t(x* + 3 + 2?).
Solucion. En virtud del teorema de Fubini
10 1 p1 pl
/ f:/ / / / t(x? +y? + 2% dedy dzdt
B o Jo Jo Jo
10 1 103 1
= / / / (t— + tyPx + t2%r) dydzdt
=0
10
/ / / —+ty? + ) dydzdt
10
/ / y+ t— +tz y) dzdt
y=0
10
/ / + +tz )dzdt
= / tdt
0
= 50.
]

3.2.6. Integral en R" sobre dominios generales

Definicion 3.15. Sea R C R™ rectangulo, A C R, f: A — R. Denotemos fy : R — R a la funcién dada por, para

r € R:
) flx) sizecA
folx) = {0 sizxd A

Si fo es integrable sobre R entonces se dice que f es integrable sobre A y:

IREIRL

Definicién 3.16. La funcion indicatriz de un conjunto A C R™ es analoga al caso de R? y se define:

1 sizeA
1 =
A@) {O siz ¢ A

Definicién 3.17. Decimos que D C R? es

1. Dominio de tipo 1 si y soélo si alguna de las siguientes afirmaciones es cierta:
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3.2. Integral de Riemann en R"

a) Ja,b € R, 3é1, P2 : [a,b] — R funciones continuas, Fy1,7y2 : D’ — R funciones continuas tales que

DZ{(w,y,Z)€R3'

donde D' = {(x,y) e R? :a < x < b, ¢1(2) <y < ¢a(x)}
b) Je,d € R, Fhy, s : [¢,d] — R funciones continuas, 3y;,7v, : D’ — R funciones continuas tales que
D ={(z,y,2) eR®:c <y <d,
V1(y) <z <ha(y),
Mz, y) < 2 <72z, 9)}
donde D' = {(z,y) € R* : c <y < d,i(y) <z < Pa(y)}.
2. Dominio de tipo 2 si y so6lo si alguna de las siguientes afirmaciones es cierta:
a) Ja,b € R, o1, ¢ : [a,b] — R funciones continuas, Fy1,7v2 : D’ — R funciones continuas tales que
D={(z,y,2) eR®:a <z <b,
p1(z) < 2 < ¢a2(x),
MN(z,2) <y <72(w,2)}
donde D' = {(z,2) e R*:a <z < b, ¢1(z) < z < do(x)}.
b) Je,d € R, Iy, : [¢,d] — R funciones continuas, 31,72 : D’ — R funciones continuas tales que
D={(z,y,2) eR®:c <y <d,
P1(2) <@ < ha(2),
m(z,2) Sy < v2(z,2)}
donde D' = {(x,2) e R?: c < 2 < d,1(y) <z < ha(2)}.
3. Dominio de tipo 3 si y s6lo si alguna de las siguientes afirmaciones es cierta:
a) Ja,b € R, 3é1, P2 : [a,b] — R funciones continuas, Fy1,7y2 : D’ — R funciones continuas tales que
D={(z,y,2) eR*:a <y <,
d1(y) < 2 < ga(y),
Ny, 2) @ <72(y,2)}

donde D' = {(y,2) €eR?:a <y < b, ¢1(y) < 2z < ga2(y)}.

~—

b) Je,d € R, Fhy, 19 : [¢,d] — R funciones continuas, 3y1,7v2 : D’ — R funciones continuas tales que

D ={(z,y,2) eR®:c <2 <d,
Y1(2) <y < ha(2),
Ny, 2) <@ < v2(y, 2)}
donde D' = {(y,2) € R?: c < 2 < d,¥1(2) <y < ha(2)}.
4. Dominio de tipo 4 si y solo si D es de tipo 1, 2 y 3.
5. Dominio elemental si y sblo si D es de tipo 1, 2 6 3.

Si R C R™ es un rectangulo y D C R es una region elemental entonces fy (dada por la definicion 3.15) es continua
en R salvo sobre la union finita de grafos de funciones. Luego [, f existe.
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Ejemplo 3.7. Sea W C R? la region comprendida entre los planos = 0, y = 0, z = 2 y la superficie z = 22 + 2.
Calcular [, =.

Solucion. {Cémo describir el conjunto W? Podemos describirlo como un dominio de tipo 1, es decir:
W={(z,y,2) eR}*:0<2<V2,0<y<+v2—2222+y2<2<2}

Luego, gracias al teorema de Fubini (teorema 3.2) se tiene:

V2 2=z p2
/ T / / / rdzdydx
w 0 0 r249y?2

V2 pv2—a?
/ / 22 — z(2® 4+ y?) dy dx
o Jo
V2

3 2—x2
[ o)
= xy — 1Y —
0 3 y=0

dx
v 1
:/ x(QM_x2m_3(2_x2)3/2> dx
0

[ e

y, haciendo el cambio de variable u = 2 — z2:

3.3. Teorema del cambio de variable

Recordemos que en el caso de una variable se tiene que si o : [a,b] — [c,d] es biyectiva (més algunas hipotesis
adicionales) entonces

b )
dt = o(s))o’(s)ds
[ swa= [ rene

Equivalentemente podemos escribir:
[ twar= [ fe)lo ) ds
o (la,b]) [a,b]
Nuestro proposito es extender esta formula a varias variables. Vamos a comenzar con la transformaciéon més simple,

la lineal. Sea T': D = [0,1]* — D* = T(D), T(x,y) = A(;) con A € My(R)
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3.3. Teorema del cambio de variable

(a+b,c+d)

D D~

(b, d)

1

Figura 3.8.: Cambio de variable, caso de una transformacion lineal

Se tiene que V(D) =1y

V(D*) = (b’d;\/%;a)\/az +c?

= |ad — b¢|
= [det(A)]
Asi
V(D*) = V(D) |det]|

Es facil ver que una férmula anédloga se cumple para cualquier rectangulo en R”. Mas atn, para f : D* — R, de
acuerdo a la definicién de integral de Riemann es razonable escribir lo siguiente:

frlm Y f(T(ep)V(T(P)  (cp€P)
br PEP,(D)

~lim Y f(T(cp))V(P) [det(A)]
PePy, (D)

z/ foT|det(A)]
D

Para una transformacion mas general (no lineal), se puede pensar que la diferencial nos da una aproximacion
lineal de la transformacion en torno a un punto, luego es razonable pensar que el jacobiano de la transformaciéon
desemperniara el papel de la matriz A en la formula méas general. En efecto, se tiene el siguiente teorema (para los
detalles, véase la seccion 6.2):

Teorema 3.3. (Teorema del cambio de variables)
Sea Q2 v-medible y f : U — V un difeomorfismo, Q C U. Sea g : f(2) — R v-integrable. Entonces go f:Q — R es
v-integrable y

/ o(x)dz = / o(f (v))| det Df ()| dy
£(Q) Q

Demostracion. Por razones pedagogicas se hara posteriormente (teorema 6.3). |

Ejemplo 3.8. (integral en coordenadas polares)
Calcular

/ log(z? + y?) dx dy
C

donde
C={(z,y):a® <a®+y> <b*, x>0,y >0}

87



FCFM - Universidad de Chile

Solucion. Vamos a considerar el cambio de variable
x = rcos(d)
y = rsen(6)
es decir, la transformacion T'(r,0) = (r cos(6), rsen(6)). Notar que:

cos(0) —rsen(6)

D(r.0) = sen(f)  rcos(6)

y asi:
det DT'(r,0) =r

Denotemos

D=T"1C)
( H)ERQ:agrgb,OSGSW/Q}

{(r,
[a,b] x [0,7/2]

Luego, en virtud del teorema del cambio de variable :

/ log(x? + y?) dx dy = / log(r?)r dr d
T(D) D

y, con Fubini:

b pm/2
= / / log(r?)r dr d6
a JO

Tl [°
755/ log sds

a?

= g(b2 logb? — b*> — a*loga® + a?)

3.4. Aplicaciones

3.4.1. Centro de masa

Sea D C R? una placay p: D — R la densidad (de masa). Entonces la masa total de la placa esta dada por:

Iy

y las coordenadas (Z, ) del centro de masa de la placa estan dadas por:

[ zp(z,y) dy dx
M

[Ipyp(z,y) dydx
M

8l
I

<
Il

El caso tridimensional es analogo.
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3.4. Aplicaciones

Ejemplo 3.9. Hallar el centro de masa de una lamina triangular con vértices (0,0), (1,0) y (0,2) si la funciéon de
densidad es p(z,y) =1+ 3z +y.

Solucion. A partir de los vértices la hipotenusa del triangulo queda descrita por la ecuaciéon y = 2 — 2z. Luego la
masa total corresponde a

1 2—2x 1 yg y=2—2x
M = // p(w,y):/ / (1+3:1:+y)dydx:/ [y—i—?)a:y—i—] dz
D 0o Jo 0 2

y=0
1 371
4/(1—x2)dx:4[m—m} _8
0 31, 3

Luego el centro de masa esta dado por las ecuaciones

22z
Tz = M// xzp(x,y)dyde = = // (z + 32% + xy)dydz

y=2—2x

1
3/ |: y2:| 3/ 3 22 74 3
e y + 32y + = de = = (z —2)de = | — — _°
8 Jo 2 y=0 2 Jo 2 41, 8

22z
T M//ypxydydx— // (y + 3zy + y*)dydz

3 y?  3zy? y3y22m 1/ 3
— = = dr = 7—9z -3 52°)d
8/0{2 > T, g, (et

y=0
1 922 52470 11

= |Tx—- 34 ==
4{95 2 x+4}0 16

por lo tanto, el centro de masa se ubica en las coordenadas (7, ) = (

olw
==
Sl
~—
U

3.4.2. Momento de inercia

Sea W C R? un sélido de densidad p : W — R. Entonces los momentos de inercia estan dados por:

I, = ///W p(z,y, 2)(y* + 2%) dz dy d
I, = ///W p(z,y,2) (2 + 2°) dz dy dz
I, = ///W plz,y, 2)(2* + y*) dz dy dz

Ejemplo 3.10. Hallar el centro de masa de la regién W comprendida entre el plano xy y la semiesfera z2 432 +22 =
1, 2 > 0, de densidad p(z,y) =1, V(z,y) € W.

Solucion. En primer lugar, por simetria £ =y = 0.

Para calcular zZ, vamos a hacer un cambio de variable a coordenadas esféricas:

x = rsen(¢) cos(d)
y = rsen(¢) sen ()
z = rcos(¢@)
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Asi
/ z :/ rcos(¢) |det DT
w T-1(W)

sen(¢) cos(f) rcos(¢)cos(d) —rsen(o)sen(d)
DT (r,¢,0) = |sen(¢)sen(f) rcos(¢)sen(d) rsen(p)cos(f)
cos(¢) —rsen(g) 0

det DT(r, $,0) = (—1)>T1(—rsen(¢) sen(h))
+ (=1)*T2(rsen(¢) cos(h))
= r?sen(¢) sen?(6) + 2 sen(¢) cos®(6)

= r?sen(¢)

/W z= /01 /0% /07r/4(r cos(¢))r? sen(¢) dep d dr

Combinando lo anterior:

’I“4 1 /4
=— 2%/ sen(¢) cos(¢) do
4o 0
B Esenz(gb) /4
S22,
_T
-8
Luego
i
EANT

3.5. Comentarios acerca del capitulo

3.5.1. Extension de la integral de Riemann

(—rsen?(¢) sen(#) — 7 cos®(¢) sen())
(—rsen?(¢p) cos(f) — r cos?(p) cos(h))

Algunos de los problemas que presenta la integral de Riemann son que, para ciertas aplicaciones, no integra una
familia suficientemente amplia de funciones y que los teoremas de convergencia poseen hipotesis muy fuertes (con-
vergencia uniforme en el caso de la proposicion 3.13). Una construccion diferente, basada en la teoria de la medida,
la constituye la integral de Lebesgue , que integra una familia mucho mas amplia de funciones y cuenta con un

teorema de convergencia basado en la convergencia puntual.

3.6. Ejercicios

Integral de Riemann

Ejercicio 1. Sea R C R¥ rectangulo tal que V(R) > 0 y suponga que f : R — R es continua en R. Suponga que

para toda funcién continua g : R — R se tiene

/ng=0
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3.6. Ejercicios

Pruebe que f =0 en R.
Ejercicio 2. Sea el rectangulo R = [0,1]?2 C R? y la funcién f : R — R dada por:

1 si x es irracional
flzy) =4, 5 . .
4y° si x es racional

1. Muestre que fol fol f(z,y) dy dx existe y vale 1.

2. Muestre que [}, f no existe.

Ejercicio 3. Considere el rectangulo D = [~1,1] x [0,2] y R, la particion uniforme con n? subrectangulos, es
decir, todos los rectangulos de R,, tienen las mismas dimensiones. Dado esto, calcule las sumas superior e inferior

S(f, Rn),I(f, Ry) donde f(z,y) = e®y.

Ejercicio 4. Suponga que F C RN para N > 2y que f : R — R es Riemann integrable en F. Muestre que f puede
ser no acotada en F'.

Ejercicio 5. Pruebe que la integral de Riemann de una funciéon en R es tnica.

Ejercicio 6. Justifique cuales de las siguiente funciones son integrables en [0,1] x [0, 1]:

0 si(z,y ¢A

1 si(z,y)e A A={(wy)y<2?)

L. f(x,y) :{

sen(z—y) six 7& y
2. flz,y) = { oY :
1 silx =1y
Ejercicio 7. Sea R=[0,1] x [0;1] y f : R — R definida por
0 siz<y
-

2 siz>y

Demuestre que f es integrable y, usando sumas de Riemann, que || rf=1

Ejercicio 8. Demuestre que

x

O/dxjf(y)dy—jf(y)(xy)dy

Ejercicio 9. Considere la siguiente integral

2 V25—x2 0 V25—a2 4 /25—x2
/ / f(x,y)dyder/ / f(x,y)dydfc+/ / [z, y)dydx
-5 0 -2 5 a2 0 =42

Invierta el orden de integracién usando Fubini.

Cambio de variables

Ejercicio 10. Sea B, la bola unitaria en R™. Muestre que

Vol(By) =2 V1= (22 + 2 + 22)dzdydsz.
Bs
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Tomando coordenadas esféricas muestre que el volumen de By es igual a

2/77/2 /027r /01 2 sen(¢)ﬂdrd9dqb

—m/2
y concluya que Vol(By) = 72/2. En general muestre que el volumen de la bola de radio r es rt7? /2.

Ejercicio 11. Sea f : R” — R" un difeomorfismo de clase C' (es decir, un homeomorfismo con f y f~! de clase
CY), que satisface que f(B) C B, donde B es la bola unitaria cerrada y |detf’(z)| < 1 para todo z € B. Demuestre
que para toda funcion continua g : B — R™ se tiene que

lim g(x)dx =0
k—r o0 f*(B)

donde f* es f compuesta consigo misma k veces.

Ejercicio 12. Calcular [ [ dzdy donde S es el dominio limitado por
s
22 2\2 2 2
R
a b2 h? k2
Indicacion. Use x = arccos(p) e y = sen(yp).

Aplicaciones

Ejercicio 13. Calcule usando Fubini

T

2 s 2
Senx
/ / 5— Vy?dady
0 VY

Ejercicio 14. Calcule el volumen del elipsoide dado por

2 2 2

x Yy z

Indicacion. Use coordenadas esféricas y cambio de variables.
Ejercicio 15. Calcule el volumen encerrado por el cono parabélico 22 + y? = 22 y por la bola B(0,r) con 7 > 0.

Ejercicio 16. Evalie la integral

// VAx? + y?dxdy
422 —8x+y2<0

Ejercicio 17. Calcule

dxdy

1 1
x

/0 /ﬁ Va2 +y?

Ejercicio 18. Calcule el volumen del sélido que esta limitado por las superficies

z—Vx2+y?=0 y 22 —y—2=0
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3.6. Ejercicios

Ejercicio 19. Hallar el volumen de la regién acotada por los paraboloides

z=a?+1? y z=10— 2% — 2?

Ejercicio 20. Sea f : R? — R definida por:

) = ﬁ si (z,y) # (0,0)
fey {0 si (2,y) = (0,0)

Pruebe que

/ljfxydxdy;é//fxydyd:c
00

;,Qué puede decir de este resultado en base al teorema de Fubini?

Ejercicio 21. Sea S la regiéon del primer octante limitada por el plano = + 2y + z = 2 que se encuentra entre los
planos z =0y z = 1.

1. Escriba las integrales iteradas que permiten calcular el volumen de la region.

2. Calcule el volumen que define la integral.
Ejercicio 22. Encuentre el area de la region definida por la curva
f(z) = (sen(x) cos(x), — cos®(x) + sen?(x))
en [0, 7).

Ejercicio 23. Calcular

DondeS:zf;—i-%z%-%;:l

Ejercicio 24. Calcular

/// exp — (1122 + 9y 4 1522 — 4wy — 2022 + 10yz) drdydz

Donde S = 1122 + 9y? + 1522 — 42y — 20z2 + 10yz < 100

Ejercicio 25. Calcular

exp — (1122 + 9y? + 1522 — dzy — 2022 + 10y2)
dxdydz
V1122 + 9y? + 1522 — dzy — 2072 + 10y2

Donde S = 1122 + 9y? 4+ 1522 — 42y — 20z2 + 10yz < 80

Ejercicio 26. Se define la masa total de un solido, con densidad A(x,y, z), como:

M = /‘// Az, y, z)dzdydz
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Ademas se definen las siguientes expresiones:

M, = /// xA(z,y, z)dxdydz
v

M, = /// yNz,y, z)dxdydz
v

M, = ///z)\(x,y,z)dmdydz
v

1
Cvm = M(Ma:; My7 Mz)

El centro de masas corresponde a:

Dado lo anterior, se pide que:

1. Considerando la funcion de densidad A(z,y,z) = 4/ %, calcule la masa total del cuerpo definido por
V={(z,y,2) € R3: 2% +9*> + 22 < 4,2 > 0}

2. Calcule el centro de masas para este mismo cuerpo de la parte 1.

Ejercicio 27. Calcular el volumen en R® de

F = {(21, 29,23, 74,75) : 2] + x5 + 235 < 1,27 + 2% < 1}

Ejercicio 28. Sea f: A C R? — R integrable y considere la integral

2y

1
_[O/O/f(x,y,z)dxdydz

Escriba la integral recién descrita en términos de integrales triples iteradas de la forma
[[] teoizazay— [[[ 19 2)dyazdo

Ejercicio 29. Calcule
// 22ydadz + 22 zdzedy + 23 dydz
s

Donde S es la region que describe el volumen del cilindro 22 + y? = a? entre y los planos z =0y z = 2.

Ejercicio 30. Describa el volumen del sélido M acotado por los paraboloides z = 22 + y? y 2 = 5(2% + 4?) y los
planos de ecuaciones z = 1 y z = 5. Calcule el volumen.

] 22y 22

3 J— JR— [ PR
//\/1 <9 +oet 25)dxdydz
S

Ejercicio 31. Calcular

2 2

donde S = % 4 Y% +

N

< 4.

M‘N
ot
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3.6. Ejercicios

Ejercicio 32. Calcule el volumen de la regién encerrada dentro de la esfera x? + y? + 22 = 5 y el cilindro

(-1 +y?*=1.
//(1 + zy)dzdy

S

Ejercicio 33. Calcular

donde S = S; U S5 definidos por

o o
INIA
IN A

—

—

z—1)2
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CAPITULO 4

Topologia Basica

La idea de este capitulo es formalizar conceptos abstractos que son de alta importancia en los temas que siguen.
No es posible entender a cabalidad los temas que vienen a continuacién en este apunte sin tener claro lo més basico
de topologia, por esto es que preferimos destinar espacio a estos conceptos.

4.1. Normas y espacios normados

Definicion 4.1. Sea E un espacio vectorial. Una norma en E es una funcion que satisface las siguientes propiedades:
-1+ E— Ry U{0}

1. Positividad: ||z]| =0z =0
2. Linealidad: ||[Ax|| = |A|||z]| VA € R,Vz € E
3. Desigualdad triangular: ||z + y|| < |z + |ly|| V&, y € E

Al par ordenado (E, || - ||) se lo conoce como espacio vectorial normado.

Ejemplo 4.1. En R” podemos definir muchas normas:

—_

. Norma 1: |z = |z1] + ... + |2x]

. Norma 2 o euclideana: |||z = /22 + ...+ 22

2
3. Norma infinito o uniforme: ||@|/cc = max;=1.2.. » |®i
4

. Norma p: ||z, = ¢/|z1]? + ... + |za]? para 1 < p < o0

De forma que (R™, || - ||) con cualquiera de las normas definidas tiene estructura de espacio vectorial normado.
Demostrar que || ||2, || |1 ¥ || - [l satisfacen efectivamente las propiedades de una norma es tarea sencilla. Un poco
maés dificil es demostrar que || - ||, con 1 < p < oo es también una norma.

Las normas mencionadas son casos particulares de ||x||,. Las normas 1, 2 e infinito se obtienen cuando p toma los
valores 1, 2 y tendiendo a infinito respectivamente.

Ejemplo 4.2. Para fijar ideas, en R? el dibujo de lz||, =1 con p igual a 1/2, 1, 2 y tendiendo a infinito nos queda
de la siguiente forma
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Figura 4.1.: Normas en R?

Decimos |||, es norma cuando p > 1 pues en caso de que p < 1 no se cumple la desigualdad triangular.
Sean & = (1,0) e y = (0,1). Si p = 1/2 tenemos que

lzll, = (o["*+[1'/%)? =1

lyll, = (112 +10]"/%)? =1
de lo cual se obtiene |||/, + ||y||, = 2 mientras que ||z + y|, = 4.

Lema 4.1. Sean a,b>0€ R y p,o0 > 1 € R tales que % + % = 1. Entonces,

o
il > (4.1)
p o
Demostracion. Consideremos la siguiente curva
plo)=a'"t & a(p)=pi!
la gréafica de esto corresponde a lo siguiente:
P
; /
So
p=ot-1
S1
o

Consideremos las areas S; y S5 del grafico y se tiene que

a p b be
S1 = / ot ldo = L ;S :/ p? tdp = —
0 P 0 o
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4.1. Normas y espacios normados

De la figura se puede inferir que

ab < 51+ 85,
P o
aw < YL
p o

Una forma mas rigurosa de demostrar este lema es por medio de la definicién de funciéon convexa. Una funcion
f:ACR — R es convexa si

fOr+ (1 =Ny) <Af(2)+ (1 -Nfly)  Vr,yeA0<A<1

Otro criterio para determinar la convexidad de una funcién de una variable, en caso de que sea dos veces continua
y diferenciable, es determinar que su segunda derivada sea no decreciente (f”(x) > 0Vz € A).

Tomando la funcion — In(z) (verifique la convexidad mediante la segunda derivada), escojamos A = 1/p. Entonces
por convexidad

|
=
7~ N\
Q
>
>
q
~_
AN
=
—
Q
>
S—
E
—
>
q
SN~—

|
5 F
7 N N
=%
+
1S 9l
SN——— ——
v N
5 [
— p—
S
~ Q
=

\
I
(=
—
=
[\
~—

Teorema 4.1. || - ||, es una norma.

Demostracion. Debemos demostrar las tres propiedades que aparecen en la definicion 4.1.

Positividad: ||z||, > 0 Yz € R”
Primero veamos qué pasa con ||x|[, > 0

n 1/p
|zi| > 0Vz; € R = |z, = <Z Iip> >0

=1

Luego debe cumplirse que |||/, = 0 < x = 0, entonces si & =0

n 1/p
|zi| =0Vz; € R = |z, = (Z inp> =0

=1

la otra implicancia es como sigue, si |||, =0

n 1/p
(Zml") = (Jea]” + ...+ |zal?) /P =0

i=1

luego |z;| € Ry y, por definicién, |z;| > 0 ademés de que la suma de elementos positivos es nula sélo si todos los

elementos son nulos
n 1/p
(Zx¢p> =) +...+ |z, =0=>x=0
i=1
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Linealidad: [[Ax||, = [A|||z||, Yz € R", A € R
n 1/p
x|, = <Z|)\xi|p>
i=1
n 1/p
= <|/\|’JZ%”>
i=1

= [Alllzll,

Desigualdad triangular: ||z + yl, < ||lz[, + yl, Y&,y € R"
n 1/p n 1/p n 1/p
(Z |z; + yi|p> < (Z |$i|p> + <Z |yi|p>
i=1 i=1 i=1

n n

> lwitwil < Z | + yil)

i=1 i=1

Sea p=1

Sean p > 1y x,y € R™. Si tomamos un real > 0 entonces = € R y se tiene que x = |z|. Usando esta propiedad,

i |

AV o | _ y
reescribiremos (4.1) Escojamos a = = Ty Y b= S 7 entonces la desigualdad nos queda

)1/0’)

p
1 |z 1 il
n 1/ n \1/o s - ~ i) T\, e
(Zj:l |2;]7)1/P (Zj:l y17) P (Zj:l |z;]P)1/P g (Zj:l |y

|z . |yl

|5|” 1 |yi|”

|zl l + =
P Z;‘L:l |lz;l? o Z?:l Y5l

(il e - (o lyi|7) e

Aplicando Y ;" | (-) a la ultima desigualdad obtenemos

Zi:l |y < (1 + l — 1)

<

(o lzgle) e (25 lyjlo)Me p o
n n /e n L/e
Dolwwil < | D] lal” Dl
i=1 =1 =1

Como |z; + yi| < |@i| + |yl

(|il + ya)? = (|$i|+|yi|)pj(\$z‘|+|yi\)
lzs +ui|” < (o] + wal)? (les] + wil)

Aplicando Y7 | (-) a la tltima desigualdad obtenemos

n n
Stz wlt < D (wal + ) (il + Jvil)
=1 =1
n n
Yolwiwl? < D (al + 1wl sl + Y (wal + lya) il
=1 =1 =1

Combinando esto tltimo con la ecuacion (4.3) y como o(p — 1) = p se tiene

n n % n
S+l < (zw) . (z y|>
=1 =1 =1

D=

i=1
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4.1. Normas y espacios normados

IN

> loi+ gl (_Zw) + (Z y|> (Zm + |w> U

=1 i=1

n 17% n 1/p n 1/p
(in+yip> (Z xip> + (Zyzv))
i=1 i i=1

<
=1
n 1/p n 1/p n 1/p
(Zm— +yz—|p) < (z ) . (z ym)
=1 =1 1=1

Ejemplo 4.3. Si E = {f :[a,b] = R: f es continua } = CJa,b] entonces definimos
IIllc : E—RU{0}

[flloc = sup [f(z)|

z€[a,b]

Ejemplo 4.4. En P = {polinomios de R} definimos

Il = [p(W)] + |p(0)] + [p(=1)]

lo anterior no es una norma pues no satisface la condiciéon 1 de norma. En los polinomios de grado dos si es norma.

En un espacio vectorial £ podemos considerar diferentes normas.

Teorema 4.2. (Equivalencia de normas)
Dos normas || - |1 y || - ||2 en E se dicen equivalentes si existen constantes c¢i y ca no negativas tales que:

cillzlr < |lzll2 < ol V2 € E

Demostracion. Supongamos que || - || y || - ||2 en E son equivalentes.

Tomemos el lado izquierdo de la desigualdad y supongamos que no existe ¢; € Ry que cumpla ¢ ||lz|; < ||z]2.

Entonces
]2

zeE\{0} ||:13||1 o

Escojamos {x,, }nen en E tal que {x,} — 0, entonces

[E2IP
@01

Consideremos que ||y ]|1, ||n]|2 € Ry por lo que esto dltimo lo podemos reescribir como

Definamos y,, = 124, entonces ly,lli =1 e |ly,ll2 — 0 lo que significa que las normas no pueden ser equivalentes.

Ln

— 0
(eI

2

Tomemos el lado derecho de la desigualdad y supongamos que no existe ¢ € Ry que cumpla |||z < coflx||1.

Entonces
[EZI

zeE\{0} ||:13||2 o

Escojamos {x, }nen en E tal que {x,} — 0, entonces

[ |1
[[€n]]2
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Consideremos que ||,]1, [|Z.|l2 € R+ por lo que esto ultimo lo podemos reescribir como

, entonces ||y, |1 = 0y |ly,ll2 =1 lo que significa que las normas no pueden ser equivalentes.
|

Ln

—0
[E4IP

1

Tn
[EIB

Definamos y,, =

Cuando a la estructura de espacio vectorial se le agrega una norma, se le dota de propiedades topologicas. Veremos
més adelante que si || - ||1 v || - |2 son normas equivalentes en E entonces (E, || - ||1) v (E, | - ||2) tienen las mismas
propiedades topologicas.

Definicién 4.2. Dados dos puntos x,y € E definimos la distancia entre x e y por:
d(z,y) = |lz -yl

Observamos que la nocién de distancia entre dos puntos depende de la norma considerada.

Ejemplo 4.5. En M, «,(R) definimos dos normas

[Alloo = max |a;]
1,7

Al = lasl
i g
. 2 3 6 7
SIA<4 5)yB<8 9>
—4 —4 —4 —4
O I S

4.2. Sucesiones

En el estudio de la topologia de un espacio normado, un rol muy importante es jugado por las sucesiones. Como en
el caso de R uno puede definir sucesiones de vectores en R™.

Definicién 4.3. (Sucesion)
Una sucesién en el espacio vectorial E es una funcion

N - F
n — T,

y se anota usualmente como {, }nen. Una sucesion {x, }nen converge a x si

Ve >0, 3n € N tal que ||x, —x|| <e, Vn > N

Si una sucesiéon converge a un vector & diremos que este es el limite de la sucesion y se denota
limx, =x
n

Proposiciéon 4.1. El limite de una sucesién, cuando existe, es tnico.
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4.2. Sucesiones

Demostracion. Supongamos que limx,, = x; y limx,, = x5. Tendremos que para todo € > 0 existen enteros ny y
ns tales que ||z, — x| < &/2 para todo n > ny y ||z, — x| < &/2 para todo n > na. Sea m = méx{ny, ne} tenemos
que

3 e
1 = @] < 21— @l + | — w2l < 5+ 5 =

y esta desigualdad es valida para todo € > 0, por lo tanto ||y — @2|| = 0 y por las propiedades de la norma
concluimos que x; = xs. [ |

Nota 4.1. En adelante escribiremos x,, — x en lugar de lim,, ¢,, = « para referirnos al limite de una sucesion.

4.2.1. Sucesiones de Cauchy

Definiciéon 4.4. (Sucesion de Cauchy)
Una sucesion {x,, }nen se dice de Cauchy si Ve > 0 existe n € N tal que

”wn _me <eVn,m >N

Nota 4.2. Las nociones de sucesiones convergentes y sucesiones de Cauchy no cambian segin la norma por la
equivalencia de estas.

Proposicion 4.2. Toda sucesion convergente es sucesion de Cauchy.

Demostracion. Supongamos que {x,}nen converge a x. Dado & > 0 existird ng € N tal que ||z, — x| < /2 para
cualquier n > ng. Entonces

€

g
& = 2l < Il — 2l + £ = 2l < 5 +5 = ¥n,m > o

[\

lo cual concluye la demostracion. |
Nota 4.3. En general no toda sucesiéon de Cauchy es convergente por lo que la reciproca de la proposicién es falsa.

Ejemplo 4.6. En Q2 usamos la norma euclideana. La sucesion definida por
1+ 1) 1
T = - -
g k) 'k

Ejemplo 4.7. En C[-1,1] dotado de la norma

es de Cauchy pero no converge en Q2.

1]l = / | (@)|da

-1

fn(m):{l—(l—x)" siz >0

consideramos la sucesion

—1+(1+2)" siz<0
Supongamos sin perdida de generalidad que n > m

0

1o = fulh = /0|<1—x>”—<1—x>m|da:+/ (1 +2)" — (1+ 2)™|da

-1

0
- / (U= 2)™|( = 2)" ™" —Ade +/ (L+a)™(1+a)" " —1

-1

IN

1 0
1+:cmdx+/ 14 2)"dx <
[asorics [ asaran< 2
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es decir,
2

17 Fmlly min{n,m} +1

por lo tanto {f,} es de Cauchy. Pero {f,,} no tiene limite en C'([—1,1]) En efecto, supongamos que existe la funcion

limite que llamaremos f. Entonces
n—oo
[fn = Ffllh "= 0

/: fo — fldz < /_11 o — flda

1
/ |fn — fldz "= 0Va € [-1,1]

Como
entonces

tomemos a € (0,1]. Como en [a, 1], f, converge uniformemente a 1, entonces
1
/ |1 — fldx=0= f=1en [a,1]Va € (0,1]
a

por lo tanto f(z) = 1Vx € (0,1]. Analogamente f(z) = —1Va € [-1,0)
Concluimos asi que f no puede ser continua.

4.3. Espacios de Banach

Definicion 4.5. (Espacio de Banach)
Un espacio vectorial normado E se dice espacio de Banach si toda sucesion de Cauchy en E converge en F, es decir

ZTptnen C E, es de Cauchy = Jz € F tal que ¢, "= @
S ) y q
en este caso E también recibe el nombre de espacio vectorial completo.

Nota 4.4. La gran mayoria de los modelos que se utilizan en modelos mateméticos de la ingenieria se construyen
sobre espacios de Banach.

Ejemplo 4.8. (R,|-|). En R toda sucesion de Cauchy es convergente. Esto es una consecuencia del axioma del
supremo.

Ejemplo 4.9. (R™,|-||2) es un espacio de Banach. En efecto, si {xy }reny € R™ es una sucesion de Cauchy, entonces
Ve > 03N €N tal que |zp — T2 <eVk,I>N

lo que implica que ' '

|z, — x| <eVk,m>NVie{l,...,n}
donde % es la i-ésima componente de xj. Por lo tanto la sucesion {x} }ren es de Cauchy en R y en consecuencia
converge. Denotemos por z* su limite. Tenemos asi que dado € > 0 existe N; que satisface

. . e
x; — 2| < —=Vk > N;
| k | \/ﬁ %
escogiendo N = max{N; : i =1,...,n} y llamando x al vector (z!,...,2") tenemos finalmente que

Z|oj§€fxi|2 <eVk>N

i=1

[er —xlls =

es decir la sucesién xj, converge a © en R”
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4.3. Espacios de Banach

Nota 4.5. Es facil ver que 4 4
zp —xen (R -|2) & ), = ' Vie{l,.,n}

Ejemplo 4.10. (M, xm(R),]| - |lc) es completo. Sea { Ay }ren una sucesion de Cauchy. Entonces Ve > 03N € N
tal que
A — Amlloo < eVk,m >N
es decir,
‘ k m

pax lag; — aij| <&

1<j<m
en consecuencia cada una de las sucesiones {afj}keN son de Cauchy en R. Cada una de ellas converge entonces a
un limite que denotamos a;;. De esta manera, dado € > 0 dN;; > 0 tal que

ja

ij—aij| <EVk>Nij

escogiendo N = max{N;; tal que i =1,...,n, j =1,...,m}, obtenemos

max |afj —ai| <eVk>N
1<i<n
1<j<m

o sea, si A = (ai;)
|Ax — Alloo < eVk >n

por lo tanto Ay, — A. El espacio de matrices de dimension n x m con la norma || - ||« es un espacio de Banach.

Ejemplo 4.11. (C([a,b],R), || - |lc) es un espacio de Banach. Sea {f,}nen una sucesion de Cauchy. Dado £ >
0, 3N € N tal que
lfe — fmlloo = sup |fe(z) — fin(z)| < eVk,m > N

z€[a,b]

en particular, para cualquier x € [a,b] se tendra que
|fr(z) — fm(2)] < eVk,m > N

es decir, Vz € [a,b] la sucesion {f,(z)}nen es de Cauchy en R, y por lo tanto converge a un limite que llamaremos
f(z)

lim f(x) = f(x)

k—o0

De esta manera, hemos definido una funcién f : [a,b] — R. Probaremos que esta funcion es el limite de la sucesion
{/n} en C([a, b, R).
Tenfamos que dado € > 0, AN > 0 tal que

|fe(x) — fm(z)| < eVk,m > N Vz € [a, b]

lo que implica que
|fr(x) — f(x)] <eVEk> NVz € [a,b

y entonces
|| fr — flloo < €Vk > N.

Con esto hemos probado que
fn - f

es decir, f es el limite uniforme de las funciones continuas f,,. Para concluir la demostracion de que (C([a, b],R), ||||c0)
es Banach debemos probar que f es continua.

Proposicion 4.3. El limite uniforme de funciones continuas de la forma f : [a,b] — R es una funcién continua.
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Demostracion. Sea { f, }nen una sucesion de funciones continuas en [a, b] que converge uniformemente a una funciéon
f. Sea xg € [a,b] y € > 0, entonces existe N tal que

€
H.fk_f||oo<§VkZN

en particular tendremos que
€
[fn(z) = f(z)] < §Vx € [a,b]

pero fx es una funcién continua y por lo tanto 3§ > 0 tal que si | — x| < d entonces

|fn (@) — fn(@o)| < %

Con todo esto obtenemos que si |x — xg| < 0

|f(z) = f(zo)l < [f(@) = fn(@)|+|fn(x) = [ (@o)| + [fv (o) — f (o)
e € ¢
< — — - =
= 3 + 3 + 3 €
Es decir, f es una funciéon continua. |
Con esto concluimos que (C([a,b],R), || - ||sc) es un Espacio de Banach.

4.4. Subsucesiones

Definiciéon 4.6. (Subsucesion)

Sea {x, }nen una sucesion en un espacio normado (E, || - ||). Consideremos una funcion f : N — N estrictamente
creciente, es decir, n < m = f(n) < f(m). Entonces, la nueva sucesion {x () }ren se llama subsucesion de {x,}.
A menudo se anota n; = f(k) y asf la subsucesion se anota como {@,, }ren-

Ejemplo 4.12. Las sucesiones siguientes
1\ 2" 1\ 27+ 1\ 877
) AT 0L
son subsucesiones de {(f%)n}neN

Ejemplo 4.13. La sucesion {z,} C R? definida por

(o))

no converge. Sin embargo la subsucesion {xa, }nen si converge y lo hace a (1,¢e) € R2. La subsucesion {T2, 11 }nen
también converge, pero a (—1,e) € R2. Por otra parte la subsucesion {x3, }nen no converge (nétese como cambia
el signo de (—1)*") para los valores k = 1,2, 3).

. ) ., _ 1 n 3 . 3 .
Ejemplo 4.14. La sucesion x,, = (2", -, T-H) € R? no converge. En este caso {&,}nen no tiene subsucesiones
convergentes.

Ejemplo 4.15. En el espacio de Banach (C([0,1],R), ||-|loc) consideremos la siguiente sucesion:

0 0 <z < g
fol) = 1+ (n+1)(nz—1) ’n-lu < z < %
)= 1—(n—1)(nz—1) ,% < z < ﬁ

0 A <z <1

Para esta sucesion se cumple que:
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4.5. Conjuntos abiertos y cerrados

" an_fn-HHoo:anEN
o [ fn— fello =1Vn#k

Entonces { f,} no converge y ninguna subsucesion puede hacerlo, pues no son de Cauchy.
Esto muestra que en (C([0,1],R), ||-|l) hay sucesiones acotadas que no tienen subsucesiones convergentes. En
particular mostramos que B = B(0,1), la bola unitaria cerrada, no es compacta.

Teorema 4.3. Sea {x,}nen una sucesion en un espacio normado. Entonces {x, }nen converge a x siy solo si toda
subsucesion {@n, }nen de {@n nen converge a x

Demostracion.
(«<): Directo pues {x, }nen es una subsucesion {x, }nen.

(=): {zn}nen converge a x, entonces Ve > 03N € N tal que
len, —x|| <eVn >N

Sea {@,, }nen una subsucesion de {x,}nen entonces Ik € N tal que n1 < ng < ... < N < N1 < Ngya < ...
Entonces
len, —x|| <eVk>K

Por lo tanto {@,, }nen converge a x. [

El siguiente es un teorema fundamental en la topologia de R™, de hecho es una extension del teorema A.1.

Teorema 4.4. (Teorema de Bolzano-Weierstrass en R")
Toda sucesion acotada en R™ tiene a lo menos una subsucesion convergente.

Demostracion. Sea {x,} una sucesién acotada en R". Para cada componente de la sucesion se tiene {z };cn que
corresponde a una sucesién acotada de niimeros reales. De acuerdo al teorema A.1, {zf };cn tiene a lo menos una
subsucesion convergente {xfy(n)}ieN. Esto es, si {z} — a' € R entonces {xfy(n)} = b eR.

Sea A; C Ny al € A, entonces lim,e 4, {zL} = ai. Sea Ay C Ay, entonces lim,,c 4, {72} = a}. Podemos construir la
inclusion A, C A,_1 tal que A,, CNy limneAj{cL‘fl} = aé- para j € {1,...,n}. Definiendo a@ = (aq,...,a,) se tiene
que lim,ea, {,} = @, lo que concluye la demostracion. u

4.5. Conjuntos abiertos y cerrados

El conjunto basico con el cual definimos la topologia de un espacio normado es
B(zg,e) ={x € £ : ||z — zo|| <&}
que recibe el nombre de bola abierta de radio € y centro x.

Definicioén 4.7. Un punto x € E es interior a C si existe ¢ > 0 tal que B(x,e) C C. y un conjunto A C FE se dice
abierto si:
Vo € A,3e > 0 tal que B(x,e) C A

Proposicion 4.4. Un conjunto es abierto < todos sus puntos son interiores.
Proposicion 4.5. (Propiedades de los abiertos)
1. Si Ay, As, ..., A, son abiertos entonces ﬂ?zl A; es abierto.

2. Si {A;}icr es una familia de abiertos entonces | J, . ; A; es abierto.

el
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3. E es abierto, @ es abierto.

Sea 7 ={A C E: A es abierto}, T se conoce como topologia en E gracias a que satisface las propiedades 1,2 y 3 de
los abiertos.

Definicion 4.8. Sea A C E. Un punto « € E se dice punto de acumulaciéon de A si
Ve >0AN (B(x,e)\{z}) # 2

Nota 4.6. Para ser punto de acumulacion de A no es necesario pertenecer a A. Por otra parte, no es suficiente
estar en A para ser de acumulacion.

Ejemplo 4.16.

1. Sea A = (0,1). Entonces z = 0 es punto de acumulacion de A.

2. Sea A =(0,1) U {3}. Luego x = 3 € A, pero z no es punto de acumulacion.
Definicion 4.9. A C FE es cerrado si A contiene a todos sus puntos de acumulacién.

Proposicion 4.6. A C R" es cerrado si y soélo si:

Para toda sucesion {zy}rey C A: ((xr — x) = x € A)

Demostracion.

(=): Supongamos que A es cerrado. Sea {x} }ren C A una sucesion cualquiera tal que limg, 5 € = . Queremos
demostrar que & € A. Supongamos que no, es decir, que € A®. Como A es cerrado, existe ¢ > 0 tal que
B(x,e) C A®. Por otra parte, de la definicion de limite, existe kg € N tal que x, € B(x,e) para todo k > kg, lo
que es imposible pues x; € A.

(«): Para demostrar la reciproca probemos la contrarreciproca. Es decir, si A no es cerrado entonces existe una
sucesion {xy}ren C A que converge a ¢ y « ¢ A.

Como A no es cerrado, A€ no es abierto, entonces existe un punto € A tal que
Para todo € > 0 se tiene B(x,e) N A # @

Esta proposicion nos permite construir una sucesion {xy} C A de la siguiente manera: para cada k € N tomamos
e = + entonces, como B(x,1/k) N A # @, podemos elegir x;, € B(x, ) y ) € A. Por definicién esta sucesion
converge a x, concluyendo la demostracion pues « ¢ A. |

Teorema 4.5. A C E es cerrado < AC es abierto.

Demostracion.
(=): Supongamos que A es cerrado. Sea x € A”, entonces x no es punto de acumulacién de A, por lo tanto existe
e > 0 tal que

AN (B(zm,e)\{x}) =2

pero esto es equivalente a B(x,¢)\{z} C A® y como ademés x € A®, tenemos que B(z,c) C A, y por lo tanto
A€ es abierto.

(<): Supongamos ahora que AY es abierto. Sea & € E punto de acumulacién de A. Debemos demostrar que = € A.
Por contradiccién, si € A®, como es abierto,3e > 0 talque

B(z,e) CA= B(x,e) NA=0 = B(z,e)\{z}NA=0 =<«
tenemos una contradiccion, pues x es punto de acumulacion de A. Por lo tanto € A. |

Teorema 4.6. Sean ||-||1 y || - |2 dos normas equivalentes en el espacio E. A C E es abierto en (E, |- ||1) < A es
abierto en (E, || - ||2)-
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Demostracion.
(=): Recordemos que existen constantes ¢; > 0, co > 0 tales que

allely < lzlls < collef Ve € B
Supongamos que A C E es abierto en (F, || - ||1).Sea & € A, entonces existe ¢ > 0 tal que
{yeE:|z—ylh<epcA

pero entonces
{fyeE:lz-yla<ac}C{ycE:lz-ylh<e}C A

o0 sea, encontramos ec; > 0 tal que
B\I-\Iz(mv 601) CcCA

Asi que todos los puntos de A son interiores con la norma || - ||2 lo que implica que A es abierto en (E, || - [|2).
(«<): Tarea. [
Nota 4.7. Todas las nociones que se definan a partir de los conjuntos abiertos de (E, | - ||) quedan inalteradas
cuando se cambia || - || por una norma equivalente.

4.6. Conjuntos compactos

Motivacién: Podemos pensar en los conjuntos compactos como aquellos que tienen un radio finito o mejor dicho
cuyas dimensiones son acotadas. En diversos problemas de ingenieria es comiin encontrarse con problemas de
maximizacién o minimizacién. Si maximizamos o minimizamos determinada funcién sobre un compacto gracias a
algunos teoremas, que veremos en el capitulo siguiente, nos aseguramos de que la solucién existe.

Definiciéon 4.10. (Conjunto compacto)
En el caso de conjuntos de R™, como ya veremos a continuacién, podemos decir que C' C R™ es compacto si es
cerrado y acotado a la vez.

De forma general un conjunto C' C R™ es compacto si para toda familia de conjuntos abiertos {4;};ca tal que
C C U,ep Ai, existe un subconjunto finito A* C A tal que C' C (J;cp- Ai- Esto es, un conjunto C' es compacto
cuando toda cobertura por abiertos de C' tiene una subcobertura finita.

Ejemplo 4.17. Para fijar ideas, consideremos los siguientes conjuntos:

1. (0,1) en los reales no es compacto, ya que la cobertura por abiertos {(%, 1),n € N} no tiene una subcobertura
finita. Notemos que (0, 1) tiene una cobertura por abiertos definida por (J,c, A; = (%, Hu (%, Hu...U (%, 1).
Sin embargo, no existe una subcobertura finita por abiertos que cubra completamente a (0, 1). Esto tltimo es
porque el infimo de cualquier subcobertura finita puede acercarse a cero pero, en la medida que la cantidad
de elementos de la subcobertura sea finita, el valor del infimo queda “lejos” de cero y entonces es posible
converger y acercarse lo suficiente a cero en la medida que la cantidad de elementos de la subcobertura tienda
a infinito.

2. [0,1) en los reales no es compacto, ya que la cobertura por abiertos {(—1,1 — %),n € N} no tiene una
subcobertura finita. En este caso el extremo derecho no es cerrado por lo que se puede construir una sucesiéon

que converge a uno y este hecho impide que el conjunto tenga una cobertura finita.

3. [0,+00) en los reales no es compacto, ya que {(—1,n),n € N} no tiene una subcobertura finita. En este caso
se puede construir una sucesién que no converge y tiende a infinito lo cual impide que el conjunto tenga una
cobertura finita.
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4. [0,1] en los racionales no es compacto pero si lo es en los reales. En el caso de los racionales {[1,1],n € Q}
no tiene una subcobertura finita.
Este caso debe ser analizado aparte, pues la cobertura abarca completamente el conjunto [0, 1] en los racionales
pero no tiene subcobertura finito alguno. Para el caso en que [0, 1] se define en los reales se puede razonar por
contradiccion: Supongamos que [0, 1] tiene una cobertura por abiertos | J;c 4 Ai pero no existe un subcobertura
finita por abiertos [ J;c,. A; de (J;cn Ai- Entonces [0, 1] y [4, 0] no pueden ser cubiertos por |J; . 4;. Digamos,
de manera arbitraria, que [a1, b1] es cualquiera de estos dos intervalos y entonces [a1, (b1 —a1)] y [3(b1—a1), bi]
tampoco pueden ser cubiertos por (J;c,. As. Digamos que [as, bo] es cualquiera de estos dos intervalos y asi
mediante un razonamiento inductivo se pueden definir dos sucesiones {a;}?; y {b;}’; en [0, 1] tales que

Qnp < Ap+1 < bn+l < bn

1
bn —an = o~
a on
U Al C [ambn]
PEA*

Las primeras dos ecuaciones nos dicen que, intuitivamente, es posible encontrar un valor ¢ € [0, 1] tal que
¢ =i2las, bi] y la tercera ecuacion nos dice que [a,,,by,] no puede ser cubierto por |J;c,- Ai. Supongamos
que ¢ € Ui€ A+ Ai, entonces c esté contenido en un abierto y ademaés se tiene que lim,, o an = lim, o0 by, = c,
entonces [ay,,b,] € [J;cp~ Ai en la medida que n — oo y esto nos dice que efectivamente [a,,, b,] es cubierto
por [J;ca- Ai- Llegamos a una contradiccion y por definicion [0, 1] es compacto, luego es posible concluir que
toda cobertura por abiertos del conjunto tiene una subcobertura finita.

Definicién 4.11. (Conjunto secuencialmente compacto)
Sea C' C R", diremos que este conjunto es secuencialmente compacto si toda sucesion convergente en C' tiene una
subsucesion convergente en C. La misma definicién aplica si reemplazamos R™ por un e.v.n. E.

Teorema 4.7. Todo conjunto S C C cerrado es compacto si C' C R™ es compacto.

Demostracion. Sea S cerrado y {A;}sca una cobertura por abiertos de S, entonces {4;};cn U SC es una cobertura
por abiertos de C. Como C' es compacto, tiene una subcobertura finita por abiertos {4;};ca- U S que ademés es
una subcobertura finita por abiertos de {A;};ca U SC. Entonces, {A;}ica~ es una subcobertura finita por abiertos
de {A;}icn lo que concluye la demostracion. [ |

Teorema 4.8. Si C C R"™ es compacto, entonces C' es cerrado y acotado.

Demostracion. Para demostrar que es acotado, partamos de la base que C es compacto y diferente de vacio.
Por definicion, sea {A;};ca una cobertura por abiertos de C, entonces necesariamente esta cobertura tiene un
subcobertura finita {A;}ica- tal que C' C [J;cp- Ai- Sea n = max;ep- 4, entonces C' C Ui, Ai, como A* tiene
méaximo, C esta contenido completamente en una unioén finita lo que demuestra que es acotado. El razonamiento
no es valido si C' no es una parte finita de R™ pero ese no es el caso que debemos demostrar.

Ahora debemos demostrar que C es cerrado. Los casos C' = R" y C = & significan que no hay nada que demostrar.
Supongamos que C NR™ = C, entonces escojamos € C e y € C°. Se tendrd que dado £ > 0 existe B(x,¢)
tal que B(x,e) N B(y,c) = &, por ejemplo, si escogemos ¢ = 3d(x,y). Sea {A;}ica una cobertura por abiertos
de C, debe existir {A;};car C {4;}iea que corresponde a una subcobertura finita por abiertos de C. Definamos
£* = mingeqa,y d(z,y) : i € A* y entonces B(y,e*) N CY # @y B(y,e*) C CY por lo que CY es abierto, lo que
concluye la demostracion. |

Teorema 4.9. (Heine-Borel)
Sea C C R™. C' es compacto si y sdlo si es un conjunto cerrado y acotado.

Demostracion.
(=): Esta implicancia ya fue demostrada en el teorema 4.8.
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(«<): Si C es acotado, existe € > 0 tal que C' C B(x,¢) para @ € C. Entonces, C' corresponde a un subconjunto

cerrado del rectangulo [a,b] X ... X [a,b]. Escojamos a = min{z; —e,i=1,...,n} y b =méx{x; +e,i=1,...,n},
con lo cual [a, b]™ es compacto y el teorema 4.7 permite concluir que C' es compacto lo cual finaliza la demostracion.
|

Proposicion 4.7. En R"” las siguientes propiedades son equivalentes:
1. C C R™ es compacto.
2. C C R" es cerrado y acotado.

3. Toda sucesion en C C R™ tiene una subsucesion convergente.

4.7. Consecuencias de la compacidad

Daremos algunas consecuencias no menores que resultan de los conjuntos compactos. Su importancia radica en la
existencia de elementos que maximizan o minimizan funciones cuyo dominio es compacto.

Teorema 4.10. Sea f:U C R™ = R una funcion continua. Si C C U es compacto, entonces f(C) es compacto.

Demostracion. Podemos escoger arbitrariamente cualquier familia de conjuntos abiertos tales que f(C) C UJ;cp Ai-
Es decir, estamos fijando una cobertura por abiertos {A4;}ica de f(C). Se tendra que C' C [~ (U;ep 4i) =
Usea /1 (4i), 1o cual significa que existe una subcobertura finita (J;c ,. f~!(4;) de C, con A* C A. Entonces, f(C)
es compacto ya que f(C) puede ser cubierto por una cantidad finita de elementos de {A;}ica. |

Definicion 4.12. Sea f : U C R™ — R™ una funcién no necesariamente continua. Diremos que f alcanza su
méximo (respectivamente minimo) en U, si existe &y € U (respectivamente x,, € U) tal que f(x) < f(xm)
(respectivamente f(x,,) < f(x)), para todo ¢ € U.

De esto se obtiene un corolario importante:

Corolario 4.1. Toda funcion continua f: C C R™ — R definida en un conjunto compacto C' alcanza su mdzrimo y
su minimo en C.

Demostracion. Como f es continua, f(C) es compacto. De esta forma, f(C) es cerrado y acotado. Por ser f(C)
acotado, existe ' = inf{x : x € f(C)} y ° = sup{x : x € f(C)}. Por definicién de infimo y supremo, podemos
construir las sucesiones {z! },en C f(C) v {23 }nen C f(C) que convergen, respectivamente, a ' y z°. Por ser
f(C) cerrado, ' y x* estdn en f(C), lo cual concluye la demostracion. [

A partir del corolario 4.1 se tiene la siguiente consecuencia:

Corolario 4.2. En R"™ todas las normas son equivalentes.

Demostracion. La demostracion ya fue hecha para el teorema 4.2. El corolario proviene de que las normas definen

funciones continuas (la demostracion de esto queda de tarea). Definiendo S = {x € R™ : ||z|| = 1} se define un
conjunto cerrado y acotado en (R™, || - ||) para cualquier norma. Sobre este hecho, el teorema 4.8 y el corolario 4.1
permiten concluir la equivalencia. |

Definicion 4.13. Sean (E, ||-||g), (F,||-||r) espacios vectoriales normados y f: A C E — F. f es uniformemente
continua en A si

(Ve > 0)(30 > 0)(Va,y € A) tal que [l —yllp <0 = [|f(z) - f(y)lr <e

Nota 4.8. En el caso de la continuidad uniforme cambia el orden de los cuantificadores. La razén de esto es que
en la continuidad uniforme el valor de § no depende del & que se escoja.
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Proposicion 4.8. Si f es uniformemente continua en A, entonces f es continua en A. La reciproca es, en general,
falsa. Un claro ejemplo de esto tltimo es que la funcion f(z) = 22 es continua pero no es uniformemente continua
en R.

Finalizamos esta seccion con el siguiente teorema:

Teorema 4.11. Sean (E,||-||g) v (F,||"||F) espacios vectoriales normados.
Sea f: ACFE — F continua y A compacto. Entonces f es uniformemente continua en A.

Demostracion. Supongamos que f no es uniformemente continua en A. Entonces
Je>0V6>03z,yec Atalque |z —yllg <d A ||f(x) - fly)llr >¢

Sea n € N, tomamos 6 = 1/n > 0y escogemos ,,y,, € A tales que

Jn ~yalle < = A S G@) ~ Fl)le >

Como {x, }nen € Ay A es compacto, existe una subsucesion {z,, fnen de {@n }nen que converge aun & € A. A su
vez la sucesion {y,, tren C A posee una subsucesion {ynkl }en convergente, Yn,, — Y € A. Notemos que {zn,, }

es una subsucesion de {x,, } y por lo tanto también converge a x. Lo anterior implica que (:Bnkl — ynkl) = (zx—y)
cuando [ — oo, pero por otra parte tenemos que

1 1
H-’Bn _ynHE < EVn cN = H.’Bnkl —ynkl”E < ni —0

ki

es decir, (aznkl — ynkl) — 0 cuando I — oo lo que implica que ¢ = y.
Por la eleccion de las sucesiones tenemos que

1f(@ny,) = (Y, )lp >eVieN

Tomando limite cuando [ — oo y gracias a la continuidad de f obtenemos que

If(z) = f(y)llr>e>0

lo que es imposible pues © = y. |

4.8. Conjuntos convexos

Motivaciéon: La importancia de los convexos es que estos se pueden separar matematicamente y sus propiedades
de separacion nos sirven para demostrar que la solucién de un problema es la mejor de todas las soluciones posibles.
Retomaremos esta idea en los capitulos siguientes.

Definicion 4.14. Un conjunto C es convexo si el segmento que une dos puntos pertenecientes al conjunto también
pertenece a C.

Figura 4.2.: Conjunto convexo y no convexo respectivamente
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De manera formal, un conjunto C' es convexo si dados dos elementos x,y € C' y un nimero real A € [0, 1] se cumple
zeCez=x+(1-Ny (4.4)
Es decir, (4.4) es una combinacion lineal que define un segmento de extremos , y.

Definicion 4.15. Sean xq,...,x, € R y Aq,..., A\, € R tales que Z?:l A; = 1. El vector y = Z;;l A\;x; es una
combinacién convexa de @1, ..., Ty,.

Proposicion 4.9. Todo espacio vectorial define un conjunto convexo.
Demostracion. No es necesario demostrar. Como todo espacio vectorial, por definicién, es cerrado para la suma y
la ponderacién por escalar se tiene que es convexo. |

Ahora que ya tenemos la definicion de convexidad podemos agregar algo mas sobre las normas. Ya habiamos senalado
que en el caso de la norma p se debe cumplir que p > 1 porque ademés de la desigualdad triangular se debe cumplir
que el conjunto

C={zecR":|z|, <o, a R}
debe ser convexo. Con p < 1 se tiene que C no es convexo y el ejemplo 4.2 es 1til para fijar ideas.

Proposicion 4.10. Sea C C R™ convexo. Entonces int(C) y adh(C) son convexos.

Demostracion. Sean x,y € int(C) y z = Ax + (1 — A\)y. Dado que x,y son interiores a C, existe r > 0 tal que
B(x,r) e Cy B(y,r) € C.

Sea v € R" y |lv|| < r, entonces « + v € B(x,r) y ademas y + v € B(y,r). Luego
z+v = Az+(1-Ny)+ Ao+ (1-Nv)
= Mx+v)+(1-N(y+v)

Tenemos que z + v € C' dado que C' es convexo. Definamos v = zy — z tal que z¢ € B(z,r), entonces ||v]| <7y se
obtiene zg = z +wv € C. Por lo tanto B(x,r) C C, z € int(C) y llegamos a que int(C) es convexo.

Supongamos ahora que &,y € adh(C). Sean z = Az + (1 — \)y y 79 > 0, entonces existen v, w tales que ||v]| < o,
|lw| < 79, £+ v € C' y ademés y + w € C. Llegamos a que zo = A(x + v) + (1 — \)(y + w) € C y por lo tanto
llzo — z|| < Aljv]| + (1 = A)|Jw]|| < ro, 2 € adh(C) que permite concluir que adh(C') es un conjunto convexo. |

4.9. Ejercicios

Base algebraica y geométrica de R”
Ejercicio 36. Sean xg,x1,...,x,—1 € R™ tales que 1 — o, ..., x,_1 — 2 son linealmente independientes. Probar
que existe exactamente un hiperplano conteniendo a xg, ®1,...,%,_1.
Ejercicio 37. Sea x un vector cualquiera de R y d es un vector unitario:
1. Demuestre que & = y + z, donde y es un miiltiplo de d y z es perpendicular a d.
2. Demuestre que los vectores y y z de la parte 1. estdn determinados univocamente.
Ejercicio 38. Sea A € M, «,(R) una matriz simétrica.

1. Pruebe que existen vectores e1,...,e, € R" A{,..., A\, € R tales que:

Ax = Z Ni(x - e;)e; Ve € R".
i=1

Indicacion. Piense en los valores y vectores propios de A.

2. Pruebe usando lo anterior que |Az|| < C||z|.
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Normas y conjuntos en un e.v.n

Ejercicio 1. Dados dos conjuntos A, B en un espacio vectorial normado F, demuestre

. int(AN B) =int(A) Nint(B)

int(A) Uint(B) C int(A U B) (dé un ejemplo donde no hay igualdad)

adh(A U B)) = adh(A) U adh(B).

adh(A N B)) C adh(A) Nadh(B) (dé un ejemplo donde no hay igualdad).
dh(4) = int(A) U fr(4)

ACB= 1nt(A) C int(B) y adh(A) C adh(B)

int(A)N B =9 < int(A) Nadh(B) = &

adh(A)=Fyint(B)NA =2 = int(B) =2

int(A) = (adh(A))¢

10. (adh(A®)) = (int(A))“

Ejercicio 2. Sea

—_

@@N@?"F@N

1
A={(z,y) eER?*: (z - 1) +y* = Z/\x< 1}
Determine int(A), adh(A), fr(A) y deduzca si A es un conjunto abierto o cerrado.

Ejercicio 3. Sea E el espacio vectorial de los polinomios de una variable real con coeficientes reales. Definamos la
funcién || - || : E — R por
lp|] = méx lim |p(z)] Vp€eFE
z€[0,1]

1. Demuestre que || - || es una norma en el espacio E.
Hint: Use que un polinomio tiene exactamente tantos ceros como el grado, excepto si es el polinomio nulo.
2. Considere la funcion ¢; : E — R definida por
l1(p) = p(1/2) para todop € E
Demuestre que:
3. la funcién ¢ es lineal y verifica la desigualdad:

3K € R tal que |[¢1(p)| < K||p|| para todo p € E

4. La funcién /1 es continua.
Ejercicio 4. Sea A € M, una matriz invertible. Se define n : R® — R como
n = |z + [ Az|
Demuestre que n es una norma

Ejercicio 5. Dada una norma ||-|| en R™ y una matriz A de n xn invertible. Demuestre que la funcion ||z||* = || Ax||
es una norma en R™.

Conjuntos abiertos y cerrados

Ejercicio 6. Analice el interior, la adherencia, el derivado y la frontera de

=0 (sben) £)Un((39) )
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Ejercicio 7. Demuestre que:
1. adh(A) es un conjunto cerrado.
2. int(A) es un conjunto abierto.

3. adh(A) es el cerrado mas pequenio que contiene a A y a su vez int(A) es el abierto mas grande contenido en

A.
4. R™\ int(A) = adh(R™ \ A).
Ejercicio 8. Pruebe que en general no se tiene que int(adh(A)) = A. Para esto siga los siguientes pasos:
1. Pruebe que adh(Q) = R.
2. Pruebe que int(R) = R
3. Concluya.

Ejercicio 9. Sean A, B C R". Se define A+ B={xz:x=a+b,a € A,be B}.
1. Demuestre que A + B es abierto si A es abierto

2. Dé un ejemplo en R donde A y B sean cerrados pero A + B no sea cerrado.

Ejercicio 10. Verificar que el conjunto

A={(z,y) € R* : 2% + xy < '} es abierto en R?

Ejercicio 11. Encontrar en R? un conjunto que no sea abierto ni cerrado.

Ejercicio 12. Sea d la distancia en R", asociada a alguna norma en R” (d(z,y) = | — y||). Sean A C R" y
B C R™ dos conjuntos no vacios, demuestre:

1. C={x eR":d(x,A) = d(x, B)} es cerrado
2. D={z e R":d(z,A) < d(xz, B)} es abierto donde d(x, A) = inf{d(z,y) : y € A}.

3. Si Ay B son cerrados y disjuntos entonces existen dos abiertos no vacios U y V talesque ACUy BCVy
Unv =g2.

Ejercicio 13. Dada una matriz A de 2 x 2 considere su determinante y demuestre que el conjunto
B ={A € My(R) : A es invertible}

es abierto.
Indicacion. Identifique Mz (R) con R*.
Sucesiones en un e.v.n

Ejercicio 14. Considere el espacio vectorial C([0,1],R) de las funciones continuas f : [0,1] — R. Definamos la
sucesion { fi } por:

1 six €[0,1/2]
fr=% =2k —1/2)+1 size[l1/2,27F4+1/2]
0 size27F4+1/2,1]

1. Verificar que f € C([0,1],R) Vk € N.

2. Se define la norma || - ||; en C([0,1],R), como || f||; = [lim{ |f(x)|dz. Demuestre que para esta norma { fy,}
es de Cauchy y no es convergente.

115



FCFM - Universidad de Chile

3. Sea A([0,1],R) el espacio vectorial de las funciones acotadas de [0, 1] en R, dotado de la norma || - ||, definida
por || fllee = suplim,epo.17 [f(2)|, demuestre que {fr} es convergente en este espacio.

Ejercicio 15. Sea |- ||; una norma en el e.v. E'y {a)} una sucesion de Cauchy respecto de dicha norma. Demostrar
que si || - ||2 es otra norma en F equivalente a || - ||1, entonces {ay} es sucesion de Cauchy también respecto a || - [|2.
Si E es Banach respecto a || - ||1. {Se puede decir que es Banach con || - ||2?

Ejercicio 16. Demuestre que dos sucesiones de Cauchy (zr) y (y;,) en R™ tienen el mismo limite si y solo si

lim lim ||xr —y,|| =0
k—o0

Ejercicio 17. Demuestre la siguiente caracterizacion de espacios de Banach. Sea E un e.v.n.
FE es un espacio de Banach
si y s6lo si

o oo
(V{wn}neN CE ZHle < oo) = le converge en F
i=1 i=1
Indicacion. Para la implicacion (<), dada una sucesion de Cauchy {x, },en, construya una subsucesion {,, nen

tal que ) lmp2,||xp, , — @y, || < oo. Luego concluya.

Ejercicio 18. Demuestre que el espacio L(R™, R™) de todos las aplicaciones lineales ¢ de R™ en R™ es un e.v.n.
en el que toda sucesion de Cauchy converge debido a que R™ es e.v.n. y en R™ toda sucesién de Cauchy converge.

Indicacion. Primero demuestre que una aplicacion lineal acotada es uniformemente continua y que si una aplicacion
lineal es continua en un punto, es acotada.

Compacidad

Ejercicio 19. Considere la sucesion {p} en E definida por py(x) = =¥ y demuestre que
1. |lpx|l = 1 para todo k € N.
2. {px} no tiene punto de acumulacion.

3. B(0,1) en E no es compacta.

Ejercicio 20. Demuestre que si A es un conjunto compacto y B C A, entonces B = adh(B) es un conjunto
compacto.

Ejercicio 21.

1. Si {A;}ien es una familia decreciente de conjuntos compactos no vacios en un e.v.n, demuestre que
(lim A; # @
i€EN

2. Dé un ejemplo en R de una familia decreciente de conjuntos acotados (no vacios) cuya interseccion sea vacia.

3. Dé un ejemplo en R de una familia decreciente de conjuntos cerrados (no vacios) cuya interseccion sea vacia.

Ejercicio 22. Sea X un espacio vectorial normado, sean A, B C X cerrados y sean C, D C X compactos. Probar
que

1. Si d(C,D) = inflimgec yep || — y|| = 0 entonces C N D # 2.
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2. Sid(A, B) = inflimgec,yep || — y|| = 0 entonces no necesariamente AN B # @.

Ejercicio 23. Sean (X,| - ||x) v (Y] - ||y dos espacios vectoriales normados. Definimos (X x Y, || - ||) como el
espacio vectorial normado donde (z,y) € X XY <= xz € X Ay € Y y la norma en X x Y se define como
Iz, 9)|| = ||lzllx + |lylly- Sean A C X y B CY compactos. Demuestre que entonces A x B es compacto en X x Y.

Ejercicio 24. Sea U = RN, es decir, el espacio de las sucesiones. Considere en U la norma
||| = sup{|a;| : i € N}

Indique cual(es) de los siguientes conjuntos son compactos:
1. Bp(0,1) ={z €U :|z;| <1,Vi e N}
2. B1(0,1)={x €U : |a;| < 7,Vi e N}
3. B2(0,1)={x €U : |z;] =1,Vi e N}

Ejercicio 25. Demuestre que las matrices ortogonales de n x n forman un subconjunto compacto de R™ x R™.

Conjuntos convexos

Ejercicio 26. Dados d € R?\ {0} y € > 0, se llama cono de Bishop-Phelps al conjunto
K(d,e) = {z e R* : ¢||d|||z| < (z.d)}

Demuestre que K (d,¢) es convexo para todo d € R3\ {0} y ¢ > 0.

Ejercicio 27. Dados a,b € R? y v € [0, 1] se llama pétalo de Penot al conjunto
P,(a,b) ={z € R*: ylla —z| + |z - b] < [|b—all}

Demuestre que P, (d, ¢) es convexo para todo a,b € R? y v € [0, 1].
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CAPITULO 5

Teoremas de la Funcién Inversa e Implicita

Estudiaremos algunos teoremas que nos permiten resolver sistemas de ecuaciones no lineales, conocer las condiciones
para que exista la inversa de una funcion de varias variables y bajo qué condiciones podemos expresar una o varias
variables de una funcién en términos de las demés (o en términos de una variable conocida).

5.1. Teorema del punto fijo de Banach
Motivaciéon: Los teoremas de punto fijo nos sirven para demostrar la existencia de soluciones de una ecuacion, la
existencia de equilibrio en un sistema, encontrar raices de funciones o resolver sistemas de ecuaciones no lineales.

Problema 5.1. Encontrar una solucién a:
{u’ = f(z,u)

u(zo) = wug

donde z,u € R. Este problema es equivalente a

u(x) = ug + /$ f(s,u(s))ds

0

Supongamos que f: R x R — R es continua, entonces
T:C([xo —a,xz0+a],R) — C(Jxg —a,zo+ a],R)
u = ug+ / f(s,u(s))ds
o

esta bien definida y el problema original es equivalente a encontrar u tal que
u="T(u)

que recibe el nombre de problema de punto fijo.

Problema 5.2. Dado F' : R® — R™ encontrar solucién a:
F(z)=0

Este es un problema de punto fijo, pues se puede escribir

r=x+ F(x)
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T: R* — R™
x — x4+ F(x)

Definiendo T'(x) = « + F(x) el problema original consiste en encontrar un punto fijo de 7', es decir en encontrar
un x tal que T'(x) = x.

En diversas areas de la ingenieria es comin encontrarse con problemas donde se quiere resolver
u=T(u), conT:E—FE
o bien T : K — K en que K C F es un subconjunto cerrado y E es un espacio de Banach.
Definicién 5.1. T : K — K se dice contraccién si existe una constante ¢ , 0 < ¢ < 1 tal que
IT(u) = T()]| < cllu—v[|Vu,v e K

Teorema 5.1. (Teorema del punto fijo de Banach)
Sea E espacio de Banach, K C E cerrado. SiT : K — K es una contraccion entonces existe un y solo un punto
fjo de T en K

Nxe K, T(x)==

Demostracion. Veamos primero la existencia. El método de demostracion es constructivo.
Sea xy € K cualquiera. Consideremos la sucesion {x, },ecn definida por la recurrencia

zp+1 =T (xk), k€N

Demostremos que {x, }nen es de Cauchy.

1T (xk—1) = T(@m-1)|l
cllxr—1 — Tm—1]
| T(zk—2) — T(Tm—2)|l
02”mk—2 — T2

2 — @m|

IA A CIA

supongamos, sin perdida de generalidad que k > m. Si repetimos el procedimiento anterior, obtenemos
[k — Tml| < ™[|Tk—m — 2o

en particular
141 = @ || < ™ [|@1 — x|
Entonces podemos escribir
[k — Tp—1l| + [Tr—1 = B2 + - + [[Bms1 — T
(14 P2 )|y — x|

[k — ]|

es decir,

e .
lzr —zmll < Y dllz— o
i=m

o0
cm (Z Cl> |1 — o]
i=0

k,m—o0
—

1
" llz1 — @

0
1—c
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5.1. Teorema del punto fijo de Banach

Por lo tanto {x,},cy es una sucesion de Cauchy en E, luego tiene un limite * € F y como K es cerrado
entonces x* € K. Por otra parte, si T es contraccion, es continua (tarea), por lo que tomando limite en la ecuacion
xp+1 = T(xy) obtenemos que

es decir, £* es un punto fijo de T.
Veamos que es tnico. Supongamos que 7' tiene dos puntos fijos, € = T'(x) e y = T'(y), entonces

lz =yl = [IT(x) - T(y)| <cllz -yl
y como 0 < ¢ < 1, no queda otra posibilidad méas que ¢ = y. |

Nota 5.1. El teorema del punto fijo de Banach provee una condicién suficiente (y no necesaria) para la existencia
de puntos fijos. No es necesario que una funcion sea contractante para que tenga punto fijo, un claro ejemplo es la
funcion f : [0,1] — [0, 1] definida por f(z) = z la cual es continua, no contractante y cumple que cualquier z € [0, 1]
es un punto fijo de la funcion.

Ejemplo 5.1. (Existencia de soluciones para EDO)
Volvamos al problema 5.1. Si f : R X R — R es continua y satisface

[f(s,u) = f(s5,0)] < Klu— vl

entonces si x > xg

T(u) = T(w)| =

/ " f(s.u(s)) — f(s,v(s))ds

< [ Urtsuls)) = S5l las
< K/w lu(s) —v(s)|ds
< Klu—vla

si ¢ < g se obtiene el mismo resultado, luego | T(u) — T (v)]loo < Ka|lu — v||s para toda u,v € C([xg — a, zo + a]).
Si Ka < 1 entonces, gracias al teorema del punto fijo de Banach, existe u € C([zo — a, zo + a]) tal que

u="T(u)

y este u es Unico.
Para encontrar una solucién se puede iterar, reproduciendo la demostracion del teorema de punto fijo de Banach.

Un+1 = Tup,
tnar(®) = up+ / £(5,un(s))ds
o

este método para encontrar la solucién recibe el nombre de método de Picard.

Ejemplo 5.2. (Existencia de soluciones de una ecuacion)
Consideremos el sistema de ecuaciones

1
x = icos(x—&—y)

1
Yy gln(1+x2+y2)—|—5

este es un problema de punto fijo: (z,y) = T(z,y) con T : R> — R definida por

1 1
T(z,y) = <2 cos(z + y), 3 In(1+ 2% +y%) + 5)
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Vamos a demostrar que T' es contractante. Como consecuencia, gracias al teorema del punto fijo de Banach, ten-
dremos que el sistema de ecuaciones tiene una y solo una soluciéon en R?. Para ello recordemos el teorema del valor
medio: Sea f: R™ — R diferenciable, entonces

1
f(@) — fy) = / Vf(tz 4 (1—t)y) - (x - y)dt

lo que implica que

IA

1
/0 IVt + (1 - )yl — ylldt
i (Ve + (1= ) [} — o]

|f(z) = f(y)l

IN

Supongamos que ||V f(z)]| < K para todo z € R™. Entonces |f(z) — f(y)| < K||z — y].
Apliquemos esto a nuestro problema. Si Tj(z,y) = (1/2) cos(z + y) entonces

1 1
1973l = | (= gsente-+) —§sen<x )| < 7

= |Ti(z,y) - T (T, 9)| < — - [[(z,9) — (z,9)||

S\

Para Ty(z,y) = (1/3) In(1 + 22 + y?) + 5 hacemos lo mismo:

2 2
2y 2 T Y
Ty ( <3
IVl H(1+w2+y2 1+m2+y)H_3\/(1+$2> +<1+y2)

la funcion f(z) = z/(1+2%) alcanza su maximo en z = 1 (tarea) y su maximo es 1/2. Por lo tanto || VT, (z, y)|| < v/2/3
lo que implica

V2

3

Ta(z,y) = Ta(z,9)] < == - [l(z,9) — (Z,9)]

Concluimos entonces que

1T (2,y) = T(z,9)|l

V(Ti(z,y) = Ti(2,9))? + (Ta(z,y) — Ta(7,7))?

\/» [(z,y) — (. 9l

es decir, T es contractante pues 1/13/18 < 1.

5.2. Teorema de la funcién inversa

Motivacién: Sea L : R™ — R™ una funcion lineal. Para que L sea biyectiva es necesario y suficiente que la matriz
asociada (matriz representante) sea invertible, y en este caso la matriz representante de la funcion inversa sera la
inversa de la matriz representante de L.

Si L(xg) = bg y queremos resolver la ecuacion L(x) = by + Ab, la solucion sera

x=x+ Az = L (by) + L™ (Ab)

Cuando F': Q — R"™ es diferenciable, F' es localmente “como” una funcion lineal (afin), y por lo tanto es razonable
pensar que la biyectividad local de F' esté relacionada con la biyectividad de su aproximacién lineal.
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Teorema 5.2. (Teorema de la funcion inversa)
Sea F : Q C R" — R" una funcion de clase Ct. Supongamos que para a € Q, DF(a) (Jacobiano) es invertible y
que F(a) = b. Entonces

1. Euxisten abiertos U y 'V de R™ tales quea €¢ U, beV y F:U — V es biyectiva.
2. SiG:V — U eslainversa de F, es decir, G = F~', entonces G es también de clase C' y DG(b) = [DF(a)]™'.

Antes de dar la demostraciéon veremos algunos ejemplos.

Ejemplo 5.3. Sea F(z,y) = (2% + Iny,y* + 2y3), entonces F(1,1) = (1,2)
Consideremos la ecuacion F(x,y) = (b1, b2)

> +lny = b
v +ayt = by
con (by, be) “cerca’ de (1,2).
_ (2= 1/y

evaluando el Jacobiano en (z,y) = (1,1) obtenemos

DF(1,1) = E é]

que es una matriz invertible.
Concluimos entonces, gracias al teorema de la funcién inversa que la ecuacion tiene una y solo una solucion

(z(b1,b2),y(b1,b2))

para cualquier (b1,bs) cercano al punto (1,2). Mas atun (x(by,bs), y(b1, b)) esta cerca de (1,1) y depende de (b1, b2)
de manera diferenciable.

Ejemplo 5.4. Cambio de coordenadas esféricas:

r = rsen¢cosl
y = rsen¢send
z = rcos¢

Llamaremos ® al cambio de variables. El Jacobiano de la transformacion en el punto r = 1,¢ = 7/4,0 = 7/4 es

1/2— 1/2 1/2
DO, w/4,m/4) = 1/2 1/2 1/2
V2/2 0— V/2/2

Esta matriz es invertible pues su determinante es igual a v/2/2. En general se tiene que |D®(r, 0, ¢)| = r?sen ¢ que
es distinto de cero excepto si r = 0 o si sen¢ = 0. Por lo tanto, salvo en el eje z la transformacién ® es localmente
biyectiva.

Previo a la demostracion del teorema, consideremos tres resultados que seran de utilidad.

1. A partir de la norma descrita en (1.10), consideremos en M, «,(R) la norma

n n
2
ZZ%‘

i=1 j=1

IAllF =

Entonces, ||[Ax|l2 < [|A]|r||lx|2 si x € R", A € M, vy ademas ||AB||r < ||A||r||B|lF, st A, B € Myxn.
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2. A partir del teorema del punto fijo de Banach (teorema 5.1) consideremos el siguiente corolario: Si (E, |-|)
es un espacio de Banach,C' C E es un conjunto cerrado y F' : C' — C es una funcién contractante, entonces
existe un Gnico « € C' tal que F(z) = x.

3. A partir del teorema del valor medio (teorema 1.13) y de la caracterizacion de convexidad (definicion 4.14):
Sean F : U — R™ de clase C! y U un conjunto convexo. Si | DF;(x)|| < A;Vx € U, entonces | F(z) — F(y)| <

VAT + .+ Al —y||Ve,y € U.

Si |[DF(x)|| < CVa € U entonces |F(x) — F(y)|| < C|lz — y|, pues

[1F(x) — F(y)ll

/ D+ (- 1) - (& —y)dtH

< /O||DF(t:c+(1—t)y)-(fv—y)lldt
< / IDF(tz + (1 - Oyl — yldt
< Cllz -yl

Demostracion. (Teorema de la funcion inversa)
Observemos que si F' es de clase C! entonces la funcién

DF:Q — My,
r — DF(x)

es continua pues

n n

(9fz Cofi,

|DF(z) — DF(zo)|r = 83:] j( xo)

=1 j=1

y como todas las derivadas parciales son continuas, dado ¢ > 0, existen J;; > 0 tales que || — x¢|| < &;; =

ggj (x)— afl (w0)| < £, entonces escogiendo 0 = min; ; ;; > 0 tenemos que || —xo|| < 0 = |[|[DF(x)—DF(xo)||r <

n?(£)? =e.

n

Queremos demostrar que existen abiertos U y V tales que F' : U — V es biyectiva, lo que se puede expresar en
otras palabras como: Dado y € V existe un tnico € U que es solucion de la ecuacion F(x) = y. Ademas

Fle)=y & y-—F(x) = 0
& DF(a) '(y— F(z)) = 0 pues DF(a) es invertible
& x+DF(a) Y y—-F(z)) = =

Entonces dado y € V, resolver la ecuacion F(x) = y es equivalente a encontrar un punto fijo a la funcion ¢, () =
x + DF(a)~'(y — F(z)) Como DF es continua en a, existe ¢ > 0 tal que

x € B(a,e) = |DF(x) — DF(a)|r <

1
2vn||DF(a)~"(|r

Para probar que F' : B(a,e) — R es inyectiva, basta probar que ¢, es contractante, en efecto F'(x1) = y A F(x2) =
Y= oy(x1) = x1 A @y(T2) = T2 ¥ si @, es contractante entonces ||, (1) — <py(w2)|| < Oy —x2|| = ||Jx1 —x2| <
Cllxr — @2|| y como C < 1, &1 = .

Observemos que ¢, es de clase C!. Para probar que es contractante acotamos la norma de su derivada:

Dyy(x) =1 — DF(a)"'DF(z) = DF(a)"*(DF(a) — DF(z))

donde I es la matriz identidad de n x n.

|Dgy(@)llr < | DF (@)~ | 7| DF(a) — DF ()| r < %
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5.2. Teorema de la funcion inversa

la ultima desigualdad es valida si @ € B(a,¢).
Entonces como B(a,¢€) es convexa y || D(¢y)i(x)| < 2%/5 para i =1,...,n, obtenemos

n

1 1
— 2=z — B
> (G75) = glle = 2l oz € Blao

ley(®) — @y (2)l| < [z - =]

Si definimos U = B(a,e) y V = F(U), entonces F : U — V es biyectiva. Veamos que V es abierto.

Seay* € Vya* € B(a,¢) tal que F(x*) = y*. Hay que demostrar que existe p > 0 tal que si y € B(y*, p) entonces
existe & € U tal que F(x) =y & x = ¢ (x), es decir, B(y*,p) C F(U)=V.

Sea r > 0 tal que B(z*,2r) C U,y = € B(z*,7)

py(x) —2" = @y(x)— (@ +DF(a) ")y — F(z"))) + DF(a)'(y — ")
¢y(x) = @y(x") + DF(a)"' (y — y")

y por lo tanto

loy(z) —a*| < lloy(@) = py(a”)| +IDF(a) " (y — y*[))
1 * — *
sle =2+ DF(@) " lly — v

IN

Si escogemos p = r/(2||DF(a)~!||r) tendremos que Vy € B(y*, p) la funcion
oy B(z*,r) — B(z*,r)

es una contraccién y por lo tanto tiene un tnico punto fijo € B(x*,r) C U tal que
py(w) =z = F(z) =y

Concluimos asi que B(y*, p) C V, es decir, V es abierto.
Resta estudiar la diferenciabilidad de la funcién inversa. Sean y,y + k € V entonces existen tnicos x,x +h € U
tales que y = F(x) e y + k = F(x + h) entonces
FYy+k)—F 'y —DF(x)'k = h—DF(z) 'k
= DF(z)""(F(x +h)— F(x) — DF(x)h)

Por lo tanto

-1 |F(z +h) — F(z) — DF(x)h]| ||

R 1 _ )1 x
IF T @R~ P )~ D) < [DF (@) i i

Probaremos ahora que ||h||/||k|] < C < oo lo que implica que h — 0 cuando k — 0 y como F' es diferenciable
en el punto x, el lado derecho de la desigualdad anterior tiende a cero cuando k — 0, obligando asi a que el lado
izquierdo tienda a cero también, lo que por definicién significa que F~! es diferenciable en y y

DF~!(y) = [DF(z)]"}

Se sabe que
|k — DF(a)" k|| |k — DF(a)™(F(z + h) - F(z))|

= |lh+a—-DF(a) ! (F(z+h)~y) —z+
DF(a)™'(F(z) —y)|
ley(x +h) — @y ()|
1
Sl

IN
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por lo tanto
Ik = IDF(a)~"|| < ||h — DF(a)~"|| < 1/2||h|

lo que implica que
1/2|[h|| < |DF(a)” k| < |[DF(a)~"|||[K]|

es decir,
L] -1
<2 DF(a)"!] <
K|l
que es lo que se queria probar.
La continuidad de DF~!(y) = [DF(F~1(y))]~! se obtiene de la regla de Cramer para obtener la inversa de una

matriz. Para una matriz invertible A se tiene que

1
-1 _ ¢
A7 = det( )[cofactores(A)]

y donde “cofactores(A)” es una matriz formada por los distintos subdeterminantes de A que se obtienen al sacarle
una fila y una columna a A. Entonces como F' es continuamente diferenciable, sus derivadas parciales son continuas,
y gracias a la formula de Cramer las derivadas parciales de F~! seran continuas también pues son productos y
sumas de las derivadas parciales de F' y cuociente con el determinante de DF(F~1(y)) que es distinto de cero y
continuo por la misma razon. |

5.3. Teorema de la funcién implicita

Motivacién: Supongamos que se tiene una funcién f : R? — R, y consideremos una ecuacién de la forma

flx,y) =0

Es entonces natural hacer la siguiente pregunta: ;Es posible despejar y en funciéon de x7
Supongamos que si, es decir, existe una funcion y(z) que satisface

flz,y(x) =0

supongamos ademés que f e y(x) son diferenciables, entonces podemos derivar la ecuacion anterior con respecto a
€

0 af d

i + iiy — O

Or Oydx
o0 sea

dy  0f/0x

(Derivacion implicita)

de —  9f/oy
Notemos que para poder realizar este calculo es necesario que Jf /0y sea distinto de cero.
Ejemplo 5.5. Consideremos la siguiente ecuacion

22 4 y2 —1

i Es posible despejar y en funcién de z?7 Evidentemente la respuesta a esta pregunta es que no es posible despejar

globalmente una variable en funcién de la otra, pero si (zg,yo) es un punto que satisface la ecuacion, es decir,

23 +y2 = 1y ademés yo # 0, entonces es posible despejar localmente y en funcién de x (es decir, en una vecindad
de (z0,¥0)). Ademas derivando la ecuacion se tiene que

dy dy T

20 +2y— =0 => —=——

ydx dx Y

Sin embargo si yp = 0 es imposible despejar y en funcion de x en torno al punto (zg, yo)-
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Ejemplo 5.6. Consideremos ahora un caso mas general que el anterior. Suponga que se tienen las variables
Ziy...yTm € Y1,...,Yn relacionadas por n ecuaciones (sistema de ecuaciones),
Fi(x1,- Ty Y1s---5yn) =0, i : 1,...,n.Esto se puede escribir como

F:R"xR" — R"
Fl(xlv"'ammayla"'ayn)
(xla"awmaylw"?yn) = F<w?y):
Fn(xla"'7xm7y17"' 7yn)
Entonces, F(x1,..., Tm,Y1,---,Yn) = 0.
(Es posible despejar las variables y, en funcién de las variables x? Es decir, existen funciones y;(z1,...,%m),
j=1,...,n tales que
F(zi,.. 1 (X1, T )y ooy Yn(T1, - o, T)) =0
Veamos el caso particular de un sistema lineal. Sea L una matriz L = [A B] € M, (4+m), y consideremos el sistema
Arx+By=0»b
En este caso es posible despejar y en funcion de & cuando B es invertible:

y(x) =B 'b— B Az

Teorema 5.3. (Teorema de la funcion implicita)
Sea F : Q CR™™ — R™ una funcion de clase Ct, y sea (a,b) € R™ x R™ un punto tal que F(a,b) = 0. Escribimos
entonces DF(a,b) = [D,F(a,b) D,F(a,b)] y supongamos que D,F(a,b) es invertible. Entonces existen conjuntos
abiertos U C R™T™ W C R™ con (a,b) € U y a € W tales que para cada x € W existe un unico y tal que
(z,y)eUy

F(x,y)=0

esto define una funcion G : W — R™ que es de clase C' y que satisface
F(x,G(x)) =0, Ve e W
ademds DG(z) = —[DyF(z,G(z))]| ' D, F(z,G(x)) para todo x € W y G(a) = b.

Al igual que en el teorema de la funcién inversa veamos un ejemplo antes de dar la demostraciéon del teorema.

Ejemplo 5.7. Considere el sistema de ecuaciones
x? 4+ sen(y) 4 cos(yz) —w® —1=0
23 + cos(yz) +sen(z) —w? —1=0
1. Muestre que es posible despejar (y, z) en funciéon de (x,w) en una vecindad del punto
(0 Yo, 20, wo) = (0,0,0,0)
Calcular %(070).

2. (Es posible despejar (x,y) en funcion de las variables (z,w) en una vecindad de (0,7,0,0)7 ;Qué se puede
decir de despejar (z,w) en funcion de (y, 2)?

Solucion.

1. Para este problema se tiene que la funcién F es:
F(z,y,z,w) = (2% + sen(y) + cos(yz) — w? — 1,23 + cos(yx) + sen(z) — w? — 1).
Entonces F es de clase C' y F(0,0,0,0) = (0,0). Ademas

_ (0F1/0y OF1/0z\ _ (cosy—sen(yz)z —sen(yz)y
D(y’z)F(x’y’Z’w)_<6Fg/3y 0F»/0z) —sen(yx)T cos(z)
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luego
1 0
D, F(0,0,0,0) = (0 1>

que es invertible. Luego, gracias al teorema, es posible despejar (y, z) en funcion de (x,w) de manera diferen-
ciable en una vecindad del punto (0,0). Si derivamos las ecuaciones con respecto a x obtenemos

Ay 0z oy,
2(E —+ COS(y)% — COS(yZ)(y% + Z%) = 0
Jy 0z
2 — _— e
3z sen(ym)(axm +y) + cos(z) o 0

evaluando en el punto (0,0,0,0) se tiene que dy/d2(0,0) = 0.
2. En este caso se tiene que F'(0,7,0,0) = (0,0) y

2z cos(y) —sen(yz)z
D(ﬂc,y)F(wa Yy, w, Z) = <3x2 o Sen(yx)ac

por lo tanto
0 -1
D3 F(0,m,0,0) = 0 0

esta ultima no es una matriz invertible por lo que el teorema no es aplicable. Si se quisiera despejar (z,w) en
funcién de (y, z) debemos observar la matriz

2  —3w?
D(J;,w)F(Iayasz) = <3$2 —2’[1))

que tampoco es invertible en los puntos (0,0,0,0) y (0,7,0,0), por lo que nuevamente el teorema no es
aplicable.

0

Demostracion. (Teorema de la funciéon implicita)
Definamos la funcién

f:QCRMY™ 5 Rtm
(z,y) = flz,y)=(z,F(z,y))

que es evidentemente una funcién de clase C! gracias a que F lo es. Su Jacobiano en el punto (a, b) es

21 = (37 p,ran)

que es invertible ya que por hipétesis D, F'(a, b) lo es. Ademas f(a, b) = (a,0). Podemos entonces aplicar el teorema
de la funcion inversa (teorema 5.2) a la funcién f. Existen abiertos U,V C R™*™ tales que (a,b) € U, (a,0) € V' y
f: U — V es biyectiva con inversa de clase C'. Definamos ahora el conjunto W = {z € R™/(2,0) € V}, entonces
a € Wy W es un conjunto abierto de R™ pues V es abierto (demostrar que W es abierto queda de tarea). Luego,
para cada z € W la ecuacion f(x,y) = (z,0) tiene un tnico par (x,,y,) como solucion, es decir,

(:BzaF(xz:wz)) = (Z’O)

esto tdltimo implica que &, = z y por lo tanto F(z,y) = 0. Como y, es tnico dado z, esto define una funcion
G(z) = y,. Evidentemente G(a) = b, y

(z,9.) = f7(2,0) = (,G(2))
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De esta forma, G es la funcién que estamos buscando y como f~! es de clase C!, entonces la ecuaciéon anterior dice
que G es de clase C! también. Se tiene que G satisface la ecuacion F(z,G(z)) =0, y como F y G son de clase C*
podemos calular al Jacobiano de G usando esta ecuacion y la regla de la cadena

D,F(z,G(2))Lxm + DyF(2z,G(z))DG(z) =0
de donde se obtiene el resultado
DG(z) = —[D,F(z,G(2))] ' D, F(z,G(2))
para todo z € W. |

5.4. Ejercicios

Contracciones y teorema del punto fijo

Ejercicio 1. Sea T una funcion tal que T* es contractante. Demuestre que T tiene un tGnico punto fijo.

Ejercicio 2. Sea f : R? — R? una funcién contractante en B(0,§), con constante L conocida. Demuestre que si
|(0)]] < §(1 — L) entonces existe un tnico punto fijo de f en dicha vecindad.

Ejercicio 3. Muestre que la ecuacion integral
1 1
u(w) =5 [ e v eos(uty))dy
2 Jo
tiene una y so6lo una solucion en el espacio C([0, 1], R). Para ello defina el operador
1 1
F)(@) =5 [ e cos(u(y)dy
0
y demuestre que es contractante. En C([0, 1], R) use la norma del supremo.

Ejercicio 4. Considere la ecuacion integral

u(z) =5+ /Oz sen(u(s) + x)ds

Muestre que la ecuacién posse una y solo una solucion en C([0,1/2],R)
Ejercicio 5. Determinar para qué valores de a y b la funcion

T(x,y) = (acos(x +y),bln(1 + 22 + %))
es una contracion.

Ejercicio 6. Programe en su calculadora o en Matlab un algoritmo que encuentre la solucion del sistema del
ejemplo anterior. Para ello defina g = 0,y = 0, y genere una sucesion dada por la siguiente recurrencia:

Tny1 = (1/2)cos(zpn + yn)
Ynr1 = (1/3)In(1+2>+y*) +5

Ejercicio 7. Sean g; : R — R funciones de clase C!(R), Vi € {1,2,...n}. Suponga ademéas que

1
méx {|Vo(@)ll} < 5 Vie{12...n)

Pruebe que el sistema 21 = gi(x),z2 = g2(x),...z, = gn(x) tiene una unica solucion en R”, donde = =
{z1,29,...2p}.

Indicacion. Recuerde que el espacio (R", [|-||;) es de Banach.
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Teorema de la funcién inversa

Ejercicio 8. Sea f : U — R" una funcién de clase C! en el abierto U C R". Sea a € U tal que f’(a) es invertible.

Muestre que
vol(f(B(a,r))

r—0 vol(B(a,r) = [detf'(a)

Ejercicio 9. Como en el ejercicio anterior muestre que si f’(a) no es invertible entonces

lfm vol(f(B(a,r)) _
r—0 vol(B(a,r)

Ejercicio 10. Para
fu,v) = (u+ [log(v)]?, uw, w?)

1. Muestre que f no es inyectiva

2. Encuentre un dominio €2 de manera que la funcién sea inyectiva en 2

3. Calcule D(f~1)(1,0,1) cuando f se considera en €.
Ejercicio 11. Sea f(z,y) = (22 — 42, 2zy)

1. Demuestre que para todo (a,b) # (0,0), f es invertible localmente en (a,b).

2. Demostrar que f no es inyectiva.

3. Calcular aproximadamente f~*(—3,01;3,98). Use la formula de Taylor. Note que f(1,2) = (—3,4)
Ejercicio 12. Sean f(u,v) = (u? + u?v + 10v, u + v3)

1. Encuentre el conjunto de puntos en los cuales f es invertible localmente.

2. Compruebe que (1,1) pertenece al conjunto obtenido en la parte 1), encontrar (aproximadamente) el valor de
f71(11,8,2,2).

Teorema de la funciéon implicita

Ejercicio 13. Si f(£,%) = 0, Calcular

R
ox yay
Ejercicio 14. Sea f: R? — R tal que
flzy,z —22) =0 (*)

Suponga que existe z(zg, yo) = 20 tal que f(zoyo, 20 — 220) = 0 y que para todo (z,y) en una vecindad de (zg, yo),
los puntos (z,y, z(x,y)) cumplen la ecuaciéon (*). Encuentre que condiciones debe satisfacer f para que se cumpla
lo anterior y demuestre que dad la condicion anterior la funcion z(x,y) cumple la igualdad

0z 0z
xo%(xovyo) - yoa*y(xmyo) = 2xg
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5.4.

Ejercicios

Ejercicio 15. La funcién z esta definida por la siguiente ecuacion
flx—az,y—>bz)=0

donde F' es una funciéon diferenciable. Encuentre a que es igual la expresion

Ejercicio 16. Sea z = f(x,y) definida implicitamente por la ecuaciéon

22ze¥ + e +y=1

Si g(u,v) = (u? + v+ 1,v?), calcule %2’;’5 (0,0). Justifique.
Ejercicio 17. Considere el siguiente sistema no-lineal:

x%zg + m%xl + y%yl + Y2

T1T2Y1 + T2y1Y2 + Y2Y121 + Y221T2 =

1. Demuestre que es posible despejar (y1,y2) en funcion de (z1,z2) en torno a algin punto.

2. Encuentre los valores de :

82{1 8y2
1, -1); 221, -1
axQ( ) ) ) 81.2( ) )
Ejercicio 18. Sea z(z,y) una funcion diferenciable definida implicitamente por la ecuacion:
— . (Y
c=af(Y)

donde f: R — R es ua funcion derivable. Demuestre que
Indicacion. Considere F : R? — R definida como F(z,y,2) =z — - f(¥)
Ejercicio 19. Considere el siguiente sistema no lineal:

sen(xy -y1) +xzcos(y2) = 0
y2 + 27 + (senh(zs))?

I
o

Encuentre los valores de g—z;(l, 0,0)y ggi (1,0,0).

Indicacion. Considere la funciéon
g:R*xR? — R?
(z,y) = (u(z,y),v(z,y))
con ¥ = (x1,22,73),y = (Y1,%2), u,v : R3 x R? — R son tales que
u(z,y) = sen(xy - y1) + x3 cos(yz)

o(@,y) = yo + 23 + (senh(z2))’
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Ejercicio 20. Mostrar que cerca del punto (z,y,u,v) = (1,1,1,1) podemos resolver el sistema

ru + yvu2 =

oyl =

de manera tnica para u y v como funciones de x e y. Calcular %Z

Ejercicio 21. Considere el sistema

ot 4yt
= u
x
sen(z) +cos(y) = v

Determine cerca de cuales puntos (x,y) podemos resolver x e y en términos de u y v

Ejercicio 22. Analizar la solubilidad del sistema

3z + 2y + 22 + u 4 v?
dr +3y+ 20t +v+w+2
z+z+w+ui4+2 = 0
para u,v,w en términos de x,y,z cercade z=y=z=0,u=v=0y w = —2.
Ejercicio 23.
2 .
1. Hallar %|x=1 y 3,7‘15|x=1 si

2?2 —2zy+ 1P +ax+y—2=0

2
2. Hallar % v ZT?; si

In(v/22 + y?) = a - arctan (%) (a #0)

3. Hallar g—; y g—; si

x cos(y) + ycos(z) + zcos(x) =1

4. Las funciones y y z de la variable independiente x se dan por el sistema de ecuaciones zyz =ay x+y—+z = b;
Hallar %, dz 4’y d’z

do’ do® a2 da’-
Ejercicio 24. Sea la funcion z dada por la ecuaciéon
2 2 2 _
x°+y° + 2% = Pplax + by + cz)

donde ¢ es una funcion cualquiera diferenciable y a, b, ¢ son constantes; demostrar que:

0] 0
(cy — bz)a—; + (az — cz)a—; =bx —ay
Ejercicio 25. Demostrar que la funcién z, determinada por la ecuaciéon
y =x¢(2) + x(2)

Satisface la ecuacion
0%z [0z 232 0z 0%z 9%z [0z

2 2
w(ay) B amayaxawayz(ax) =0
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5.4. Ejercicios

Ejercicio 26. Sea f(z,y,z) = 0 tal que sus derivadas parciales son distintas de cero. Por lo tanto es posible escribir:
x=2x(y,2), y =y(x,2), 2= z(x,y), donde estas funciones son diferenciables. Muestre que

0x 0y 0
Oy 0z Ox
Ejercicio 27. Muestre que las ecuaciones
-y w4+ +4 = 0
2ay 4+ 1y —2u* + 30 +8 = 0
determinan funciones u(z,y) y v(z,y) en torno al punto x = 2,y = —1 tales que u(2,—1) = 2 y v(2,-1) = 1.

du ov
Calcular 3% y 2y
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CAPITULO 6

Complementos de Calculo Diferencial

Nos interesa extender algunas reglas de derivacion a casos mas generales que frecuentemente se utilizan en la
ingenieria y daremos los detalles del teorema del cambio de variables en integracion.

6.1. Reglas de derivaciéon adicionales

Teorema 6.1. (Regla de Leibniz de derivacion)
Sea f:R? = R de clase C'. o, 8 : R — R funciones diferenciables. Entonces la funcion F : R — R definida por

B(x)
F(x) :/ f(z, t)dt
es diferenciable y su derivada es
d 8@
dx

B(z)
[z, t)dt = f(z,B(x))p'(z) — f(z,a(z))d (v) +/ 9 (x,t)dt

a(z) or
G(z,x) /fxt

por el 1¢" teorema fundamental del calculo (teorema A.6) sabemos que

a(z)

Demostracion. Definamos la funcion

0
—G(z1) = f(z.2)

9 Glem) = /O %f(x,t)dt

G(z,x +h) —G(z,x) — h/z %f(x,t)dt
0

demostremos que

para ello notemos que

/Z flx+ht)+ f(z,t) — hﬁf(x,t)dt

// gzl @yt - ;f(w £))hdydt
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La funcién 9f/0z(-,-) es continua, y por lo tanto, uniformemente continua sobre [z — |h|, 2 + |h|] X [0, 2], asi, dado
e > 0, existe 6 > 0 tal que si ||(x,y) — (Z,7)|| < d entonces |0f/0x(x,y) — If/0x(Z,§)| < £/z. Entonces si |h| < §
se tiene que

0 0
|%f($+yh,t) - %f(xat” <eVte [072] Vy € [07 1]

lo que implica que

G20+ h) — G(z,2) — h/ 9 t(a,t)dt] < |
0 aIIf
si |h| < § de donde se sigue el resultado. Luego
B(z)
/( : f(z, t)dt = G(B(x),z) — G(a(z),x)

y aplicando el resultado anterior se tiene que

d /B(l') (.1)
— flx, t)dt
dﬂ? a(x)

) , ) dr 9 ,
= T2 @) + e GB@) 0T — L laa), )l @) — .
0 dz
6B, @
B(x) o(x)
— e B @) - flat) e+ [ i / o (ot
= (8P @) - i, / D e

Teorema 6.2. Sean A C R® y B C R™ abiertos y f : Ax B = R de clase C'. Sea Q C B conjunto elemental
cerrado. Entonces la funcion

es de clase C y

para todo i € {1,...,n}

Demostracion. Sea xg € A

F($0+h 33() Zh/a iBmy

- /Q f(@o + hoy) — f(x0,y) —;hijgi(woyy)dy

- /Q (F(@o + hoy) — f(@o,y) — Vol (@o,y) - h)dy

1
- /Q/O (Vo f(zo + th,y) — V. f(zo,y)) - h] dtdy
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6.2. La formula de cambio de variables

La funcion V, f(-,-) es continua en B(zg,1) x Q que es compacto, por cual que es uniformemente continua. Luego
dado € > 0 existe & > 0 tal que si ||(z,y) — (z*,y*)|| <0 = ||Vof(z,y) — Vo f(z*, y)| < e/vol(Q). entonces si
|h|| < ¢ se tiene que

[Vaf(zo+th,y) = Vaf(zo,y)| < vVie[0,1]Vye@

(Q)

lo que implica que

|F(xo + h) — F(zo) Zh/a (zo,y)dy|

IN

1
/ / IV 1 (o + th,y) — V f(zo, )| dedy

L[ g n =i

de este modo

F(wo + h) — F(o) Zh / (@0, y)dy| < =[]
siempre que ||h|| < d, es decir, F es diferenciable es xg y
0 0
F = d
5 F@0) = [ gyt w)iy
para todo i € {1,...,n}. La continuidad de las derivadas parciales queda de ejercicio. |

6.2. La formula de cambio de variables

Recordemos la formula de cambio de variables
[ st@yiz = [ g(swpldet Df(wlay
F(2) Q

Para dar sentido a la férmula se requiere

» f: U — V biyectiva de clase C! y con inversa de clase C!. (Esta clase de funciones recibe el nombre de
difeomorfismo)

= () es un compacto, cuya frontera es la unién finita de grafos de funciones continuas
» g: f(2) = R es continua.

En estas circunstancias las funciones

I G R )
9(‘”)—{g<m> z € f(2)

0 ¢ Q
(9o f)"(y)ldet Df(y )_{g(f(y))|deth(y)| ZGQ

son integrables.
Para demostrar la formula de cambio de variables, tenemos que dar una definicién de integrabilidad un poco més
fuerte.

Definicion 6.1. A C R"™ se dice v-medible si A es compacto y su frontera es la uniéon finita de grafos de funciones
continuas.
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Ejemplo 6.1. A = [a,b]™ con a y b finitos es v-medible

Ejemplo 6.2. Si A es v-medible, y f es un difeomorfismo, entonces f(A) en v-medible

Observamos que si A es v-medible, entonces podemos definir el volumen de A como

vol(A) :/lA(:I:)d:B

donde ¢
0 ¢ A
La(x) = {1 reA
Definicion 6.2. Sea A un conjunto v-medible. Una descomposicién D de A es una coleccion de conjuntos Cf, . .., Cy
tales que

= C; es v-medible, i =1,... )k
= A=C1U...UC}

Se define también el diametro de la descomposiciéon D como

diam(D) = 1r£1;i<)<k diam(C;)

donde el diametro de un conjunto A v-medible es igual a diam(A) = sup{|lx —y|| : ¢,y € A}

Dada la descomposicion D de A, consideremos el vector € = (£1,...,&) tal que & € C; Vi e {1,...,k}

Definicién 6.3. Sea f: A — R una funcion acotada. Definimos la suma de Riemann asociada a (D, €) como

k
S(f,D,€) = Z (&)vol(C

Definicion 6.4. Decimos que [ es v-integrable sobre A, conjunto v-medible, si existe I € R tal que
Ve > 030 > 0 tal que VD desc. de A,

(diam(D) < § A¢ asociado a D) = |S(f,D,&) —I| <e

Si tal I existe, es tnico y denotamos I = [, f(x)dx. La demostracion de esto ultimo queda de tarea.

Con esta definiciéon podemos seguir paso a paso la demostraciéon ya hecha para probar la proposicion siguiente

Proposicion 6.1. f: A — R continua = f es v-integrable

También se puede demostrar que si f : A — R es acotada y continua salvo sobre el grafo de un ntumero finito de
funciones continuas, entonces f es v-integrable.

Teorema 6.3. (Teorema del cambio de variables)
Sea Q v-medible y f: U — V un difeomorfismo, Q@ CU. Sea g: f(Q) — R v-integrable. Entonces go f: Q — R es
v-integrable y

/ o(w)de = / o(f ()| det Df (y)|dy
£(2) Q
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6.2. La formula de cambio de variables

La demostracion del teorema tiene dos partes: Primero el caso en que f es una funcion lineal y luego el caso general.

Demostracion. (Caso f lineal)
La demostracion ya fue hecha para R3, y se extiende de manera aniloga a R™, por lo que supondremos cierto el
resultado en el caso lineal. Asi tenemos, si T es lineal que

vol(T'(A)) = / 1= / 1|detT| = vol(A)|det T'| YA v-medible
T(A) A

Para el caso general necesitamos dos lemas previos que se describen a continuacion

Lema 6.1. Sea U abierto, X C U compacto y ¢ : U x U — R continua tal que p(x,x) = 1V € U. Entonces
Ve > 030 > 0 tal que
ryeX|z—yll<d=lo(zy) -1 <e

Demostracion. Puesto que X es compacto, entonces X x X C U x U también es compacto, por lo que ¢ seréd

uniformemente continua sobre X x X. Luego, dado ¢ > 03§ > 0 tal que || — z|| + |ly — w| = ||(z,y) — (z,w)|| <
d = |p(z,y) — (2, w)| < ¢, en particular, si || — y|| < J§ entonces ||(x,y) — (x,x)| < ¢ lo que implica que
|90(m7y) - QO((I:,ZB” = |90(£If,y) - 1| <e u

Lema 6.2. Sean U,V C R"™ abiertos y f : U — V un difeomorfismo de clase C'. Sea X C U un compacto v-medible
y M = sup{||Df(z)| : © € X} (||| es cualquier norma matricial, por ejemplo | A|| = méxlSiSn{Z;.L:l lai;|}).
Entonces,

vol(f(X)) < M™vol(X)

Demostracion. Demostremos primero el caso en que X es un cubo, con centro p y lado 2a, es decir,
n
X=[p—ap+alx...x[pn—apn+a =]]lpi —api+d
i=1

Por la desigualdad del valor medio tenemos que |f;(x) — f;(p)| < Ma y por lo tanto
[f(x) = f(P)lloo < MaVz € X

es decir, f(x) esta a distancia a lo mas Ma de f(p) para todo © € X | entonces

f(X) < [A) —Ma, fr(p) + Ma] x ... x [fu(p) — Ma, fu(p) + Mal

H[fz‘(p) — Ma, fi(p) + Ma

i=1

o sea que vol(F(X)) < vol(TT_, [fi(p) — Ma, fi(p) + Ma]) = M"(2a)" = M"vol(X)

El caso general lo hacemos por aproximacion. Sea € > 0, entonces existe un abierto 6 tal que X C § C U y
|IDf(x)|| < M + ¢ para todo « € 6 (Por la continuidad de Df).
El conjunto X se puede cubrir por un nimero finito de cubos con interiores disjuntos contenidos en 6

k
XCUCZ

=1

con int(C;) Nint(C;) = ¢ si i # j. Ademés los cubos se pueden suponer tan pequefios que

k
> vol(Ci) < vol(X) + &
=1
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Luego
k k

U f(Cy) = vol(f Z Z Tvol(C,
=1 =1
M+e)

donde M; = sup{||Df(x)|| : ¢ € C;} < M +e¢ por lo tanto vol(f(X)) < (
es valida para todo € > 0 concluimos que

(vol(X)+-¢). Como esta desigualdad

vol(f(X)) < M™vol(X)

[
Demostracion.  (Caso general)
Para finalizar con la demostracion en el caso general, consideremos una descomposicion D = {Cy,...,Ci} de Q y
puntos &; € C; para i : {i,...,k}. Entonces los conjuntos f(C;) definen una descomposicion de f(€2) y los puntos

f(&) € f(C;). A esta descomposicion la denotamos por Df. Usando la desigualdad del valor medio se puede
demostrar que existen constantes a1, as tales que

ay - diam(Df) < diam(D) < as - diam(Dy)
gracias a que € es compacto. Definamos T; = f/(§;) € Mypxn parai € {1,...,k},y
Ni = sup{||T; " f' ()| : @ € Ci} My = sup{||T:(f ) ()| - y € f(Ci)}

con ||-|| la misma del lema anterior. Entonces se tiene que

vol(f(Ci)) = vol(TyT; 1 f(Cy))
| det(T3)|vol(T; L £(C))
| det(T})| N vol(C;)

IN

de igual manera
vol(C;) < |det(T; Y vol(f(Cy)) M

De lo anterior se obtiene que

vol(Cy)| det(T5)| — vol(f(Cy)) < vol(f(Cy))(M]" — 1)
vol(C;)| det(T;)| — vol(f(C;)) > vol(C;)| det(T;)|(1 — NJ*)

Definamos también ¢(z,y) = ||(f'(y)) "1 f'(z)|, de este modo ¢(x, z) = 1 para todo = € Q.
Luego, gracias a los lemas anteriores, dado € > 0 existe § > 0 tal que si diam(D) < § entonces

N =1l <e AN M—1| <€
De todo lo anterior, se concluye que existe una constante B tal que

[vol(C;)| det(T;)| — vol(f(C;))| < Bevol(f(C;))
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6.3. Ejercicios

Segtin la definiciéon de v-integrable debemos comparar la suma de Riemann de h = go f| det D f| asociada la particion
D y a los puntos € con el supuesto valor de la integral: I = ff(ﬂ) g(x)dx

SW®@A@M®M

= Zg (&))] det(T; )|V01(C¢)—/f(mg(=”3)dw

< Zg (&:))| det(T;)|vol(C Zg (&))vol(f(Ci))| + ...
))vol(f(Cy)) — x)dx
£&) >>A®¢>
< BeZ|g (&) |vol(f(Cy)) + ...
))vol(f(Cy)) — x)dx
i) )>A®a>
B i) |[vol(f S(g,Df, — x)dx
< ezm (€Ol (F(C) + [S(9.D . 7€) L@ﬂ)

En la ultima desigualdad, gracias a que g es v-integrable sobre f(£2) tenemos que la sumatoria de la izquierda
estd acotada y el término de la derecha se puede hacer tan pequeno como se desee tomando un ¢ suficientemente
pequeiio. Por lo tanto dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si diamD < §, entonces

<&

()
es decir, g o f|det Df]| es v-integrable en Q y

/wﬂM®MWM®=/ g(x)dz
Q f(2)

pues la integral es nica. |

6.3. Ejercicios

Reglas de derivacién adicionales

£(1+|z+yl)
Ejercicio 1. Sea f(z,y,2,t) = [ (at+log.(t)+ z)dt. Calcular 6£, gﬁ, ?9{ en aquellos puntos donde existan.

ertyt+z

Ejercicio 2. Considere la siguiente ecuacion integral

u(z) =5+ /OI sen(u(s) + x)ds

En el capitulo 5 se demostro que tiene una tnica solucion en C([0,1/2],R).
Derivando dos veces la ecuacion integral (justifique por que se puede derivar), encuentre la ecuacion diferencial que
satisface su solucion
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Ejercicio 3. Considere las funciones

g(z) Yy
F(ac):/0 f(z +t, xt)dt, G(az,y):/o g(x,y, 2)dz

Calcule F'(z) y %—f(x,y)

Ejercicio 4. Considere la funciéon

x+ct
u(z,t) = %[f(x—kct) + flz —ct)] + % / g(s)ds

z+c(t—s

t )
1
— F
+ 50 / / (0,8)dods
0

z—c(t—s)
Muestre que

Pu 0%

Z o2 R
o2~ oa2 (a1
u(z,0) = f(z)
ou
Zw0) = g
Ejercicio 5. Se desea resolver la ecuacion de ondas
¢ 106 _
0x2 ¢ Ot

donde c es una constante distinta de 0.
Haga el cambio de variables £ = x + ¢t y n = x — ¢t de modo que se obtenga

Pz, t) = P(§(x, 1), n(z, 1))
donde 9(&,n) es la incognita. En base a este cambio de variables demuestre que:

¢ _10%¢ _, 0%
0x2 ¢ Ot2  OnoE

&z, y),n(z,y))

y en base a este resultado demuestre que toda solucién ¢ de clase C? de la ecuaciéon de ondas se escribe

oz, t) = f(§) +9(n)

con f y g funciones de variable real.
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CAPITULO 7

Teorema de los Multiplicadores de Lagrange

7.1. Condiciones de primer orden para extremos restringidos

7.1.1. Concepto de superficie

Por ahora nos restringiremos al caso de un problema de maximizacién o minimizacién que consta tinicamente de
restricciones de igualdad para extendernos de manera gradual a casos méas generales. De hecho, rara vez un sistema
no tiene restricciones y por esto nos interesa ampliar lo que ya hemos visto sobre extremos restringidos.

La pregunta béasica que queremos responder en esta seccion, es ;Cuando una ecuacion como g(x,y,z) = 0 define
una superficie?

Los dos ejemplos siguientes son muy elocuentes:

L a?+y*+22-1=0

2. z(z—22+y*) =0
22 +y? + 22 — 1 = 0 ciertamente es una superficie (es la superficie de la esfera de radio 1 y centro en el origen). Sin
embargo z(z — 2% + y?) = 0 no es una superficie.

Este ejemplo nos muestra que la respuesta es local. El problema con la superficie 2. ocurre en el punto (0,0,0)
donde Vg(0,0,0) = (0,0,0).

Definicion 7.1. En general, si el punto (xo,yo,20) es tal que g(xo,y0,20) = 0y Vg(xo,yo0,20) # 0 entonces la
ecuacion g(z,y, z) = 0 define una superficie, al menos en una vecindad de (z, yo, 20); en efecto, si Vg(zo, yo, 20) # 0,
entonces alguna derivada parcial es no nula, supongamos sin perdida de generalidad que

0
a*Z(CCmyo,Zo) #0

entonces, por el teorema de la funcion implicita, es posible despejar y en funcién de (z, z), es decir, podemos escribir
y =y(x,2), y por lo tanto el conjunto S = {(x,y,2) € R®: g(x,y,2) = 0} es localmente el grafo de una funcion, es
decir, es una superficie.

7.1.2. Caso particular del Teorema de los Multiplicadores de Lagrange

Nota 7.1. Considerando la definicién 2.9, en todo lo que sigue en este capitulo, los teoremas que presentamos
para maximizacion (minimizacion) son validos para la minimizaciéon (maximizacion), esto se debe a que un criterio
de maximizacion sobre una funcion f céncava (convexa) es anilogo a la minimizacion de —f que es una funcion
convexa (concava).
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Definicién 7.2. (Espacios normal y tangente, caso particular)

Sean g : R® — R una funciéon diferenciable, (zo,yo0,20) € R? tal que g(wo,%0,20) = 0, y supongamos que
Vg(zo,y0,20) # 0. Llamemos S a la superficie que define la ecuacion g(x,y,z) = 0 en torno a (xo,yo,20). Se
define el espacio normal a S en el punto (z, yo, 20) como el espacio vectorial generado por el gradiente de g en el
punto (xg, Yo, 20) ¥ se denota Ny(xo, Yo, 20)-

Ny(20,%0,20) = (Vg(zo, Yo, 20))

El espacio tangente a S en el punto (xg,yo, 20) se denota Ts(xo, Yo, 20) vy se define como el ortogonal del espacio
normal

1L
Ts($07y0, ZO) = Ns(x07y0a ZO) = {(33,% Z) € Rg : (Jf, Y, Z) : Vg(x07y0a ZO) = O}
Nota 7.2. Los espacios normal y tangente son espacios vectoriales. Estos no pasan necesariamente por el punto
(w0, Y0, 20)-
Con la definicién anterior, si o : A C R — R? es una funcion tal que o(t) € SVt, y o(0) = (20,0, 20), entonces
a'(0) € Ts(z0, Yo, 20)-

. Es posible alcanzar cada d € Ts(xo,yo, 20) de esta forma, con una funcién o adecuada?
Supongamos que Vg(zo, Yo, 20) # 0. Sea d € Tg(xo, Yo, 20). Elijamos b # 0 de manera tal que

b L ({v,Vg(zo,y0,20)})

Siempre existe tal b pues el espacio vectorial ({d, Vg(xo,yo,20)}) tiene dimension 2. Consideremos el sistema de
ecuaciones

9(x,y,2)
($—$07y—y072—2())'b =

el Jacobiano del sistema anterior en el punto (zg, yo, 20) €s

(39/55'3(107310,20) 09/0y(x0, Y0, 20) 39/52(950,90,20))
by by b,

Como b L Vg(xo,yo, 20), la matriz Jacobiana tiene rango 2, y por lo tanto siempre es posible escoger dos columnas
tales que la matriz resultante sea invertible. El teorema de la funcién implicita nos asegura entonces que podremos
siempre despejar dos variables en funcién de una. Supongamos sin perdida de generalidad que es posible despejar
(y, z) en funcion de x, entonces

g(z,y(z), 2(
0

z)
(x — w0, y(x) — yo, 2(x) — 20) -

)
b =
Si se define o(t) = (t + o, y(t + 20), 2(t + 20)), entonces
g9(a(t)) =0 A (o(t) = (z0,%0,20)) - b =0

para todo t en una vecindad del cero. La funcién o(t) es de clase C' pues las funciones y(x), z(z) lo son, por lo
tanto, derivando las ecuaciones anteriores con respecto a t y evaluando en ¢ = 0 se obtiene

Vg(zo,Y0,20) -0’ (0) =0 A ¢’ (0)-b=0
entonces por la eleccion de b no queda otra posibilidad méas que ¢’(0) || d.

Definiendo
a(t) = o(lld||t/]o'(0)])

entonces ¢’ (0) = d y ¢g(&(t)) = 0 para todo ¢ en una vecindad del cero. De esta forma concluimos que

Ts(wo, 40, 20) = {0’ (0)/o(t) € SVt , 5(0) = (z0,30, 20)}
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Teorema 7.1. (Teorema de los multiplicadores de Lagrange, caso particular)
Consideremos el siguiente problema de optimizacion
P) min f(z,y,2)
T,Y,z
s.a g(x,y,z)=c

con f,g funciones diferenciables. Si (xo,yo,20) es una solucion del problema P), entonces existe A € R tal que
V (o0, Y0, 20) = AVg(Z0, Yo, 20)

Demostracion. Sea o : A C R — R? tal que g(o(t)) = 0y 0(0) = (x0,%0,20), es decir, o(t) € S para t en una
vecindad del origen. Como (zg, yo, 20) es un minimo local de f restringido a S, entonces

GO =0, -o0)=0

por lo hecho anteriormente, esto equivale a que

V f (20, Y0, 20) - d = 00 € Ts(x0, 90, 20) = V[ (20, Y0, 20) € Ts(%0, Y0, 20)" = Ns(20, Yo, 20)

y entonces por definicion de Ng(xq, Yo, 20) existe A € R tal que

V f(x0,%0,20) = AVg(xo, o, 20)

7.1.3. Caso general del Teorema de los Multiplicadores de Lagrange

Nota 7.3. En lo que sigue denotaremos I = {1,...,k}.

Definicion 7.3. (Espacios normal y tangente, caso general)
Sea g;(x) : R* — R Vi € I una funcién diferenciable, y € R™ tal que g;(xop) = 0Vi € I, y supongamos que
Vygi(xo) # 0. Llamemos S a la superficie en R™ que define la ecuacion g;(x) = 0 en torno a xy. Por analogia con el
caso particular definimos el espacio normal a S en xy como

Ns(o) = ({Vgi(zo), .- Vgr(xo)})
y el espacio tangente a S en xy como
T.(xo) = Ny(xo)r = {d €R" : d-Vg;(xo) =0Vi € I}

Lema 7.1. Vd € Ts(xg) existe o : A CR — R", 0 € A con gi(o(t)) =0Vt € A, o(t) € SVt € A y ademds
a(0) = x¢ tal que o’(0) = d. Es decir

Ts(xo) = {0'(0) : o(t) € SVt , 0(0) = xo}

Demostracion. Sean d € Tg(xg) y {b1,...,b,_k_1} una base ortonormal del espacio

{d,Vgi(xo),...,Var(xo) )+

Consideremos el sistema de n — 1 ecuaciones

g1(x) = 0
(.’I) — :130) . b1 = 0
(x =) byp-1 = 0

145



FCFM - Universidad de Chile

El vector x( satisface las ecuaciones, y la matriz Jacobiana del sistema es

Vai(zo)

Vi (o)
b,
bnfkfl

que es una matriz de rango n — 1, por lo que podemos seleccionar n — 1 columnas tales que la matriz resultante sea
invertible, y gracias al teorema de la funcion implicita (teorema 5.3) podemos despejar n — 1 variables en funcion
de la restante en una vecindad de x. Entonces existe o : A — R", con A = (—¢,¢), definido de manera analoga al
caso particular, tal que g;(o(t)) =0Vt € Ay (o(t) —xo) - b =0Vt, i € {1,...,n—k—1}.

Derivando las ecuaciones anteriores con respecto a t y evaluando en ¢ = 0 se obtiene que
Vgi(zo) -0’ (0)=0Vie{1,....k} Ad'(0)-b;=0Vje{l,...,n—k—1}

lo que implica que ¢’(0) || d. Definiendo a(t) = o(||d||t/]|o’(0)|]) tenemos que &'(0) = d, lo que nos da el lema,
pues la otra inclusion {o’(0) : o(t) € SVt, 0(0) = xo} C Ts(xo) es directa (andloga a la demostracion en el caso
particular). [

Teorema 7.2. (Teorema de los multiplicadores de Lagrange,caso general)

Consideremos el siguiente problema de optimizacion
P) min x
) min @) -
s.a gi(x)=c Viel

donde f,g; : R™ — R son funciones diferenciables. Supongamos que f alcanza un minimo local en xy € S, donde
S={x eR":gi(x) =0}, y que Dg(xo) € My, tiene rango k. Entonces existe un vector X € R* tal que

k
V f(xo) = Z AiVgi(xo)

Puesto que Dg(xp) es de rango k, el espacio Ng(xg) es un espacio vectorial con dim Ng(xg) = k, y por lo tanto
dim Ts(xo) = n — k.

Demostracion. A partir del lema 7.1 tenemos que Vo : A CR — R” tal que g(o(t)) =0 A 0(0) = xo

= V(o) -0’'(0) =0
t=0

d
S1()

puesto que @ es un minimo local de f restringido a S. Lo anterior es equivalente, gracias al lema, a que V f(xg)-d =
0Vd € Ts(x), o sea, Vf(xg) € Ns(xo) lo que implica que

k
Vf(xo) = Z AiVgi(xo)

para ciertos A1,..., A\ € R, que es lo que se queria demostrar. |

7.1.4. Consideraciones adicionales
Los teoremas 7.1 y 7.2 dan una condicién necesaria de optimalidad con restricciones de igualdad. También son

validos para un problema de maximizacion, esto porque de acuerdo a la definicion de funcion convexa (definicion
2.6) tenemos que minimizar una funciéon f convexa equivale a maximizar la funcion —f que resulta ser concava.
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Sea xp un minimo de f restringida a S, se cumple que

k
V f(xo) = Z AiVgi(xo)

Para la maximizacion tendriamos lo siguiente
k
—Vf(xo) = E AiVgi(xo)
i=1
Esto sugiere que si escribimos el Lagrangeano para el caso de la minimizaciéon como

k
L(z,A) = f(x) = Y Nigi(w)
i=1

Para un problema de maximizaciéon debe expresarse

k
L(z,A) = f(z) + Z)\igi(m)

En la practica, la ventaja que genera el cambio de signo es que la interpretacion de los multiplicadores de Lagrange
es directa en problemas de maximizacién y minimizacion. Antes de dar la interpretacion presentaremos algunos
ejemplos que nos mostraran esto en el camino para formalizar el resultado con el teorema de la envolvente. Al
momento de resolver no hay diferencia para el caso en que trabajamos con restricciones de igualdad.

Nota 7.4. Ninguna de las condiciones del teorema puede relajarse y ademaés el teorema no nos garantiza que los
multiplicadores sean no nulos. Si sucede que, por ejemplo, la matriz que define Dg(x() no es de rango completo (no
es de rango k) o los gradientes de la funcién objetivo y las restricciones son linealmente dependientes, el sistema
que definen las condiciones de primer orden de la funcion Lagrangeano no tiene solucion.

La condicion de independencia lineal entre los gradientes de la funcion objetivo y las restricciones se tiene particu-
larmente en el caso en que el niimero de restricciones es estrictamente menor que la dimensién del espacio sobre el
cual trabajamos. De esto es que la hipotesis de independencia lineal resulta muy restrictiva.

Los dos ejemplos que siguen son ilustrativos de lo que pasa cuando no se cumplen las condiciones del teorema o al
menos un multiplicador se anula.

Ejemplo 7.1. Consideremos el problema

min x + 12

zy
sa z—y2=0

Observemos que Vf(z,9)|0,0) = (1,0) y Vg(z,y)|0,0) = (1,0), por lo que los gradientes son linealmente depen-
dientes y no se cumple que

V(@ y)l©0,0 — AVg(, )| 0,0 = (0,0)

a menos que A = 1. Esto hace que el sistema que definen las condiciones de primer orden del Lagrangeano no tenga
solucion (el par (1,0) no cumple la restriccion del problema).

Ejemplo 7.2. Consideremos el problema
min 22 + 9?2
zg z=0
Observemos que V f(z,y)|0,0) = (0,0) y Vg(z,¥)|0,0) = (1,0), entonces no se cumple que
V@, y)l©0,0 — AVy(@,y)l 0,0 = (0,0)

a menos que A = 0. Esto hace que el sistema que definen las condiciones de primer orden del Lagrangeano no tenga
solucion.
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7.2. Condiciones de segundo orden para extremos restringidos

Definicion 7.4. Para el caso de minimizacion definiremos el conjunto de direcciones criticas como

K(xo) ={d € R" : Vg;(xo)-d=0Vie I, Vf(xg)-d>0}

Mientras que para el caso de maximizacién definiremos el conjunto de direcciones criticas como
K(xo) = {d € R" : Vgi(xo) -d =0Yi € I, Vf(zg)-d <0}
Ya vimos un teorema que nos da las condiciones de 29° orden (teorema 2.13) el cual lo podemos enunciar, con una
hipétesis menos estricta, de la siguiente forma
Teorema 7.3. Sea xo un minimo local del problema (7.1) y supongamos que existe XA € R¥ tal que

k

V(o) + Y \iVgi(wo) =0Vi € I

i=1

considerando que {Vgi(xo),...,Vgr(xo)} es linealmente independiente. Entonces ¥d € K(xo) se cumple que la
forma cuadrdtica d'(H,L(xo, X))d es semi definida positiva, es decir

d'(H,L(xzo,\))d >0

Demostracion. Sean f, g; Vi € I funciones de clase C?. Definamos o : A C R — R" tal que o(0) = 2o y g(o(t)) =0,
es decir o(t) € S. Entonces por la convexidad de f

d2
()

t=0
y por definicion

— di(H f(w0))dy + Vf(zo) - dy > 0 ()

d2
/o)

Como L(xg,A) = f(xo) + Zle Aigi (o) tenemos que
V f(zo) +A'Vg(o) = 0
donde A € R* y g(x0) = (g1(x0), - - -, gr(x0)). Consideremos que
A'Vg(xo) = A'Vg(a(t) =0
y diferenciando con respecto a t se obtiene
di(A"Hg(xo))d1 + A'Vg(wo) - dp = 0 (**)

Sumando (**) a (*)
dy(Hf(xo) + A Hg(xo))dy + (V f(20) + A'Vg(20)) - d2 > 0
0
di(H‘/EL(wO’A))dl Z 0

Como d; es arbitrario en K (xq) se tiene que el resultado es valido para cualquier d € K(x¢) y llegamos a

d(H,L(xg,\))d >0, d € K(x)
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Teorema 7.4. Sea xy un mdzimo local de un problema de maximizacion con la estructura del problema (7.1) y
supongamos que existe X € R* tal que

k
V(o) = Y \iVgi(mo) =0Vi €I
i=1

considerando que {Vgi(xg),...,Vgr(xo)} es linealmente independiente. Entonces ¥d € K(xg) se cumple que la
forma cuadrdtica d'(H,L(xo, X))d es semi definida negativa, es decir

d'(H,L(xzo,\))d <0

Demostracion. Es analoga a la del teorema 7.3. Basta con tomar f concava y como —f es convexa se concluye. W

Ahora formularemos el teorema 2.13 tal como se vio en el capitulo 4.
Teorema 7.5. Sea xo un vector factible del problema (7.1) y supongamos que existe X € R* tal que

k
Vf(ﬂlo) + Z )\ngi(aco) =0Viel

i=1
Para todo d € K(x0) \ {0} la forma cuadrdtica d'(H,L(xo, \))d es definida positiva, es decir
d'(H,L(z,\)d > 0

Entonces xg es un minimo local estricto.

Demostracion. Consideremos que f es estrictamente convexa y supongamos que g no es un minimo estricto de f
restringida a S. Escogamos {x,, },en en S tal que @, — xo y f(xn) < f(xo). Sea x,, = g + Ynd,, con v, >0y

LTp — Lo

d, = ”dn” =1

[, — ol

Se tendréa que v, = ||z, — zol|, 7» — 0y {dn} es acotada por lo que tiene una subsucesion convergente a dy.

Como {x,} € S se tiene que g;(x,,) = 0 Vi € I. Definamos g(xo) = (g1(x0), - .., gx(x0)) y de esta forma

g(wn) - g(%o) =0 = g(mO + ’Yndn) - 9(3’30) =0

si dividimos esto por v,, tal que 7, — 0, en la medida que n — oo se obtiene Vg (o) - dp = 0.

Usando el teorema de Taylor (teorema 2.2), para todo i € I se cumple

() — 0u(@0) = T 0) - -+ 2 (Hyy () =0 )

y también se tiene que

F(@n) = f(w@0) = 7V f(wo) - dhy + 5y (H [ (1)) < 0 ()

con x, = ax, + (1 —a)xg, a €0, 1]y @y = Bz, + (1 — B)xo, 8 €]0, 1], es decir &, y &, son combinaciones convexas
de g y x,,.

Consideremos +||@, — @o||? > f(xn) — f(®0), entonces ||x, — xol|> > 0. A partir de (*¥)

2
1
1V F(@0) - dn + Sl (H (@) < 20 — ol
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Multiplicando (*) por A; y aplicando la sumatoria Zle() para agregar las k restricciones formamos lo siguiente

A (g(zn) — g(m0)) = 1A' Vy(xo) - dy + %dZ(AtHg(wa))dn =0 (**%)

Sumando (***) a (**) se obtiene

2
1
(Y f(@o) + X'Vy(ao)) - di + 7fﬂlﬁt(Hf(wb) +A'Hg(@a))d, < lln = aol|?

0

2
1
Sl (H (@) + N Hy(@))dy < @, — o

como v, = ||&, — x| ,
i (H f(22) + N Hy(wa))dn <~
y tomando limite cuando n — oo
do(H f(x0) + X Hg(0))do < 0

Observemos que en esto ultimo aparecen x, y ;. Como tomamos limite cuando n — co y se tiene que x,, — xg,
entonces £, — Tg y Tp — Lg-

De esta forma hemos llegado a que cuando xy es un minimo local estricto de f restringida a S no es posible que la
forma cuadratica d'(H,L(zo, \))d sea semi definida negativa y como d es arbitrario se concluye la demostracion.
|

Teorema 7.6. Sea xo un vector factible de un problema de mazimizacion con la estructura del problema (7.1) y
supongamos que existe A € R¥ tal que

k
V(o) = Y \iVgi(mo) =0Vi € I

i=1
Para todo d € K(x0) \ {0} la forma cuadrdtica d'(H,L(xo,\))d es definida negativa, es decir
d'(H,L(x,\)d <0

Entonces xg es un mdzximo local estricto.

Demostracion. Es analoga a la del teorema 7.5. Basta con tomar f concava y algin xq factible suponiendo que no
es maximo, como —f es convexa se concluye. [
Nota 7.5. Los teoremas 7.3 y 7.4 nos dan una condicién necesaria de segundo orden mientras que los teoremas 7.5

y 7.6 nos dan una condicién suficiente.

Los teoremas 7.4 y 7.6 nos dan una condicién suficiente de segundo orden. Podria creerse que la condicién clave
para ambos teoremas es que el conjunto {Vg;(xg)} sea linealmente independiente Vi € {1,...,k}, sin embargo la
condicion es que se cumpla que g;(xg) = 0 Vi € I. Basta con que el Hessiano del Lagrangreano solo con respecto a
x sea definido positivo en el conjunto de direcciones criticas y no en cualquier direcciéon arbitraria.

Ejemplo 7.3. En el ejemplo (2.9), diga si el punto (zo,yo) = (—%, %) es un maximo o un minimo.

Solucion. Para esto, construyamos primeramente el Lagrangeano del problema:

L(z,y, ) =2>+y* - Ay —z— 1)
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Recordemos que el multiplicador de lagrange era A = 1, por tanto, el Hessiano del Lagrangeano queda:

2 0
HIL(JCanOaA) = ( 0 2 >

el cual es definido positivo para todo d, en particular para las direcciones del conjunto de direcciones criticas y por
tanto el punto (zo,y0) = (—3, %) es un minimo. O
Ejemplo 7.4. Optimice el valor de la funcién f(x,y) = x sobre el conjunto de puntos (x,y) tales que x2 +2y? = 3.

Solucion. El Lagrangeano para este problema queda de la siguiente forma:
L,y \) =2 — Aa? + 24 — 3)

a partir del cual, aplicando el sistema lagrangeano (2.3) se obtiene

1:2)\([’0

4 = Ayo

T3+ 2y2 =3
1=2>\JL‘0 1:2>\I0
0 =4y = $2+2y2:3
3423 =3 0 0

y por tanto, los posibles candidatos a extremos (A no puede ser cero) son:

(1,0, M) = (ﬁo%)

(xg,yz,/\z):(_\/g,()’_%l/g)

por otro lado se tiene que:
-2Xx 0
HIL(xﬂy7)\) - < 0 _4/\>

es decir, para

(21,91, M) = <\/§,0,2\1/§)

H,L(x1,y1,\1) es definida negativa y por tanto (z1,%;) = (v/3,0) es un maximo local mientras que para

(xg,yz,/\g):(_\/g,07_2\1/§>

H,L(x2,y2, \2) es definida positiva y por lo tanto (z2,%2) = (—v/3,0) es un minimo local. O

Ejemplo 7.5. Consideremos el siguiente problema

max xy-+yz+xz
z,y,z

sa x4+y+z=1

Nos interesa saber si la solucion (en caso de que exista) efectivamente corresponde a un méaximo local estricto.

Solucion. El Lagrangeano corresponde a

Lz, N)=zsy+yz+az—MNae+y+z-1)
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Aplicando el sistema Lagrangeano llegamos a lo siguiente

y0+Zo—)\:0

Zo+20—A=0 Zo = Yo xo=1/3
o = Yo =20 = y=1/3
xo+yo—A=0

o+ yo+20=1 20=1/3

To+Yyo+20=1

Entonces f(xo,yo0,20) = 1/3 y el valor del multiplicador de Lagrange es A = 2/3.

Para las condiciones de segundo orden tenemos

011 0 0 0
Hf(xg)=1|1 0 1 Hg(zo)=({0 0 0
110 0 00
Entonces,
0 1 1
H,L(xg,\) = Hy f(x0) + N Hg(zg) = [1 0 1
110

Podriamos usar el criterio de los menores principales para determinar si la matriz resultante es semi definida positiva
o negativa. Usando esto se obtiene |H;| = 0, |H2| = —1 y |H3| = 2 lo cual bajo tal criterio nos dice que la matriz
no es semi definida negativa ni tampoco semi definida positiva.

Los teoremas 7.3, 7.4, 7.5 y 7.6 establecen una condicién de segundo orden que pide que H,L(xg,A) sea semi
definida positiva (caso minimizacion) o semi definida negativa (caso maximizaciéon) a lo menos en K (x).

Definamos d = (z,y, z) y entonces
d'(HyL(zo, N)d = x(y + 2) + y(a + 2) + 2(z +y) (*)

Tengamos presente que en K () se cumple que Vg(z) -d = 0, entonces = + y + z = 0 por lo que podemos reescribir
(*) como
d'(H,L(zo,\))d = —(z® + > + 2%) < 0

observemos que —(z2 + 32 + 2?) < 0 pero restringido a K () se tiene la desigualdad estricta y entonces la solucion
encontrada es un méximo local estricto. O

7.3. Ejemplos de Microeconomia en varias dimensiones

Ahora daremos algunos ejemplos en los que se debe resolver una funciéon Lagrangeano que consta de n+ 1 variables.
Es importante revisar estos problemas con detalle puesto que entregan una formulaciéon para casos generalizados.

Ejemplo 7.6. En la ciudad de Titirilquén todas las empresas minimizan sus costos de operacién. Supondremos que
existen n factores productivos que tienen un costo unitario de w; por unidad y que en la ciudad existen m empresas
que elaboran el mismo producto. La empresa representativa de la ciudad tiene una estructura de producciéon se
puede representar mediante la siguiente funcién:

Donde los parametros A, a; son positivos y las curvas de nivel de esta funcién, en un caso particular, corresponden
al siguiente grafico
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T2 1o

/

Figura 7.1.: Funcion Cobb-Douglas f(x1,x2) =

1/2 1/2
Ty Lo

Debido a la forma de la funcién presentada la solucion 6ptima del problema conduce a una solucién interior. Es
decir, podemos encontrar la solucién directamente mediante Lagrangeano.

Lo que nos interesa obtener es la demanda por factores z;(w, @), donde z; es la demanda por el insumo i-ésimo
en funcién de w (vector de R que representa los costos de los n insumos) y de @ que representa un nivel de

produccion fijo. Esta demanda proviene del siguiente problema:

min Y7 wx;
@xr

S.a

el cual se puede reescribir como
min Y wz
T

flx) =@

Para un nivel de produccion fijo, digamos que es @), tenemos que

Q= Aﬁxf‘
i=1

S.a

y el problema de minimizacion es:
3 n
min D i Wil

A H?:l M =

s.a i

Con esto en mente escribimos la funcién Lagrangeano

n

i=1

L(xz,\) = Zn:w,-xi - A (AHI? —
i=1

La solucion es interior (z; > 0 Vi) tal que
wi

A= of | 0x;

y las condiciones de primer orden son las siguientes:

oL A AT xf
=w; — —— ==

ox; T

OL o

o ¢ 1;[1”3 0

J

=0 ()

(**)
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De (*) despejamos x;

A | ~AaQ

w; w;

i

Para obtener el multiplicador definimos Z?zl «a; = k para simplificar la escritura, de la parte anterior tomamos el
altimo resultado, lo reemplazamos en (**) y obtenemos

1—k AN
= AN —
@t 1)
Reordenando términos se obtiene el multiplicador
Ql—k 1
A ) n (o, i
I (5)

(e 77 k
N = Q(kk)/k: H?:1 w; /
AVRITL, g/

A=

K3

Reemplazando el multiplicador en (*) obtenemos la demanda por el insumo j-ésimo.

n ai/ D7 a;
QU=k)/k (Hi—l wy ' > ) o;Q

T

Al/k H?:l a’?l/k w]
= QY ko ' | wiai/k
/ w; AVETTE, a2/
1/k n (673 k
v = (9) P OL o
A I, O‘?i/k Wi

Finalmente para la funcion de costos multiplicamos la demanda 6ptima por w; y agregamos los n términos aplicando
la sumatoria 37, (-). Se obtiene

C(Q,w)zzwﬂj=<A> l_lnlia/kk
j=1 [T o

Ejemplo 7.7. Suponga que la vi
:na Don Pacha se dedica exclusivamente a la produccién de vino Carménére, el cual se elabora con n factores
productivos, y la funcién de produccién es la siguiente:

n v/p
flx)=A <Z ozm;f)
1

Donde los parametros A, a;, p, v son positivos y p € (0, 1).

Para simplificar el desarrollo algebraico, la funcién de producciéon dado un nivel de produccioén fijo se puede expresar

como
n
P L
Qv = Av E a;xf
i=1

De esto formamos el Lagrangeano del problema

L(x,\) = iwzxz -2 <A5 (i awf) — Q5>
1 i—1
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La solucién es interior (z; > 0 Vi) tal que

Wi
A= —
of oz,
y las condiciones de primer orden son las siguientes:
oL _
= w; — A" poa?™ =0
5951-

oL . . n
5:@1} — Av (Zamjf) =0 (*
i=1

De (*) despejamos z;
w; = )\A%paixf_l

A% pa;\ T
s = (FA00) )

w;

A partir de este resultado la idea es formar la funcién de producciéon nuevamente. Para esto basta con elevar a p,
luego multiplicar por «;, agregar los n términos aplicando la sumatoria Y. () y finalmente multiplicar por A%
para llegar a una expresion equivalente a Q°. Despejando @ se obtiene

"1 _p B
Q= Aﬁ()\p)ﬁ (Z ail_”w{’_1>
i=1

Podemos despejar el multiplicador con la finalidad de reemplazar en (**)

Qv

—L . _1 - = 5
(1= i, —P gy P
Av(T P)pl P E a; w;
=1

1
)\lfp =

1
P

Reemplazando el multiplicador, que intencionadamente dejamos elevado a lflp para reemplazar directamente en
(**), se obtiene la demanda condicionada por el factor j-ésimo

1 1

i 1—p,,p—1
e Q)" a;j " w;
J A %

LA T

1—p 1—p
> e w;
Jj=1

Ahora solo nos falta encontrar la funcién de costos, para lo cual basta con multiplicar por w; y finalmente agregar
los n términos aplicando la sumatoria 377, (-). Se obtiene

<
=

n B Q 1
;wjxj = <A>

En esta dltima ecuacién hay que arreglar las sumatorias, que son independientes del indice, y se obtiene

C(Q,w) = ;wx - (i) (Zaw) ’

i=1
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Ejemplo 7.8. Ahora ilustraremos un caso en que la funcién objetivo y la restriccion son lineales. Esto es con
la finalidad de dar una interpretacion al multiplicador de Lagrange que presentaremos durante el desarrollo del
ejercicio y retomaremos mas adelante.

Supongamos que los completos de la calle Gorbea son fabricados mediante un proceso que es representable por
medio de la siguiente funcién:

fl@) =Y air;
i=1

Debido a la forma de la funcién presentada, la solucién éptima del problema puede conducir a una solucién no
interior. Si la solucién es no interior, entonces no se cumple la condicién de paralelismo de los gradientes de la
funcion objetivo y la restriccion. En tal caso no podemos encontrar la solucion directamente mediante Lagrangeano.

El problema tiene la misma estructura de los dos ejemplos anteriores. Por lo tanto el Lagrangeano del problema es

L(x,\) = Xn:wixi - A <z”: ;T — Q)
i=1 i=1

y las condiciones de primer orden son las siguientes:

oL
83@ o

w; — Aoy =0 Vie{l,...,n} *)

oL &
722061'331‘—@:0 (**)
oA i=1

Estas condiciones no tienen soluciéon directa.

A partir de (*) tenemos que A = w;/a; pero debemos ser criteriosos y considerar

. W;
A =min —
1 ai

as{ estamos considerando una tnica solucién del problema cuando existe un tnico cociente que minimiza \. Si para
algtn j se tiene que w;/a; > A entonces z; = 0.

2 sii=j
T = A
0 sii#j
Las soluciones interiores se dan cuando el problema no tiene solucién tinica. En caso de que la solucién no sea tinica
cualquier combinacion convexa de las demandas es una soluciéon valida del problema.

A partir de (**) tenemos que

Una situaciéon en que no hay solucién tnica es cuando la funcién objetivo y la restriccion son iguales, con lo cual
cualquier solucion interior es 6éptima y genera el mismo valor en la funcién objetivo pues no habria un tnico valor
minimo para el multiplicador.

Sea D es el conjunto de demandas factibles que resuelven el problema, definimos este conjunto de la siguiente forma:
wi  w;
D= {er L < lVi:l,...,n}
Qg Qg (673
donde e; denota la j-ésima componente de la base canénica de R". Entonces tendremos que la solucion del problema
es cualquier z; € D.

De esta forma la condicion para una solucion unica del problema es que exista sélo un cociente w;/«; compatible
con

, Wy
A = min —
i QG
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y asi garantizamos que la solucién no es interior.
La funcién de costos estd dada por

(05] (6%}

w w
C(Q,w) :Q~min{1,...,2}
pues habiendo perfecta sustituciéon de factores y ademaés siendo la solucién no interior se elegiré producir utilizando
nada mas que el factor productivo cuya relacién costo-productividad sea menor.
Para fijar ideas es 1til pensar en el caso de R?. Si la pendiente se determina segiin

M) T g1 oy

habria que comparar si esta pendiente es mayor, menor o igual a la relacién de precios r, = pg, /pz,. Se tienen tres
casos posibles:

L. My (2, 2y) > Tp, entonces la solucién optima es 7 =0y z3 > 0.
2. My(z, 20) < Tp, entonces la solucion 6ptima es x7 > 0y x5 = 0.

3. My(z,,00) = Tp, entonces la solucion optima es cualquier combinacion de valores positivos de x1 y T2 que
respeten la restriccion. Luego, la soluciéon no es dnica y hay infinitas soluciones para este caso.

Ejemplo 7.9. Javiera acaba de estimar computacionalmente una funcién que representa su nivel de bienestar o
utilidad por el consumo de una canasta de n productos. La estimacion de la funcién es la siguiente:

Donde o; > 0Viy > 1" | a; = 1. Su restriccion al consumo viene dada por un ingreso I que se gasta en su totalidad
en productos perfectamente divisibles, los cuales se venden a un precio p; cada uno. Lo que le interesa es maximizar
su nivel de utilidad sujeto a su restriccién presupuestaria.

El problema a resolver es:
méx [[;, xf
x

sa Y pwi=1
Del problema de maximizacion el Lagrangeano corresponde a
n n
Lz, \) = [T + A (I - Zpi:@)
i=1 i=1
y las condiciones de primer orden son las siguientes:

aL _ Q H?:l ‘/E’?7 _ *
(r“)ixi_ y —Ap; = ( )

oL " B Kk
=1 D _piwi=0 (**)

Como u(z) =[]\, 2", vamos a reemplazar en (*) y obtenemos

QU = AD;T; (**%)
De esto obtenemos A en términos de (u, a, p, x)
;U
A =
PiZsq
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Consideremos que I = 1" | pix; y >y ; = 1 por lo que en (¥***) vamos a agregar términos aplicando la sumatoria
Z?:1 ()
u=Al

Si reemplazamos esto dltimo en (***) obtenemos

a;l = px;

Solo falta reordenar y obtenemos la demanda por el insumo j-ésimo (los indices son independientes) en términos de

(I,a,p)
_ 1oy

T;=
J
bj

n Qg

Reemplazamos directamente el altimo resultado en u(x) = [[;_; «;

o3

i=1

y obtenemos

Ejemplo 7.10. Suponga que Martin alcanza cierto nivel de bienestar o utilidad por el consumo de una canasta de
n productos. Un estudio de mercado ha revelado que su funcién de utilidad es la siguiente:

n
u(x) = Z ;T
i=1

Donde a; > 0Vi € {1,...,n} y > i, a; = 1. Lo que Martin busca es obtener el nivel mas alto de utilidad posible
sabiendo que su presupuesto es limitado.

Debido a la forma de la funcion presentada en algunos casos la soluciéon 6ptima debe ser trabajada cuidadosamente
(ver ejemplo 7.8).

El problema tiene la misma estructura del ejemplo anterior por lo que el Lagrangeano corresponde a

Lz, \) = zn: Qi + A (I - i:]%%)
i=1 i=1

y las condiciones de primer orden son las siguientes:

oL
&m o

a; —Ap; =0 ViE{l,...,n} (*)

8L_ ~ _ Kk
o= ;pm—o (**)

Estas condiciones no tienen solucién directa.

A partir de (*) tenemos que A\ = «;/p; pero debemos ser criteriosos y considerar

(o
A = mix —
vt DPi

as{ estamos considerando una tnica solucién del problema cuando el cociente que maximiza A es tnico. Si para
algin j se tiene que a;/p; < X entonces x; = 0.

I Lo
v = o sii=]
0 sii#j

A partir de (**) tenemos que
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La solucién es tnica en caso de que no sea interior y debe cumplirse que

T>a vie{l...n)

2

Las soluciones interiores se dan cuando el problema no tiene solucién tinica. En caso de que la solucién no sea tinica
cualquier combinacion convexa de las demandas es una solucién valida del problema.
Sea D es el conjunto de demandas factibles que resuelven el problema, definimos D de la siguiente forma:
1 ;o
D= {ej =L > Vi=1,...,n
Di Dj Di

donde e; denota la j-ésima componente de la base canénica de R”. Entonces tendremos que la solucion del problema
es cualquier x; € D.

La condicion para que la solucion del problema sea tnica es que exista solo un cociente «;/p; compatible con

QG
A = méx —
i Xy
y asi garantizamos que la solucién no es interior.
Para obtener una expresion para el nivel de utilidad reemplazamos directamente el dltimo resultado en u(x) =
>, aix; y obtenemos

IO[Z'
u\xr) =
(=) bi

en el caso en que la solucion no es interior. Si la funcién objetivo y la restriccion son iguales tenemos que

1
Q;
) =15
=1 p

donde v € [0,1] y > ;v = 1.

Ejemplo 7.11. Suponga que los habitantes de Titirilquén alcanzan cierto nivel de bienestar o utilidad por el
consumo de una canasta de n productos y en esta ciudad todos quieren obtener el nivel mas alto de utilidad
sabiendo que su presupuesto es limitado. Un estudio de mercado ha revelado que su funciéon de utilidad es la
siguiente:

u(a,y) = 1Y aiIn(w;) + oy
i=1

Donde (21,...,Zm,y) € R", 3; >0, a; >0Vi € {l,...,n} y >, a; = 1. Las curvas de nivel de esta funcion, en
un caso particular, corresponden al siguiente grafico

T2 1of

Figura 7.2.: Funcion cuasilineal f(xz1,22) = 0,11In(z1) + 22

159



FCFM - Universidad de Chile

Para fijar ideas, intuitivamente a partir del grafico del caso particular, es posible deducir que el problema se puede
resolver mediante Lagrangeano pero hay que ser cuidadosos puesto que a partir del mismo gréfico se deduce que la
solucion puede no ser interior.

Debemos ser cuidadosos al momento de trabajar la funcién presentada mediante Lagrangeano. Ahora tenemos la
dificultad de que la solucién puede ser interior dependiendo de los parametros del problema. Las demandas, a
diferencia de los ejemplos anteriores, las debemos trabajar como funciones por partes.

El problema de maximizar utilidad sigue una estructura analoga a la del ejemplo anterior, entonces el Lagrangeano
corresponde a

L(z,\) = B1 Y a;In(z;) + Bay + A (I = pimi - pyy>
i=1 i=1

Para que exista una solucién interior nos basta con tomar las condiciones de primer orden

oL  proy .

= —— R — 1 ... *
oz, . Ap; =0Vie{l,...,n} *
oL
_— = — >\ = *ok
dy B2 py =0 ( )

De las ecuaciones (*) y (**) se obtienen respectivamente

- ;1 _ B2
Ap; Dy
Juntando ambos resultados
L aiﬂlpy
’ B2pi
y entonces
- @i P1py
Ak
B2

Aplicando Y ;" (-) a esto ultimo

n

Z o 5110;;
Dixi = 3
i—1 2

Cuando y > 0 se tiene que Y ., p;x; # I y de esto se concluye que

y=1— Blpy
B2

Debemos tener presente que la condicion para que esto efectivamente sea una solucién interior es

I > Blpy

Ba

En caso de que esto ultimo se cumpla con signo de mayor o igual se tendra que y > 0.
En el caso 3

[ < 2Py

Ba

se tendra que en el 6ptimo y = 0 y lo tnico que nos restarfa del problema es resolver la ecuacion (*).
Reordenando (*) obtenemos

a;f

DiZ;

A = (F5¥)

160



7.3. Ejemplos de Microeconomia en varias dimensiones

Aplicando Y. (-) obtenemos

A =5
Reemplazando (***) en esto tltimo obtenemos
OéiI
Ty =
p;

Entonces, la solucién del problema en virtud de los parametros corresponde a

a;B1py B1py

i1> .
Bap; sil > B, = 51py si 1> 51py
_ _ B2 B2
Ti = y y= 0 DT ﬂlpy
T s1 1<
i sil< Bipy B2
Di B2
Para una soluciéon interior debe cumplirse que
I> /Blpy

B2

Para que la solucion sea valida (valores postivos dada la naturaleza del problema) es que anteriormente separamos
por casos en virtud de los parametros. El desarrollo efectuado garantiza la unicidad de la solucién dada por un
vector (z,y) € R+

Ejemplo 7.12. Suponga que los habitantes de Salsacia y Conservia alcanzan cierto nivel de bienestar o utilidad
por el consumo de una canasta de n productos y todos quieren obtener el nivel més alto de utilidad sabiendo que
su presupuesto es limitado. El gobierno ha hecho un estudio que revela que la funcién de utilidad del ciudadano
representativo es la siguiente:
u(x) = min{a;z;}
K3

Donde a; > 0 Vi € {1,...,n} y las curvas de nivel de esta funcion, en un caso particular, corresponden al siguiente
grafico

18 [—.

16

141

12F

T2 1of

o

o

A

A4

[ 2 4 6 8 10 1‘2 14 16 18 20

Z1

Figura 7.3.: Funcion Leontief f(z1,22) = min{x, z2}

A partir del grafico del caso particular es posible deducir que el problema no se puede resolver mediante Lagrangeano.
Esto es porque para n > 2 la funcién no es diferenciable.

El problema tiene la misma estructura del ejemplo anterior pero no es posible resolver mediante Lagrangeano. Sin
embargo, no es muy dificil notar que el vector & de demandas o6ptimas es tal que

1T = ... = 0Qpdp
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Cada uno de los argumentos es igual a un valor constante «;x; = k, entonces se tiene que

Dj
DjZj = T —
J

aplicando la sumatoria > 7_, () se llega a

- P I
_ J _
Ifozixig a'éxiiazn 77
j=1 7 v Laj=1 oy

Para una solucién interior bastara con el hecho que k # 0, que es lo mismo a decir o;x; # 0 Vi. En caso de que
k = 0 se tendria que u(x) = 0 si para algtn 7 se tiene que «;z; = 0 y de esta forma el vector de demandas dptimas
se anularia en todas sus componentes, pero este caso se darfa si I = 0. En cualquier caso la solucién es nica.

Nota 7.6. Los casos en que presentamos en los ejemplos 7.8 y 7.10 nos dan la siguiente interpretacion del multipli-
cador de Lagrange: Expresa cuanto baja (resp. sube) el valor de la solucion 6ptima de un problema de minimizacion
(resp. maximizacion) ante cambios en los parametros del problema. Esta interpretacion es extensible a los demés
ejemplos pero la maximizacion o minimizaciéon del cociente que equivale al multiplicador lo deja totalmente en claro.
La formalizacion de esto viene enseguida.

7.4. Teorema de la envolvente

Motivaciéon: En diversas areas de la ingenierfa y ciencias nos encontramos con sistemas en los cuales es aplicable un
criterio de maximizacion o minimizacién. Ya hemos visto formas de resolver esto pero, muchas veces para facilitar
el calculo y ahorrar trabajo cabe preguntarse si existe alguna técnica que nos permita cuantificar como cambia la
soluciéon 6ptima ante cambios en los parametros del sistema o bien, muchas veces tenemos sistemas similares cuya
diferencia sélo radica en los parametros que los definen.

Teorema 7.7. (Teorema de la Envolvente) Sean f : R*"™™ — R, g; : R"™™ — R funciones concavas y diferenciables
y (x,c) € R" x R™. Consideremos el problema

mix f(x,c)

s.a  gi(e,e)=0Vie{l,...k}

y definamos la funcion valor V(e) = méx{f(x(c),c) : ¢ € S}.

Como el problema consta unicamente de funciones diferenciables podemos aplicar la funcion Lagrangeano para
encontrar un éptimo. Dado esto el cambio de la funcion valor, ante cambios en ¢, equivale al cambio de la funcion
Lagrangeano ante cambios en c. Es decir,

OV oy OL
802' o aci

(x(c), Ale), ¢)

Demostracion. Consideremos la funcion Lagrangeano

k

L(:B, )‘) = f(a:’ C) + Z )\igi(wv C)

i=1

Sea x(c) una soluciéon 6ptima del problema, tenemos que

k
gfz (x(c),A(c),c) = gi (z(c),c) + Z )\i(c)g—gi(m(c), c)=0 (*)

i=1
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Por otra parte,

oV af " of i ok
V0= L))+ oL we), 020 (0 ()

Reemplazando (*) en (**) se obtiene

ov d k " Ay o,
(@) = o (ale)e) = - Aile) (Z 72 (ale). o) <c>>

Pero g;(x(c),c) = 0 Vi, entonces

- 691‘ 89:,» 3%‘ - kK
D G (e(e) 05 @)+ gk ale).0) = (%)
Reemplazando (***) en (**) se obtiene
k
ov. . of 99
0, ) = g, (@(0):€) £ N (o) )
que no es otra cosa sino
ov oL
de; ¢) = de; (z(c),A(c), )

Nota 7.7. El caso de minimizacion es andlogo. Basta con tomar f convexa y como —f es concava se concluye.

Ejemplo 7.13. Queremos saber como cambia la solucién 6ptima ante un cambio en ¢ para el siguiente problema:

max A/ T1X2T3

X
s.a x1+x2+x3 =¢cC

La funcion Lagrangeano corresponde a
L(z,\) = Jr1x23 — M2 + 29 + 23 — C)
Resolviendo las condiciones de primer orden obtenemos

oL A/ T2X3 —A=0

ek

cenl Vit R

0o 2/T3

OL _ Vr
0xs 2/x3

OL

o c—x1—zp—23=0

Reordenando para despejar 1,2, x3 en cada ecuacion respectivamente obtenemos

T2X3 T1T3 T1T2
T = To = T3 =
4\2 4\2 402
Luego de dividir la primera de estas ecuaciones por la segunda y la segunda con la tercera en forma separada
obtenemos

X1 =T = X3
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Reemplazamos esto en % y obtenemos ¢ = 3x;. Despejando x1,z2, z3 en términos de ¢ obtenemos
c
w1(c) = 22(c) = ws(c) = 3

Con esto formamos la funcion valor y derivamos respecto de ¢ para cuantificar el cambio

V3 Vic) e

V(i) = —= = = —
© 3V3 e 2V3
Como o3
3r1 =3 e =c
y ¥1 = 29 = 23 = ¢/3 obtenemos ¢ = 12)\? y se concluye que \(c) = 2@. Con esto ultimo evaluamos
oL Ve

ac, (e Me) e) = Ale) = Wi

oV(c) 0L
¢ 8*@("3(0)’)\(0)70)

Lo que permite concluir que

Dejaremos de tarea verificar que el teorema se cumple con los ejemplos de la seccion 7.3. Para los ejemplos de
minimizaciéon de costos la forma de proceder es la siguiente:

1. Se define la funcion valor como la funcion de costo C(Q,w) y debemos analizar con respecto a @ por ser la
constante de la tinica restricciéon del los problemas.

2. Se tendra que %%’w) = ) exceptuando el ejemplo 7.7, pues en tal caso se debe derivar con respecto a Q% o
de lo contrario llegamos a la conclusion errénea de que el teorema falla. Verifique y explique esto tltimo.

El desarrollo para los ejemplos de maximizacion de utilidad es analogo.

7.5. Ejercicios

Ejercicio 1. Demuestre la siguiente versién del Teorema de los Multiplicadores de Lagrange:

Sean > 2y D C R" abierto. Sean f,g: D — R funciones C* en D. Supongamos que la restriccién de f al conjunto
I' = {x € R": g(x) = 0} tiene un punto critico en a € I'. Entonces (A, 1) con componentes no nulas tales que

AV f(a)+pVyg(a) =0 (*)
Sugerimos los siguientes pasos:
1. Explique por qué si Vg(a) = 0 se cumple el teorema.

2. Suponga que Vg(a) # 0. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer entonces que 65;‘1) # 0. Explique la
validez de este supuesto.

3. Pruebe que 3U C R™"! que contiene a ¢ = (a,...,a,_1) y una funciéon ¢ : U — R tal que ¢(c) = a, e
(¥, ¢(y)) eTvy e U.
4. Defina ¢ : U — R por ¢¥(y) = f(y,¢(y)). Muestre que para k € {1,...,n — 1} se cumple que

0f(a) , 0f(a) D9(c)

oz, oz, oxp =0

5. Encuentre una expresion para V¢(c) en funcion de g o sus derivadas y concluya.

Indicacion. Encuentre (A, u) tal que la ecuacion (*) se cumpla para las primeras n — 1 coordenadas y verifique y
verifique que con esos mismos valores la ecuacién también se cumple para la n-ésima coordenada.
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CAPITULO 8

Teorema de Karush-Kuhn-Tucker

8.1. Teorema de separaciéon de convexos y lema de Farkas

Los resultados de esta seccién nos servirdn para demostrar un teorema importante, conocido como Karush-Kuhn-
Tucker, que nos permitira caracterizar las soluciones 6ptimas cuando tenemos restricciones de igualdad y desigualdad
combinadas en un problema.

Teorema 8.1. (Teorema de separacion de convexos) Sean A y B dos conjuntos convezos, disjuntos y diferentes de
vacio en R™. Si A es cerrado y B es compacto existe p € R™\ {0} tal que

p-a<p-bV(a,b) e AxB

Demostracion. Si A es cerrado definamos la funcion

f:B—>R
b— min||b— al
acA

la cual nos da la distancia de b € B a a € A y ademas es una funcién continua. Supongamos que B es compacto,
entonces existe by € B tal que f(bg) < f(b) Vb € B. Sea y € A tal que f(by) = ||bo — y|| y como AN B = & son
disjuntos entonces el vector

_ bo—y
b0 — |
est4 bien definido y es tal que ||p|| = 1.
Como p - p > 0 se tiene que
by —y
p- 7 >0
160 — y|
a partir de lo cual se concluye que
p-y<p-b (*)

En base a esto ultimo debemos demostrar que p-by <p-byp-a<p-y.

Fijando a € A definamos la funcion

g:[0,1] - R
A= |lb +y — Aa —y)|?
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como A es convexo g tiene un minimo en A = 0, entonces

9N =({(bo—y—Aa—y),bo—y—Aa-—y)))
= ((bo —y,bo —y) — 2X\(by —y,a — y) + N*(a —y,a — y))?

0
99 _ —-2(bp —y,a—y)+2\a—y,a—y)
OA
luego
YD —y) )20
X \_y =00—~Y)- Y
dividiendo por ||bg — y|| se concluye que
pa<p-y (**)
Fijando b € B definamos la funciéon
h:0,1] = R

A llbo —y — A(b —y)|
y procediendo de la misma forma con la que se llego a (**) se concluye que

p-bp<p-b (%)

Finalmente (*), (**) y (***) permiten concluir que p-a < p - b. [

Lema 8.1. (Lema de Farkas) Sean b € R™ y A € M, xn(R). Entonces la desigualdad b-d > 0 se cumple para todo
vector d € R™ tal que Ad > 0 si y solo si existe p € R} tal que A'p = b.

Demostracion. El enunciado equivale a decir que el sistema Ad > 0, b-d < 0 tiene solucion si y so6lo si el sistema
Alp = b, p > 0 no tiene solucién.

El sistema A'p = b, p > 0 no tiene solucién si los conjuntos C; = {x € R" : A'p = x, p > 0} y Co = {b} son
disjuntos.

Notemos que Cy y C5 son cerrados, convexos y diferentes de vacio y ademés Cs es compacto. Esto ultimo nos
permite aplicar el teorema 8.1 y se concluye que existen ¢ € R"\ {0} y a € R talesque c-b< o, c-x > aVax € C;
y c-(Alp) > aVp > 0.

De esta forma si p = 0 entonces a < 0. Si escogemos p = (0,...,p;,...,0) coni=1,...,m tal que p; > 0, entonces
cA! > 0 y en consecuencia Ac > 0. Se concluye que d = ¢ es una solucién del sistema Ad >0, b-d < 0.

Si A'p = b, p > 0 tiene solucion y Ad > 0, entonces b-d = p - (Ad) > 0 por lo que Ad > 0, b-d < 0 no tiene
solucion. m

8.2. Problema general de optimizacién

Recordemos algunos conceptos ya vistos. Si tenemos un problema de la forma

P) mml'n flx)

ces (8.1)

Donde f:R®" - Ry S C R”. Si § =R" tenemos el caso de optimizacion sin restricciones y en tal caso si &g es un
minimo local
f(xo) < f(x) Vo € B(xo,0)
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por lo tanto para cada d € R" y t = 0 se tiene que
f(wo +td) — f(xo) 2 0
Si f es diferenciable, tras dividir por ¢ y aplicar limite cuando ¢t — 0T se obtiene
Vf(zo)-d>0
como d es arbitrario la condiciéon de primer orden para el caso irrestricto es
Vf(zo) =0
En el caso en que S sea una parte de R™ no necesariamente xg + td € S, por ejemplo si S = R} y xg se encuentra

en la frontera de S se tiene un caso en que no necesariamente xg+td € S y cualquier d arbitrario no nos sirve para
concluir la condicién de primer orden.

Definicion 8.1. (Espacio tangente)
El espacio tangente a .S en x( corresponde al conjunto

Ts(zo) = {d € R" : 3t,, — 0", d,, — d tal que xy + t,d,, € S}

y es un conjunto tal que d =0 € Tg(xg) y en caso de que xg € int(S) entonces Ts(xg) = R™.
Teorema 8.2. Si xy es un minimo local de f en S, entonces se cumple la condicion necesaria

Vf(xg)-d>0Vd e Ts(xy)
Demostracion. Escojamos {@y, fneny en Sy {t, }nen en R tales que ©, — ©o y t, — 07 en la medida que n — oo,
por lo que xg + t,d, € S. Si &y es un minimo local de f en S entonces

f(zo +tndn) — f(x0) >0

dividiendo por t,, y aplicando limite cuando n — oo se tiene

Vf(zo) - d>0

Teorema 8.3. Sixy € S y se tiene la condicion suficiente
Vi(xzo) -d>0Vd e Ts(xg) \ {0}

entonces o es un minimo local estricto de f en S.

Demostracion. Si gy no es minimo local de f en S entonces existe x,, € S tal que ,, — ®g y ,, # xo de forma tal
que

f(zn) < f(x0)

Podemos definir

T, — T
d, =" "0
”3371 - SCOH

tal que ||d,,|| = 1y entonces {d,} es acotada por lo que tiene una subsucesion convergente. En base a esto es posible

suponer que converge a dg € Ts(xo) \ {0}. La expansion de Taylor de f(x,) esta dada por
f(@o) + Vf(zo) - (®n — ®0) + |20 — o Ba([[@n — 20l])
esto mas la condicion f(x,) < f(xo) conducen a
V(o) - (xn — o) + [0 — 2ol Ry ([l2n — 0]) <0
diviendo por ||z, — xo|| y tomando limite cuando n — oo
Vi(xzg) -dy <0

lo cual contradice la hipoétesis. |
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Nota 8.1. La condicién necesaria no es suficiente y la condicién suficiente no es necesaria.

Ejemplo 8.1. Consideremos los casos:

1. f(z) =23y S = [-1,1]. La condicién necesaria nos dice que el minimo local es zg = 0, entonces f'(xg) = 0
y Ts(zg) = R. Se tiene que xp no es minimo local y la condicién necesaria se cumple pero no asegura la
minimalidad local.

2. f(x) =22y S =[-1,1]. La condicién necesaria nos dice que el minimo local es x¢ = 0, entonces f'(x¢) =0y
Ts(xg) = R. Se tiene que zg es minimo local y la condicion suficiente no se cumple pese a que xo = 0 cumple
con ser un minimo local del problema.

Definicién 8.2. (Espacio normal)
El espacio normal a S en xy corresponde al conjunto

Ns(:to) = {u eR":u-d<0Vd e Ts(ivo)}
y a partir de esta definicion la condicion necesaria corresponde a
=V (o) € Ns(xo)

Teorema 8.4. Sea f: D C R™ — R una funcidn conveza y diferenciable en un convexo D tal que S C D. Entonces
f tiene un minimo global en xy en S si y solo si

Vf(wo) -d>0Vd e Ts(l’o)

Demostracion. Una forma de demostrar esta propiedad es mediante la condicién necesaria la cual implica que f
tiene un minimo global en xg. Sea & € S, entonces si definimos ®) = (1 — tx)xg + tgx con ¢ — 0 se tiene que
) € S que implica ) — xo y obtenemos que x — xg € Ts(xp). A partir de la convexidad de f tenemos que

f(@) = f(zo) + Vf(w0) - (x — a0)

esto mas la condicion necesaria implican
f(@) = f(z0o)
y se concluye que xy es minimo global de f en S. |

Los teoremas de esta secciéon corresponden a un tratamiento muy abstracto que provee condiciones generales, las
cuales no son facilmente aplicables. Dicho esto, conviene dar més estructura al conjunto S y para aquello se puede
plantear el problema (8.1) de la siguiente forma:

0 Vie{l,... k) (8.2)
0 Vjed{l,...,m}

Resulta conveniente suponer que el nimero de restricciones es finito y en este caso el conjunto de restricciones es
S={xecR":gi(x)=0Viel, hj(x) <0VjeJ}
donde I ={1,...,k}, J={1,...,m} y ¢;, hj : R" — R son funciones diferenciables.

Definiciéon 8.3. Un vector xg € R™ es factible si Vi € {1,...,k}, j € {1,...,m} se cumple que g;(xp) =0y
hj($(]) S 0.
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8.3. Teorema de Karush-Kuhn-Tucker

Motivacién: Ahora nos extenderemos a un caso mas general de un problema de optimizaciéon que se da cuando
aparecen restricciones de igualdades y desigualdades en forma combinada. El teorema de los multiplicadores de
Lagrange exige independencia lineal entre los gradientes de la funcién objetivo y las restricciones en el 6ptimo lo
cual resulta en una condicién demasiado fuerte y restrictiva. Ahora presentaremos un teorema que no requiere dicha
hipétesis y que no tiene el inconveniente que surge al no poder trabajar con un ntimero de restricciones mayor a la
dimension del espacio debido a la condicién de independencia lineal.

8.3.1. Condiciones de primer orden para extremos restringidos

Definicion 8.4. (Espacios normal y tangente)
Por analogia con la definicién 7.3 definiremos la superficie

S={gi(x) =0, hj(x)=0Viel, je J(xy)}
en torno a xp y asi tenemos que los espacios normal y tangente corresponden a
Ns(xo) = ({Vygi(xo), Vhj(xo)})Viel, je
Ts(xo) = Ns(zo)m = {v € R" 1 v-Vgi(x0) =0 A v-Vhj(xg) <OViel, je J}
En caso de que alguna restriccion del problema (8.2) sea de la forma hj;(xo) < 0 para algin j, se tiene que esta no
participa en la estructura de S. Este hecho motiva la siguiente definicién:

Definiciéon 8.5. (Espacio linealizante)
El espacio linealizante de S en x( corresponde al conjunto

Ls(iBo) = {Ib eR"™: Vgi(sco) -d=0Vi e I, Vh](ilio) -d = OV] S J(.’Eo)}

donde J(xo) = {j € J : h;j(xo) = 0} corresponde a las restricciones de menor o igual que efectivamente participan
en la estructura de S.

Bajo ciertas condiciones se tiene que Ts(xg) = Ls(xo), una de estas condiciones es la siguiente:

Definicion 8.6. (Condiciones de Mangasarian-Fromovitz)
Diremos que xg € S es regular si se cumplen

1. {Vgi(xo) : i € I} es linealmente independiente.
2. 3d € R" tal que Vg;(xg) -d =0Vi € I y ademas Vh;j(zg)-d < 0Vj € J(zo).
Para lo cual una condicién suficiente (y no necesaria) es que

{Vai(zo) bier U{Vh;(Zo)}jes(z)

sea linealmente independiente.

Antes de presentar la segunda version del teorema nos sera de enorme utilidad el siguiente resultado:

Teorema 8.5. Bajo condiciones de reqularidad de Mangasarian-Fromovitz se tiene que Ts(xg) = Ls(xo)

Demostracion.
Ts(xo) C Lg(xo): Sid € Ts(xo) entonces existen x,, € S'y ¢, — 0 tales que d = lim,,_, oo (@, — ®o)/t,. Luego para
todo j € J(xo) se cumple que hj(xy) — h;(xo) < 0y la expansion de Taylor sobre h; da el siguiente resultado:

hj(xo) + Vhj(xo) - (X0 — o) + [|[Tn — @0l R1(||2n — o) <0
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Diviendo por ¢, y tomando limite cuando n — oo se tendra que R; — 0 y como h;(x¢) = 0 para el caso j € J(x)

se concluye que

Es anélogo para verificar que Vg;(xo) - d = 0.
Ls(xg) C Ts(xo): Sea d € Lg(xg) y consideremos el sistema no lineal en las variables (¢, u)
gile+td+Au)=0,i€el

donde A es la matriz cuyas columnas son Vg;(xo). El punto (¢,u) = 0 es solucion del sistema y la matriz Jacobiana
respecto de u en 0 es A*A la cual es invertible de acuerdo a las condiciones de regularidad establecidas. Por medio
del teorema de la funcion implicita es posible concluir que existe una solucion u(t) diferenciable en torno a t = 0
con u(t) = 0. De esta forma se tiene que

xo(t) = xo + td + Au(t)
satisface la igualdad g;(xo(t)) =0Vi € I, t B(0,r). De esto es posible concluir que

t=0
a partir de Vg;(xo) - d = 0 y la invertibilidad A*A se concluye que

du(t
ﬂ = 0 y por lo tanto
dt |,_q

dx(t)

=d
dt

t=0

La trayectoria @ (t) satisface las igualdades g;(xo(t)) = 0.
Para las desigualdades tenemos dos alternativas:

d € Lg(xo) suponiendo desigualdades estrictas: Tenemos que Vh,;(xg) - d < 0Vj € J(xo). En tal caso, dado que
hj(@o(t)) = hj(@o) + tVhj(wo) - d + tr(t)

con r(t) = 0 en la medida que t — 0, se tiene que h;(xo(t)) < 0Vj € J con t = 0.
Lo anterior demuestra que xo(t) € S cuando ¢ =~ 0 y dado que d = lim,,_, oo (x,, — xo)/t, para cualquier sucesion
{tn}neny — 07 y se concluye que d € Ts(x).

d € Lg(xg) sin suponer desigualdades estrictas: Para cada € > 0, el vector d. = d + edy € Lg(zg) y satisface
las desigualdades estrictas Vh;(xo) - d. < 0Vj € J(xp). De la segunda parte de la demostracion se concluye que
d. € Ts(xg). Como Ts(xg) es cerrado, en la medida que € — 0 se concluye que d € Ts(xg). [ |

Teniendo el teorema anterior en mente podemos enunciar la segunda versiéon del teorema y la demostracion se
simplifica considerablemente.

Teorema 8.6. (Teorema de Karush-Kuhn-Tucker)
Supongamos que xog € S wverifica las condiciones de Mangasarian-Fromovitz. Una condicidon necesaria para que
xo € S sea solucion del problema 8.2 es que exista un vector (A, u) € RF x R tal que

VaL(xg, A\, np) =0
pihj(xo) =0Vj e J
gi(xo) =0Viel
hj(xo) <0VjeJ
p = 0vjeJ

~ o~~~
® 0 0 0 %0
NS e W
— N N N

Cuando f,g;, h; son convexas las condiciones descritas son suficientes para que Ty sea un minimo de f en S.
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Demostracion. De la condicién necesaria se tiene que &g es un minimo local de f en S si

Vf(iL‘()) -d>0Vd e Ts($0)

Cumpliendose las condiciones de Mangasarian-Fromovitz se tiene que Ts(xg) = Lg(ag) y sera posible aplicar el
lema de Farkas (lema 8.1).

El lema nos dice que dado Ad > 0 se cumple que b-d > 0. La condicién Vg;(xg) - d = 0Vi € I se puede expresar
convenientemente como

(Vgi(xg)-d>0) A (=Vgi(xg) -d>0)Viel
y dado que —Vh;(xg) -d > 0Vj € J(xp) podemos definir

Vgi(xo)*
A= —Vgi(aco)t 5 b= Vf(x())

—Vhi(xg)t| ier
]( 0) jGJe(wo)

También el lema nos dice que lo anterior es valido si dado b € R" existe p € R tal que
A'p>b,p>0

De acuerdo al teorema 8.1 el vector p # 0 puede ser escogido con componentes
(p%’pzz’pj)iel,jej(mo) donde no todas las componentes son nulas, entonces

Vi(xo) ==Y (0} —p))Vagi(mo) = > p;Vhi(wo)

i€l Jj€J(x0)

Definiendo \; = p? — p} y pu; = pj se tiene

Vi(@o) ==Y NVgi(zo) = Y 1;Vhy(wo)

el j€J (o)

En caso de que Vf(xp) = 0 no se cumple la condiciéon suficiente (y no necesaria) de independencia lineal de los
gradientes de las restricciones, este caso lleva a

Z)\ngz(ilto) + Z /Jthj((E()) =0 = Z /L]’th(il)()) =0

i€l JE€J (0) j€J (o)
Para el caso V f(xg) # 0 se obtiene

Vi(@o) + Y NVgi(wo) + Y 1 Vhi(wo) =0 (*)

i€l j€J (o)

Finalmente, si alguna restriccién h; no participa en la estructura de S entonces h;(xg) < 0Vj ¢ J(xo) y se puede
definir p; = 0Vj ¢ J(o). Entonces existe (A, ) € R¥ x R tal que

Vf(zo) + Z)\ngi(:no) + Z,uthj(wo) =0
el jer
Mjhj(wo) =0, M > OV] eJ
|

En las dltimas condiciones encontradas la primera se conoce como condiciéon de primer orden y la segunda como
condicion de holgura complementaria y exige que los multiplicadores asociados a las restricciones inactivas sean
nulos. En otras palabras, solo las restricciones activas deben ser tomadas en consideracion.
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Definicién 8.7. El conjunto de todos los multiplicadores (X, ) € RF x R7" que satisfacen las condiciones del
teorema de Karush-Kuhn-Tucker serd denotado A(xg). Notese que bajo la condicion de independencia lineal el
conjunto A(xg) se reduce a un tnico vector.

Con lo ya discutido en el capitulo 7 el teorema 8.6 también es valido para la maximizacion si consideramos restric-
ciones de la forma h;(x¢) > 0Vj € J. Una condicién necesaria para que un vector regular y factible €y sea maximo
de f en S es que se cumplan las condiciones que describe el teorema y cuando f, g;, h; son concavas la condicion
es suficiente. Los multiplicadores j1; siguen siendo no negativos para el caso de maximizacion.

Respecto de los signos de los multiplicadores, no hay restricciéon de signo para los multiplicadores asociados a las
restricciones de igualdad. En el caso de restricciones de desigualdad, el signo de los multiplicadores depende de
si estamos empleando un criterio de maximizacién o minimizacién y si las restricciones se dejan como mayores o
iguales a cero.

Si el problema es de minimizacion sujeto a restricciones de menor o igual entonces los multiplicadores son mayores o
iguales a cero y se incluyen con signo positivo en la funciéon Lagrangeano. Si estamos maximizando con restricciones
de mayor o igual no cambia el signo de los multiplicadores.

8.3.2. Condiciones de segundo orden para extremos restringidos

Definicion 8.8. De manera similar a como se hizo en la seccién 7.2 definiremos el conjunto de direcciones criticas
para un problema de minimizacién como

K(xo) = {dE R™: Vgi(aco)-d: 0Vvie 1, Vh](wo)df OV] S J(l’o), Vf(ilfo) -d > 0}

Teorema 8.7. (Condicién necesaria de segundo orden)
Sea xy un minimo local del problema 8.2 bajo las condiciones de Mangasarian-Fromouvitz. Entonces, para todo
d € K(xz) existe un multiplicador (X, p) € A(xg) tal que

d'(H,L(wo, A\, p))d > 0

Demostracion. Por simplicidad se demostrara considerando hipdtesis de independencia lineal. Sea d € K(xg),
definamos Jq(xo) = {j € J(xo) : Vh;(x0) - d = 0}, y consideremos el sistema

gil) = OViel
hj(x) = 0Vj € Ja(wo)

De manera anéloga a la demostracion del teorema 8.5, en virtud del teorema de la funcién impléita, es posible
encontrar una trayectoria x(t) de clase C? en torno a ¢t = 0, la cual cumple que g;(x(t)) = 0Vi € I hj(x(t)) =0Vi €
Ja(xp), con £(0) =0y
d
ar™
Ya que cada una de las restricciones h;(xo) < 0 son continuas para t /= 0 tendremos que h;(x(t)) < 0Vj € J\ Ja(xo),
de manera que x(t) € S para todo t — 0.

0)=d

Por otra parte, como x( es minimo local del problema 8.2 y x(t) es factible, entonces ¢ = 0 genera un minimo local
de f en S si evaluamos f en x(t). Luego, dado que V f(xp) - d = 0 ya que d es arbitrario, se deduce que

2 2
0< Lo F(@(0) = d'(H. f(w0))d + V(@) - 32(0) )
Analogamente obtenemos
2 2
0< %gi(m(())) = d'(Hygi(z0))d + Vygi(wo) - pe0)viel
2 2
0< Tohy(@0) = d'(Huhy(@o))d + Vh(wo) - T(0) V) € Julao)
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multiplicando estas igualdades por A; y p; respectivamente y sumando a (*) obtenemos
0 < d'(H,L(zo, A\, p))d
|

Teorema 8.8. (Condicion sufiente de segundo orden)
Sea xoy un vector factible del problema 8.2 y supongamos que cumple que para todo d € K(xg) \ {0} existe (A, pu) €
A(xo) tal que

d'(H,L(xo,\, p))d > 0

Entonces xg es un minimo local estricto.

Demostracion. Procederemos por contradiccion. Si @y no es un minimo local estricto entonces existe x,, € S tal que
Tn = xoy f(xn) < f(xo) para @, # xo.

Definamos
T, —x
dn _ n 0
[ — ol
tal que ||d,|| = 1 y entonces {d,} es acotada por lo que tiene una subsucesion convergente. En efecto, podemos

suponer que converge a do € K(xg) \ {0}. Probemos entonces que dy es una direccion critica. De manera similar
a la demostracion del teorema 8.3 el suponer que dy € K (o) \ {0} conduce a que dy € Ts(xo) \ {0} y ademas se
tiene que Ts(xg) C Lg(xo). Por otra parte, la expansion de Taylor de f(x,) esta dada por

f(@o) + Vf(@o) - (®n — ®0) + [l2n — 0| Rr ([ — 20) <0
esto mas la condicion f(x,) < f(xo) conducen a
Vf(®o) - (xn — o) + [[2n — 2o|[ R ([l2n — 20]) <0
diviendo por ||z, — xo|| y tomando limite cuando n — oo resulta
Vi(xg) -dy <0

Sea (A, p) el multiplicador asociado a d en la condicién suficiente de segundo orden. Como L(x, A, ) es de clase
C?enxy (A p) € A(x), entonces la expansién de Taylor de L(x,,, A, u) corresponde a

1
L(xo, A, 1) + 5 (@0 — @0)" (Ho L(@o, A, ) (@0 = @0) + || — @o|I* Ra((| — 2o])) ()

Por otra parte, de las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker se tiene que

L(wﬂa Aa /’l’) < f(:Dn) < f($0) = L(wov >‘a H/)
lo cual determina que L(x,, A, ) < L(xg, A\, ) y este resultado mas la ecuacion (*) conducen a

1
5 (@n = @) (Ho L(@o, A, ) (@ — @o) + |[@n — o] Ba (|20 — o) < 0

diviendo por ||z, — || y tomando limite cuando n — oo resulta
d'(H,L(xg,\, pn))d <0
lo cual es una contradiccion. [ |

De la misma forma que como sucede en el teorema 7.5, para el teorema anterior basta con que el Hessiano del
Lagrangreano solo con respecto a x sea definido positivo en el conjunto de direcciones criticas y no en cualquier
direccion arbitraria. Las condiciones suficientes de segundo orden no requiren condiciones de Mangasarian-Fromovitz
ni tampoco de independencia lineal.

Para el caso de maximizaciéon basta con cambiar el sentido de las desigualdades para la condicién necesaria y la
condicion suficiente de segundo orden pues en este caso el conjunto de direcciones criticas se define

K(wo) = {d e R": Vgi(iL'o) -d=0Viel, th((vo) -d < OV] S J($0)7 Vf(ilio) -d > 0}
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8.3.3. Interpretaciéon econémica del teorema de Karush-Kuhn-Tucker

En el caso de las empresas competitivas resulta razonable suponer que su objetivo es la maximizacion de beneficios
econdémicos. Simplificando la realidad de una empresa podemos decir que esta es monoproductora y elige un nivel
de produccién y € R4, dado el precio de venta p € R, de su producto el cual es determinado exégenamente.

Podemos decir que la empresa tiene una funcion de produccion (o de transformacion de insumos) y = f(x) donde
y > 0 es el nivel de produccion escogido y € R} es el vector de insumos utilizados en la produccién. Esta funcion
la definiremos como

f(z) = max(y) tal que (y,x) € Y, Y = {(y,x) € Ry xR}, f(z) >y}

Cada insumo tiene un costo unitario w; > 0, lo que se traduce en un vector de costos w € R”}. Entonces la empresa
debe resolver las siguientes ecuaciones:

m(p,w) = sup pf(z) —w- @
TERY

z(p,w) = argmix pf(x)—w- x
TeRY

m(p, w) corresponde a la funcion de beneficios y da cuenta de la diferencia entre ingreso y costos. No hemos hecho
los suficientes supuestos para asegurar que se alcanza un méaximo beneficio (por ejemplo: y(p) # &), entonces no
podemos reemplazar sup por méax ignorando que son diferentes conceptualmente hablando. En particular podria
darse el caso en que 7(p) — +00, lo cual sucederfa si Y no es acotado.

Lo que sigue es sobre la base de dos supuestos fuertes: Existe una tnica decision de produccion que efectivamente
maximiza beneficios y las posibilidades de produccion estan acotadas.

La maximizacién de beneficios se puede separar en dos partes:

1. Primero se encuentra una combinacion de factores que permita producir a costos minimo dado un nivel de
produccion y.

Funcién de costo: C(y,w) = inf w-=x
z:f(z)2y

Demanda por factores: X (y,w) = argminw-x
z:f(z)2y

= {z:fx) 2y Aw-z=Cy,w)}
2. Encontrar un nivel de producciéon que maximice la diferencia entre los ingresos y los costos
mdx py — C(y, w)
De lo anterior ahora podemos pasar a minimizacién de costos. Supongamos que Y solo considera como restricciéon
que se puede producir a lo mas y dada la capacidad tecnolégica de la empresa:
Y={(y,z) : @ e R} A f(z) >y}
El problema de minimizacion de costos es simila al de maximizacién de beneficios sobre el conjunto Y si tomamos
y €Y y ademas
m(p,w) = py—Cly,w)
(v, X(y, w))

<

~—~

&
I

Una construccion adecuada del problema de maximizacion de beneficios es la siguiente:
max T)—w-x
i pf(x)
sa x >0Vie{l,...,n}
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por obvio que parezca la restricciéon es importante porque valores negativos de « carecen de sentido en este contexto.
Luego construimos el Lagrangeano del problema

L(w,vaaﬂ)zpf(w)_ww+ﬂfﬂ

De lo cual se obtienen las siguientes condiciones

Condicion de primer orden: pV f(xg) —w+pu =0

Holgura complementaria: pizh =0 Vie{l,...,n}
No negatividad: i >0 Vie{l,...,n}
Restriccion inicial: x5 >0 Vie{l,...,n}
Nota 8.2. De acuerdo a la notaciéon empleada xo = (z{,...,z8) € R", es decir x} es la i-ésima coordenada de .

La consecuencia de estas condiciones consideradas en forma simultanea es la siguiente: Para todo ¢ se cumplira que

8f o
Lg
y ademaés si 2, > 0 sabemos que j; = 0 entonces para cualquier insumo que se utilice en cantidades positivas se
tendra
paf (xo) — w;
5‘:51- ‘

Esta condicion en los libros de economia se expresa: “El valor de producto marginal del factor en competencia
perfecta es lo que estd dispuesta a pagar la firma (o empresa) por dicho factor”. Si el costo del factor i es superior
of(

a p%?) dicho factor no se utilizara.

Centrémonos ahora en el problema de minimizacién de costos. Una construccion adecuada del problema es la
siguiente:

min w-x
wERi

sa  flz) >y
IiEOViE{l,...,n}

por obvio que parezca la restricciéon es importante pues valores negativos de @ carecen de sentido en este contexto.
Luego construimos el Lagrangeano del problema (asumiremos f(x) = y)

L(w,wvya)\ap‘) :w$+/\(q*f(w))7p‘x

Imponiendo las mismas condiciones que en el caso anterior llegamos a lo siguiente:

Condicion de primer orden: w — AV f(xo) —pu =0

Holgura complementaria: wirh =0 vie{l,...,n}
No negatividad: i >0 Vie{l,...,n}
Restriccion inicial: flxo) =y, x5 >0 Vie{1,...,n}

Estas condiciones en forma simultanea conducen a

Of (o) .
—— < w;
A 0, = w; Vie{l,...,n}

y para todo x} > 0 se tiene
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en este caso el multiplicador de Lagrange da cuenta de que el uso de los insumos o factores guarda relacion con la
proporciéon que existe entre el costo del factor y su productividad marginal.

Centrémonos ahora en el problema de obtener una cantidad éptima de produccién (es similar a maximizacion de
beneficios). Una construccion adecuada del problema es la siguiente:

mé — C(y,w
mdx  py (y,w)

sa y=>0

Luego construimos el Lagrangeano del problema
L(y,p,w, ) = py — Cly,w) + py

Imponiendo las mismas condiciones que en el caso anterior llegamos a lo siguiente:

Condicion de primer orden: p — %ﬁ’w) +u=0
Holgura complementaria: wyo =0

No negatividad: w>0

Restriccién inicial: 9o >0

Estas condiciones en forma simultanea conducen a

P S 8C(y0,’lU)
dy
si go > 0 se tiene
— GC(yO, 'LU)

lo cual nos dice que la situacién 6ptima se logra con un nivel de produccion tal que el costo marginal de producir
una unidad adicional es igual al precio de venta del producto.

Notemos que si la solucién 6ptima de los tres problemas es (yo, o) > 0 entonces

Of(zo) Of(zo) f (o) | Of(z0) _
b Ox; =wi A A 0x; —we=p ox; = ox; = p=A
y como p = %;’w) obtenemos
p= A GC(yO,w)

oy

Lo cual tiene una conclusién muy importante: El multiplicador de Lagrange corresponde al precio de equilibrio
en el 6ptimo y la oferta de la firma, bajo los supuestos de los cuales partimos, se determina a partir de su costo
marginal cuando se iguala con el precio de venta. Sin embargo esto tltimo corresponde a una condicién necesaria
y no suficiente para determinar la oferta de la firma. Debemos tener presente que las condiciones de KKT son s6lo
necesarias.

8.3.4. Ejemplos

Ejemplo 8.2. Veremos un caso en el cual el teorema de KKT no es aplicable. Considere el siguiente problema:

min -z

Ty

sa —(1+z)+y<0
y<0
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La solucion de este problema es (1,0) (verifiquelo), sin embargo no existen py, ps > 0 tales que

VL(wo, 1, o) = (é) + (3(1 1170)2) + 2 (01> = ((1)) +m (2) T <01) - (8)

Lo que sucede es que los gradientes de h; y ho no son linealmente independientes en el 6éptimo. Realice un gréfico
de la funcién objetivo y las restricciones para observar lo que ocurre.

Ejemplo 8.3. Francisca tiene una funcion de utilidad (o nivel de bienestar) por el consumo de frutillas (x) y cerezas

(y) de la forma
y
4
Lo que le interesa es maximizar utilidad. Sabemos que el precio de venta de cada fruta es de 1 unidad monetaria y
que cada dia cuenta con un presupuesto de una unidad monetaria exclusivamente para estas frutas.

u(z,y) = z'/2 +

Resuelva el problema que enfrenta Francisca utilizando multiplicadores de Lagrange y compare su resultado con la
solucion que se encuentra mediante Kuhn-Tucker.

Solucion. El problema es el siguiente:

méx x'/? + Yy
z,y 4
sa x+4+y=1

Entonces el Lagrangeano nos queda de la siguiente formas:
L,y N) =22+ L+ M1 -2 —y)

Las condiciones de primer orden son las siguientes

oL 1
T 2z

oL 1

— =0 & —--X=0

dy 4

oL

—=0 & 1—20—y =0

I To — Yo
Si igualamos A en las primeras dos ecuaciones se obtiene xg = 4 y reemplazando en la tercera ecuaciéon se obtiene
yo = —3. Claramente esta solucién carece de sentido dada la naturaleza del problema.

Si utilizamos Kuhn-Tucker podemos incorporar restricciones de no negatividad al problema y nos queda de la
siguiente manera:
méx x'/? + Y

z,y 4

sa l—xz—y>0
x>0
y=0

Entonces el Lagrangeano nos queda de la siguiente formas:
_ 12 Y o
L(w,y, s o, ps) = @2 4 5 b pn (1= 2 = y) + o + piay

Las condiciones de primer orden son las siguientes

oL 0 & ! + 0
o, = 1/ M1 T H2 =
O on/

oL 1

—=0 & -- 3=0
ay 4 M1 + M3
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y ademas el teorema nos dice que debemos imponer las siguientes condiciones

m(l—z—y) = 0
ot =

M3y =

Supongamos que pq > 0 entonces de acuerdo al teorema se tiene que la primera restriccion se cumple con igualdad.

Sin levantar nuestro supuesto digamos que po = 0y puz > 0 entonces g > 0 e yg = 0 y en este caso tenemos que
tras reemplazar en la restriccién la tnica alternativa es xy = 1 dado que yg = 0. El otro caso de interés es decir que
w1 >0y pus =0 entonces xg = 0 e yp > 0 lo cual lleva a que la tnica alternativa es yg = 1 dado que ¢ = 0.

Resulta que el par (1,0) del primer caso genera un valor en la funcion objetivo igual a f(1,0) = 1 mientras que el
par (0,1) del segundo caso genera un valor en la funcion objetivo igual a f(0,1) = 1/4 por lo que nos quedamos
con la primera solucion.

Otro caso es suponer que 9, 43 > 0 y en tal caso la utilidad es cero. ([l

Ejemplo 8.4. Carolina acaba de asumir como la nueva gerente de la empresa Gestion S.A. La primera medida
que ha implementado como politica de la empresa es maximizar el ingreso por ventas teniendo en cuenta que los
beneficios econémicos (ingreso menos costos) de la empresa no pueden bajar de un nivel fijo m.

El costo de publicidad en revistas corresponde a un valor a € R;. Siendo I(y,a) = py + f(a) el ingreso que recibe
la empresa, p el precio de venta, y € R, el nivel de produccion y f una funciéon creciente en el nivel de publicidad
el cual es a € Ry.

Sea C(y) el costo de produccion asociado a fabricar una cantidad y determinada. Se sabe que las funciones de
ingreso y costo son funciones C! y ambas son crecientes en el nivel de produccion, es decir, 9C/dy > 0y 91 /da > 0.

Un estudio de mercado encargado por la gerente revel6 que y* > 0. ;Como resolveria un problema que permita
encontrar un nivel de produccion y un gasto en publicidad (y*, a*) 6ptimo?

Solucion. El problema de la empresa nos queda de la siguiente forma:

méx I(y,a)

Y,a

S.a 7T(y, a) = I(y7(l) - C(y) —az=>m
a>0
y=>0

Asumamos que existe un par (y*, a*) con y* > 0 correspondiente a una soluciéon 6ptima. El lagrangeano corresponde
a:
L(y, a, p1, p2, ps) = 1(y, a) + pa(I(y, a) = C(y) —a —m) + paa + p3y

Por el teorema de KKT sabemos que pszy* = 0 e y* > 0 implican pz = 0 por lo que sin pérdida de generalidad el
Lagrangeano del problema se puede escribir:

L(y,a, pa, p2) = 1(y,a) + p1(I(y, a) — Cy) —a —m) + paa

Si la solucion 6ptima cumple la condicién de IL o MF, las condiciones de primer orden generan las siguientes
ecuaciones

oL or  ac .
({Ty*(lJrﬂl)afy*Nlafy*O (*)
oL a1 - o
B = It m)as —pnt+p2=0 (**)
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y ademas el teorema nos dice que debemos imponer las siguientes condiciones

pi(m+1(y,a) = C(y) —a) =0 (%)
Mo = 0

Como 9I/0a > 0y puy > 0 en la ecuacion (**) tenemos que ps — py < 0. Como ug > 0, py debe ser estrictamente
positivo. Por lo tanto, de (***) se deduce que 7(y*,a*) por lo que el beneficio percibido es el minimo aceptable.

Como p; > 0y 0C/dy > 0 de la ecuacion (*) se deduce que 9I/9y > 0 lo que nos dice que el ingreso marginal el
positivo en el 6ptimo.

Por otra parte, tenemos que el beneficio marginal d7/0y en el 6ptimo es negativo pues de otra forma el nivel
de produccién necesariamente tendria que ser menor y los beneficios serian mayores pues nos encontramos en la
situacién de minimo beneficio aceptable, la ecuacion (*) verifica esto pues

on ol oC
(g = G (5 -5 )
_ O0L(y*,a*) OC
a Ay Ay
oC
T
< 0

En consecuencia, verificamos que el nivel de produccién y* es mayor que el que se escogeria en una situaciéon de
maximizaciéon de beneficios. g

Ejemplo 8.5. Suponga que Anibal asume como el nuevo gerente de la empresa Energia Solar S.A. la cual instala
calefactores solares modelo Bésico (z) y modelo Premium (y). Lo que necesita es determinar su plan de produccion
optimo. Segin un estudio el beneficio por cada unidad de producto instalada estd dado por

Basico 800 —z —y
Premium | 2000 — z — 3y

Donde x e y son las cantidades totales que instala de cada producto. Para instalacién se requiere mano de obra y
uso de maquinaria segtn la siguiente tabla

Se pide:

1. Plantear el problema de optimizacion y formular el Lagrangeano del problema.

Recurso (horas/unidad)
Producto Mano de obra | Maquinaria
Basico 8 7
Premium 3 6
Disponibilidad 1200 2100
(horas/mes)

2. Determinar todas las soluciones 6ptimas y/o factibles.

Solucion. El problema es

méx (800 — z — y)z + (2000 — = — 3y)y

T,y

s.a 1200 -8z —3y >0
2100 =7z — 6y >0

x>0
y=>0
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Antes de resolver debemos determinar si las condiciones de KKT son al menos necesarias para la maximizacion.
Para esto tenemos que el hessiano de la funcién corresponde a

-2 =2
n=(3 )
que es definido negativo porque (—1)* - [Hy| > 0y (=1)? - |Ha| > 0 y asi la funcién es coéncava por lo que las

condiciones de KKT son suficientes.

El Lagrangeano corresponde a

L(z,y,pu) = (800 —2x —y)z+ (2000 — =z — 3y)y
+111(1200 — 82 — 3y) + p2(2100 — 7 — 6y) + pz(x — 0) + pa(y — 0)

Entonces las condiciones de primer orden generan el siguiente sistema

800 — 22 — 2y — 81 — T +ps =0
2000 — 2z — 6y —3p1 —6pa+ g =0

y ademas el teorema nos dice que debemos imponer las siguientes condiciones

p1(1200 — 82 —3y) =0Ap; >0
12(2100 — 7Tz — 6y) =0A g >0
3z =0Ap3 >0
pay =0Apug >0

Sea xg > 0 e yo > 0, dejaremos de tarea los casos (zg = 0,99 > 0) y (¢ > 0,30 = 0). Tenemos que pu3 =0y pg =0
y sobre este resultado pueden pasar cuatro cosas

Caso 1: (1200 — 8z — 3y = 0) y (2100 — 7z — 6y = 0)
Entonces p1 > 0 y pg > 0 por lo que las condiciones de KKT se reducen a

800 — 2z — 2y — 8y — Tue =0
2000 — 2z — 6y — 3y — 6us =0
1200 —8x — 3y =0
2100 — 7Tz — 6y =0

x>0
y>0
Para resolver se desarrolla el sistema
2 2 8 7 T 800
2 6 3 6 y | _ | 2000
8 3 0 0 u | | 1200
7 6 0 0 L2 2100

y se obtiene
o = 33,3 yo = 311,1 w1 =7,407 o = 7,407

que es una solucion 6ptima y factible.

Caso 2: (1200 — 8z — 3y # 0) y (2100 — 7z — 6y = 0)
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Entonces p1 = 0y pe > 0 por lo que las condiciones de KKT se reducen a

800 — 22 — 2y — Tus =0
2000 — 2x — 6y — 6u2 =0
1200 =8z — 3y >0
2100 —7Tx —6y =0

Para resolver se desarrolla el sistema

y se obtiene

x>0
y>0
220 /. 800
26 6
y | = [ 2000
830 2100
76 0) M2

que es una soluciéon éptima pero no factible.

Caso 3: (1200 — 8z — 3y = 0) y (2100 — 7z — 6y # 0)
Entonces p1 > 0 y pe = 0 por lo que las condiciones de KKT se reducen a

800 —2x — 2y — 8u; =0
2000 — 2x — 6y — 3u1 =0
1200 — 8z — 3y =0
2100 —7Tx — 6y >0

Para resolver se desarrolla el sistema

y se obtiene

x>0
y>0
2 2 8 T 800
2 6 3 y | = | 2000
8 3 0 1 1200

20 =139,394  yo=2304,04 o= 16,162

20 =131,373  yo=316,34  p; = 13,072

que es una soluciéon 6ptima pero no factible.

Caso 4: (1200 — 8z — 3y # 0) y (2100 — 7z — 6y # 0)
Entonces p1 = 0 y pg = 0 por lo que las condiciones de KKT se reducen a

800 —2x —2y =10
2000 — 2z — 6y =0
1200 — 8x — 3y >0
2100 — 7z — 6y > 0
x>0
y>0

Para resolver se desarrolla el sistema

(2 ()= (am)

181



FCFM - Universidad de Chile

y se obtiene
xo = 100 yo = 300

que es una soluciéon éptima pero no factible. O

Podriamos extendernos mucho mas sobre optimizacién pero, de acuerdo a los objetivos del curso, con lo ya expuesto
hemos presentado toda la base e incluso muchos mas temas que en un curso de calculo multivariable habitual o
estandar. Karush-Kuhn-Tucker nos da la base para la Programacion Lineal y muchos métodos eficientes que se
tratan en cursos superiores.

8.4. Ejercicios

Ejercicio 1. Demuestre que si se tienen n nimeros positivos entonces el problema:

n
min E T;
xT
i=1

n
s.a Hmizl, x; >0vie{l,...,n}

i=1

Nos permite encontrar la igualdad
1 n n 1/n
13 (1)
[t i=1
Ejercicio 2. Deduzca que el siguiente problema:
n
mﬁlx H xT;
i=1

n
s.a Zl‘izl, l‘iZOViE{l,...,n}

i=1

Nos permite obtener la misma igualdad del problema anterior.
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APENDICE A

Teoremas de Calculo en R

Muchos teoremas en R™ tienen una demostracion anéloga a las del curso de Célculo en una variable. Daremos
algunos de estos.

A.1. Teorema de Bolzano-Weierstrass

Teorema A.1l. (Teorema de Bolzano-Weierstrass en R)
Sean [a,b] un intervalo cerrado y acotado y f : [a,b] — R continua tal que f(a) y f(b) tienen signos contrarios,
entonces eziste ¢ € [a,b] tal que f(c) = 0.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que f(a) < 0y f(b) > 0. Escojamos ¢ € (a,b) y de esto se
tienen tres casos:

1. f(¢) < 0y nos restringimos al intervalo [a1,b1] con a1 = cy by = b.

2. f(c) = 0 en este caso concluye la demostracion.

3. f(¢) > 0y nos restringimos al intervalo [a1,b1] con a1 =a 'y by = c.

Para los casos 1. y 3. consideremos intervalos [a,,b,] C [an—1,bn—1] C ... C [a,b] tal que f(a,) <0y f(by) > 0.
Escojamos para cada intervalo un ¢ que es punto medio y asi cada intervalo es la mitad del anterior. De esta forma,

b, —a, = b;,ﬂ y para n — oo se tendra que a,, — b, — 0 y lim,, . a, = lim,, , by,.

Sea ¢ = lim,_, a,, por ser f continua

fley=f ( lim an> = lim f(an)

n—oo n—00

como f(a,) < 0 tenemos que lim,, . f(a,) < 0.
Analogamente si tomamos

n—oo

flo)=f ( fm bn) = lim_ f(by)
an

como f(b,) < 0 tenemos que lim,,_, o f(a,) > 0. Se concluye entonces que f(c) = 0. [

A.2. Teorema del Valor intermedio

Teorema A.2. (Teorema del valor intermedio en R)
Sean [a,b] un intervalo cerrado y acotado y f : [a,b] = R continua. Si f(a) # f(b), entonces dado k € (f(a), f(b))
existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = k.
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que f(a) < f(b). Definamos g(z) = f(x) — k y entonces
gla) = f(a) =k <0y g(b) = f(b) — k > 0. De acuerdo al teorema A.1 existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = k. |

Teorema A.3. Sean [a,b] un intervalo cerrado y acotado y f : [a,b] — R continua y diferenciable en (a,b).
Entonces, [ tiene un mdximo (o minimo) en al menos un punto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demostracion. Haremos la demostracién para el caso de maximos. La demostracién para el caso de un minimo es
analoga y queda de tarea.
Si f tiene al menos un maximo en c¢ entonces

fle+h) < f(c) Vh tal que ¢+ h € [a, D]

De esta forma, f(c+h) — f(c) <0.
Tomando h > 0 se tiene que

Hex M =T <o ey < )
Tomando h < 0 se tiene que

Hex W=7 5 05 1) 2 0 (*%)
De (*) y (**) se coneluye que f(c) = 0. n

A.3. Teoremas de Rolle y del Valor Medio

Teorema A.4. (Teorema de Rolle en R)

Sean [a,b] cerrado y acotado y f : [a,b] = R continua y diferenciable. Si f(a) = f(b), entonces existe al menos un
¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demostracion. Tenemos tres casos posibles:

1. Si f(¢) < f(a) para algin ¢ € (a,b). Entonces, existe ¢ € (a,b) donde f alcanza su valor minimo. De acuerdo
al teorema A.3 f'(c) = 0.

2. Si f(a) = f(c) Ve € (a,b). Entonces, por ser f constante, su derivada es nula en (a,b) y se cumple el teorema.

3. Si f(e) > f(a) para algtn ¢ € (a,b). Entonces, existe ¢ € (a,b) donde f alcanza su valor maximo. De acuerdo
al teorema A.3 f'(c) = 0.

La interpretacion geométrica del teorema de Rolle es la siguiente: Si una funcién continua y derivable cruza dos
veces una recta paralela al eje x, entonces existe entre los dos cruces consecutivos un punto donde la tangente al
grafico de la funcion es paralela al eje x.

f(x)
J'(x0) =0
)

Figura A.1.: Teorema de Rolle.
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A.4. Primer y Segundo Teorema Fundamental del Calculo

Teorema A.5. (Teorema del valor medio en R)
Sean [a,b] un intervalo cerrado y acotado y f : [a,b] = R continua y derivable en (a,b). Entonces, existe un punto
¢ € (a,b) tal que

i = 1O =10
Demostracion. Definamos b
o(@) = fa) - IO,

se tiene que g es continua en [a, b] y derivable en (a,b).
Observemos que g(a) = f(a) y g(b) = f(a) lo que implica g(a) = g(b), por lo tanto podemos aplicar el teorema A.4.
Entonces, existe ¢ € (a,b) tal que ¢’(x) = 0 y se tendra que

f’(c) _ f(bz)) : g(a)
|

La interpretacion geométrica del teorema del valor medio es la siguiente: Si trazamos una secante que une dos
puntos de una funcién continua y derivable, entonces existe un punto donde la tangente al grafico de la funcion y
la secante ya definida son paralelas.

f()

Lo

Figura A.2.: Teorema del valor medio.

A.4. Primer y Segundo Teorema Fundamental del Calculo

Teorema A.6. (Primer teorema fundamental del calculo)
Sean f :[a,b] = R continua y x € [a,b], entonces la funcion F definida por

F(x) :/ f(z)dx
es derivable en (a,b) y ademds F'(z) = f(z) en (a,b).

Demostracion. Sea ¢ € (a,b). Debemos demostrar que el limite

F'(c) = ilzg% w

existe y vale f(c). Notemos que

F(c+h)—F(c) = /:Jrh f(z)dx — /ac f(z)dx = /:Jrh f(x)dx

Consideremos por separado los casos h > 0y h < 0:
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1. Sea h > 0: Como f es continua en [c, c + h], se tiene que existen valores a; y by en [c, ¢+ h] tales que
flar) < fle) < f(by)  Vzele,c+h]
Integrando en [c, ¢ + h]

flar)h < F(c+h) — F(c) < f(b1)h
flan) < NI g
Si h — 0T entonces a; — ¢y by — ¢. Como f es continua f(ay) = f(c) y f(b1) — f(c).
Entonces,
F h)—F

2. Sea h < 0: Como f es continua en [c + h, c], se tiene que existen valores as y by en [c + h, ¢] tales que
fla2) < f(e) < f(b2) VJSE[C%—h,c]

Integrando en [c + h, ]
flaz)(=h) < =(F(c+h) = F(c)) < f(b2)(=h)
F(c+h)— F(c)

flaz) < 5 < f(b2)
Si h — 0~ entonces ag — ¢y bs — ¢. Como f es continua, f(az) = f(c) y f(b2) = f(c).
Entonces,
. F(c+h)—F(c)
lim ——m—= = Kk
M A f(c) (**)
De (*) y (**) se obtiene
lim F(c+h)— F(c) — lim F(c+h)— F(c)
h—0~ h h—0+ h

Teorema A.7. (Segundo teorema fundamental del célculo)
Sea f : [a,b] — R integrable. Si existe una funcion F : [a,b] — R continua y derivable tal que F'(x) = f(x) en
(a,b), entonces

b

[ t@de=Fe) - Fo
Demostracion. Sea P = {xg, ..., z,} una particion cualquiera del intervalo [a, b], entonces en cada intervalo [z;_1, ;]
la funcion F(z) cumple las hipotesis del teorema del valor medio (teorema A.5), es decir

F(],‘Z) — F(Z‘i_l) = F/(C)(J,‘i — l‘i_1)
Como F'(x) = f(x) Vx € [a,b], entonces F'(c) = f(c) y ademas
mi(f) (i — xi—1) < f(e)(zi — wim1) < Mi(f) (@ — wi-1)
< M,

mi(f)(z; — xi—1) < F(xi) — F(i-1) () (@i — 1)
Aplicando Y ;" (-) se obtiene
s(f,P) < F(b) = F(a) < 5(f, P)

Como f es integrable en [a, b]
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APENDICE B

Conceptos de Algebra Lineal

B.1. Dependencia Lineal y Base de un Espacio

Definiciéon B.1. Un vector € R™ se dice que es combinacion lineal de un conjunto de vectores A = {x1,...,x,},
A C R" si existe una forma de expresarlo como la suma de vectores de A ponderados por un escalares aq, ..., qy,,
de forma que:

n
=1+ ... +a,x, = E (673 73
=1

Definiciéon B.2. Sea A = {x1,...,x,}, A C R™ diremos que este conjunto es linealmente independiente si y sdlo
si:

n
Y aimi=0 = a;=0Y=1,...,n
i=1
Se debe tener presente que:
1. Si 0 € A entonces A es un conjunto linealmente dependiente.
2. Si un vector de A es multiplo de otro vector de A, entonces el conjunto es linealmente dependiente.
3. A es linealmente dependiente si y solo si existe j = 1,...,n tal que &; es combinacion lineal de A\ {x;}.
4. Si A C By B es un conjunto linealmente independiente, entonces A es linealmente independiente.
5

. Si A C By B es un conjunto linealmente dependiente, entonces A es linealmente dependiente.

La proposicion 3. se puede demostrar como sigue: A es linealmente dependiente si y solo si

n
E apx, =0 con ay,...,a, no todos nulos

i=1

supongamos que «; 7 0 para 1 < j < n entonces

ajazj = — E (67X 73
i=1
1#]
1
SCj = —— I,
aj <
i=1
i#£]
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si definimos f; = —a;/a; se tiene

zi=—> B
i=1
i#]
y por lo tanto @; es combinacion lineal de A\ {x;}.

Definiciéon B.3. Sea B = {by,...,b,}, B C R™ diremos que este conjunto es una base de R™ si y solo si:
1. B es linealmente independiente (libre)

2. B es tal que el conjunto de todas combinaciones lineales posibles del conjunto da lugar a R™ (generador)

Todas las bases de un espacio o subespacio poseen la misma cardinalidad o nimero de vectores. Asi en en caso de
R3 la cardinalidad de toda base es 3.

B.2. Ortogonalidad y Ortonormalidad

Definicion B.4. Dos vectores de R™ son ortogonales si y solo si a - b= 0.

Siguiendo la definicién 0 es ortogonal con cualquier vector de R™.

Definicion B.5. Sea A C R" diremos que el conjunto A es ortogonal si y sélo si

{0 siij
fIZZ"IBj:

s l|* sii=j

y diremos que A es ortonormal si y solo si

0 sii#j
T Tj = S
/ 1 sii=y

Por ejemplo, en R3 el conjunto {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} es ortonormal.

Sea {x1,...x,} ortogonal con x; # 0Vj y supongamos que

n
E o X; = 0
i=1

entonces

n
(Zazwl> L] = 0- T
=1
n
1T+ (ZOQ.’I}Z) L1 :O'CBl
=2

x;-x1+0=0
ay | [|* =0

041:0

entonces «; = 0 Vi por lo que A es linealmente independiente y en conclusiéon todo conjunto ortogonal de vectores
no nulos es linealmente independiente.
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B.3. Transformaciones Lineales

B.3. Transformaciones Lineales

Definicion B.6. Una transformacion lineal de R™ en R™ es una funcion
T:R* - R™
x— T(x)

yestalque T(x+y) =T(x) + T(y) y T(ax) = oT(x)

Por ejemplo, T : R? — R definida por T'(x,y) = 2 — 5y es una transformacion lineal (verifiquelo).

B.4. Valores y Vectores Propios

Definicion B.7. Sea T : R™ — R"™ una trasformacion lineal. Un escalar ¢ es un valor propio de T si existe  # 0
en R™ tal que T'(x) = tx. El vector « ya definido es un vector propio de T asociado a t.

Por definicién 0 no puede ser vector propio de una tranformacién lineal. Esto no quiere decir que 0 no puede ser
valor propio de una transformacién lineal.

Una transformacion lineal puede o no tener valores propios. Por ejemplo, la identidad T'(x) = x admite como valor
propio a 1 pero la transformacion en R? T'(x,y) = (—y, ) no tiene valores propios ya que no existe ¢t € R tal que
tx = —y y ty = z pues reemplazando nos queda que t’y = —y.

B.5. Formas Cuadraticas

Definicion B.8. Sea A € M,,»,,(R) una matriz simétrica, definimos la funcién
qg:R" >R
x> q(x) = ' Ax

la cual se denomina forma cuadratica en R".

Por ejemplo, f(z,y) = 22 + 22y + y* define una forma cuadratica con G 1)

Notese que una forma cuadratica en R” es una funcion homogénea de grado 2, es decir V& € R" q(tz) = t?q(z). En
efecto q(tx) = (tx)t A(tz) = t?z Az = t2q(x).

Definicion B.9. Diremos que la matriz A es:
1. Definida positiva si V& # 0 ! Az > 0.
2. Semidefinida positiva si Vx x!Az > 0.

3. Definida negativa si V& # 0 zf Az < 0

4

. Semidefinida negativa si V& xt Az < 0.

Si A es una matriz simétrica, entonces A es diagonalizable, es decir, existe una matriz P tal que
A= PDP! (B.1)
donde P es una matriz invertible (ortogonal) y D es una matriz diagonal, es decir:

P'P=1
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donde I es la matriz identidad y

A1 0O 0
0 Ao 0
D= }
0 0 An
De (B.1) tenemos que
AP =PD
y por columna
Api = \ipi

donde p; representa la i-ésima columna de P. Los \; son los valores propios de la matriz A mientras que los p; son
vectores propios correspondientes a dichos valores propios.

Si una matriz es definida positiva y ademas es simétrica, usando la diagonalizacion vista anteriormente, tenemos
que
x'PDP'z > 0Vx #0

o sea (haciendo Pz = y)
y'Dy >0Vy #0

=Y Ay; >0Vy #0
y de aqui se obtiene el siguiente teorema.
Teorema B.1. Una matriz A es definida positiva si y sdlo si los valores propios de A son positivos.
Demostracion. Haremos la demostracion en dos partes. Sean
1. A es definida positiva (zt Az > 0, Vx # 0).

2. Los valores propios de A son positivos.

(1) = (2):
Sea A un valor propio de A e y # 0 un vector propio correspondiente al valor propio A. Entonces

0<y'Ay =y'(\y) = 'y =AJy[]> = A>0

(2) = (1)
Suponiendo que A es simétrica entonces A = PDP?, donde las columnas de P son una base ortonormal del vectores
propios y D es la diagonal de los valores propios respectivos. De esta forma
z'Axz = ' PDP'z = (P'z)'DP'x
entonces definiendo z = Pz se tendra que en términos de estas nuevas variables la forma cuadratica queda

xtAx = 2Dz = Alzf + ...+ )\nzfl <0

dado que los valores propios son positivos. La tinica forma de que la forma cuadratica sea nula es con z; = ... =
zp = 0, es decir z = 0, pero entonces Ple =0 = x = 0 (se debe tener presente que P~! = P?). [ |

Corolario B.1. Si A es definida positiva entonces existe ¢ > 0 tal que
z' Az > c||z|? vz € R”

donde, ¢ = min {\; tal que i =1,...,n}.
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Demostracion.

x'Ax = Z)\Zy?
> min{)\; tal que i =1,...,n} ||y|”
=c|P'a|’
= cx' PP'x , recordemos que PP! = P'P =1

. 2
= c|l||

|

Teorema B.2. Una matriz A es semi-definida positiva si y sélo si los valores propios de A son positivos o nulos.

Nota B.1. De las definiciones vistas hasta ahora de matrices definidas y semi-definidas positivas, haciendo los cam-
bios de desigualdad correspondientes, se obtienen las definiciones de matrices definidas y semi-definidas negativas.

Existen muchos criterios para determinar si una matriz es definida positiva o no, uno de los usados por su facil
comprobacion es el siguiente: Una matriz B cuadrada (n x n) es definida positiva si y solo si todas las submatrices
cuadradas a lo largo de la diagonal tienen determinantes positivos. Para el caso de las matrices definidas negativas
los signos de los determinantes deben alternarse, comenzando con negativo.

De esta forma, cuando la matriz es semi-definida positiva se tiene que
|H;| >0Vi=1,...,n
mientras que cuando la matriz es semi-definida negativa se tiene que |Hy| < 0,|Hz| > 0,... tal que
(—1)'|H;| >0Vie=1,...,n

Ejemplo B.1. Para el caso de una funcién de tres variables los determinantes de las tres submatrices del Hessiano
corresponden a

f(x)  O*f(x) O*f(x)
82f(w) 82f(m) 0x3 Oxo0x1 Ox301,
0x2 dx10, )
|Hy| = 9/tz) |Ha| = N o |Hs| = ’f(@)  f(x) 0’f(=)
Bx% 52 f () 02§ (x) Ox10x2 Ox2 Ox30x2
) 2
Ox2011 ox3 82 f () 82 f () 82 f(x)
Ox10x3 Oxo0x3 8:1:%
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Notacion

Adherencia de A

Bola abierta de centro xg y radio r

Bola cerrada de centro x( y radio r
Complemento ortogonal de A

Conjunto de los reales mayores o iguales a cero
Conjunto de los reales estrictamente positivos
Conjunto de direcciones criticas del e.v. S en «
Diferencia entre A y B

Diferencial de f

Espacio vectorial generado por el gradiente de f
Espacio vectorial normal al e.v. S en x

Espacio vectorial tangente al e.v. S en x

Familia de las funciones con n-ésimas derivadas parciales continuas
Frontera de A (puede escribirse 0A)

Gradiente de f (vector derivada)

Gradiente de f so6lo con respecto al vector x
Hessiano de f

Hessiano de f sélo con respecto al vector @
Interior de A

j-ésimo elemento de la base canénica de R™
Laplaciano de f (sumatoria de todas las segundas derivadas parciales)
Mapeo o transformaciéon que describe una funcion
Producto interno entre e y
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