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Chapter 1

Morfismos y topologias de
Grothendieck.

En este capitulo daremos las definiciones técnicas necesarias para poder
introducir la topologia étale. Ademds se dard una descripcién general de lo
que son las topologias de Grothendieck.

Salvo indicacién expresa de lo contrario, todos los anillos y médulos con-
siderados seran noetherianos.

1.1 Morfismos Planos.

El primer concepto técnico necesario para estudiar morfismos étales, es el
concepto de morfismo plano, que a su vez requiere hablar de lo que son los
modulos planos.

Definicién. Sea A un anillo y M un A-médulo. Diremos que M es A-

plano (o simplemente plano cuando no haya lugar a confusién) si, para
toda sucesién exacta corta de A-mddulos

0— N — N —N'"—0,
la sucesion
0—NOIM-—NIM —N'@M —0

es exacta.
En la definicién precedente, basta considerar sucesiones exactas de la forma

0—I—A— A/ —0,

donde I es un ideal de A, pues todo A-médulo admite una filtraciéon donde
los diferentes cocientes son isomorfos a A/I para algin ideal I.

Proposicién 1.1.1 Sean A y B anillos, f: A — B un morfismo de anil-
los, M un A-mddulo y N un B-mddulo.

a) (Extension de base) Si M es A-plano, entonces M ® 4 B es B-plano.
b) (Transitividad) Si B es una A-algebra plana (i.e., es una A-algebra que
es a su vez un A-mddulo plano) y N es B-plano, entonces N es A-plano.
¢)(Localizacion) M es A-plano si y sdlo si M, es A,-plano, para todo ideal
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4 CHAPTER 1. MORFISMOS Y TOPOLOGIAS DE GROTHENDIECK.

primo p de A.

d) Sea 0 - M' — M — M" — 0 una sucesion exacta corta de A-mddulos.
Si M' y M" son planos, entonces M es plano. Por otro lado, si M y M"
son planos, entonces M’ es plano.

DEMOSTRACION. a) Basta recordar que (M ®4 B) @g N X M ®4 N.

b) Es suficiente considerar sucesiones exactas cortas de la forma 0 — I —
A — A/I — 0 para ideales I de A y trabajar con la sucesién exacta corta
correspondiente para IB.

¢)

d) Considere el diagrama conmutativo siguiente:

0 — NoM — NQM — N'@M — 0

! i i)

0 — N®QM — NoM — N'oM — 0
! l !

0 — NQM' — NoM' — N'QM' — 0
! ! )
0 0 0

Lema 1.1.2 Si A es un anillo local, entonces un A-mdodulo finitamente
generado M es plano si y solo st M es libre.

DEMOSTRACION. 1) Suponga que M es plano y de trosién, entonces la
sucesién exacta
0O—-m—-A—k=A/m—0

donde m es el ideal maximo de A, induce una sucesién exacta
0-Mem—-MA—-Mxk— 0.

Siendo torsion, M ® k = 0; por otro lado, M @ m X mM y M @ A= M,
por lo que tenemos mM = M, que por el lema de Nakayama es imposible,
salvo que M = 0.

IT) En general, sea M’ := Tor(M) el subgrupo de torsién de M. Entonces
tenemos una sucesién exacta corta 0 — M’ — M — M/M’ — 0, donde
M es plano y M /M’ es libre de tosién. Como el anillo es local, entonces
M/M' es de hecho libre, por tanto plano. De la proposicién precedente,
inciso d) se concluye que M’ es plano, pero M’ es un médulo de torsion,
por tanto de I) se sigue que M’ =0, es decir M = M /M’ es libre. &

Definicién. Un morfismo f : X — Y entre variedades se dice plano, si,

para todo punto z € X, f.O, x es un O,y médulo plano. Aqui y = f(z).

Ejemplo 1.1.2.1 Toda inmersién abierta es un morfismo plano, pues evi-
dentemente O,y es un O, y-médulo plano.

Ejemplo 1.1.2.2 Sea X una variedad y sea £ un haz localmente libre de
rango r + 1 sobre X. Construyamos la gavilla de Ox-dlgebras Sym & :=
@pSym* &, donde Sym* € == E® -+ ® E/Sk, con Sy, es el grupo de per-
mutaciones de k puntos y el producto tensorial tiene k factores.



1.2. MORFISMOS LISOS.

No es dificil ver que Sym* £ es localmente isomorfo al subespacio de poli-
nomios homogéneos de grado k en r + 1 variables, con el isomorfismo dado
por

Uiy @ - @ Vg, — Tiy -+ Ty

donde los v; son una base local de £.

Como Sym & es una Ox-dlgebra graduada, podemos definir las variedades
Spec (Sym &) y P(E) := Proj (Sym &).

El morfismo natural p de Spec (Sym &) en X (al igual que el de P(E) :=
Proj (Sym £) en X) es plano, pues p.O. syme = Ep(z), que es un Oy
moédulo libre, luego plano.

Ejemplo 1.1.2.3 Si S es una superficie reglada con base una curva C,
entonces el morfismo natural de S en C' es un morfismo plano, pues S =
P(£) para alguna gavilla localmente libre de rango 2.

Observacién. Es posible demostrar (vease por ejemplo ([Hartshorne, Robin],
I11.9.9) que un morfismo f : X — Y (donde Y es entero y noetheriano y X
es un subesquema cerrado de Py) es un morfismo plano, si y solo si el poli-
nomio de Hilbert de las fibras (que es el tinico polinomio P; con la propiedad
de que Py(m) = H°(X,, Ox,(m)) para m >> 0) X, := X X, Spec k(y) de
feny €Y esindependiente de y. en particular todas las fibras tienen la
misma dimensién.

Ejemplo 1.1.2.4 Considere a la variedad S C A?® definida mediante la
ecuacién
v =z(z —1)(z — 2),

el morfismo natural de S en A' dado por (z,y,z) — z es un morfismo plano
(la familia de curvas ctbicas es plana pues todas tienen el mismo polinomio
de Hilbert, p(n) = n, como se desprende del teorema de Riemann-Roch).

1.2 Morfismos lisos.

Considere un morfismo f : X — Y este morfismo induce un morfismo
natural de gavillas
f*QY — QX;

a la gavilla conucleo de dicho morfismo se le llama la gavilla de diferenciales
relativas y se le denota como Qx/y.

Definiciéon. Un morfismo f : X — Y entre variedades se dice liso, de

dimension relativa n, si

a) f es plano,

b) Para toda subvariedad Z C Y irreducible, se cumple que dim f~1(Z) =
dim Z +n,

C) rangy . Qﬁ(/y ® k(z) = n para todo punto x € X.

Ejemplo 1.2.0.5 Todo encaje abierto es un morfismo liso de dimensién
relativa cero
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Ejemplo 1.2.0.6 Sea p : X — Spec k el morfismo estructural de la
variedad X en el campo k. Si X es una variedad no singular, entonces p es
un morfismo liso de dimensién relativa n = dim X.

En efecto, Q4 es dual al haz tangente y éste es localmente libre de rango
n pues X es lisa.

Ejemplo 1.2.0.7 Consideremos nuevamente la variedad S definida medi-
ante la ecuacion

y? =x(z—1)(z — 2),

el morfismo natural de S en A' dado por (z,¥, z) — 2 es un morfismo plano,
pero no es liso, pues la fibra en z = 1 es la curva singular y? = z(x—1)2. En
particular, el haz tangente relativo a la fibra en z = 1 en el punto (1,0, 1)
tiene dimensién 2, por tanto el haz ) 5/A! tiene rango dos en dicho punto,

pero la dimensién de las fibras es uno, luego el morfismo no es liso.

Ejemplo 1.2.0.8 Siguiendo con el ejemplo anterior, sean K = Q,, k = Fy
y R = Zs. Considere al R-esquema X definido mediante la ecuacién
y?> = x(x — 1)(z + 1). La fibra generica de X es X = X @p K =
Spec Qs[z,y,2]/(y? —z(z —1)(x+ 1)) y la fibra cerrada es X := X @r k =
Spec Fa[z,y, 2]/(y* — x(x — 1)(x + 1)), por tanto la familia el morfismo es-
tructural de X — Spec R es plano, pero no liso, porque la fibra cerrada es
singular, dado que 1 = —1 en Fs.

Ejemplo 1.2.0.9 Mas generalmente, sea X una curva no singular definida
sobre un campo K y sea R algin anillo de valuacién discreta con campo de
cocientes igual a k. El modelo X de la curva X sobre R es una variedad
regular de dimensién 2, pero el morfismo estructural de X en Spec R no
necesariamente es liso, eso depende de que la fibra X en el punto cerrado
sea o no regular.

X — X — X

! ! !
Spec Q;, — Spec Zs <«— Spec Fy

Ejemplo 1.2.0.10 Sea X una variedad definida sobre un campo k y sea
& una gavilla localmente libre de rango n + 1, el morfismo natural de
f:P(€) — X es liso de dimensién relativa n = rang€ — 1.

En efecto, las condiciones a), b) y ¢) son locales, por tanto, podemos
suponer que X = Spec A, con A un anillo local. Entonces & es libre de
rango n + 1 y por tanto P(£) = P, asi la fibra de f en z € X es sim-
plemente P(&) xj Spec k(z) = Py xj Spec k(z) = Py(,), luego b) y c) son
inmediatas (el haz tangente relativo tiene dimensién n en todo punto!). La
condicion a) se sigue, como antes, del hecho de que Oy,IP’(s) =&y

Como consecuencia del ejemplo anterior, si S es una superficie reglada con
base una curva C', entonces el morfismo natural de S en C es un morfismo
liso de dimensidn relativa 1, pues S = P(€) para alguna gavilla localmente
libre de rango 2.
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Proposicién 1.2.1 Sea f : X — Y un morfismo, con n = dimX —dimY >
0. Son equivalentes:

a) [ es liso de dimension relativa n.

b) Qx/y es localmente libre de rango n en X.

La proposiciéon precedente es una consecuencia inmediata del lema sigu-
iente:

Lema 1.2.2 Sea A un dominio local entero noetheriano, con campo resid-
wal k y campo de cocientes K. Si M es una A-mddulo finitamente generado

Y St
dimpM ®4 k = dimKM RaK=r,

entonces M es libre de rango r.

DEMOSTRACION. Por el lema de Nakayama, como dimpyM ®4 k = r, en-
tonces se tiene una sucesion exacta

0—-R—A"—> M —0,
con R libre de torsiéon. Multiplicando dicha sucesién por K se obtiene
0-RIUK—-K - M®sK—D0,

pero dimg M ®4 K = r y el tltimo homomorfismo no es cero, asi que es un
isomorfismo, por tanto R ® 4 K = 0, pero R es libre de torsién, por tanto
R=0 &

1.3 Morfismos étale.

Definiciéon. Un morfismo f : X — Y entre variedades se dice étale, si f
es liso de dimensién relativa cero.

Observacion. Si f : X — Y es étale, entonces Qﬁ(/y = 0, pues f es

de dimensién relativa cero (ver ejemplo 1.2.0.6). Pero Qﬁqy = In/Ip:z,
luego In = Iaz y por Nakayama, In = 0, es decir, f es un morfismo sepa-
rado.

Observacion. Si f es étale, entonces f es casi-finito, es decir, las fibras de

f son conjuntos finitos, pues f es liso de dimension relativa cero.
Definiciéon. Un morfismo f : X — Y se dice no ramificado si para todo

x € X se cumple my ;) Op = my y k(z)/k(f (7)) es una extensién algebraica
separable.

Lema 1.3.1 Sea f : X — Y un morfismo de k-esquemas. Supongamos
que dimX > dimY, entonces las condiciones siguientes son equivalentes:
a) [ es étale.

b) f es plano y Qx/y = 0.

¢) f es plano y no ramificado.
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DEMOSTRACION. a) = b) es consecuencia del lema 1.2.1.
b) = a)
Para todo morfismo f : X — Y se tiene una sucesién exacta:

[ Qv — Qx/ — Qx)y — 0

si multiplicamos por k(z) = k para un punto cerrado (k-racional) z € X,
se tiene entonces la sucesion exacta

(1.1) f*Qy/k®k—>QX/k®k—>QX/y®k'—>O.

Por hipotesis, 2x,y = 0, por tanto el homomorfismo f*Qy/, @k — Qx /@
k es suprayectivo. Como dimf*Qy/, @ k = dimY" < dimX = dimQx/, ® k,
este homomorfismo es de hecho un isomorfismo, es decir, dimX = dimY’,
por tanto se cumplen las condiciones de la definicion de un morfismo étale.
b) Lra c). Esta es una condicién local, por lo que podemos suponer p = z €
X =Spec A —Y =Spec B, ¢ = f(z) €Y, esto induce un homomorfismo
f#* : B — Ay por tanto un homomorfismo ff : By — Ap. Como f es
plano, entonces A, es B, plano, por tanto, la sucesiéon exacta corta

0— qBy — By — Bq/qBg = k(f(z)) — 0
induce un diagrama conmutativo

0= ¢B;, — By —  k(f(x)) —0

i) ! la
0— ¢4, — A, — A, Qk(f(z)) —0

donde « es inyectiva 6 identicamente cero; como este ultimo no es el caso
(a(1) = 1), entonces « es inyectiva. Por otro lado, A, ® k(f(x)) es un do-
minio entero que es algebraico sobre k(z), pues dimA, = dimA = dimB =
dimB, y f es étale, entonces A, ®k(f(x)) es un campo, que es una extensién
algebraica (forzosamente separable -ver [Hartshorne, Robin], II. 8.6A). Pero
si A, ® k(f(x)) es un campo, entonces gA, es un ideal médximo. Como
Ay es local, entonces qA, = p es el ideal mdximo de A, y por tanto
A, @ k(f(x)) = k(z), es decir, f es no ramificado.

¢) = a). Para comenzar, el morfismo f tiene fibras finitas (con lo que
la segunda condicién en la definicién de étale queda satisfecha), pues si
x € f~1(y) es el punto genérico de la fibra en y, entonces k(z)/k(y) es al-
gebraica y separable (finitamente generada, pues nuestros esquemas son
de tipo finito), por tanto la extensién es finita, es decir, la dimensién
de la fibra es cero. Por otro lado, si x es el punto genérico de X e
y = f(x), el razonamiento anterior nos dice que dimX = dimY’, por
tanto, para que se cumplan todas las condiciones de la definicién de un
morfismo liso de dimensién relativa cero, sélo necesitamos verificar que
dimy(yQx/y ® k(x) = 0 para todo x € X. Para demostrar lo anterior, ob-
servemos que, por hipotesis, mf(z)(’)z = my,, por tanto se tiene un morfismo
inyectivo m,/m?2 — M)/ mJ%(x), lo cual induce un morfismo suprayectivo
T *Qy /@) @ k(x) - Qx/i ® k, de donde, por la exactitud de la sucesién
1.1, se concluye que Qx/y ® k(z) = 0 para todo z € X &

Ejemplo 1.3.1.1 Sea k un campo y sea K una extensién finita no ram-
ificada de k, entonces el morfismo natural Spec K —— Spec k es un
morfismo étale.
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Ejemplo 1.3.1.2 La inclusién Z; — Z;[€]/(e?) induce un morfismo natural
f : Spec Z;[€]/(€*) — Spec Z,

el cual no es étale, pues es ramificado en cero. Observe que en este ejemplo
ambos campos residuales son simplemente IF;y;.

Ejemplo 1.3.1.3 Sea C una curva proyectiva lisa con campo de funciones
racionales K = K(C) y sea F' una extensién finita no ramificada de K, sea
Y la tnica curva proyectiva lisa cuyo campo de funciones racionales es F',
entonces el morfismo natural de Y en C' es un morfismo étale.

Ejemplo 1.3.1.4 Si en el ejemplo anterior sustituimos la curva C por una
superficie S la conclusién ya no es verdadera, pues dos superficies birra-
cionalmente equivalentes tienen el mismo campo de funciones, en particu-
lar, si sustituimos la superficie Y por una dilataciéon de la misma a lo largo
de un punto, el campo de funciones racionales no cambia, pero el morfismo
Y — S no resulta ni siquiera casi-finito, pues la fibra excepcional tiene por
imagen un unico punto en S.

A continuacién se presentan algunos ejemplos de morfismos que no son
étale, pues son planos pero ramificados 6 bien no ramificados pero no planos.

Ejemplo 1.3.1.5 Sea f : Spec k[u] — Spec k[T] el morfismo inducido por
el homomorfismo v — T2, entonces f es un morfismo plano, pero no es
étale pues es ramificado en u = 0.

Ejemplo 1.3.1.6 Sean X = Spec (k[z]®k[y]) y Y = Spec (k[z, y]/(zy)) =
X. Sea f : X — Y el morfismo inducido por el homomorfismo k[z, y]/(xy) —
kl] + k[y] dado por A+ zp(z) +yq(y) — (A + zp(x), A + yq(y)).

El morfismo f es no ramificado, pero no es plano. Si fuese plano, la in-
clusién () C A = k[z,y]/(zy) inducirfuna inclusién de (z) ®4 (k[z] ® k[y])
en k[z] @ k[y], pero la imagen de (z) ® y en k[z] ® k[y] es cero.

Ejemplo 1.3.1.7 Sea X un esquema sobre un campo k de caracteristica

p >0y sea x® .- x X g Spec k, donde Fj : k — k es el morfismo de
Frobenius dado por Fj(a) = a”.

Si definimos Fiy, : Og — Oy mediante la formula Fip, (32 arx’) =
> ar(x?)P, entonces el morfismo de Frobenius absoluto F(¢) = ¢ factor-
iza a traves de Iy, y Fix ;. El morfismo F : X — X es altamente ramificado,
pues de hecho Qﬁ(/xp = Qﬁ(/k. Sin embargo, si X es liso, F' es un morfismo
plano, pues k[T| = k[T?] & Tk[T?] @ --- & TP~ 'k[T?] es un k[TP] médulo
libre, por tanto plano.

Proposicion 1.3.2 Sean f: X — Y yg:Y — Z dos morfismos planos,
entonces

a) la composicion go f: X — Z es un morfismo plano.

b) Si ademds f es liso de dimension relativa n y g es liso de dimension
relativa m, entonces go f es liso de dimension relativa n + m.

¢) Si f y g son étales, entonces go f es étale.
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DEMOSTRACION. Como la propiedad de ser étale (respectivamente plano o
liso) es una propiedad local, entonces podemos suponer que X = Spec A,
Y = Spec By Z = Spec C.

a) En estas circunstancias, A es un B—mddulo plano y B es un C—mdédulo
plano, por tanto A es un C—mddulo plano pues AQc M =2 A®p (B®c M)
para todo C'—médulo M.

b) Para toda subvariedad irreducible W C Z se tiene que dim(go f) (W) =
dimg™' (f~1(W)) = m+dimf~ (W) = m +n+dimW, y Q% ,, Q% @
Q%,/Z, por tanto rangy (. Qk/z ® k(z) = n + m para todo punto z € X.

¢) Finalmente, si la extensién de anillos A/B es no ramificada y la extensién
de anillos B/C' es no ramificada, entonces la extensiéon de anillos A/C' es
no ramificada. <&

Proposicién 1.3.3 Sea f : X — Y un morfismo étale (respectivamente
plano o liso de dimension relativa n) y sea g : Z — Y otro morfismo,
entonces el morfismo f : X Xy Z — Z es étale (respectivamente plano o
liso de dimension relativa n)

DEMOSTRACION. Nuevamente la propiedad en cuestién es de naturaleza
local, por lo que podemos suponer que X = Spec A, Y = Spec By Z =
Spec C' entonces X Xy Z = Spec (A ®p C), pero en tal caso todas las
afirmaciones son obvias pues si A es un B-mdédulo plano, entonces A ® g C
es un C-médulo plano pues (A ®p C) ®c M = A®p M (todo C-médulo
es un B-modulo de manera natural). Por otro lado, es evidente que si la
extensién de anillos A/B es no ramificada, entonces la extensién de anillos
A ®p C/C también es no ramificada. &

Proposicién 1.3.4 Si el diagrama

y 2y
T |7
X = X

conmuta y los morfismos ™ y ' son étale, entonces ¢ es étale.

DEMOSTRACION. Si B es un C-mdédulo plano y A es un B-médulo C' plano,
entonces A es B plano, ademés si la extensién A/C es no ramificada y la
extensiéon B/C' es no ramificada, necesariamente la extensién A/B es no
ramificada. &

Obs. La proposicién precedente permanece vélida si se reemplaza étale
por plano o por liso (con las dimensiones relativas correctas).

1.4 Topologias de Grothendieck.

En el estudio de variedades definidas sobre el campo de los nlimeros comple-
jos k, usando la topologia compleja de la variedad X en cuestion se pueden
definir grupos de cohomologia H?(X,F) con coeficientes en una gavilla F
sobre X, que reflejan la estructura de la variedad mejor que si se considera
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la topologia de Zariski en X. Sin embargo, se se estudian ahora esque-
mas arbitrarios, ya no se dispone de la topologia compleja, y es asi cuando
aparece la topologia étale, de definicién puramente algebraica, como un
posible substituto. Con la topologia étale en X se pueden definir gavillas y
grupos de cohomologia con propiedades de alguna forma similares al caso
complejo.

Comencemos analizando algunas propiedades relevantes de los abiertos en
la topologia de Zariski.

a) Dado un punto p € X y un abierto U C X que contiene a p, siem-
pre existe un abierto més fino V- C U que también contiene a p.

b) Dado un abierto U C X, existe un morfismo de inclusién i : U — X.
Dicho morfismo es étale, por tanto liso y también plano.

c)SiU CVy W CV son dos abiertos, existe un abierto maximo, llamado
la interseccién de U y W, contenido en ambos y que hace un diagrama
conmutativo

uonw — W
! L
u % v

Si observamos que, desde el punto de vista de teoria de conjuntos
Uxy W={(u,w) eUxW |i(u) =j(w)}

se tiene que U xy W = UNW. Asi, el diagrama anterior puede reescribirse
como

UxyW — W
! L
u % v

Es esta ultima propiedad la que serd determinante en la definicién de las
topologias de Grothendieck.

Definicién. Definimos la categoria Et(X ), como la categoria cuyos objetos

, Pu
son esquemas étales (U — X) sobre X y cuyos morfismos son morfismos

vt para los cuales el siguiente diagrama conmuta

v L
ou | 1 v
X = X

Observacion. Como ya se hizo notar al final de la seccién previa, el mor-

fismo f también es étale.

Andlogamente se define la categoria de esquemas planos sobre X o la cat-
egoria de esquemas lisos sobre X.

Las propiedades a), b) y c) listadas arriba se transforman ahora en las
propiedades a) Dado un punto p € X y un esquema étale (respectivamente
plano o liso) f: U — X tal que p estd en la imagen de f, siempre existe un

esquema étale (plano o liso) més fino V' 2 U tal que p estd en la imagen

de go f.
b) Dado un esquema étale (plano o liso) U — X, existe un morfismo étale

11
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(plano o liso) U — X.
¢)SiU — V y W — V son dos morfismos étale, existe un esquema U xy W
que hace un diagrama conmutativo

Uxy W — W
il L
u — V.

Definicién. Sea 7 : Y — X un objeto de la categorfa Et(X). Una cubierta

étale de este objeto es una familia (U; 5 Y)icr de morfismos étales, que
satisfacen Y = J; g:(Us).

A la clase de todas las cubiertas étales de los objetos de Et(X ) se le llama
la topologia étale en Et(X), y a la categoria Et(X) con su topologia étale
se le llama el sitio étale de X y lo denotaremos por X;.

Ejemplo 1.4.0.1 Sea X = Spec k, para algin campo k. Si K/k es una ex-
tensién finita separable de campos, entonces el morfismo natural Spec K —
Spec k es un morfismo étale suprayectivo, por tanto es un cubriente. Més
generalmente, si tenemos una torre de extensiones finitas separables

Ky

esta induce una torre de cubrientes étales de k

!
Spec K,

!
Spec K,,_1

!

Spec K3

Spec k.
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Ejemplo 1.4.0.2 Sea f : Y — X un morfismo entre variedades analiticas.
Como el campo base es de caracteristica cero, toda extension finita es no
ramificada, asi , f es étale si y s6lo si f es un biholomorfismo local, por
tanto, los cubrientes étale son equivalentes a los cubrientes clasicos con la
topologia analitica.

1.5 Cubrientes de Kummer.

En esta seccion discutiremos un ejemplo importante de un cubriente étale,
llamado el cubriente de Kummer de X.

Sea X/k un esquema separado (es decir, la diagonal A es cerrada en
X X, X), sean € Ntal que n € O(X)* y sea u € O(X)*. Definimos
un nuevo esquema Y como Y = Spec xOx[v]/(v™ — u).

El morfismo natural 7 : ¥ — X es un morfismo étale de grado n.

En efecto,

Oy = Ox[v]/(v" —u) = Ox ®vO0x & --- & v" ' Ox,

por tanto el morfismo es plano, ademds Q) =< Q% ®o, Oy,dv > /I =
QL donde I = (du — nv"~dv), de modo que Q%,/X =0.
Al esquema Y se le conoce como el cubriente de Kummer de grado n de X.

Cubrientes de Artin-Schreier

La construccion precedente tiene el tinico inconveniente de que no es aplica-
ble si la caracteristica del campo divide a n; sin embargo, Artin y Schreier
dieron una construccion alternativa de cubrientes étales para el caso en que
carack =p=n.

Como antes, supondremos que X es un esquema separado y sea a € Ox.
D efinimos un nuevo esquema Y como Y = Spec yOx[T]/(T? — T — a).
El morfismo natural 7w : ¥ — X es un morfismo casi finito de grado p, de
hecho es un morfismo étale de grado p. En efecto

Oy =O0x[T]/(TP =T —a) =O0x ®TOx ®--- & TP 10,

por tanto 7 es un morfismo plano. Por otra parte, J(T? —T —a) = pTP~! —
1 = —1 es invertible, luego la extensién es separable.
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Chapter 2

Gavillas en el sitio étale

Al definir gavillas y pregavillas en el sitio étale de X, basicamente estaremos
imitando el procedimiento empleado para definir gavillas y pregavillas en
X con la topologia de Zariski, s6lo que hay algunos aspectos delicados en
los que vale la pena detenerse un poco.

2.1 Pregavillas y gavillas.

En este capitulo, X serda un esquema separado, Et(X ) serd la categoria de
esquemas étales sobre X y X¢; denotard al sitio étale de X

Definicién. Una pregavilla étale en X sers un funtor contravariante F :Et(X)—
A, donde A es una categoria abeliana (digamos la categorfa de grupos
abelianos, o la categoria de conjuntos, o la categoria de Ox-moddulos,
etcétera).

En la topologia de Zariski, una pregavilla es una gavilla si toda seccién
que localmente es cero ya era cero y si tada coleccién de secciones locales

compatibles entre si exteiende a una seccion global. Estas dos condiciones
pueden reformularse como la exactitud del siguiente diagrama:

OH]:(U)H”}"(Ui) Ilf(UimUj),
i#£j
donde U; es una cubierta abierta de U.

Definicién. Una pregavilla étale se dice una gavilla étale si, para todo

esquema V étale en X y para toda cubierta étale {U;} de V la sucesién
0—FWV) - [[7w) _ [ FW: xv U;)

es exactay si F(U]JV) = F(U) x F(V) para toda unién disjunta U [T V.

Observacion. La diferencia importante entre las dos definiciones es que

hemos reemplazado la interseccién por el producto fibrado sobre V', por
esta razon, en el término de la derecha, el producto no se toma tinicamente
sobre los pares (U;,U;) con ¢ # j, sino sobre todos los pares posibles, in-
cluyendo 7 = j; la razén es que, a diferencia de lo que ocurre en la topologia
de Zariski, U xy U # U, a menos que el morfismo U — V sea un encaje.

15
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Lema 2.1.1 En la definicion precedente, nos podemos restringir a cubri-
entes étales de la forma U — V.

DEMOSTRACION. Sea {U;} un cubriente étale de X. Sea W = [],U;
la unién disjunta de los U; y considere el cubriente W — X; como este
cubriente es étale, nuestra hipdtesis garantiza la exactitud de la sucesion

0= F(V) = F(W) x F(W) __ F(W xy W),

pero F(W) = F([I, U;) = [, F(Us) y W xy W =[], ; Ui xv Uy, por lo

que esta sucesién exacta se convierte en la sucesién exacta
—_
0—F(V)=[[Fw) _ T[FW:xv U))
&

Observacién. Sea F una pregavilla en X y sea {U;} una cubierta étale de

V con V una vecindad étale en X, es decir, V — X étale, entonces se tiene
una sucesién exacta

Fv) = [xw) _ [17W: xv Uy).

4,3

En particular, esto nos brinda una descripcién de F(X) a través de F(U;)
para cualquier cubriente étale {U;} de X.

Definicién. Un morfismo entre pregavillas ¢ : F — G es un a transfor-

macién natural entre funtores, es decir, para cada esquema U étale sobre
X, existe un morfismo ¢y : F(U) — G(U) que conmuta con los morfismos
inducidos por los morfismos entre esquemas étales sobre X.

Lema 2.1.2 Sea F una pregavilla, entonces existe una unica gavilla F tal
que:

a) Ezxiste un morfismo de pregavillas F L F

b) Para todo morfismo de pregavillas F 2. G con G una gavilla, existe un

unico morfismo de gavillas F ‘a que hace conmutar el diagrama

F 5 F
o ol
G = G

DEMOSTRACION. La construccién de la gavilla F correspondiente a la
pregavilla F la dividiremos en dos partes. Recuerde que para toda cubierta
étale U; de un esquema V étale sobre X deseamos obtener una sucesién
exacta

0= F(V) = [[7W) __ [[#W: xv U).

I) Hacemos F separada, es decir, definimos una pregavilla 7’ de tal modo
que 0 — F(V) — [[ F(U;) sea exacta. Para tal efecto, definamos

F(V) :=lim im (F(V) - [[ F(U).

—
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IT) La exactitud en el segundo término se obtiene si definimos

F(V) = lim ker [[[ 7 (W) [[F W xv U;)].
&

Definicion. Sea f : F — G un morfismo entre pregavillas. Definimos

las pregavillas ker f, coker f,im f y coim f como sigue:

ker f(V) = ker [F(V)L GV,
coker f(V) = coker [F(V)L G,
m (V) = im [F(V)L G,
coim f(V) := coim [F(V)LG(V)].

Lema 2.1.3 Con la definicion anterior, si F y G son gavillas, entonces la
pregavilla ker f es de hecho una gavilla

DEMOSTRACION. Sea V un esquema étale sobre X y sea h : U — V un
cubriente étale de V. ker f serd una gavilla si la sucesion

0—ker f(V)— [[ker f(U:) _ [[ker f(U: xvUy)

es exacta, pero por ser F y G gavillas tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo, con los dos 1ltimos renglones exactos:

—

0 — ker f(V) — [lker f(U;) _  Ilker f(UixvUj)
! ! !
0 - FV) - TIIFU) . IFUxv U
£l £l £l
0 - G(V) - TJIGw) . TJIGU xv U

Como las flechas de ker f a F son inclusiones, el morfismo ker f (V) —
[Tker f (U;) es inyectivo. Sea oo € [[ker f (U;) tal que p1(a) = pa(a);
visto como elemento en [[ F(U;) es de hecho un elemento en la imagen de
h*: F(V) — [[ F(U;), por tanto existe 5 € F(V) tal que h*(8) = a. Pero
f(a) = 0 porque « € [[ker f (U;), por tanto f o h*(8) = 0. Como el
diagrama

0 - FV) — [IFW)

fl fl
0 — GWV) — JIGW)

conmuta, entonces h* o f(3) = 0, pero h* es inyectivo, luego f(8) = 0, es
decir, 5 € ker f (V), lo que prueba la exactitud de la sucesién para ker f.
<&

Veamos ahora algunos ejemplos de gavillas étales
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Ejemplo 2.1.3.1 Sea F una gavilla casi coherente en X con la topologia
de Zariski. Definimos una gavilla étale asociada a F, que denotaremos
como F;, mediante la formula

Full) =T(U,p"F):= lim F(W),

—

p(U)CcW

donde p: U — X es el morfismo étale estructural de U en X.

No es dificil ver que Fe; es una pregavilla. Para verificar que es una gavilla,
usaremos el criterio establecido en el lema 2.1.1. Sea V — X étale y sea
U — V un cubriente étale de V. Deseamos demostrar que la sucesién

0= F(V) = F(U) x F(U) _ F(U xy U).

I) Consideremos primero el caso afin U = Spec A y V = Spec B. Como
el morfismo U — V es supreyectivo y plano, entonces la extensién A/B es
fielmente plana.
En este caso, F(V) = F para algin B-médulo F, F(U) = FepA, UxyU =
Spec (A®pA), F(UxyU) =F®p(A®pA) y lasucesién que nos interesa
es la sucesion

Py

—

a) Considere el siguiente caso particular: A = B @ C con C' un B-médulo,
entonces AQg A= (B®C)®p (B®C) y la sucesién estd dada como sigue:
Py

—

0— F — FoOoF®pgC FOFRpCPFpCdFgCpC

«
P2
—

.
B febrgel —(febfoe0,0)
Fo= fes40) p olet+e) =(Fobo,foce0)

por tanto {y € FRpA |Pfy=Py}={f € FegBC F@pA}=im F —
F®p (B® (), lo que demuestra la exactitud de la sucesién en este caso.
b) En el caso general A/B fielmente plano, la sucesién

Py
0—F—FepAp Fop(Aep A)
—

es exacta si y sélo si la sucesion

Py
O—>F®BA—>(F@BA)®BA?;(F®BA)®B(A®BA)
=

lo es, es decir, hemos reemplazado B «— A por A — A ®p A, pero la in-
clusiéon A <— A®p A escinde a través del homomorfismo A®@g A — A dado
por x ® y — x - y; por lo tanto podemos escribir A @ A = A ® C para
algiin A-médulo C, lo cual nos regresa a la situacién previa.

II) En general, considere un cubriente de Zariski afin tanto para U como
para V', de modo que la imagen inversa de los abiertos afines de V' quede
cubierta por algunos de los abiertos afines de la cubierta de U y considere
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el diagrama

0 0
! !
0 — F(V) — F(U) :
! !
0 — [TF(Vi) - [17(Ui;)
1! 1
0 — JIFVixvVe) — [IFWUij xv Use) :

2.2 Las gavillas G, y Gy,.

Otros dos ejemplos importantes son la gavilla aditiva G, y la gavilla mul-
tiplicativa G,,, que definimos a continuacién.

La gavilla G, es la gavilla étale que corresponde a la gavilla coherente
Ox para la topologia de Zariski, es decir, si ¢ : V — X es un morfismo
étale, definimos G, (V) :=T'(V, ¢*Ox). Los calculos al final de la secciépn
previa nos muestran que G, asi definida es una gavilla étale.

La gavilla G,, es la gavilla étale que corresponde a la gavilla O%, por
tanto, al menos como conjunto G,, (V) C G,(V), de este modo la exactitud
de la sucesion

0= Go(V) = Gu(W) x Gu(W) __ Ga(W xy W)

implica la exactitud de la sucesién correspondiente para G,,,, por lo que G,,
también es una gavilla étale.

2.3 Gavillas constantes.

Fl siguiente es un ejemplo decisivo, porque serd precisamente en las gav-
illas de este tipo donde se observe la diferencia entre cohomologia étale y
cohomologia de Zariski.

En la topologia de Zariski, dado un grupo abeliano M, definimos la pre-
gavilla constante M mediante la sencilla férmula M (U) = M para todo
abierto no vacio de X y M(0) = {0}. Esta pregavilla no es una gavilla,
pues si X = U ][]V, entonces la sucesién corta

se convierte en

0=M—MxM_ 0
—

que evidentemente no es exacta. De este modo, incluso en la topologia
de Zariski debemos considerar la gavilla asociada a esta pregavilla. No es
dificil convencerse de que la gavilla M asociada a la pregavilla constante M
puede definirse como M (V) = M*, donde k es el ntimero de componentes
conexas de V.

De manera similar, definiremos la gavilla constante M en Xz como M (V) =
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MP¥. para todo esquema V étale sobre X, donde k es el nimero de compo-
nentes conexas de V.
Un ejemplo particularmente importante se obtiene si tomamos M = Z/nZ
para algin entero n.

2.4 La gavilla p,.

Al igual que los haces vectoriales triviales son solo un caso particular del
concepto mas general de haz vectorial, de la misma manera, las gavillas
constantes son un caso particular de un concepto mas general, el de gavi-
llas localmente constantes.

Definicién. Una gavilla F sobre X se dice localmente constante si existe

una cubierta étale {U;} de X tal que la restricciéon de F a cada elemento
de la cubierta resulta una gavilla constante. Observe que si V. — U es
un morfismo étale que conmuta con los morfismos estructurales sobre X,
entonces Fiy (V) := F(V).

Ejemplo 2.4.0.2 El ejemplo mas importante es la gavilla de raices de la
unidad, que se construye como sigue:

Sea n un entero y considere al morfismo G,, — G,, dado por n(f) := f".
Como G,, es una gavilla étale, entonces la pregavilla u, := ker n es una
gavilla étale. De hecho, es una gavilla localmente constante, como se vera
a continuaciéon. Considere primero el siguiente ejemplo particular

Sea X = Spec Q y considere la gavilla 15 sobre X. Considere las cu-
biertas étales siguientes

V = Spec Q(v2) — X, W = Spec Q(v3) — X, U = Spec Q(V5) — X y
S = Spec Q(v/15) — X, entonces tendremos p15(X) = {1}, p15(V) = {1},
wis(W) 2 Z/3Z, u1s(U) 2 Z/5Z, p15(S) = Z/15Z, por tanto la gavilla uqs
no es constante, sin embargo, es evidente que su restricciéon a la cubierta
S — X serd una gavilla constante isomorfa a la gavilla constante Z/15Z.
En general se tendrd que la gavilla y,, no serd constante, a menos que K (X)
contenga a todas las raices n-ésimas de la unidad, sin embargo, siempre sera
localmente constante, pues al restringirla a la cubierta X x k(o) — X, con
« una raiz n-ésima primitiva de la unidad, si resulta una gavilla constante,
que es de hecho isomorfa a la gavilla constante Z/nZ.

2.5 Gavillas construibles.

Si llevamos la definicién de gavillas localmente constantes un paso mas ade-
lante, tendremos el concepto de gavillas construibles.

Definicién. Una gavilla étale F sobre X se dice construible si existe una
cubierta {X;} de X mediante subesquemas localmente cerrados, tal que la
restriccién de F a cada uno de los subesquemas X; es una gavilla local-
mente constante.

Por supuesto, toda gavilla localmente constante es una gavilla constru-
ible. Veamos un ejemplo de una gavilla construible que no sea localmente

constante.

Sea z € X un punto cerrado para la topologia de Zariski, definamos una
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pregavilla rascacielos F como sigue:

F(V)=0si V — X es un esquema étale sobre X pero z € im [V — X]y
F(V)=ksizecim [V — X], donde k es el campo de definicién de X.
Sea F la gavilla étale asociada a esta pregavilla. Evidentemente esta gavilla
no es localmente constante, pues para toda cubierta étale de X existe un
abierto U tal que € im [U — X], pero no hay garantia de que la re-
striccién de F a U sea una gavilla constante, puesto que si U no se reduce
a un punto, es posible encontrar algiin esquema V' étale sobre X y tal que
x €im [V — U — X]. Sin embargo, F es una gavilla construible, puesto
que podemos elegir X; como cualquier abierto denso que no contenga a x,
X5 como un abierto denso de X — X; que no contenga a z, etcétera. Con
esta eleccion, la restriccion de F a los subesquemas X; resultara localmente
constante. Observe que el proceso es finito, pues dimX;;; < dimX;.

2.6 Gavillas [Fadicas.

Considere ahora una familia (F,,),ca de gavillas (digamos de grupos abelianos)
construibles, con A algin conjunto de indices. Diremos que esta familia
forma un sistema inverso si

a) A es un conjunto parcialmente ordenado,

b) siempre que m > n, existe un morfismo de gavillas construibles wy,, :
Fmn = Fny

c) Sim >mn >k, Ung = Unk © Umnp, es decir, los morfismos u,,, son com-
patibles con el orden parcial.

Dado un sistema inverso de gavillas construibles, tiene sentido considerar
el limite inverso del sistema (que existe en toda categoria abeliana y que
puede describirse de manera explicita como un cociente de la suma directa
de los F,, en la categoria de gavillas de médulos).

Ejemplo 2.6.0.3 Considere al sistema inverso de gavillas constantes
+1
(Z/p" " L),eN>

la gavilla limite se denotard, por analogia con el caso de grupos profini-
tos, como Zy, y corresponde de hecho a la gavilla asociada a la pregavilla
constante definida mediante el grupo abeliano Z,,.

Observacién. Si se tiene una sucesidn exacta de sistemas inversos de
gavillas construibles

0— (A,) — (Bn) — (Cp) — 0,

es decir, para cada n fijo se tiene una sucesion exacta de gavillas constru-
ibles, entonces al pasar al limite inverso se tiene una sucesiéon exacta

0— (An) — (Bn) — (Cp).

Observe que la sucesion anterior es solo exacta por la izquierda, en general
no serd exacta por la derecha, como lo prueba el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.6.0.4 Consideré la sucesién exacta de sistemas inversos
0— (p"Z) — (Z) — (Z/p"Z) — 0,
al pasar al limite tendremos la sucesién
0—0—2Z— Zy,

que evidentemente no es suprayectiva.
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Definicién. Sea (F,), n € N, un sistema inverso de gavillas construibles.
Diremos que la gavilla lim F,, es una gavilla [-ddica si se cumplen

a) Upt1 : Frne1 — Fn es suprayectiva para toda n € N,
b) ["*1F, =0 para todon € Ny
C) fn+1/ln+1fn+1 = ]:n

La gavilla Z; es, por supuesto, una gavilla [-adica.
Otro ejemplo de gavilla [-addica es la gavilla gy := lim pyn.

Estos son los dos ejemplos que mas nos interesaran en lo que sigue.

2.7 Fibras de una gavilla

En esta seccion simplemente introducimos el concepto de la fibra de una
gavilla y vemos algunas aplicaciones elementales del mismo.

Definicién. Sea F una gavilla y X un esquema. Un punto en X es un

morfismo étale x : Spec k — X (en el sitio de Zariski serfa simplemente un
encaje de Spec k en X).

Si £ es un punto que corresponde a un campo separablemente cerrado,
definimos la fibra de F en x como F, := limy F(V), donde el limite se
toma sobre todos los esquemas étales V' sobre X para los cuales se tiene un

diagrama conmutativo
v

Yo
Spec k — X

En general, definimos la fibra F,, = F;, donde Z es el morfismo correspon-
diente a la cerradura separable de k.

Esto generaliza de manera natural la definicién de fibra en el sitio de Zariski,
donde el limite se toma sobre todos los abiertos V' de X que contienen a la
imagen de x.

Ejemplo 2.7.0.5 SiF es una gavilla constante, entonces la fibra de cualquier
punto serd igual al grupo F(U) donde U es algiin esquema étale sobre X e
irreducible, es decir, coincidira con el grupo que define a la gavilla constante

F.

Ejemplo 2.7.0.6 Si F es una gavilla rascacielos con grupo K y base p,
entonces la fibra en todo punto que no esté sobre p serd cero, en tanto que
la fibra en cualquier punto sobre p serd K.

Una de las mayores aplicaciones de esta definicion es el siguiente lema, que
se deja como ejercicio al lector.

Lema 2.7.1 Una sucesion de gavillas étale es exacta si y solo si la sucesion
de sus respectivas fibras es exacta para cada punto p de X.



Chapter 3

Cohomologia étale de
gavillas étale.

En este capitulo consideraremos la cohomologia de las gavillas en el sitio
étale. Comenzaremos hablando de los funtores derivados y, como en el
capitulo previo, cuando lo consideremos necesario o conveniente diremos
algunas palabras sobre la situacion en el sitio de Zariski.

3.1 Funtores derivados.

Dada una gavilla étale @ de R—modulos, diremos que @) es una gavilla
R—inyectiva si el funtor homp(—, Q) es exacto, es decir, si cada que se

tenga un diagrama
0O - F - G

fl ;
Q

de R moédulos existe un tnico morfismo de R médulos f : G — Q que
extiende a f.

Ejemplo 3.1.0.1 Considere la gavilla constante Z. Una gavilla de grupos

abelianos () serd Z-inyectiva si para todo d € Z, el monomorfismo Z A Z,
dado por multiplicacién por d, extiende a un morfismo d : Z — @ que haga
conmutar al diagrama

0 - z %z
d
rlzs

Q

es decir, si y sélo si @ es d divisible para todo d € Z, por ejemplo las gavillas
constantes Q y Q/Z son gavillas Z-inyectivas.

Ejemplo 3.1.0.2 De manera semejante, Z/pZ es Z/pZ inyectivo.

Por lo general, cuando sea claro del contexto quien es R, omitiremos men-
cionarlo y diremos simplemente una gavilla inyectiva.

Dada una gavilla F, una resolucion de F es una sucesion exacta de gavillas
0—-F—>Ry— R — Ry —---,

que se suele denotar como 0 — F — R®. Si las R; son gavillas inyectivas
diremos que tenemos una resolucion inyectiva de F.
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Ejemplo 3.1.0.3 0 —» Z — Q — Q/Z es una resolucién inyectiva de Z.

Los conceptos correspondientes también existen para mdédulos sobre un
anillo y, mas generalmente, para objetos de una categoria abeliana.

Lema 3.1.1 Sea 0 — F — Q°® una resolucion inyectiva de F, si 0 — F —
R® es una resolucion arbitraria de F, entonces existe un unico morfismo
f:R® — Q° que hace conmutar los diagramas

Bpor — Ry — Ry
fl fl [l
prl - Qp - Qerl

DEMOSTRACION. Procederemos por induccién en p.
Considere las sucesién exacta corta

0—=F—=Ry— 5 —0

como g es inyectivo, existe un unico morfismo Ry — (o que extiende a la
inclusién F — @, lo que nos da un diagrama

0

|
0—>f—>R0—>S()

7

Como la imagen de F — Ry — Qo — Ty = F — Qo — Ty es cero, entonces
el morfismo Ry — g induce un morfismo Sy — Ty, el cual, compuesto
con la inclusién Ty — @1 nos da un morfismo Sy — 1. Repitiendo el
argumento, pero considerando ahora las sucesiones exactas cortas

0—Sy— R — S5 —0

0—-Tp—Q — Ty —0

y el morfismo Sy — Ty — @1 obtenemos un morfismo R; — @)1 que hace
conmutar el diagrama del enunciado. Prosiguiendo de esta forma se obtiene
el morfismo deseado. <&

Definicién. Sea F una gavilla étale sobre X y F' un funtor de la cate-

goria de gavillas étales a una categoria abeliana 2. Sea 0 — F — Q°® una
resolucién inyectiva de F y considere el complejo

0—>F(]:)—>F(QO)—>F(Ql)—>F(Qg)—>7

la homologia de este complejo define a los funtores derivados de F (también
llamados imdgenes superiores de F'), es decir, definimos la ¢-ésima imagen
superior de F ante F' como

q _ ker (F(Qq) = F(Qq+1))
R P(F) = — (F(Qu1) = F(Q,)
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para q > 0.

La definicién precedente puede de hecho generalizarse para funtores en-
tre categorias abelianas cualesquiera. Mas adelante haremos uso de fun-
tores derivados en el contexto general para establecer los teoremas de com-
paracién.

3.2 Grupos de Cohomologia étale.

Consideraremos ahora un caso particular de la definiciéon general de la
seccion precedente. Todos los resultado pueden formularse para cualquier
funtor entre dos categorias abelianas y sus funtores derivados, a condicién
de que la primera de estas categorias tenga suficientes inyectivos.

Definiciéon. Sea F una gavilla étale sobre X y I' el funtor de la cat-

egoria de gavillas étales a la categoria de grupos abelianos 2, dado por
I'(F) := F(X) para toda gavilla F, entonces a los funtores derivados de I'
los llamamos los grupos de cohomologia étale de X, y se denotan mediante
H! (X, F) para ¢ > 0.

Observacion. En virtud del ultimo lema de la seccién previa, la coho-

mologia étale de una gavilla F no depende de la resolucién inyectiva elegida
para calcularla.

Lema 3.2.1 Si Q es una gavilla inyectiva, entonces HZ,(X,Q) = 0 para
todo q > 0.

DEMOSTRACION. Considere la resolucién inyectiva 0 — Q — Q — 0 —
0 — --- de Q y calcule la cohomologia de @ a través de dicha resolucién.
O

Teorema 3.2.2 Sea 0 - M — F — G — 0 una sucesion exacta corta, y
suponga que cada una de las gavillas involucradas admite alguna resolucion
inyectiva, entonces existe una sucesion exacta larga de cohomologia

e Hét(XvM) - Hét(Xv}—) - Hét(Xﬂ G) - H(Ezrl(XﬂM) —

DEMOSTRACION. Sean 0 — M — I*, 0 - F - J*y 0 — G — K*
resoluciones inyectivas de sendas gavillas M, Fy G.
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Considere el diagrama de complejos

0 0 0
0o — M — F — G — 0
! ! !
0 — I° — JY — KO — 0
N N N
! Q" | R | S0
e e v
0o — I! — J! — K! — 0
N N N
! Q' | R' | Sk
e / /
0 — I? — J? — K? — 0
N N N\

! Q | R St

La composicién M — F — J° y la inclusién M — I9 inducen un morfismo
de I° en J° Como la imagen de M en R° ante este morfismo es cero,
entonces el morfismo I° — J° induce un morfismo entre los grupos cocientes
Q° y R°. Un argumento andlogo nos permite obtener un morfismo entre .J°
y K, el cual pasa al cociente induciendo asi un morfismo entre R® y S°.
El mismo procedimiento, aplicado a las gavillas Qf, Rt y S* nos permite
extender el diagrama y obtener complejos It — Jt — Kty Qt — Rt — S?
para todo t, por lo que al tomar secciones globales y pasar al cociente
obtendremos morfismos H!(X, M) — H'(X,F) — H (X, G).

Resta construir un morfismo de conexion § : H(X,G) — H (X, M)
para toda t.

Considere el siguiente diagrama

0 0 0
! ! !
0O - A - B —- C — 0
! ! l
I — J — K
! i !
Q — R — S
! ! !
0 0 0

donde las columnas y los renglones son exactos y todos los cuadrados con-
mutan. Tomando el cociente por A en el segundo complejo horizontal
se obtiene el complejo [/A — J/A — K, que junto con el morfismo de
C = B/A — J/A, induce un diagrama

I/A — J/A —
! !
Q —- R — S

0
|
C
Y
K
1

donde todas las columnas son exactas y los cuadrados conmutan. Como la
imagen de C' — K — S en S es cero, entonces la imagen de C — J/A — R
en R estd contenida en el nucleo del morfismo R — S, es decir, en la imagen
de Q — R, lo que nos permite definir un morfismo de C' en Q.
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Este argumento aplicado a las gavillas Qt, R* y S* (o0 a las gavillas M, F y
() nos permite construir el morfismo de conexién d;, con lo que se concluye
la demostracion del teorema. <&

Proposicién 3.2.3 Sea F una gavilla y suponga que 0 — F — J* es una
resolucion de F. Si H1(X, J;) = 0 para todo ¢ > 0 (es decir, si las gavillas
Ji son aciclicas) entonces podemos usar esta resolucidn para calcular la

cohomologia de F, i.e., HI(X,F) = W.
q—1 —Jq

DEMOSTRACION. Por induccién en la longitud de la resolucién (aceptemos
sin demostracion que todo modulo finitamente generado admite una res-
olucién de longitud finita).

I) Si la resolucién es de longitud cero, entonces tenemos
0—-F—-J—0

y por tanto F = J es aciclica, es decir, los grupos de cohomologia de F son
cero, al igual que la homologia del complejo.

IT) En general, considere el diagrama

0 — F — J — J1 — Jo — -

N / N /
RO Rl

La sucesién exacta corta 0 — F — Jy — Ry — 0 induce una sucesion
exacta larga de cohomologia

-— HY(X,F) — HY(X, Jo) — HY(X,Ry) — H"" (X, F) — -
Pero Jj es aciclico, por tanto se tienen isomorfismos
H™(X,F) = HY(X, Ry) para todo ¢ > 1.

Por induccién, dado que 0 — Ry — J; — --- es una resolucién aciclica
de Ry con longitud menor que la resolucién original de F, tenemos que

_ ker [Jg41(X)—=Jgq0]
]7(1()(7 RO) = m [Jg(X)—Jg41]

, por lo que

q+1 _ ker [Jy1(X) — Jg49]
HI ) = 00000 = do

para todo g > 1.
Por lo que toca a H'(X,F), considere el diagrama exacto y conmutativo
siguiente:

0
!
0— HYX,F) — HX,Jo) & HYX,R)) — HYX,F)—0
do
N\ |
HO(X7J1)
dy
/ 1B
— HYX,Jp) < HYX,R)) « 0
!

HY(X, Ry)
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por tanto ker dy = ker 3= H°(X,Ry) eim dy =im «, luego

ker di ker B H°(X, Ro) — HY(X,F)

im dy im « im «

3.3 Resolucion de Godement para gavillas étale.

Hasta aqui hemos necesitado suponer que la categoria en cuestién tiene
suficientes inyectivos. Mostremos que la categoria de gavillas étales tiene
suficientes inyectivos, con lo que todo lo dicho en las dos secciones prece-
dentes resultard aplicable a las gavillas étales. Supondremos tnicamente
que el lector esta familiarizado con el hecho de que la categoria de grupos
abelianos tiene suficientes inyectivos.

Teorema 3.3.1 La categoria de gavillas étales de grupos abelianos tiene
suficientes inyectivos, es decir, toda gavilla étale de grupos abelianos admite
una resolucion inyectiva

DEMOSTRACION. Es suficiente con demostrar que toda gavilla étale de gru-
pos abelianos puede encajarse en una gavilla inyectiva de grupos abeliano,
pues el cociente de dos grupos abelianos es abeliano.

Sea F una gavilla de grupos abelianos y sea x € X un punto geométrico de
X, es decir, existe un campo separable L y un encaje Spec L — X cuya
imagen es x. Sea F, la fibra de F en x y sea @), un Z médulo inyectivo tal
que 0 — F, — @, sea exacto. Definamos a la gavilla

M= HQ;C.

reX

Se tiene entonces un encaje de F en M inducido por los encajes naturales
F—11Fy[[Fs — M.

Se deja como ejercicio sencillo al lector verificar que M es una gavilla in-
yectiva. O

3.4 Cohomologia de Cech.

La teoria general desarrollada en las secciones anteriores tiene un inconve-
niente: en general es muy dificil dar resoluciones inyectivas (o aciclicas) de
una gavilla dada, por lo que calcular los grupos de cohomologia étale para
una gavilla dada puede ser sumamente complicado o imposible.

En esta seccién definiremos un método que, en algunas ocasiones, per-
mite calcular los grupos de cohomologia étale a partir de conocer algunos
cubrientes étales del esquema X.

Sea $f = {U;} un cubriente étale de X y sea JF una gavilla étale sobre
X. Como en el sitio de Zariski, definimos aqui el p-ésimo grupo de Cech
como

CP(U,F) = I 7,

multiindices
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donde (Usyi,...i,) = Uiy xx Ui, xXx --- xx U, (a diferencia del sitio de
Zariski, donde (Usyi,...i,) = N, U, ).

Observe que esta definicién se debe al hecho de que no deseamos obtener
grupos de cohomologia triviales para el esquema X = Spec k. Con la
definicién precedente, si se considera la cubierta étale Y = Spec L —
Spec k = X obtendremos en particular CP(U, F) = F(Y xx -+ xx Y),
donde el producto incluye p + 1 copias de Y.

Los grupos de Cech CP (4, F) forman un complejo
0—C'ULF) = CUF)— - = CPILF) — - |
llamado el complejo de Chech de F relativo a &I, donde el morfismo dp_1:
CP~Y (U, F) — CP(4U, F) estéd dado mediante la férmula
dp(T)igei, = Z(_l)jxim'%j"'% |U7‘o XarXxUip gy
J
Se verifica facilmente que dp41 0 dp = 0, de modo que en efecto tendremos
un complejo.

Definicién. Definimos el p-ésimo grupo de cohomologia de Cech de F

relativo a 4 como el p-ésimo grupo de homologia del complejo de Cech, es

decir
ker d,

HP (YU, F) := o
o

Definicién. U es un refinamiento de 4 si U es una cubierta de X y todo

esquema de la cubierta U admite un morfismo étale sobre algin esquema
de la cubierta &l.

Si U es un refinamiento de i tendremos un morfismo 6 : HP (U, F) —
HP (0, F).

Definicién. Definimos la cohomologia de C'ech de F como

HP(X, F) =lim H? (4, F).
i

Definamos ahora una versién gavillada del complejo de Clech como sigue:
CP(UF) = H -7:|Ui0i1---ip
multiindices

y la diferencial en el complejo se define como

dy: CP(SLF) — CPFL(LF)

z - dp(z)

donde dy(x)iy...i,, = Zj(—l)jaﬁio,“%j,_iwl

UiOXX"'XXUip+1 .

Evidentemente, las secciones globales de CP(4,F) no son otra cosa que
los grupos CP(4, F) y el morfismo inducido en las secciones globales coin-
cide con el morfismo del complejo de Cech.

Con esta notaciéon podemos formular el siguiente lema:
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Lema 3.4.1 La sucesion
05 F —COUF) = CHU,F) — -

es exacta, es decir, el complejo C* (4, F) es una resolucidn de F.

DEMOSTRACION. Definamos v mediante la férmula v = ILF—-F

U+

Como los morfismos estan definidos globalmente, el complejo estd bien
definido y la exactitud del mismo es un asunto local, es decir, basta ver-
ificarla en las fibras. De hecho, demostraremos que la derivacién d, es
hométopa a la identidad, es decir, construiremos, localmente, un morfismo
kp : CP(U, F) — CP~H(U, F) tal que (dp—1 0kp+kpi10dy)a = a. En efecto,
sea x € X y sea a € CP(U, F),; sea V — U; un morfismo étale que realiza
a «a, es decir, tal que a € I'(V,CP(4, F)), donde U; es algin elemento de la
cubierta 4 tal que x estd en la imagen de U; en X.

Definamos primero l;:p(a) mediante la férmula

Fop(@)ig, iy 1 1= Qig,ei

y definamos k() := kp(),. k asi definido satisface la identidad buscada.
<&

Corolario 3.4.2 Sea F una gavilla étale sobre X, entonces para todo g > 0
existe un morfismo canonico

HY(X,F) — H(X,F).

DEMOSTRACION. Como el complejo C*(4, F) es una resolucién de F, el
lema 3.1.1 nos garantiza que, para toda resolucién inyectiva I'® de F se tiene
un dnico morfismo C*(Y, F) — I°, el cual induce un morfismo canénico
HP (U, F) — HP(X,F). Si U es un refinamiento de i se tiene entonces un
diagrama conmutativo

HP (3, F) — HP(X,F)

N %
HP(0, F)

el cual, pasando al limite inverso, induce el morfismo buscado. O



Chapter 4

Teoremas de comparacion.

En el capitulo previo hemos definido la cohomologia étale de una gav-
illa étale asi como la cohomologia de Cech de una gavilla étale, también
hemos visto que existe un morfismo entre la cohomologia de Cech y la co-
homologia étale de una gavilla (necesariamente étale). En este capitulo
nos proponemos comparar estas cohomologias entre si, asi como con otras
cohomologias, como la de Zariski y la analitica, donde esto tenga sentido.

4.1 Definicion de j, para las topologias de Zariski
y étale.

Uno de los primero resultados esperables para la cohomologfa de Cech, si
ésta ha de coincidir con la cohomologia étale para algunas gavillas razon-
ables, es que las gavillas inyectivas sean aciclicas para dicha cohomologia.
Para demostrar esto necesitaremos definir el funtor j.

Sea X un esquema y U I, X un abierto de Zariski de X. Dada una gavilla
de Zariski F sobre U, definimos una pregavilla en X (en la topologia de
Zariski de X)) mediante la férmula

FV) si VcU,
VH{ 0 s VU,

La gavilla asociada a esta pregavilla se denota como jF y la conocemos
como la gavilla que se obtiene al extender F por cero fuera de U.

La principal dificultad para extender esta definicién al caso étale es que
no hay ninguna razon para que los esquemas que pertenecen a un cubriente
étale de U sean subconjuntos de U.

. s J 4
Definicién. Sean X un esquema, U = X un morfismo étale y F una gav-

illa sobre U. Considere la pregavilla definida como V +— l%/rp F(V"), donde

V' corre sobre todos los esquemas V' — U étales sobre U para los cuales
existe un diagrama conmutativo

VI «— Vv
[
L7l
U — X

Observe que existe sélo un nrhero finito de tales ¢ pues la fibra de U — X es
finita. M4s atin, si existe al menos una V' que haga conmutar el diagrama,
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comoV - X =V V"> U — X es étale y tanto U — X como V' — U
son étales, entonces V' — V' también es étale, por tanto ¢ también lo es,
es decir, si existe al menos un esquema V' que haga conmutar el diagrama,
entonces V — @4F(V), pues V resulta entonces un esquema étale sobre
U. Sino existe V' que haga conmutar el diagrama, entonces V ~— 0.

A la gavilla correspondiente a esta pregavilla la conocemos también como
la extension de F por cero “fuera de U” y la denotamos como ;5 F.

Observacién. La fibra de j1.F en todo punto z que no factoriza a través

de U — X es cero.

Lema 4.1.1 Sean X,j y U como antes y sea & una gavilla en X, entonces

Hom(51Z,&) = &(U).

DEMOSTRACION. Sean U - X étale, & una gavilla étaleen X y {U; — X}

una coleccién de morfismos étales tal que {U;} U{U} sea una cubierta étale
de X que satisface im U; N (X —im U) # 0. Sea F := Hom(}Z,®), en
particular F(X) = Hom(5Z, ®) y tenemos

FUxxU)

@i F(UixxUj)

Pero im U; ¢ im U para toda 4, por tanto j,Z(U;) = 0 para toda 4, luego
F(U;) = 0 para toda i. Lo mismo sucede con F(UxxU;) v F(U;xxU)
para toda ¢ y el diagrama de arriba se transforma en la sucesion exacta

0 — Hom(jiZ, ®) — F(U) _ F(UxxU).

Sean
A
‘P:{¢:U%U|\ j/conmuta}
X

Ux® Z UxxU

(,0) — (z,0(x))
Como o es un isomorfismo, F(UxxU) & F(Uxx®) = ®¢eF(U), donde
la flecha superior corresponde a (p10)* y la flecha inferior corresponde a
(p20)*, con p; las proyecciones naturales de U x x U — U. De este modo,

puesto que p1o(z, ) = 2y pao(x, ¢) = ¢(x), se tiene (pro)* f(z,d) = f(x)
y (p20)* f(x,¢) = ¢* f(x), es decir, todo elemento f € Hom(51Z, &) satisface

f(@) = (pro) f(x,¢) = (p20)" f(2,¢) = ¢" f(x) para todo ¢ € ®.
Como HZ(U) = ®¢Z, entonces
F(U) := Hom(j1Z,8)(U) = {®aZ — &(U)}

y cada elemento ¥ € ® induce un diagrama conmutativo

®sZ — 6(U)
Observe que ¥* (14 = 1yog, por lo tanto, si escribimos f(x)(14) = g¢, f(x) €

&), f(z) = v*f(z) : ®eZ — B(U) equivale a ¢*g(y o ¢, f(z)) =
9(¢, f(z)) paratodo 1 € ®. En particular, con 1) = ¢! tenemos (¢p—1)*g(id, f(x)) =
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(o, f(x)), es decir, f(x,id) es un elemento de &(U) que determina (via ¢*)
a f(x,¢), luego f € (U), i.e. Hom(jiZ, &) C &(U).

De manera andloga, a todo elemento g € B(U) le asociamos un elemento
fq en Hom(jiZ, &) mediante la férmula

fo(lg) = ((/5_1)*9

Como esta asociacién es evidentemente inyectiva, se concluye que &(U) C
Hom(jiZ, &)(U), lo que demuestra el lema. <

Este resultado técnico nos permite demostrar la aciclicidad de las gavil-
las inyectivas para la cohomologia de Cech

Teorema 4.1.2 Sea F una gavilla inyectiva sobre un esquema X, en-
tonces para toda cubierta étale il := {U;} de X, los grupos de cohomologia
HF(U, F) =0 para toda k.

DEMOSTRACION. En efecto, estos grupos de cohomologia son cero si y sélo
si la sucesion

— — — —

@‘F(Ui[)"'ipfl) @}-(Uio‘”ip) @I(Uiomiml)

— — — —

es exacta, donde Uy,...;, 1= Uy x x- - -xxU;,. Como F(Us,...;,) = Hom(js,... 1 Z, F),

esta sucesidn sera exacta si y sélo si la sucesion

— — — —

S Jigeipgn' Lt Jigei b Jigeiy 1L

— — — —

es exacta. Ahora bien, con la notacién del lema precedente, si V. — U
es étale y denotamos por ® al conjunto de todas las transformaciones
de V en V que forman un tridngulo conmutativo, entonces tendremos
Jig-ip 11 Z(V) = ©aZ, por lo que el resultado buscado equivale a la ex-
actitud del diagrama

— — _
. —
Dox-xel : -+ — Doxa Ll _ Dol
— — -

que es hométopo a cero, de donde se concluye la exactitud de la sucesién
original.
O

Gracias a este lema, en la seccion siguiente podremos dar condiciones bajo
las cuales la cohomologia de Cech de una gavilla étale en una variedad
coincide con la cohomologia étale de la gavilla en dicha variedad

4.2 Teorema de Artin.

Comencemos por observar que H?(F) = HO(F) para toda gavilla F, sim-
plemente por la definicién de ambos grupos de cohomologia. En esta seccién
veremos que, para casi cualquier variedad, la cohomologfa de Chech de una
gavilla étale coincide con la cohomologia étale de dicha gavilla. Comence-
mos por un caso particular, que ilustra la técnica general.
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Lema 4.2.1 Sea F una gavilla étale en X, entonces H' (X, F) = H} (X, F).

DEMOSTRACION. Como toda gavilla admite una resolucién inyectiva (seccién
3.3), considere la sucesién exacta

0-F2QLR

donde @ es una gavilla inyectiva. Por ser () inyectiva, los grupos de coho-
mologia H*(X, Q) son cero para i > 1, por lo que a esta sucesién exacta le
podemos asociar el diagrama conmutativo siguiente:

0 0 0 0
! ! ! !

0 - FX) S FV) B FUxxV) B FVxxVxy)
Otl Oél Oél al

0 - QX)) S QV) 2 QVxxV) 2 QVxxVxy)
sl sl sl 5l

0 — RX) = RV) % RVxxV) 3  RVxxVxx)
al al al al

HY(X, F) HY(V,F) HY(V xx V,F) HY(V xx Vxx,F)

! ! ! !
0 0 0 0

donde las columnas son exactas.

Sea y € HY(X,F), como d es suprayectivo, existe y € R(X) tal que
d(y) = §. Puesto que la sucesién F — @ — R es exacta en fibras, podemos
elegir al cubriente étale 4 := V — X de tal forma que d o e(y) = 0, pero
entonces existe z € Q(V) tal que B(x) = e(y). Para esta = se cumple la
relacién o dp(z) = dg o B(z) = dp o e(y) = 0, es decir, do(z) € ker[3, por
tanto existe z € F(V xx V) tal que az) = do(x), pero entonces se tiene
a001(z) =01 0a(z) =61 0dp(x) = 0. Como « es inyectivo se concluye que
z € ker 8, por tanto z € H' (4, F).

Més atn, si Z(y) = #1(91), entonces z(y) = z(y1) + dp(w) para algin
w € F(V), es decir

do(z) = of2(y))

a(z(y1) + a(do(w))
0o (z1) + dp(a(w))
= do(z1 + a(w))

pero ker dp = im e (ver la definicién de gavilla), entonces z = z1 + a(w) +
e(v) con w € F(v), v € Q(X).

De este modo, e(y) = f(x) = B(z1 + ( ) +e(v)) = B(x1) + foe(v) =
e(y1) + eo f(v) pues foa = 0. Como e es inyectivo, concluimos que
y = y1 + B(v), de donde § = d(y) = d( 1) +do p(v) = d(y1) = g1 pues
do 8 =0. La conclusién se sigue de aqui y del corolario (3.4.2).

&

Podemos ahora enunciar el resultado principal de esta seccién:

Teorema 4.2.2 Sea X una variedad y suponga que X tiene la siguiente
propiedad:

Para toda cubierta étale 4 : =V — X, para todo natural k y para toda
cubierta étale W — V¥, existe una cubierta étale U = U — X tal que
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Ul — W eziste y es una cubierta étale, donde VE = Vxy - xxVk
veces.
Entonces, para toda gavilla étale F sobre X se tiene

HY(X,F)= H(X,F).

DEMOSTRACION. Procederemos por induccién en i. Si i = 0, el resultado
es cierto por definicion de H? y H?. Si i = 1, el resultado es cierto por el
lema previo.

Sea ¢ > 1 y supongamos el teorema cierto para toda gavilla étale sobre
X y para todo k£ < i. Como en el lema previo, considere una sucesién
exacta

0-F2QL R

donde @ es una gavilla inyectiva. Nuevamente tendremos H*(X,R) =
H**1(X,F) para todo k > 1y, por hipétesis de induccién, H¥(X, R) =
H*(X, R) para todo k < i, en particular tendremos H**(X, F) = H'(X, R) =
H'(X,R). Basta por tanto demostrar que H*t'(X,F) = H*(X, R). Mas
atn, como H*(X, R) es limite de los grupos H*(4, R), donde { es una cu-
berta étale de X, basta demostrar que H* (4, R) — H*' (X, F).

Considere el diagrama siguiente, donde 4 := V — X es un cubriente étale
de X, Vi :=V xx --- xx V i veces y las columnas son exactas.

0 0 0 0
! ! ! !

~ FWY di—1 Fvity 5 Fyit) dit1 F(Vit3)
al al al al

— R Q) B Q) g
5l sl 5l gl

~ R(VY) S Ry % Rty YL Ry
al al al al

H\(V?, F) HY(Vi+L F) HY (Vi+2F) H (VS F
! ! ! !
0 0 0 0

Sea j € H(U, R) y sea W — V! un cubriente étale de Vi tal que g €
im (Q(W) — R(W)) (recuerde que la sucesién F — @ — R es exacta en
fibras); entonces existe un cubriente étale U := U — V de V tal que U*t! —
W es un cubriente étale, en particular tendremos j € im (Q(U*!) —
R(U™)) y R(ViY) — R(U™1). Considere ahora el diagrama

0 0 0 0

! ! ! !
F(W) 9i—1 FUHY 9 FU+?2) dit1 FU* -
al al al al
QUV) " QU B Q) Qi)
sl sl sl sl

R(W) "= RUHH % RUY) " RUTY) -

cuyas columnas son exactas.

Como ¢ € im (3, existe y € Q(U™) tal que B(y) = ¥, entonces (B o §;(y) =
8; 0 By) = 0;(5) = 0 (por definicién de H*(U, R)). Como las colum-
nas son exactas, existe s € F(U*?) tal que a(s) = d(y), por tanto
@0 0;41(8) = 0iy1 0 a(s) = di+1 0 d;(y) = 0, pero « es inyectivo, por
tanto §;41(s) = 0, es decir, s € ker &; 1, i.e., 5 € HT1 (U, F).

Un argumento similar al empleado en la demostracion del lema precedente,

—

—

—
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muestra que la asignaciéon g — s es inyectiva.
o

Observacion. Artin demostré que si X es un esquema casi compacto en

el que todo conjunto finito de puntos geométricos tiene una vecindad afin
(por ejemplo cualquier variedad casi-proyectiva), entonces para todo par
de cubiertas étales U — X y W — U™, existe un cubriente étale V. — U
tal que V™ — W es un cubriente étale. En particular, para todos estos
esquemas la cohomologia de checkCech de cualquier gavilla étale coincide
con la cohomologia étale de la gavilla.

4.3 Cohomologia étale vs. cohomologia de
Galois.

Los resultados de Artin que hemos visto en la seccién precedente permiten
comparar la cohomologia étale de una gavilla con algunos grupos de co-
homologia de Galois, lo que serd fundamental en las aplicaciones de coho-
mologia étale a problemas aritméticos.

Lema 4.3.1 Sean F una gavilla étale, X un esquema conexo e Y S X un
cubriente de Galois finito (no ramificado) con grupo de Galois G, entonces

H((Y — X),F) = HYG,F(Y)).

DEMOSTRACION. H*((Y — X),F) = ker 8, /im §,_1, donde F(Y?) **5!
F(Yo+1) 24 F(Y+2). Pero Y 2 Y x G, por tanto

FY)=Fy xc = [[ F x{g}),
geGa—1
es decir, la sucesién exacta anterior puede reescribirse como
) I Fovxigp s [ 7ov x{ah = [[ 7 x {g).
geGa—1 geG geGatt

donde 0,4(s) =77

Por otro lado, H*(G, F(Y)) = Extg,(Z,F(Y)), por lo que podemos cal-
cularlos a partir de cualquier resolucién ZG-proyectiva de Z.

Sea Q* — Z — 0 la resolucién ZG proyectiva de Z dada por Qg = ZG.
@, = ZG-modulo libre generado por g € G".

an(lgrs s 9n]) = g1lgz, -+, gu) +20 (1) 91, 5 GiGit1, - gn)H(=1) g1, -+, gn—1]-

Los morfismos «; inducen un complejo

Qg1

"HomZG(Qa—h]:(Y)) a5t HomZG(Qavf(Y)) % HomZG(Qa+17f(Y)) -

como Homzg(Qa, F(Y)) = [[zega F(Y x {g}), el complejo precedente

equivale a:
I Fooxdgp =t [T Fordfgh) 2 [T FOrx{gh ™=
geGae—1 geaGe geGatt

(4.2)
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donde a,4(s) =77.

Comparando [?] con [?], como H*(G,F(Y)) = ker a,/im a,_1 se tiene la
conclusién deseada.

&

Corolario 4.3.2 (Artin). Sean X = Spec K, G = Ga(K""/K) y F/X
una gavilla étale, entonces

H,(X,F)=H*(G,F(Spec K"")).

Si F es Gy, entonces HY (X, F) = H*(G, (K"")*)).

Definicién. Sea F una gavilla Fadica, F = (F,,), entonces definimos

Hgt(Xv f) = limHgt(Xa ]:n)

Ejemplo 4.3.2.1 Considere la gavilla Z; = limy, Z/1"Z, entonces HZ, (X, Z;) =

lim H%(X,Z/I"Z).

4.4 Sucesion espectral de Leray-Grothendieck

La escuela francesa (Cartan, E. Artin, Leray, etc.) habian desarrollado
métodos para comparar algunos grupos de cohomologia con los grupos de
cohomologia en otros espacios, esto en el contexto de la topologia alge-
braica. Grothendieck introdujo una herramienta similar para comparar el
valos que toma un funtor con el que toma otro funtor, en el contexto de
categorias, lo cual puede particularisarse al contexto del sitio étale de un
esquema dado, recobrando entonces los resultado de la vieja escuela, pero
en el contexto de la cohomologia étale.

El primer resultado que citaremos, sin demostracion, es un teorema de
Grothendieck, que el llama la sucesion espectral de Leray, por su semejanza
con un resultado clasico de Leray en el contexto de variedades complejas.

Teorema 4.4.1 Sean A, B y € tres categorias. Supongase que se tienen
dos funtores

F:A—B

G:B—-¢

tales que para todo objeto inyectivo @ € Ob(A), F(Q) es un objeto G—aciclico
en B, entonces se tiene una sucesion espectral

R'F o RIG(A) = R™(F o G)(A)

que converge a R (F o G)(A).

37
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Ejemplo 4.4.1.1 (Hochschild-Serre) Sea Y — X un morfismo de Galois
étale y con grupo de Galois G. Sea F una gavilla étale de Z-moédulos sobre
X, entonces se tiene una sucesion espectral

Ey = HY(G,HI(Y,F)) = H'""(X,F).

En efecto, considere los funtores F(F) = I'(Y,F) y L(M) =
= H'(G,M), por

HY(G, M), entonces RIF,(F) = HI(Y,F) y R'L.(M)
lo que le teorema de Grothendieck se lee en este caso

HY(G,HY(Y,F)) = H™ (X, F).

Ejemplo 4.4.1.2 Sean A = Et/X y B = Et/Y; sea f : X — Y un
morfismo de esquemas. F induce un funtor, que denotaremos como fi,
de Et/X — Et]Y, entonces considere el funtor I' o f,. La sucesién de
Leray-Grothendieck asociada se lee entonces

H (Y, RV f,F) = H (X, F)

que es la que se conoce como sucesion espectral de Leray.

Ejemplo 4.4.1.3 Sean A = X¢g, B = Xz4r v

a: Xeg — Xzar
F - F

el morfismo de restriccién. Entonces la sucesion espectral de Leray-Grothendieck
es
Hy o (X, Rl F) = H, (X, F).

Si F es una gavilla coherente, entonces R’ o, F = 0, como puede verificarse
fibr a fibra, por tanto la sucesién espectral dice simplemente que, si F es
una gavilla coherente, entonces

H%ar(Xv}—) = Hét(Xaf)

Ejemplo 4.4.1.4 (GAGA) Sean ahora 2 = X,, el sitio analitico de X,
B = XZaT y
a Xét - XZar
F - F

el morfismo de restriccién. Entonces la sucesion espectral de Leray-Grothendieck
es
Hyo (X, R, F) = H. (X, F).

Si F es una gavilla coherente, entonces R/, F = 0, como puede verificarse
fibr a fibra, por tanto la sucesién espectral dice simplemente que, si F es
una gavilla coherente, entonces

H%ar (X7 f) = HCZLTL(X’ F)7

lo que recupera un viejo resultado de Serre.
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Ejemplo 4.4.1.5 Sea X un esquema complejo y sean % = X,,, B = X¢g

y
@ Xét - Xan

F - F

el morfismo de restriccion. Entonces la sucesion espectral de Leray-Grothendieck

€S
H. (X, Rla,F) = H (X, F).

Si F es una gavilla constante de grupos abelianos entonces R/ a,F = 0,
como puede verificarse fibra a fibra, por tanto la sucesién espectral dice
simplemente que, si F es una gavilla constante de grupos abelianos, en-
tonces

Hét(va) gH;n(Xv‘F)v

en particular se tiene

HY(X(C),Z2) 27, limi,H* (X (C),Z/1"Z)
= lim H (X, Z/1"Z)
Hgt(Xv Zl)

4.4.1 En G,, y en ji,.
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Clases de Chern.

5.1 Grupo de Brauer.

5.2 Clases de Chern para haces lineales.
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5.4 Teorema débil de Lefschetz.

5.5 Teorema del indice, de Hodge
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