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Introduction

Heureux celui qui peut, d’une aile vigoureuse
S’élancer vers les champs lumineux et sereins...

BAUDELAIRE, Les Fleurs du mal

L’objet de ce travail est d’exposer la théorie des champs algébriques
développée par Deligne et Mumford [De-Mu] et par Artin [Ar 6].

(0.1) La théorie des champs algébriques a son origine dans la refonte par
Grothendieck des bases de la géométrie algébrique ([EGA], [SGA] et [Gr]).
On peut voir la catégorie des schémas essentiellement de deux facons :

— soit comme sous-catégorie pleine de la catégorie des espaces localement
annelés (c’est le «point de vue géométriquen);

— soit comme sous-catégorie pleine de la catégorie des foncteurs covariants
de la catégorie des anneaux dans celle des ensembles (c'est le «point de
vue fonctoriel»).

Le second point de vue s’avére - évidemment — plus commode chaque fois
qu’il s’agit de construire un schéma X vérifiant une propriété universelle (du
moins lorsque celle-ci revient & prédéfinir le foncteur 7'+ Hom(T, X) sur la
catégorie des schémas). C’est celui qui prévaut dans ce livre.

Pour préciser les choses, notons (Aff) le site dont la catégoric sous-
jacente est celle des schémas affines (i.e. la catégorie opposée A celle des
anneaux commutatifs et unitaires), munie, disons, de la topologie étale (la
topologie fpgc ou fppf ferait aussi bien l'affaire ici). Alors un schéma est un
faisceau d’ensembles sur (Aff), ayant la propriété d’étre «recouvert pour la
topologie de Zariski» par des schémas affines (c’est-a-dire par des foncteurs
représentables). Cette définition suggére naturellement des généralisations
telles que la notion, souvent plus maniable, d’espace algébrique ou l’on
remplace «recouvert pour la topologie de Zariski» par «recouvert pour
la topologie étale» (notion pour laquelle, d’ailleurs, le «point de vue
géométrique» n'a pas de véritable analogue).

Cette approche a constitué un progres décisif, notamment, dans la con-
struction et l'utilisation de schémas paramétrant eux-mémes des objets
«géométriques», tels que les schémas de Hilbert ou les «variétés de Picard»
dont Grothendieck a ainsi obtenu la premiére définition vraiment satis-
faisante, c’est-a-dire indépendante de telle ou telle méthode de construction.
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vi Introduction

Plutot que de plaquer une structure de variété plus ou moins naturelle sur
un ensemble d’objets (ou de classes d’isomorphie d’objets), on commence
par définir un foucteur F : (Aff) — (Ens) (ou (Sch)°PP — (Ens)) ou F(4)
est I'ensemble des «familles» d’objets du type considéré paramétrées par

Spec(A), et I'on cherche ensuite si ce foncteur est un schéma, ou un espace
algébrique.

(0.2) Cette approche fonctorielle présente cependant de sérieuses limitations.
Par exemple, si k est un corps algébriquement clos, on sait que I'ensemble
des classes d’isomorphie de k-courbes elliptiques est en bijection avec k,
par le truchement de I'invariant modulaire classique j. Si 'on veut étendre
cette propriété aux familles, on constate immédiatement qu’a toute T-
courbe elliptique E, ot T est un k-schéma, on sait associer un élément
J(E) de T(T,"r), obtenant ainsi une application, fonctorielle en T, de
I'ensemble El(T) des classes d’isomorphie de T-courbes elliptiques vers
I(T, 1) = Homy (T, A}). Comme on I'a dit cette application est bijective
pour T' = Spec(k), mais elle n’est, en général, ni injective ni surjective pour
T’ quelconque. Ceci est 1ié au fait que le foncteur Ell n’est pas un faisceau (ni
méme un préfaisceau séparé) pour la topologie étale, ce qui Gte tout espoir
qu’il soit un schéma ou méme un espace algébrique.

Or ily ala quelque chose d’immoral, puisque les courbes elliptiques elles-
mémes se comportent fort hien par descente étale. Le probléme rencontré
vient donc du passage aux classes d’isomorphie, et de fait il se présente
chaque fois que I'ou cherche & traiter des problémes de modules ou les objets
a classifier adniettent des automorplismes non triviaux (torseurs sous un
groupe, fibrés vectoriels sur une variété, variétés abéliennes polarisées,...)
Dans ce cas, on dispose classiquement de deux types de palliatifs.

On peut d’abord «tuery les automorphismes (rigidifier) par adjonction
de structures supplémentaires (telles que les structures de niveau pour les
courbes elliptiques) : on remplace alors le foncteur F : (Aff) — (Ens) initial
par un autre foncteur F’ muni d’un morphisme ® : F’ —» F (oubli de
a structure supplémentaire), de telle sorte que F’ soit, disons, un espace
ilgébrique et que ® ait de «bonnes» propriétés.

Une autre réponse, en quelque sorte duale, est de trouver un «bony
norphisme ¥ : F' — F” ot F” est un espace algébrique : on peut demander
Jue ¥ soit universel pour les morphismes de F vers un espace algébrique
‘ce qui conduit 3 la notion d’espace de modules grossier, dont le morphisme
i1l — A? vu plus haut est un exemple), voire pour les morphismes de F' vers
n faiscean étale (comme dans le cas du schéma de Picard).

Ces deux wéthodes, qui consistent 3 « approcher» le foncteur étudié par un
wtre plus maniable, sont et resteront utiles mais font perdre de I'information.
Jr on peut observer que la source des difficultés — le passage aux classes
lisomorphie -- est en un seus une contrainte artificielle : ainsi, dans I'exemple
lu foncteur Ell, I'objet naturel que I'on cherche 3 étudier est la donnée,
our tout k-schéma T, de la catégorie ELL(T) des T-courbes elliptiques,
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avec comme morphismes les T-isomorphismes de courbes elliptiques, (}ui est

«fonctorielle en T'» pour peu que I'on fixe, pour tout k-morphisme T - T

et tout objet F de ELL(T), un produit fibré E X7 T. L'« apphca’tlon'»q
T — ELL(T) vérifie alors une série de propriétés qui en font une cateqorze

fibrée en groupoides sur la catégorie des (k-)schémas (ou c’el}e des (k—)scl_ler'nas

affines, & laquelle, pour des raisons techniques, nous préférons nous limiter

dans cet ouvragej.-

(0.3) La notion de catégorie fibrée — sur une catégprie C d(?nnée - in,trgduite
elle aussi par Grothendieck ([SGA 1] VI), généralise la notion de préfaiscean
(foncteur contravariant & valeurs dans la catégorie df%S ensembles) sur C :
c’est, en termes imprécis, un «préfaisceau de catégories sur C». Lorsque C
est munie d’une topologie de Grothendieck, I'extension & ce contexte de la
notion de faisceau conduit tout naturellement a la notion de cha,mp sur C.
Ainsi, ELL est un champ de groupoides sur la catégorie des k-schémas, pour
la. topologie fpqc (et donc pour toute topologie moins f/ing, notaminent la
topologie étale) : ce n’est 1a qu'une reformulation du th-eo1feme de desclent_;e
fidelement plate, dans le cas particulier des courbe§ elliptiques. La théorie
générale des champs sur un site est exposée dans [Gir 2]’.

L’étude détaillée des champs algébriques a commencé avec les travaux .de
Deligne et Mumford [De-Mu] et d’Artin [Ar 6] (mais da'ns le cas pa/rticuher
des courbes elliptiques on trouvera déja les idées eAssent{eHes exposées dans
[Mu]). Les champs algébriques jouent en gros lfa méme roble par rapport aux
champs généraux — sur le site étale des (k-)schémas affines ~ que les espaces
algébriques par rapport aux faisceaux d’ensembles : un,champ algeb\rlqpe est
un champ %" qui admet un «recouvrement» par un schéma X , c"est-a:d'lre un
morphisme P : X — & vérifiant certaines propriétés dont 11' ex}lste d’ailleurs
deux variantes principales, suivant que 'on exige que P soit étale [De-Mu]
ou seulement lisse [Ar 6).

(0.4) Grothendieck propose d’élargir & son tour le cadre pré'cédent en
remplacant les 1-champs par des n-champs (grosso' modo,. des \fznsceaux en
n-catégories sur (Aff) ou sur un site arbitraire) et il ne fait guere 'de do’ute
qu’il existe une notion utile de n-champs algébriques. Cette questlon n’est
pas abordée ici mais fait I’'objet de travaux récents, tels que [Si]. Par contre
nous utiliserons librement le langage des 2-catégories.

(0.5) En gros, cet ouvrage se compose de quatre pa:r‘ties : g\énéralités sur les
faisceaux, les espaces algébriques et les champs (chapitres 1 3 3 et ?Lppendlce),
généralités sur les champs algébriques (chapitres 4 & 8), comparaison avec le
point de vue fppf (chapitres 9 & 11), faisceaux sur les champs a}lgebrlques
(chapitres 12 & 18). Donnons un bref apercu du contenu’de§ 'chapltres.

Au chapitre 1, nous rappelons tres brievement la définition des 'es'paces
algébriques. Pour plus de détails nous renvoyons aux travaux originaux



d’Artin, Knutson et Moishezon ; quelques résultats ont été, faute de référence,
rassemblés dans 'appendice.

Le chapitre 2 est consacré & la 2-catégorie des groupoides. Par groupoide
nous voulons dire plus exactement catégorie fibrée en groupoides au-dessus
de (Aff).

La 2-catégorie des champs est introduite au chapitre 3. Nous nous sommes
beaucoup inspirés de [De-Mu] pour ce chapitre ainsi d’ailleurs que pour le
suivant. Nous nous limitons ici aux champs sur le site (Aff); pour les notions
générales on renvoie & [Gir 1] ou [Gir 2]. On traite aussi la notion de 1-
morphisme de champs représentable (qui apparait pour la premiére fois dans
[De-Mu]) et la définition et quelques propriétés des gerbes.

Au chapitre 4, nous définissons les champs algébriques. Il s’agit de la
définition d’Artin [Ar 6] (restreinte aux champs quasi-séparés), plus générale
que celle de [De-Mu]. Le reste de ce chapitre est consacré & définir diverses
propriétés des champs algébriques et des 1-morphismes entre iceux (en général
par réduction au cas des schémas).

Au chapitre 5, nous définissons 1'espace topologique sous-jacent a un
champ algébrique (qui généralise l'espace sous-jacent % un schéma) et
quelques propriétés topologiques élémentaires des morphismes (par exemple :
morphisimes ouverts, fermés, générisants, parties constructibles, théoréme de
Chevalley).

Au chapitre 6, nous établissons divers résultats de structure pour les
champs algébriques, variations sur le théme de I’existence, pour un champ
algébrique .#", d'un schéma X et d’un morphisme X — & ayant de bonnes
propriétés (i.e. permettant de ramener Pétude de .2" & celle de X ).

Le chapitre 7 est consacré aux critéres valuatifs et aux notions de
séparation ct de propreté. On sait [De-Mu] que, méme pour les champs de
Deligne-Mumford, "énoncé du critere valuatif de propreté est plus compliqué
rie dans le cas des morphismes de schémas. Nous avons essayé d’en donner
diverses variantes, mais il faut bien reconnaitre qu’en ’état actuel de nos
connaissances, la notion de propreté ne prend toute sa puissance que si 'on
dispose d’un énoncé du type «lemme de Chow » permettant de se ramener au
cas d’un morphisme projectif de schémas. C’est d’ailleurs déja le cas dans les
EGA, ou le théoréme de finitude pour les images directes {(par un morphisme
propre) de Modules cohérents repose sur une telle réduction au cas projectif.
En ce qui concerne les champs algébriques, cette réduction est possible pour
les champs de Deligne-Mumford (cf. (16.6), plus précis que le théoreme 4.12
de [De-Mu]) mais nous ne connaissons pas d’énoncé plus général. Le méme
probleme se pose avec le théoréme de changement de base (18.5.1) pour les
images directes de faisceaux constructibles. —

Le chapitre 8 est consacré a la démonstration du résultat suivant : tout
champ algébrique dont le morphisme diagonal est non ramifié est un champ
de Deligne-Mumford (la réciproque est bien connue et facile). On en tire
immédiatement le fait — que certains auteurs semblent considérer comme

trivial — qu’un champ algébrique dont les objets n’ont pas d’éutomorphismes
non triviaux est un espace algébrique.

Les chapitres 9, 10 et 11 s’articulent autour du théoreme d’Artin selon
lequel, en gros, le champ quotient d’un groupoide plat est algébrique. Entre
autres couséquences importantes, ce théoréme implique notanment -que 'on
ne changerait rien a la notion de champ algébrique en utilisant dans la
définition la topologie fppf plutdt que la topologie étale, et des « préscutations
fppfn plutdét que lisses. Ceci justifie les préliminaires du chapitre 9 sur
les topologies utilisées, la topologie étale étant jusqu’alors la «topologie
par défaut». Le résultat principal (10.1) est donné ensuite, ainsi que les
importants théoremes de représentabilité qu’il implique. Signalons cependant
les résultats de représentabilité obtenus précédeminent par Grothendieck
(IGr1] 111, [SGA 3] V, [Mur]) et Raynaud ([Ra1] et [Ra2}). Enfin, comme
autre application, nous définissons au chapitre 11 les notions de point
algébrique d’un champ algébrique et de gerbe résiduelle en un tel point, ainsi
que la notion de dimension. Nous montrons en particulier (11.5) qu'un champ
algébrique de type fini sur un schéma noethérien admet une stratification
par des sous-champs localement fermés qui sont des gerbes sur des espaces
algébriques.

L’étude des faisceaux sur un champ algébrique commence au chapitre 12,
ol sont étudiés le site «lisse-étalen d’un tel champ et le topos associé. 11 faut
prendre garde que dans le cas d’un espace algébrique, ce topos est plus gros
que le topos étale usuel qui s’identifie seulement & la sous-catégorie pleine du
topos lisse-étale formée des faisceaux «cartésiens». Cette dernicre notion a
un sens pour tout champ algébrique .#&", et la catégorie des faisceaux lisses-
étales cartésiens sur . admet une description simpliciale, dans Pesprit de
[De 1], permettant d’en ramener I’étude & celle des faisceaux étales sur un
espace algébrique simplicial construit a I'aide d’une présentation de .2&". Ce
point de vue a une grande importance «technique» dans la suite de 'ouvrage.

Au chapitre 13, nous considérons les faisceaux quasi-cohérents sur les
champs algébriques et leurs fonctorialités, ainsi que la descente fidélement
plate de ces faisceaux.

Le chapitre 14 est consacré d’une part aux «constructions locales» V(&),
P(&),... sur les champs algébriques, d’autre part & la notion de champ de
Picard et a la correspondance de Deligne entre champs de Picard et complexes
de longueur 1.

Au chapitre 15, nous traitons les fonctorialités des faisceaux cohérents sur
les champs algébriques localement noethériens.

Les sorites des chapitres précédents sont exploités au chapitre 16 qui
contient deux résultats de structure importants : une généralisation (partielle)
du «Main Theorem» de Zariski (16.5), et P'existence, pour tout champ de
Deligne-Mumford noethérien ., d’un morphisme fini et surjectif X — &~
ot X est un schéma (16.6). Ce théoréme améliore le «lemme de Chow » énoncé
sans démonstration dans [De-Mu] et, comme on I’a dit plus haut, il simplifie
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l'utilisation de la notion de propreté pour les champs de Deligne-Mumford ;
il entraine en particulier (15.6) le théoréme de finitude des images directes de
Modules cohérents par un morphisme propre de champs de Deligne-Mumford
noethériens.

Au chapitre 17, nous définissons le complexe cotangent d’un morphisme
de champs algébriques. La construction, assez élaborée, procéde par descente
a partir du cas d’un morphisme de schémas (ou d’espaces algébriques).
Pour pouvoir appliquer commodément les théorémes de descente disponibles
on est amené & travailler avec des complexes bornés, de sorte que l'objet
construit est un systéme projectif de tels complexes (correspondant, dans le
cas d’'un morphisme X — Y de schémas, au systeme projectif indexé par
n € N des tronqués 7>_nLx,y du complexe cotangent L x/vy habituel). De
fagon peut-étre plus génante, chacun des «complexes» du systéme n’est en
réalité qu'un ind-objet essentiellement constant de la catégorie dérivée, en
raison de la construction par descente qui implique le choix arbitraire dune
«présentation. On voit que l'on a perdu I'un des agréments — & vrai dire
un peu miraculeux - de la définition du complexe cotangent d’un morphisme
de topos donnée dans [Il], qui est l'existence d’un «vrai complexe». Tout
monstrueux quil soit, I'objet obtenu, et notamment sa cohomologie, a les
propriétés que 'on en attend; noter qu'il s’agit d’un complexe & degrés < 1
et non a degrés < 0, son faiscean . 77! s’interprétant en termes des groupes
d’automorphismes des objets du champ considéré. On termine le chapitre 17
par la définition du champ tangent & un champ algébrique.

Le chapitre 18 est consacré aux faisceaux lisses-étales constructibles (et
plus généralement cartésiens) et & leurs fonctorialités.

Enfin le chapitre 19 rassemble quelques résultats récents, en renvoyant aux
articles originaux, et 'appendice, en revanche, contient des énoncés utiles sur
les espaces algébriques pour lesquels, selon la formule consacrée, «il n’a pas
été possible de donner une référence commodey.

Nous remercions O. Gabber, L. Illusie, ¢t M. Raynaud pour les discussions
fructuenses que nous avons eues avec eux durant la préparation de ce travail,
ainusi que le referee pour sa lecture attentive du manuscrit et ses remarques
pertinentes. La citation de Baudelaire nous a été suggérée par L. Lafforgue.
Nous remercions Mme Bonnardel, Mine Le Bronnec et Mme Brunel qui ont
assuré avec compétence la frappe des premieres versions du manuscrit.

Convention. Parmi les partis pris de ce livre, signalons les suivants :
nous nous linitons aux champs algébriques quasi-séparés sur un schéma
de base fixé, et supposé lui aussi quasi-séparé; d’autre part nous avons
systématiquernent ignoré les problémes logiques habituellement résolus (dans
[SGA 4] notamment) par des choix d’univers.
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1. La catégorie des S-espaces
et sa sous-catégorie strictement pleine
des S-espaces algébriques

On fixe un schéma de base S. On notera (Afl/S) la catégorie des schémas
affines munis d’un morphisme de schémas dans S. Remarquer que cette
catégorie n’a pas en général d’objet final (sauf si S est affine) ni de produits
(sauf si S est séparé) mais qu’elle admet des produits fibrés.

On munira (Aff/S) de la topologie étale, i.e. de la topologic engendrée par
la prétopologie suivante : pour tout U € ob (Aff/5), les familles couvrantes
de U sont les familles finies (V; 25 U);er de flaches dans (Aff/S) telles que
chaque ¢; soit un morphisme étale et que U soit réunion ensembliste des
images des ¢; (lesquelles sont des ouverts de U).

On voit qu’en considérant la somme des U;, on peut souvent se limiter
aux familles couvrantes & un élément.

Un S-espace est par définition un faisceau d’ensembles sur le site (Aff/S)
ainsi défini; on note (Es/S) la catégorie de ces S-espaces.

D’apres ([SGA 1] VIII, 5.1), la catégorie (Sch/S) des S-schémas s’identifie
4 une sous-catégorie pleine de (Es/S) : & tout S-schéma X on associe le
faisceau U — X (U) = Homsey,5)(U, X) sur (Aff/S). Par abus de langage, on
dira qu’un S-espace «est» un (S-)schéma §’il appartient & 'image essentielle
de (Sch/S).

En particulier, le S-schéma S correspond & Yobjet final de (Es/S), et le
produit de deux objets X et Y de (Es/S) pourra indifféremment se noter
XxYouXxgY.

Un morphisme f : X — Y dans (Es/S) sera dit schématique si pour
tout U € ob (Aff/S) et tout y € Y(U) (va comme morphisme U — Y
dans (Es/S)) le produit fibré U x,y,s X est un schéma. Les propriétés
de morphismes de S-schémas qui sont stables par changement de base
s’étendent naturellement aux morphismes schématiques de S-espaces : on
peut ainsi parler de morphismes schématiques et étales, schématiques et
quasi-compacts... dans (Es/S).

Nous définirons les S-espaces algébriques de la maniére suivante :

DEFINITION (1.1). — Un S-espace algébrique (sous-entendu quasi-séparé)
est un S-espace X vérifiant les propriétés suivantes :

(i) le morphisme diagonal de X, X — X x5 X, est schématique et quasi-
compact ;
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(ii) 4 existe un schéma X' et un morphisme de S-espaces X' -1+ X
(automatiqguement schématique d’aprés (i)) qui est étale et surjectif.

On note (Fs.alg/S) la sous-catégorie (strictement) pleine de (Es/S) dont les
objets sont les S-espaces algébriques; (Sch/S) est contenue dans (Es.alg/S).

La définition (1.1) est équivalente & la définition de Knutson ({Kn] 11, 1.1)
que nous rappelons ci-dessous (1.2).

Une relation d’équivalence X. dans (Es/S) est la donnée de deux S-
espaces Xo et X3 et d’'un monomorphisme de S-espaces (i.e. un monomor-
phisme de faisceaux)

X125 Xo x5 Xo
tels que, pour tout objet U de (Aff/S9),

8(U)
X1 (U) — Xo(U) x Xo(U)

soit le graphe d’une relation d’équivalence dans la catégorie des ensembles;
un quotient pour la relation d’équivalence X. est par définition un faisceau

conoyau du diagramme
pryoé

X1 —= Xo.
pr;oé
Un tel S-espace quotient @) existe toujours, et X ¢’identifie canoniquement
au carré fibré Xo x ¢ Xo. Inversement, pour tout épimorphisme Xo —» @ dans
(Es/S), Q s’identifie au S-espace quotient de la relation d’équivalence donnée
par la fleche naturelle Xo xg Xo — Xo xs Xo. Tout ceci résulte d’énoncés
généraux sur les faisceaux, cf. par exemple ([SGA 4] II, 4).

PROPOSITION (1.2). — Pour gqu’un S-espace soit un S-espace algébrique, il
faut et il suffit qu’il soit quotient pour au moins une relation d’équivalence
X. dans (Es/S) on Xo, Xy sont des S-schémas, pr; o §, pry o § des
morphismes ¢étales (de S-schémas) et § un monomorphisme quasi-compact
(de S-schémas). De fagon plus précise :

(a) si X est un S-espace algébrique et si w: X' — X est un morphisme
comme en (1.1)(ii), alors les projections pry,pry : X' xx X' — X' sont étales,
le morphisme (pry,pry) : X' xx X' — X' xg X' est quasi-compact et X est
le quotient de la relation d’équivalence définie par ce morphisme;

(b) st X. est une relation d’équivalence dans (Sch/S) avec pry 08, pryo6
étales et & quasi-compact, alors le S-espace quotient de X. est algébrique
et le morphisme canonique de Xo vers ce quotient est schématique, étale et
surjectif.

Preyve : ([Kn] IL,1.3). 0

L’intérét principal de la notion de S-espace algébrique vient du résultat
suivant, qui sera renforcé au chapitre 10 par le critere d’Artin (o0 «étales»
sera remplacé par «plats et localement de présentation finien).
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PROPOSITION (1.3). — Soit X. une relation d’équivalence dans (Es/S) od

Xo, X1 sont des S-espaces algébrigues, pry 06, pryoé des morphismes étales

de S-espaces algébriques et § un monomorphisme de type fini de S-espaces

algébriques. Alors, «le» S-espace quotient pour X. est un S-espace algébrique.
~—

Preyve : ([Kn] 11, 3.14), joint & (A.2) qui montre que § est quasi-affine. O

Remarques (1.4) : (1) Le lecteur attentif aura observé que notre définition
des S-espaces algébriques (méme sous la forme équivalente résultant de (1.2))
differe légerement de celle de Knutson : pour celui-ci, les espaces algébriques
sont des faisceaux sur la catégorie des schémas. La restriction aux schémas
affines, adoptée ici, est clairement inoffensive, un faisceau sur (Aff /S) se
prolongeant naturellement en un faisceau sur la catégorie des schémas.

(2) Nous montrerons en (A.4) que tout S-espace algébrique est en fait un
faisceau pour la topologie fpqc.

(3) Bien entendu, le mot «quasi-séparé» dans la définition (1.1) renvoie
4 hypothése de quasi-compacité du morphisme diagonal de (1.1)(i). Cette
hypothese (ainsi que son pendant, la quasi-compacité de § dans (1.2)(b) et
dans (1.3)) est utilisée dans les démonstrations de (1.2) et de (A.4). Pour des
commentaires sur cette question, voir ([Kn] I1,1.9).

(4) La plupart des notions et des résultats de la théorie des S-schémas se
généralisent 4 la théorie des S-espaces algébriques, comme cela est expliqué
dans [Kn|. Nous utiliserons librement ces généralisations, méme si elles ne
sont pas explicitées dans la littérature.

DEFINITION (1.5). — Soit f : X — Y un morphisme dans (Es/S). On dit que
f est représentable si pour tout U € ob (Aff/S) et toute sectiony € Y(U), le
S-espace X Xy, U est un S-espace algébrique.

Un S-espace est dit représentable si c¢’est un S-espace algébrique.

Remarque (1.5.1) : 11 est clair que tout morphisme de S-espaces algébriques
est représentable, et que la représentabilité est une propriété stable par
changement de base (existence des produits fibrés dans (Es.alg/S), cf. ([Kn]
I1,1.5)). Si X est un S-espace représentable, le morphisme de X vers le
faisceau final (représenté par S) est représentable; la réciproque — qui justifie
la terminologie — est un cas particulier de (1.6.1) ci-dessous.

Bien entendu, on étendra aux morphismes représentables de S-espaces les
propriétés des morphismes de S-espaces algébriques stables par changement
de base.

La notion de morphisme représentable permet par exemple de reformuler
(1.3) comme suit :

PROPOSITION (1.6). — Soit p : X' — X un morphisme dans (Es/S). On
suppose que :
(i} X' est un S-espace algébrique;



(ii) p est représentable, étale et surjectif

(ifi) (pry,pry) : X' xx X' — X' xg X' (qui est un morphisme d’espaces
algébriques d’aprés (i) et (ii)) est quasi-compact.

Alors X est un S-espace algébrigue.

Preyve : D’apreés (ii), p est un épimorphisme dans (Es/S) de sorte que X est
le quotient de la relation d’équivalence naturelle (pry,prg) : X' xx X' —
X' xg X'. 1 suffit donc d’appliquer (1.3) (remarquer que, comme p est
localement de présentation finie, (pr;, pry) est localement de type fini et donc
de type fini d’apres (iii)). O

COROLLAIRE (1.6.1). — Soit f : X — Y un morphisme représentable dans
(Es/S). SiY est un S-espace algébrique, il en est de méme de X.

Preuve: Il existe un S-schéma Y, somme de schémas affines, et un morphisme
g:Y' — Y vérifiant les hypotheses de (1.6). 11 suffit alors d’appliquer (1.6)
au morphisme p : X’ — X déduit de ¢ par le changement de base f. ]

COROLLAIRE (1.6.2). — Soient xLy 2.7 deus morphismes dans (Es/S).
Alors :

(a) si f et g sont représentables, il en est de méme de gof;

(b) si go f est représentable, alors f est représentable dans chacun des
cas suvants :

(i) le morphisme naturel Y xz Y —» Y xg Y est représentable ;

(ii) le morphisme diagonal Z — Z xg Z est représentable ;

(iii) g est un monomorphisme.

Preuve : (a) est une conséquence immédiate de (1.6.1); pour (b), donnons-
nous U € ob (Aff/S) et y € Y/(U) : pour voir que X xy U est représentable
dans le cas (i) il suffit de considérer le diagramme cartésien naturel suivant,
dont le lecteur explicitera les fleches :

XXyU — XXZU
I o |
YxzY — YxgY

et d’appliquer (1.6.1) 4 la fléche horizontale supérieure. Le cas (ii) (resp. (1))
en résulte puisque ¥ xzY — Y x5 Y se déduit par changement de base de
Z — Z x5 Z (resp. est un isomorphisme). |

COROLLAIRE (1.6.3). — Soit

X 2 x
f’l O lf
Y — Y

q

" un carré cartésien dans (Es/S). On suppose que f' est représentable et que

q est un épimorphisme. Alors [ est représentable.

Preuve : On peut supposer que Y est un S-schéma affine; I’hypothése sur
g signifie alors qu'il existe un Y-schéma affine Y, étale et surjectif sur Y,
et un Y-morphisme de Y” dans Y’. Remplacant Y’ par Y, nous sommes
ramenés au cas o Y et Y’ sont des schémas et ol g, et donc p, est étale et
surjectif. Comme f’ est représentable, X’ est alors un S-espace algébrique et
nous pouvons appliquer (1.6). ]

COROLLAIRE (1.6.4). — Soit p: X" — X un morphisme étale et surjectif de
S-espaces algébriques. Alors p est un morphisme de descente effective pour
la catégorie fibrée des S-espaces algébriques.

Preuve : p est un morphisme de descente effective dans (Es/S) puisque c’est
un épimorphisme; par suite tout X’-espace algébrique mmi d’une dommée
de descente relativement a p provient par changement de base d’un unique
S-espace au-dessus de X. Le fait que ce dernier soit algébrique résulte de

(1.6.3). 0



2. La 2-catégorie des S-groupoides

Rappelons qu’un groupoide est une catégorie dont toutes les fleches sont des
isomorphismes.

DEFINITION (2.1). — Un S-groupoide est la donnée d’une catégorie & et
d’un foncteur a : & — (Aff/S) (appelé morphisme structural) vérifiant les

aziomes suivants :
(i) pour toute flecche V5 U dans (Aff/S) et tout objet z de .~ tel que

a(z) = U, il existe au moins une fleche y J 2 dans & avec a(f)=¢;
z

(i1) pour tout diagramme
\\h

T
a
Yy
dans & d’image
w
X
U
y
Vv
dans (Aff/S) et toute fléche WLV dans (AfE/S) telle que x = po 1, il

ezriste une et une seule fléche z-2y dans & telle que h = fog et que

a(g) =.

Pour tout U € ob (Aff/S), on notera %y et on appellera catégorie fibre de
& en U la sous-catégorie de %" dont les objets sont les z € ob. & tels
que a(z) = U et dont les fleches sont les f € & telles que a(f) = Idy. La



catégorie . £(; est un groupoide : dans (i), prendre U =V = W, ¢ = o) = Idy,
z=uz, h=1Id,.

Pour toute fleche V -5 U dans (Aff/S) et tout z € ob. 2", ’axiome (i1)
implique que la leche y — x dans .#", dont (i) assure Iexistence, est unique
a isomorphisme unique prés; pour chaque V —2 U et chaque z, on choisira
une fois pour toutes une telle fleche y—f»m que l'on notera ¢*xr — = ou
encore zy — z. De plus, pour toute fléche 2’ Lox dans &, on notera o*f
ou fy I'unique fleche ¢ dans .#i, qui fait commuter le carré

(p*itl — !

ol b

Yt — .

On définit ainsi un foncteur * de %y dans .2 pour toute fleche V -2 17
dans (Aff/S). On appelle ce foncteur «le» foncteur de changement de base

par @ et on le note encore (—)y. Pour deux fléches composables W -2V et
V £5U dans (Aff/S ), on a un isomorphisme canonique de foncteurs

P op* E (poyh)*

et ces isomorphismes de foncteurs vérifient la condition de cocycle usuelle.
Ou voit ainsi que le. morphisme structural fait de tout S-groupoide une
catégorie fibrée sur (Aff/S), au sens de ([SGA 1] VI, 6.1) et que 1'on aurait
pu, de fagon essentiellement équivalente, définir un S-groupoide comme une
catgorie fibrée dont les catégories fibres sont des groupoides.

(2.2) Les S-groupoides forment une 2-catégorie (cf. [Ha]), notée (Gr/S) :
les objets sont les S-groupoides, les 1-fleches sont les foncteurs entre
catégories sous-jacentes aux S-groupoides qui sont strictement compatibles
aux morphismes structuraux et les 2-fleches sont les isomorphismes entre les
foncteurs qui définissent les 1-fleches.

Un 1-morphisme & -+ % dans (Gr/S) est un (1-)monomorphisme
(resp. isomorphisme) si, pour tout U € ob (Aff/S), le foncteur Fy : .Zi —
%y est pleinement fidele (resp. une équivalence de catégories).

La description des S-groupoides comme catégories fibrées rend clair le
fait que les limites inductives et projectives arbitraires de S-groupoides sont
encore des S-groupoides, ces limites se calculant «fibre & fibre».

(2.2.1) Explicitons par exemple la construction des sommes disjointes. Soit
(44)ic1 une famille de S-groupoides. Pour tout U € ob (Aff/S), la catégorie
fibre ([;c; - #i)u est simplement la somme des catégories (.#;)y, que l'on
peut définir ainsi : un objet de (J],.; #&i)u est un couple (i,z;) ot i € I et
z; € ob (4{)y ; pour deux tels objets (i,z;) et (4, y;), Hom((¢,x;), (4, y;)) est
par définition Hom 4;(z;,y;) si ¢ = j, et est vide si 4 # 7. La composition

des fleches et les foncteurs de changement de base se définissent de maniére
triviale.

(2.2.2) Pour un exemple un peu moins élémentaire, et utile dans la suite,
sotent P "
s Y
deux 1-fleches dans (Gr/S) de méme but, et construisons le produit fibré
HI X g g A" Pour tout U € ob (Aff/S), la catégorie fibre (&7 x gy pu
Zu a pour objets les triplets

(&' 2", 9)
ot z' € ob. &, =" € ob. &, et ol g est une fleche de F'(z') vers F"(z")
dans ¥4y ; une fleche de (2,27, g1) vers (x5, =4, g2) dans cette catégorie fibre
est un couple

o o o £
(x1 = 2,77 — Ty

ol f' e A&y, f € .2, tel que
G20 F'(f') = F"({") o qu.
Enfin, pour toute eche V -2 U dans (Aff/S), on a
¢ (22", 9) = (¢"7, 072", 0%9)

et ,
O (f ) = (e et ).

(2.2.3) (Gr/S) a également un objet final &', caractérisé par la propriété
que pour tout U € ob (Aff/S), la catégorie fibre &y soit équivalente a la
catégorie ponctuelle. En conséquence (Gr/S) a des produits finis : si & et
4/ sont deux S-groupoides, (% x5 % )u est simplement la catégorie produit
Zir X ¢y, ot U'on anoté & xg 9/ le produit de &' et ¢4,

(2.2.4) Pour tout 1-morphisme F : %" — %/ dans (Gr/S), explicitons le mor-
phisme diagonal A g/ 5, : &' — & X 4 p & pour tout U € ob (Aff/S) et
tout € ob &7, on a A gy (x) = (2, 7,1dp(s)); pour toute fleche f 1z — z'
dans s, Ay (f) est la feche (z <o o, o o) dans (& xp, 020
Le lecteur vérifiera sans peine la proposition suivante (qui n’est qu’un énoncé
général sur les produits fibrés de catégories, appliqué aux catégories fibres) :

PROPOSITION (2.3). — Soit F : & — 9 un l-morphisme dans (Gr/S),
et soit U € ob(Aff/S). Considérons le foncteur (A y)v @ Ay —
(.%‘ Xp’y/yp ‘%')U- Alors :

(i) Le foncteur (A g/, )u est toujours fidéle;

(it) (A p)u est pleinement fidéle si et seulement si Fy : Sy — Y
est fidéle;
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(i) (A y)u est une équivalence si et seulement si Fy : .2y — Yy est
sleinement fidéle. 0

Remarque (2.3.1) : En particulier un l-morphisme dans (Gr/S) est un
nonomorphisme si et seulement si sa diagonale est un isomorphisme.

2.4) Ezemples de S-groupoides.

2.4.1) Soit X un préfaisceau sur (Aff/S) (i.e. un foncteur (Aff/S)err —
Ens)). On note encore X le S-groupoide suivant : pour tout U € ob (Aff/S),
a catégorie fibre Xir est la catégorie discréte ayant pour ensemble d’objets
((U); pour toute fleche ¢ + V — U dans (Aff/S), ¢* est donné par la
estriction X(U) — X (V). On laisse au lecteur le soin de vérifier les résultats
uivants :

’ROPOSITION (2.4.1.1). — Soit .4 un S-groupoide. Les conditions suivantes
ont équivalentes :

(i) & est (1-isomorphe au groupoide) associé & un préfaisceau;

(ii) pour tout U € ob (Aff/S), .2, est équivalente & une catégorie discréte
les seuls automorphismes de ses objets sont les identités) ;

(i) A g/s : - — &' xg. & est un monomorphisme. 0

temarque (2.4.1.2) : Commec le lecteur attentif 'aura remarqué, seules les
uplications (i)=>(ii)<(iii) sont vraies en toute généralité. Pour déduire (1)
es deux autres propriétés, il faut supposer au départ que les catégories fibres
ont «petitesy relativement & des choix d’univers que les auteurs n’ont pas cru
on de préciser an début de cet ouvrage. Ils justifient ce déplorable laxisme
dont ce n’est pas le dernier exemple) par 1’espoir que ledit ouvrage gagne en
sibilité ce qu’il perd peut-étre en rigueur.

'ROPOSITION (2.4.1.3). -~ Soit F : . %" — 4/ un 1-morphisme dans (Gr/S).
es conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout préfaisccau T et tout 1-morphisme u : T — 9, le S-
roupoide . & Xp g T est associé ¢ un préfaisceau;

(i) pour tout U € ob (Aff/S), Fy : .4y — Uy est fidéle;

() A gy : & — 2 X, .1 -2 est un monomorphisme. ]
'OROLLAIRE (2.4.14). -— Soient ¢/ un S-groupoide, X' et X" deux

réfaisceaur sur (Af/S), W' : X' — ¢, u" X" — 4/ deuz 1-
worphisines dans (Gr/S). Alors le produit fibré X' X,y X' est associé
un préfaisceau.

reuve : On a un diagramme 2-cartésien dans (Gr/S), dont le lecteur
<plicitera les fleches :
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X, xu’,’&{,u” X” —_— X’ Xg X”

| !

/4 Y xs ¥

Ayys

et il suffit d’appliquer I’assertion «(ii)=-(i)» de (2.4.1.3), compte tenu de
(2.3)(1). O

Nous utiliserons surtout la construction de (2.4.1) lorsque X est un faisceau,
i.e. un S-espace (observer cependant que la définition de (Gr/S) ne fait pas
intervenir de topologie). Si I'on considére la catégorie (Es/S) comme une
2-catégorie avec comme seules 2-fleches les identités, alors la construction ci-
dessus identifie 1a 2-catégorie (Es/S) a une sous-2-catégorie pleine de (Gr/S).

Si U € ob(Aff/S) est identifié au S-espace qu’il représente,"il définit
en particulier un S-groupoide encore noté U ; pour tout S-groupoide .4, laj
catégorie fibre .2y s’identifie alors & la catégorie des 1-fleches de U vers .4
dans (Gr/S5).

(2.4.2) Soient U € ob (Aff/S) et G un U-espace en groupes. Rappel?ns qu’un
G-torseur (& droite) est un U-espace P muni d'une action (a dro1t}e)’ de G
vérifiant la propriété suivante : il existe une famille couvrante (& un élément)
(U — U) dans (Aff/S) telle que P xy U’ soit G xy U'-isomorphe & G xy U’
lui-méme muni de Paction de G xy U’ par translations & droite.

Soient maintenant X un S-espace, ¥ un X-espace (i.e. un S-espace muni
d’un morphisme Y — X) et G un X-espace en groupes agissant a droite sur
Y. On note [Y/G/X] le S-groupoide suivant : pour tout U € ob (Aff/S), la
catégorie fibre en U est la catégorie des triplets (z, P,a) oh z € X (U), P est
un Gxx gU-torseuret a : P — Y X x o U est un morphisme de U-espaces qui
est G X x z U-équivariant, les foncteurs * étant définis de maniere évidente.

Dans le cas particulier Y = X, on note encore B(G/X) le S-groupoide
[Y/X/G) et on dit que B(G/X) est le classifiont de G/X. Ainsi, pour tout
U € ob (Aff/S), B(G/X)u est simplement la catégorie des G x ¢ U-torseurs
sur U.

(2.4.3) Un S-espace en groupoides X. est la donnée de deux S-espaces
Xo et X, munis de morphismes de S-espaces source s : X1 — Xo, but
b: X1 — Xo, origine € : Xo — X, inverse i : X; — X; et composition
m: X1 Xg x4 X1 — X1 vérifiant les axiomes suivants :
(0) soe = boe = Idx,, soi = b et boi = 5, som = sopr, et bom = bopry,
(i) (associativité) les deux fleches composées
mxId

N m
X1 X35, Xo,b X1 Xs,Xo,b Xi T/ X, X8,X0,b X, — X
Idxm

coincident ;



(ii) (élément neutre) les deux fleches composées

exId
m
Xy = X1 Xs,x5 Xo = Xo Xx0,6 X1 T3 X1 Xs,x0,6 X1 — X1
Idxe
sont égales a Iidentité de X ;
(ili) (inverse) les deux carrés
ix1d Idxi
X1 — X1 Xs,x06 X1 X1 —— X1 Xgx0,0 X2
sl lm et bl lm
€ €
Xo ———m X, Xo — X,

sont commutatifs.

A un tel S-espace en groupoides, on associe le S-groupoide [X.]’ suivant :
pour tout U € ob (Aff/5), la catégorie fibre [X.]}; a pour ensemble d’objets
Xo(U), pour ensemble de fleches X;(U) et la source, le but et la loi de
composition des fleches sont induits par s, b et m respectivement ; pour toute
fleche ¢ : V — U dans (Aff/S), le foncteur * : [X.];; — [X.]}, est induit
par la restriction. On dira cque le S-groupoide [X.]" est associé & X.. On a
un l-morphisme canonique p : Xy — [X.]' (qui se réduit aux applications
Id : Xo(U) — ob[X.]},) et un 2-isomorphisme canonique pos — pob
entre 1-fleches de X; vers [X.]', avec une propriété universelle que nous
nous dispensons d’expliciter; remarquons que ces données déterminent un
I-morphisme X; — Xo X, x.),p Xo (induit par (s,b)), qui est en fait un
1-isomorphisme.

Cet exemple contient trivialement comme cas particulier 'exemple (2.4.1)
(prendre X; = Xo,...).

(2.4.4) Soit X un S-espace algébrique. Le S-groupoide Qcohx;s des G-
Modules quasi-cohérents est défini comme suit. La catégorie fibre de Qcoh x5
en U € ob (Aff/S) a pour objets les @x x su-Modules quasi-cohérents qui sont
plats sur @ et a pour fleches les isomorphismes entre tels Cx x ;u~-Modules;
pour toute fleche ¢ : V' — U dans (Aff/S), p* est le foncteur image réciproque
par Idx xg ¢ pour les (%-modules. (Dans cette définition, la condition de
platitude est imposée en vue du théoreme (4.6.2.1)).

On a des variantes @cohpfx/s, resp. . Fibx s, de Qeohx s en imposant
de plus aux faisceaux considérés d’étre de présentation finie, resp. localement
libres de rang constant n € N. Si S est localement noethérien et X localement
de type fini sur S, on notera encore €ohx,g le S-groupoide Qcohpf x ;s et on
dira que Zohxs est le S-groupoide des (%x-Modules cohérents.

(2.4.5) Le S-groupoide .#chg des S-schémas est le S-groupoide défini comme
suit. Pour tout U € ob (Aff/S), (Fchs)y est la catégorie des U-schémas;
pour tout fleche V-2-U dans (Aff /8), ©* est le foncteur de changement de
base par @ au sens usuel.

On a des variantes de .¥chg en imposant de plus aux U-schémas considérés
d’étre des courbes, surfaces, ... vérifiant éventuellement des propriétés du
type : quasi-affine, propre, lisse, localement d’intersection complete relative;
4 fibres géométriquement connexes, géométriquement réduites...

(2.4.6) Le S-groupoide ..4s des S-schémas abéliens principalement polarisés
est le S-groupoide défini comme suit. Pour tout U € ob (Aff/S), (. ¢s)u est la
catégorie dont les objets sont les U-schémas abéliens principalement polarisés
(A4,)) et dont les fleches sont les isomorphismes de tels schémas abéliens
compatibles aux polarisations; pour toute fleche V' £, U dans (Aff/S), @*
est le foncteur de changement de base par ¢ au sens usuel.




3. La sous 2-catégorie strictement pleine
des S-champs dans (Gr/S)

DEFINITION (3.1). — Un préchamp sur S, ou S-préchamp, est un S-
groupoide . A" qui vérifie de plus la condition suivante :
(i) pour tout U € ob (Aff/S) et tous z,y € ob. &y, le préfaisceau

Fsom(z,y) : (Aff/U) — (Ens)
(V = U) ~ Hom. g, (zv,yv)

est en fait un faisceau sur (Aff/S).

On dit qu’un préchamp & sur S est un (S-)champ s’il vérifie en outre
la condition suivante :

(ii) pour toute famille couvrante (Vi£5U)er dans (Aff/S), toute donnée
de descente (x;, fji) relative & cette famille couvrante est effective.

Explicitons (i) : on a z; € ob.&y;, fii : (®i|Vji) — (z;|Vji) est une fleche
dans &y, et on a la «condition de cocycle»

(frilViji) = (frilViess) © (f4il Vi)

dans .2y, ,;, ou Vj; = V; xy V; et Vi = Vi Xy V; Xy Vi, pour tous i, j, k € 1.
Que la donnée de descente (z;, f;) soit effective signifie qu'il existe z € ob AU
et des isomorphismes

fir (@Vi) =

dans .%y, pour i parcourant I, tels que
(£51Vis) = fiio (filVyis)

pour tous i,j € I. La condition (i) assure que l'objet  muni de la famille
(f:) est unique & isomorphisme canonique pres.

On notera (Ch/S) la sous-2-catégorie (strictement) pleine de (Gr/S) dont
les objets sont les S-champs.

Un 1-morphisme dans (Ch/S) est un (1-)monomorphisme (resp. isomor-
phisme) si et seulement si c’en est un dans (Gr/S). Pour les épimorphismes
voir (3.6).

La construction suivante est analogue, pour les préchamps, de celle du
faisceau associé & un préfaisceau :



LEMME (3.2). — A tout S-préchamp & est associé canoniquement un S-
champ & muni d’un 1-morphisme de S-groupoides

PR A
qui induit pour tout S-champ % une équivalence de catégories
HOM (%', %) “- HOMg (%", %)

(pour tous S-groupoides .%;, . %5, on a noté HOMg(#7, #2) la catégorie
dont les objets sont les 1-fleches de & vers 43 dans (Gr/S) et dont les
fléches sont les 2-fléches entre ces 1-fléches).

Preuve : Donnons simplement la construction de 3;’ Pour tout U €
ob (Aff/S), la catégorie H&y a pour objets les triplets
(Ul - U7 ml) fll),

Z

ott (U" — U) est une famille couvrante (& un élément) dans (Aff/S), =/ un
objet de .£iy, et f” une donnée de descente pour =’ relativement a U’ — U;
pour £ et Iz € ob &y, une fleche de Z; vers £, dans <47, est une fleche (avec
les notations évidentes)

g+ (24U xu Up) = (25|U] xu Us)

dans . &y x,u; compatible aux données de descente fi et fi. Pour toute
fleche ¢ : V. — U dans (Aff/S), le foncteur de changement de base
@* .y — &y se définit de fagon évidente. Enfin, pour tout U € ob (Aff/S)
et tout z € ob.Zj;, on a

Uz) = (U4 U, z,1d).
0

Remargues (3.2.1) : (1) Pour tout U € ob (Aff/S), le foncteur vy : By — 2y
induit par ¢ est pleinement fidéle, ie. ¢ est un monomorphisme de S-
groupoides : ceci résulte de la construction de .

(2) Si .2 est déja un S-champ, ¢ : & — & est une équivalence de
catégories (un isomorphisme de S-champs).

(3) Si .4 désigne un S-groupoide quelconque, on peut définir le S-
préchamp .2 associé 4.2 en définissant .27}, pour tout U € ob (Aff/S), par
les conditions : ob.#; = ob.#y et, pour z et y € ob. &y, Hom 4; (z,y) =
U, 7) ot .F désigne le faisceau associé au préfaisceau de (3.1)(i). En
combinant cette construction avec celle de (3.2), on définit le S-champ associé
aun S-groupoide quelconque; nous n’aurons pas A utiliser ces constructions.

(3.3) La sous-2-catégorie (Ch/S) de (Gr/S) est stable par limites projectives
arbitraires, et en particulier par produits fibrés. Elle n'est pas stable par

limites inductives, mais elle admet elle-méme des limites inductives obtenues
en appliquant le foncteur «champ associé» mentionné en (3.2.1)(3) aux
limites inductives dans (Gr/S). Contentons-nous ici de décrire la somme
[;er-#i d’une famille (4;);e; de S-champs. Pour U € ob(Aff/S), la
catégorie fibre (I];c; #i)v a pour objets les couples

U =] Ui, (z:)ier)
i€l
ot U = [,y U; est une décomposition de U en somme disjointe indexée par
I d’objets U; de (Aff/S) et ol z; € ob.%; y, pour chaque i € I; une fleche
dans cette catégorie fibre est un couple

v fion
(U= HUiv (zi =)
i€l
ot U = [[;¢; Us est une décomposition de U comme ci-dessus et ot ] LR zy

est une fleche dans J&; y, pour chaque ¢ € I. Enfin, pour toute fleche V 22U
dans (Aff/S), on a

"(U =[]0 (@dier) = (V = [ o " (U3), (0" mi)ier)
iel icl
et ¢* : A&y — .2y est défini de manidre évidente.

(3.4) Exemples de S-champs :

(3.4.1) Le S-groupoide associé a un préfaisceau X sur (Aff/S) est un S-
préchamp si et seulement si X est un préfaisceau séparé; c’est un S-champ
si et sculement si X est un faisceau, i.e. un S-espace. Ainsi, (Es/S) est une
sous-2-catégorie pleine de (Ch/S). Il résulte donc de (2.4.1.1) que pour qu’un
S-champ & soit 1l-isomorphe & un S-espace, il faut et il suffit que le 1-
morphisme diagonal A : . & — & xg .4 soit un monomorphisme, ou en-
core que, pour tout U € ob (Aff/S), la catégorie .4y soit équivalente & une
catégorie discrete.

(3.4.2) Le S-groupoide [Y/G/X] de (2.4.2) est un S-champ; en particulier
B(G/X) est un S-champ.

(3.4.3) Le S-groupoide [X.}' associé & un S-espace en groupoides (cf.
(2.4.3)) n’est pas en général un S-champ. Cependant, c’est un S-préchamp
(essentiellement parce que X; est un faisceau par hypothése) et on notera
[X.] le S-champ associé & ce S-préchamp. On dira encore que [X.] est le S-
champ associé & X.. De maniére tout analogue & (2.4.3), on @ un l-morphisine
canonique 7 : Xo — [X.] et un 2-isomorphisme canonique pos — Hob
entre 1-fleches de Xy vers [X.], avec une propriété universclle. Observer
que D'assertion de pleine fidélité de (3.2.1)(1) entraine que Xo X3 (x.]5 Xo
s’identifie & Xo Xp x,),p Xo donc encore a X; d’aprés (2.4.3).
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Par exemple, dans la situation de (2.4.2), prenons pour X. le S-espace
en groupoides défini de la fagon suivante : Xp =Y, X1 =Y xx G,s=upu
oll u est I'action & droite de G sur Y, b = pry, ¢, i et m étant induits par
P’élément neutre, linverse et la loi de composition de G respectivement. Alors

ona [X.] = [Y/G/X].

(3.4.4) Les S-groupoides (cohx s, Ceohpf x/s €t Fibxysn de (2.4.4) sont
des S-champs ([SGA 1] VIII, 1.1 et 1.2).

(3.4.5) Le S-groupoide . ¢g de (2.4.6) est un S-champ ([SGA 1] VIII, 7.8).

(3.4.6) Le champ des espaces algébriques. Pour tout U € ob(Aff/S) soit
Atr la catégorie des U-espaces algébriques avec comme morphismes les U-
isomorphismes. Ceci définit de fagon naturelle un S-groupoide .&"; il résulte
alors de (1.6.4) que c’est un S-champ.

DEFINITION (3.5). — Soit .%" un S-champ. Un sous-S-champ de & est un
sous-S-groupoide de . %" qui est encore un S-chamnp.

Remarque (3.5.1) : En d’autres termes, un sous-S-champ de %" est une sous-
catégorie strictement pleine %/ de . telle que :

(i) pour toute fleche V -2+ U dans (Aff/S), ¢*(ob 4y) C ob %y ;

(i) pour toute famille couvrante (U; £ U)ies dans (Aff/S) et tout
z € ob.&iy, on a x € ob 4 si (et seulement si) @iz € ob Yy, pour tout
iel

DEFINITION (3.6). — Soit 22 un morphisme de S-champs. On dit que
F est un épimorphisme si, pour tout U € ob (Aff/S) et tout z € ob 2y,
il existe une famille cowvrante & un élément (U’ — U) dans (Aff/S) et
2 € ob-Zyr, tels que Fyy(2') soit isomorphe & xy: dans .y

On a alors le résultat suivant dont la vérification est laissée au lecteur.

PROPOSITION (3.7). — Soit & E, & un 1-morphisme de S-champs et soit
% la sous-catégorie pleine de &' telle que, pour tout U € ob (Aff/S),
les objets de %4y sont les x € ob.&y qui sont «localement dans limage
essentielle de F'» au sens suivant : il existe une famille couvrante d un élément
(U' — U) dans (Aff/S), un objet 2’ de Zy, et un isomorphisme de Fy:(2')
sur xy: dans Ay, Alors 4/ est un sous-S-champ de &' et F se factorise
en
2z 5y Loy

ou F est un épimorphisme et ot linclusion I est un monomorphisme. De
plus, F' est un monomorphisme si et seulement st F est un 1-isomorphisme
et F' est un épimorphisme si et seulement si ¢/ = &' Enfin, si 'on a
une factorisation arbitraire de F' en un épimorphisme F 12— Y suivi
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d’un monomorphisme I' : 94’ — &, on a le diagramme 2-commutatif dans
(Ch/S)

(%l L_) ?// ; '%‘/
\ 17/
v

(le sous-S-champ 49/ de & associé a F est le méme que celui associé d I'
=
et I est un 1-isomorphisme). ]

COROLLAIRE (3.7.1). — Un 1-morphisme dans (Ch/S) est un isomorphisme
si et seulement si c’est d la fois un monomorphisme et un épimorphisme. [

PROPOSITION (3.8). — Sotent . &~ un S-champ, Xo un S-espace et F' : Xo —
& un 1-morphisme. Considérons le S-espace en groupoides

pry

Xy = Xo xp.0,F Xo —— Xo

pry
déduit canoniquement de F, son S-champ associé [X.] (cf. (3.4.3)) et le 1-
morphisme de S-champs ® : [X.] — & déduit de F' et de la propriété
universelle de [X.]. Alors ® est un monomorphisme, et c’est un épimorphisme
(donc un isomorphisme, cf. (3.7.1)) si et seulement si F' est un épimorphisme.

Preyve : Que ® soit un monomorphisme résulte formellement du fait, signalé
en (3.4.3), que Xo x[x,} Xo s’identifie & X7 donc a Xo Xp.2-,F Xo- La derniére
assertion est claire puisque, par construction, le morphisme canonique de Xo
vers [X.] est un épimorphisme. O

PROPOSITION (3.8.1). — Considérons un carré 2-cartésien

x 2o
F'l lF
v’ vy K74

de S-champs. Alors si F est un épimorphisme (resp. un monomorphisme,
resp. un isomorphisme) il en est de méme de F', et la réciproque est vraie st
Q@ est un épimorphisme.

Preuve : Les trois premiéres assertions sont immeédiates, ainsi que I'implication
«F' et @ épimorphismes = F épimorphisme». Supposons désormais que ¢
soit un épimorphisme. Compte tenu de (3.7.1) et de ce qui précede, il re-
vient au méme, pour un diagramme donné, de montrer que l'implication «F’



monomorphisme = F monomorphisme» ou I'implication «F’ isomorphisme
= F isomorphisme’». En particulier :

Cus 1 : F est un monomorphisme. Alors tout est démontré d’apres ce qui
précede.

Cas 2 : le 1-morphisme diagonal Ap : & — & xgyp & est un
monomorphisme. Comme ce morphisme commute au changement de base,
en un sens évident, on déduit du cas 1 appliqué & Ap que si Ap/ est un
isomorphisime, il en est de méme de Ap. Autrement dit, en vertu de (2.3)(iii) :
si F' est un monomorphisme il en est de méme de F.

Cas général . en vertu de (2.3), (i) et (ii) on peut appliquer le cas 2
au morphisme diagonal G := Ap (en effet d’aprés loc. cit. Ag est un
monomorphisme) et en déduire que si Aps est un monomorphisme il en est
de méme de Ap. Méme chose donc en remplacant «monomorphisme» par
«isomorphismey, ce qui se traduit derechef par : si F/ est un monomorphisme
il en est de méme de F. ]

DEFINITION (3.9). — Un S-champ & est dit représentable s’il existe un S-
espace algébrique X et un 1-isomorphisme X — & de S-champs. (On dira
alors que X représente &).

Un 1-morphisme de S-champs %—IL?/ est dit représentable (resp.
schématique) si, pour tout U € ob (Aff/S), et tout y € ob %4, vu comme
L-morphisme de S-champs de U dans %/, le produit fibré U xy y p & est
représentable (resp. représentable par un S-schéma).

En termes plus concrets, un S-champ & est représentable si, pour tout
U € ob (Aff/S), la catégorie &y est équivalente a une catégorie discréte Xy
et si le foncteur

(Aff/S) — (Ens)
U —~ obXy

est représentable par un S-espace algébrique X.

(3.10) Soit maintenant P(f) une propriété de morphismes f : X — Y entre
S-espaces algébriques, stable par changement de base Y/ — Y et de nature
locale pour la topologie étale sur Y, par exemple la propriété d’étre :

— surjectif, radiciel, universellement bijectif ([EGA] I, 3.6.1, 3.6.4 et 3.7.6);

— universellement ouvert, universellement fermé, séparé, quasi-compact, lo-
calement de type fini, localement de présentation finie, de type fini, de
présentation finie, une immersion, une immersion ouverte, une immersion
fermée, une immersion ouverte d’image dense, affine, quasi-affine, entier,
fini, quasi-fini, propre ([EGA] IV, 2.5.1 et IV, 17.7.5) ;

— & fibres géométriquement connexes, géométriquement réduites, géométri-
quement irréductibles ([EGA] IV, 4.5.6 et IV, 4.6.10);

— localement de type fini et de dimension relative < d, localement de type
fini et de dimension relative pure d ([EGA| IV, 5.5.2 et IV, 4.1.4);

— plat, non ramifié, lisse, étale ([EGA] IV, 2.2.13 et IV, 17.7.4).

DEFINITION (3.10.1). — On dira qu’un 1-morphisme représentable . 4" U
de S-champs posséde la propriété P si, pour tout U € ob (Aff/S) et tout
y € ob Yy, vu comme 1-morphisme de S-champs de U dans 4/, lu projection
canonique

U Xy, % F Hg-U

(qui est un morphisme de S-espaces algébriques) la posséde.

LEMME (3.11). — Soient x £, Y un 1-morphisme représentable de S-
champs et ' B, Y un 1-morphisme arbitraire de S-champs. Alors, le 1-

morphisme de S-champs .4 i 44! déduit de F par le changement de base
B est représentable. De plus, si F' posséde une propriété P comme en (3.10),
F' la posséde aussi.

Preyve : C’est une conséquence immédiate des définitions. O

LEMME (3.12). — (a) Si Y est un S-espace algébrique, &° un S-champ et
Z —Y un l-morphisme représentable de S-champs, alors 4" est représen-
table.

(b) Si Z L Y et Y G, Z sont deuz 1-morphismes représentubles de
GoF
S-champs, alors le 1-morphisme composé & —— &L est aussi représen-

table. De plus, si P est une propriéié de morphismes de S-espaces algébrigues
comme en (3.10), stable par composition, et si F et G possédent la propriété
P, il en est de méme de Go F.

(c) Soient x L Y et Y S5 Z deuz 1-morphismes de S-champs. On
suppose que G o F est représentable. Alors F est représentable dans chacun
des cas suivants :

(i) le morphisme naturel Y X,z ¥4 — ¥ Xs ‘Y est représentable;

(ii) le morphisme diagonal £ — Z x g Z est représentable ;

(iii) G est un monomorphisme.

Preuve : Compte tenu de (3.11), la partie (b) de (3.12) résulte de la partie
(a).

Pour prouver (a), on déduit d’abord de (2.4.1.1) et (2.4.1.2) que .&" est
un S-espace, et il suffit ensuite d’appliquer (1.6.1).

L’assertion (c) se démontre comme (1.6.2)(b) qu’elle généralise. d

COROLLAIRE (3.13). — Soit & un S-champ. Les conditions suivantes sont
équiva-lentes :

(i) le 1-morphisme de S-champs diagonal & N x .4 est représen-
table ;

(ii) pour tout U € ob (Aff/S) et tous z,y € ob Ay, le faisceau Tsom(z,y)
sur (Aff/U) est représentable par un U-espace algébrique ;
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(iii) pour tout U € ob(Aff/S) et tout £ € ob. &y, le 1-morphisme de
S-champs z : U — .2 est représentable :

(iv) pour tout S-espace algébrique X, tout 1-morphisme de S-champs
P . X — .4 est représentable.

Preuve : Les équivalences (1)< (il)<(iil) et Pimplication (iv)=-(iii) résultent
aussitét des définitions. Réciproquement, si (iii) est satisfaite, pour tout
U € ob (Aff/S) et tout z € ob.£&, le 1-morphisme de S-champs canonique

X Xp.'x U—-X

est représentable d’aprés (3.11) et donc sa source aussi d’aprés (3.12)(a). Dot
la conclusion.

DEFINITION (3.14). — Un sous-S-champ ouvert (resp. fermé, resp. locale-
ment fermé) 47 d’un S-champ & est un sous-S-champ &/ de & tel que
le 1-morphisme d’inclusion 9/ — A&~ soit représentable par une immersion
ouverte (resp. une immersion fermée, resp. une immersion,).

Soient .4 un S-champ et (.#%;);er une famille de sous-S-champs localement
fermés de .#°. On dira que & est réunion (resp. réunion disjointe) des
(.#3)ier si le 1-morphisme (représentable) de S-champs

iel
induit par les foncteurs d’inchusion des .#; dans .#° est surjectif (resp.
universellement bijectif).
Terminons ce chapitre par la définition et quelques propriétés des gerbes.

DEFINITION (3.15). — Soit X un S-espace. Une gerbe sur X est un S-champ
¢ muni d’un 1-morphisme de S-champs ‘¢ A x (dit structural) tel que le
1-morphisme. diagonal & — & xa x 4% et le 1-morphisme A soient des
épimorphismes (cf. (3.6)).

Remarques (3.16) : (1) Que A soit un épimorphisme signifie que ¢ a des
objets partout localeinent sur X; que A soit un épimorphisme signifie
que deux objets quelconques de % (au-dessus d’'un méme X-espace) sont
localement isomorphes. En d’autres termes, % A, X est une gerbe sur X si
et seulement si :

(i) pour tout U € ob (Aff/S) et tous les gi,92 € ob %y tels que
A(g1) = A(g2) dans X(U), il existe une famille couvrante (& un élément)
(U’ — U) dans (Aff/S) et un isomorphisme gy = go, v dans %y

(i) pour tout U & ob (Aff/S) et tout z € X(U), il existe une famille
couvrante & un élément (U’ — U) dans (Aff/S) et un objet g’ de %y tels
que A(g') = zy» dans X (U').
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(2) Comme le lecteur le vérifiera sans peine, la condition (i) (A
épimorphique) peut se reformuler en disant que, pour tout U € ob (Aff/S5),
tout objet g de %y, vu comme l-morphisme U — ¢ xg U, est un
épimorphisme. Plus généralement :

LEMME (3.17). — Soit & une gerbe sur un S-espace X et soit ¢/ un S-
champ muni d’un 1-morphisme de S-champs ¥ F.¢. On suppose que le
1-morphisme composé

wE e A x

, ) , A F
est un épimorphisme. Alors il en est de méme de Y — &'

Preuve : F est le composé des deux morphismes suivants :
(FIdy): 9 — ¢ xx 2/, qui est une section de pr, : Cxx Y =Y
donc un épimorphisme puisque & x x %/ est une gerbe sur 4/ (3.16)(2);
pry 1 & xx 2/ — % qui est un épimorphisme puisque 24 — X en est
un. ]

(En particulier, tout morphisme de gerbes sur X est un épimorphisme).

LEMME (3.18). — Soit & une gerbe sur un S-espace X . Alors le 1-morphisme
structural de S-champs & 2. X est 2-universel pour les 1-morphismes de ‘&
dans un S-espace.

Preuve : Compte tenu de (3.7), on est ramené & montrer que pour toute

factorisation de A en c
v By S x

oll B est un épimorphisme de S-champs de & sur un S-espace Y et C un
épimorphisme de S-espaces, C est automatiquement un isomorphisme de S-
espaces. Or, on a le diagramme 2-commutatif & carré 2-cartésien

-‘fj——-)v(f))(yf‘/o———)ff/Xng’

;\ | 0 | Brxr

Y —— Y xxY

Comme ¢ — & xx % et B xx B sont des épimorphismes de S-chamnps, le
morphisme diagonal Y — Y x x Y est un épimorphisme de S-espaces et donc
un isomorphisme, d’ou la conclusion. 0

Remarque (3.19) : Soit %" un S-champ arbitraire. On appelle S-espace
grossier attaché & .2 le faiscean X sur (Aff/S) associé au préfaisceau

U — {classes d’isomorphie d’objets de .4y }.



On a un l-morphisme de S-champs canonique .4’ A x qui est 2-universel
pour les l1-morphismes de %" dans un S-espace et fait de & une gerbe sur
X.

DFFINITION (3.20). — Une gerbe & sur un S-espace X est dite neutre si le
. ., A ) -
L-morphisme structural & —=+ X admet une section X —— &

Soient X un S-espace et G un S-espace en groupes. Alors le S-champ
classifiant B(G/X) (cf. (3.4.2)) est une gerbe neutre sur le S-espace X.
Réciproquement on a :

LEMME (3.21). — Soit ‘¢ une gerbe neutre sur le S-espace X, munie d’une
section s X — % . Alors, st G est le X-espace en groupes défini par

G xx o U = Fsom(s(x), s(z))

pour tout U € ob(Aff/S) et tout ¢ € X(U), la gerbe & sur X est
canoniquement 1-isomorphe & la gerbe B(G/X) sur X.

Preuve : Pour tout U € ob (Aff/S), on a un foncteur ¢ : & — B(G/X) de
gerbes sur X (donc un épimorphisme) défini par

g— (Ag), P)

olt P est le G xx a(q) U-torseur Fsom(s(A(g)), g). Pour montrer que ¢ est
un monomorphisme, on peut supposer que X = §, et il s’agit de voir que ¢
induit une bijection de Isom(g, k) sur Isom(p(g), w(h)) pour U € ob (Aff/S)
et g,h € ob %y, Comme g et h sont localement isomorphes & s(z), on peut
supposer de plus que U = S et ¢ = h = s (vu comme objet de &3). Le lecteur
vérifiera alors que Isom(g, h) et Isom(p(g), p(h)) s’identifient canoniquement
A G(S) et que o induit Pidentité. O

4. La 2-catégorie des S-champs algébriques

DEFINITION (4.1). — Un S-champ algébrique (sous-entendu quasi-séparé)
est un S-champ & qui satisfait auz deuxr ariomes suivants :
(1) le 1-morphisme de S-champs diagonal

e B g .
B =X Xg.‘/’t}f

est représentable, séparé et quasi-compact,
(it) 3l existe un S-espace algébriqgue X et un 1-morphisme de S-champs

(automatiquement représentable d’aprés (i), cf. (3.13)), qui est surjectif et
lisse.

Un 1-morphisme P comme dans (ii) sera appelé présentation de .%".

On notera (Ch.alg/S) la sous-2-catégorie strictement pleine de (Ch/S)
formée des S-champs algébriques.

Un S-champ de Deligne-Mumford est un S-champ algébrique admettant
une présentation étale (i.e. telle que P soit un 1-morphisme étale).

Remarque (4.1.1) : Le S-champ associé & un S-espace algébrique est
évidemment un champ de Deligne-Mumford. Par suite (Es.alg/S) est une
sous-2-catégorie pleine de (Ch.alg/S) et tout S-champ représentable (3.9)
est algébrique.

Remarque (4.1.2) : Les conditions de la définition peuvent s’expliciter ainsi :

— (i) signifie que pour tout U € ob (Aff/S) et tous z,y € ob. &}, le
préfaisceau Fsom(z,y) des isomorphismes de = sur y (qui est un faisceau
puisque .%&" est un S-champ, et donc a fortiori un S-préchamp, cf. (3.1)(i))
est en fait un U-espace algébrique quasi-compact et séparé sur U (il est
méme de type fini sur U, d’aprés (4.2) ci-dessous);

— la condition sur P dans (ii) signifie ceci, dans un langage plus proche de
celui des problémes de modules : pour V' € ob(Aff/S) et y € ob. &y,
appelons « P-structure» sur y la donnée d’un relevement de y & X, c’est-
a-dire d'un S-morphisme § : V — X et d’un V-isomorphisme Po§j —= y
dans %y . Alors, pour tout U € ob (Afl/S) et tout = € ob .4y, le foncteur
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sur (Aff/U) qui & tout o : V — U associe '’ensemble des P-structures sur
z o ¢ (foncteur qui est un U-espace algébrique d’aprés (i)) est en fait lisse
et surjectif sur U.

LEMME (4.2). —- Si . %" est un S-champ algébrique, le 1-morphisme diagonal
A& — o xg .4 est en fait de type fini.

Si de plus .#&" est un S-champ de Deligne-Mumford, alors A est non
-amifié (au sens de [Ra 3|, c’est-d dire localement de type fini et formellement
non ramifié) ; il est de plus quasi-fini donc (d’aprés (A.2) et Uhypothése de
séparation (4.1)(i)) quasi-affine. Fn particulier il est schématique.

Preyve : Il suffit de montrer que, pour une présentation (resp. une
présentation étale) X P de & ", le morphisme de S-espaces algébriques
X x 3y X = X xg X déduit de A par le changement de base P xg P (cf.
(3.13)) est localement de type fini ([EGA] IV, 2.7.1) (resp. non ramifié). Or
le morphisme composé de S-espaces algébriques

pr
XxpX o XxgX —X

se déduit de P par le changement de base P et est donc en particulier
localement de type fini (resp. non ramifié), d’ou le lemme ([EGA] I, 6.2.3
(resp. IV, 17.3.3(v))). Enfin il est clair que «non ramifié et de type fini»
implique «quasi-fini». O

(4.3) S1.#" est un S-champ algébrique et X L. & une présentation de .%",

alors P est évidenuuent un épimorphisme et donc, d’aprés (3.8), & est 1-

isomorphe au S-champ quotient du S-espace en groupoides ’
pri

Xl =X Xpwg'pr—>X = Xo
pr2

déduit de F. Ce S-espace en groupoides a les propriétés suivantes :
— les S-espaces Xgp, X1 sont représentables,

— les morphismes pr; et pry sont lisses,
— (pry,pry) : X1 — Xo xg Xo est séparé et de type fini.

Réciproquement :

PROPOSITION (4.3.1). — Soit

n
X1/ Xo

P2

une S-espace en groupoides, o

— Xp, X1 sont des S-espaces algébriques;
— p1 et pa: X1 — Xo sont lisses (resp. étales);
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— (p1.p2) : X1 — Xo x5 Xo est séparé et quasi-compact.

Alors (p1,p2) est de type fini, le S-champ quotient
41
=X T Xo]
P2
est algébrique (resp. de Deligne-Mumford), et le 1-morphisme canonique
P:Xo— % en est une présentation (resp. une présentation étale).

Preuyve : Le fait que (pg, p2) soit de type fini se démontre comme la premidre
assertion de (4.2). Pour voir que .&" est algébrique, il suffit de montrer que le
1-morphisme diagonal A : & — %" xg.%" est représentable (ceci entrainera
en effet que P est représentable, donc¢ évidemment lisse et surjectif vu nos
hypothéses).

Soient donc V' € ob (Afl/S) et z,y des objets de .&"(V). 1l s'agit de
montrer que le V-espace .7som y(x,y) est représentable. C’est certainement
le cas si z et y se relevent en Z,§ € Xo(V') car alors .Zsom »-(z,y) n’est autre
que le produit fibré

X X(p1,p2),Xox s X0,(&:§) V-

Dans le cas général, d’apres la définition du champ quotient, il existe une
famille couvrante & un élément V' — V telle que )y et yjy se relevent &
Xo. Par suite Zsom y-(x,y) xv V' est représentable, et la conclusion résulte
de (1.6.4). O

PROPOSITION (4.3.2). — Soit P : X — & un 1-morphisme de S-champs.
On suppose que :

(1) X est un S-espace algébrique;

(2) P est représentable, surjectif et lisse;

(3) (pr1,pra) : X xXpap X — X xg X (qui est un morphisme de S-
espaces algébriques en vertu de (i) et (ii)) est quasi-compact et séparé.

Alors A" est un S-champ algébrique et P en est une présentation.

Preyve : 11 suffit de vérifier que la diagonale A : & — & xg.%4" est
représentable, quasi-compacte et séparée. Comme on a un carré 2-cartésien

(pry,prs)
X XP,.};“,PX #-) XXSX

| [pesr

2 A xg X

ol les fleches verticales sont représentables, surjectives et lisses, il suffit méme
de montrer que A est représentable, le reste en découlant par descente
fidelement plate. Or, compte tenu du méme diagramme, ceci résulte des
hypotheses et du lemme suivant, qui généralise (1.6.3) :



LEMME (4.3.3). — Considérons un carré 2-cartésien

x 2 @
F'l lF
o' < 74

de S-champs. On suppose que F' est représentable et que Q (et donc P) est
un épimorphisme. Alors F' est représentable.

Preyve : On peut supposer, et on suppose, que %/ est un S-espace algébrique
(par exemple un S-schéma affine) et il s’agit de montrer que .# " est aussi un
S-espace algébrique. Vu Phypothese sur @ on peut aussi supposer que 2/’
est un S-espace algébrique et que @ (et donc P) est étale et surjectif. Il suffit
alors de voir que .4 est un S-espace (ensuite on applique (1.6) ou (1.6.3)).
Or il résulte de (3.8.1) que le morphisme diagonal Ap : & — & Xp, Pl
est un monomorphisme (puisque c’est le cas pour Aps) donc & est bien un
S-espace par (2.4.1.1). |

PROPOSITION (4.4). — Pour qu'un S-champ algébrique .5 soit représentable,
il faut et i suffit qu’il vérifie les deux conditions suivantes :

(i) .£&" est un champ de Deligne-Mumford ;

(ii) le 1-morphisme diagonal A : & — & xg5.%" est un monomorphisme
(cf. remarque (4.4.2)).

Preuve : 11 est clair que les conditions sont nécessaires; réciproquement, par
(3.4.1), la condition (ii) entralne que .2 est (associé &) un S-espace. Si
P : Xo — % est une présentation étale de .#%°, alors & est le S-espace
quotient de la relation d’équivalence Xy := Xo xp s p Xo ivXo xg Xp. 11
résulte de (4.2) que cette relation vérifie les conditions de (1.3) parce que
pryod et prpod : X — Xp (resp. &) se déduisent de P (resp. de A)
par changement de base. D’aprés (1.3) le quotient est donc bien un espace
algébrique. ]

Remarque (4.4.1) : Nous verrons en fait plus loin (8.1.1) que la condition (ii)
est en fait suffisante.

PROPOSITION (4.5). — (i) La sous-2-catégorie strictement pleine (Ch.alg/S)
de (Ch/S) est stable par sommes disjointes arbitraires et produits fibrés finis.

(ii) Soit & N Y un 1-morphisme représentable de S-champs. Alors, si
Y est algébrique, il en est de méme de H&°. En particulier, tout sous-S-champ
localement fermé d’un S-champ algébrique est aussi algébrique.

(iil) Soient S’ un S-schéma et & un S'-champ. Pour que & soit un
S'-champ algébrique, il faut et il suffit que & soit un S-champ algébrique.

De plus on peut, dans les assertions ci-dessus, remplacer partout
«alyébriquey par «de Deligne-Mumfordy.

Preuve : Les détails sont laissés au lecteur; (ii) est une conséquence facile
des lemmes (3.11) et (3.12); pour le «il suffit» de (iii), la représentabilité
de la diagonale de &" sur S’ se démontre par (3.12)(c) en remarquant que
X xg X — X xg.% est un monomorphisme, puisqu’il se déduit par
le changement de base .& xg.%" — 8 xg & de I'immersion diagonale
S — 8 xg 8. O

Ezemples (4.6) :

(4.6.1) Soient X un S-espace algébrique, G un S-schéina en groupes lisse
(resp. €tale), séparé et de présentation finie opérant a droite sur X et
A" = [X/G/S] le champ quotient de (3.4.2). Alors .4 est un S-champ
algébrique (resp. de Deligne-Mumford) : c¢’est en effet un cas particulier de
(3.4.2). De plus la projection canonique P : X — & est uue présentation
(resp. une présentation étale) de .#°, et X Xp.2 p X est représenté par
X X5 @, les deux projections sur X étant données par la premiere projection
évidente et par l'action de G.

(4.6.2) Supposons S noethérien et soit X un S-schéna projectif. On note
f: X — § le morphisme structural et on suppose qu’aprés tout changement
de base S’ — S, fLC%: est isomorphe & (%:.

THEOREME (4.6.2.1). — Le S-champ €ohx;s ainsi que ses sous-S-champs
ouverts Fibx;sn ((2.4.4), (3.4.4)) sont des S-champs algébriques de type
fint.

Preuve : Montrons tout d’abord que pour tout U € ob (Aff/S) et tous les
Cxxsu-Modules de présentation finie ./ et . J", plats sur 7y, le U-cspace
Tsom(.46,.4") (de valeur

Tsome., (M, )

pour tout V' € ob (Aff/S), out I'on a noté (—)y le changement de base par le
morphisme structural V — U) est un U-schéma séparé et de type fiui.

Par un passage a la limite standard ([EGA] IV, 8.9), on se raméne
aussitdt au cas ot U est de type fini sur S et donc nocthérien. Drapres
(EGA] III, 7.7.8 et III, 7.7.9), le U-espace .H#om(..46,. §”) est en fait
un U-schéma affine de type fini de la forme V(%) pour un ¢%-Module
cohérent .. Bien entendu, il en est de méme des U-espaces Fom(. N, M),
Fom( M, A6) et Fom(.4",..4) et par conséquent aussi du U -~espace de
valeur en V' € ob (Aff /U) I’ensemble

{(a, 8) € Homey , (My,. 19 X Home, (W, 2by) | Boa=1d 4,

et aof=1d,;}.
Maintenant Fsom(.#4, ") est le sous-U-espace de .H#om(. ./, ¥y image
de ce dernier U-espace par le morphisme

7 (a,3) — a.
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Or, il est clair que 7 est un monomorphisme de type fini et formellement
étale, donc une immersion ouverte ([EGA] IV, 17.9.1). D’ou I'assertion.

1l reste & construire une présentation de Zoh x,s. Pour cela, considérons,
pour tout entier N > 0, le S-schéma de Hilbert généralisé

Quote v/ x/s

([Gr 1) IV, 3.2). C’est une somme disjointe de S-schémas projectifs. Notons
Quoty y/x/s

le sous-S-schéma ouvert de Quot, v /x/s défini par la condition suivante : (o :
OF — /) appartient & Quot(;,))(\l /xs(U) si et seulement si RP(fy)s. Al =
(0) pour tout p > 0, et (fu)e : 4N — (fu)s#6 est un isomorphisme de
(“i;-Modules. Fixons d’autre part un (%x-Module inversible (7x (1), trés ample
relativernent & 5. On a alors, pour tous les entiers N,n > 0, un 1-morphisme
de S-champs

Pyn: QllOt;)j(v/X/s — Cohxys
défini par

PN,n(ﬂ)I(VU 2 ) = A(~n)

d’ot1 un 1-morphisme de S-champs

P= (PN,n)N,nZO : H QuOt;)’("/X/S — ZOhX/S
N,n>0

1 ne reste plus qu’a démontrer que P est surjectif et lisse. Or, soient
U € ob (Aff/S) de type fini sur S et .#4 un “x,-Module cohérent, plat sur
Cy. Si N et n sont des entiers > 0, il existe un plus grand ouvert Uy
de U au-dessus duquel RP(fy)«(--/4(n)) s’annule pour tout p > 0, la fleche
d’adjouction f§; fu. -#(n) — ..74(n) est un épimorphisme et le ¢%;-Module
fus-74(n) est localcent libre de rang constant N ([EGA] III, 7.9.4 et 111,
7.9.10). De plus, la projection canonique

pry
o
U X, 70, %0hx 15,Pnon QuOtf)I(v/X/S v

se factorise par Pimnersion ouverte Uy, — U et sa source est un GLy yy, .-
torseur, a savoir

Tom(CL, ., (Foma)s( Aty (7))).

Ceci montre la lissité de P ainsi que sa surjectivité, compte tenu du théoréme
de Serre ([EGA] II1, 2.2.1) (pour n 3> 0, U = [Iy50 Un,n)- O

(4.6.3) Le S-champ . 4s de (3.4.5) est algébrique. Plus précisément, on a
ls=8x. /4 0n. b= ¥speqz), €t - ¥ est algébrique.

D’aprés Mumford (cf. [Mu-Fol), on peut le voir comme suit. Partant
d’un schéma abélien principalement polarisé (A4, A) de dimension g, on lui
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associe grace & 4\ un plongement projectif A — P(A, ), ot P(A,)) est
un fibré projectif de dimension relative N := 49 — 1. Les triplets (A, A, 1), ot
t: P(A,A) =5 PV est une trivialisation de ce fibré projectif, sont paramétrés
par les points d’un sous-schéma H, d'un schéma de Hilbert convenable. Le
schéma en groupes Gy, = PGLy 41 agit sur Hy et le champ . -4 n’est antre
que la somme (pour g € N) des champs quotients . 4, = [Hy/G].

En fait le S-champ .-4s est de Deligne-Mumford. Pour le voir, on peut
soit remarquer que le schéma des automorphismes d’un schéma abélien
principalement polarisé est fini et non ramifié, et invoquer le théoréme (8.1)
plus bas, soit vérifier que, pour tout entier n > 3, le champ algébrique
Ag.1n des schémas abéliens principalement polarisés munis d'une structure
principale de niveau n est un schéma quasi-projectif (([Mu-Fo] Thm. (10.9)),
et aussi {MB] VII, 3.2 et VII, 4.3)) et fournit une présentation étale de
Ag[1/n].

(4.7) Soit P(X) une propriété de S-espaces algébriques de nature locale pour
la topologie lisse sur X (i.e. telle que, pour tout morphisme surjectif et lisse
X’ — X de S-espaces algébriques, X posséde la propriété P si et seulement
si X' la possede), par exemple :

— X est localement noethérien, réduit, normal ou géométriquement uni-
branche ([EGA] IV, 2.2.14 et 17.5.7),

— X est localement noethérien et de Cohen-Macaulay, régulicr, (Ry,) ou (S;,)
([EGA] IV, 2.2.14 et 17.5.8),

— X est de caractéristique donnée p.

DEFINITION (4.7.1). — On dira qu’un S-champ algébrique .4 posséde la

propriété P si, pour une (et donc pour toute) présentation X £, A le S-
espace algébrique X la posséde.

(Si l'on se restreint aux champs de Deligne-Mumford, on peut naturellement
étendre cette définition aux propriétés locales pour la topologie étale, comme
par exemple « X est localement noethérien de dimension n»).

DEFINITION (4.7.2). — On dira qu’un S-champ algébrique .4 est quasi-
compact s'il existe une présentation X Lo de . # avec X quasi-compact ;
on dira que . %" est noethérien s’il est localement noethérien et quasi-compact.

On a aussi pour les S-champs algébriques des notions de connexité et
d’irréductibilité. Commengons par la connexité. On dira gu’'un S-champ
algébrique est vide g'il est 1-isomorphe au S-schéma vide.

DEFINITION (4.8). — Un S-champ algébrique .2 est dit connexe s’il est non
vide et s’il n’est pas 1-isomorphe 4 la somme disjointe de deux S-champs
(nécessairement algébriques) non vides.



PROPOSITION (4.9). — Un S-champ algébrigue localement noethérien est
d’une fagon et d’'une seule somme disjointe d’une famille de S-champs
algébriques connexes, appelés ses composantes connexes. O

LEMME (4.10). — Pour tout sous-S-champ algébrique ouvert &° (cf.
(3.14)) dun S-champ algébrigue .2&°, il eriste un et un seul sous-S-
champ algébrique fermé ¢f de &~ tel que, pour une (et donc pour toute)
présentation X i».,%', 2 X g p X soit le sous-S-espace algébrique fermé
réduit complémentaire du sous-S-espace algébrique ouvert £™° X 4 p X de
X.

On dira simplement que %/ est le fermé complémentaire de Pouvert &™° de
A Pour .#7° = (}, on notera . #;eq le fermé complémentaire de &°° dans %"
et on appellera encore &eq le S-champ algébrique réduit sous-jacent & &
(voir aussi (14.1.7)).

Preuve de (4.10) : Fixons une présentation X L, %" de & et notons X°
Pouvert .4 x 4 p X de X et Y le fermé (réduit) complémentaire de X°
dans X. Alors, pour tout U € ob (Aff /S), la catégorie fibre %24 est la sous-
catégorie pleine de . £ dont les objets sont les U — .2 tels qu’il existe une
famille couvrante & un élément (U’ — U) dans (Aff/S), y € Y(U') € X(U")
et un isomorphisme dans . £y entre zy: et P oy. Le point est que les sous-
S-espaces algébriques fermés réduits Y xp g p X et X Xp_z p Y colncident

» Ay

en tant que fermés complémentaires d’'un méme ouvert, & savoir
A X o p X xpypX=XxXp gpXxpyX
g

DEFINITION (4.11). — Un S-champ algébrique &~ sera dit irréductible s’il
est non vide et si pour tout couple (¢4, 442) de sous-S-champs ouverts non
vides de &, on a €4 N4 #D.

PROPOSITION (4.12). — Soit " un S-champ algébrique localement noethér-
ien. Alors il existe une et une seule famille ( #4;)ic1 de sous-S-champs fermés
réduits de .2 ayant les propriétés suivantes :

(i) chaque 7% est irréductible,

(i) siiti, ¢ 2 et 04 ¢ U,

(iii) pour tout ouvert quasi-compact (et donc noethérien) 24 de &,
2 X p 9 est vide sauf pour au plus un nombre fini dei € I,

(V) Fiea = Uses %. 0

Les 24 (i € I) ci-dessus sont appelés les composantes irréductibles de .4#".
81 .47 est un ouvert de &, les composantes irréductibles de £ sont les
YL = A° Xy %4 qui sont non vides. Chaque composante irréductible de
& est contenue dans une et une seule composante connexe de %"

PROPOSITION (4.13). — Les composantes connezes d’un S-champ algébrique
localement noethérien et normal sont irréductibles et coincident donc avec
ses composantes irréductibles. O

Soit P(f) une propriété des morphismes de S-espaces algébriques X Ly
de nature locale pour la topologie lisse sur X et sur Y (1.e. telle que, pour
tout diagramme commutatif dans (Es.alg/S) & carré cartésien

1

XII p—> XI N X

NoLoe L

Y — Y
q

ou p’ et ¢ sont surjectifs et lisses, f posséde la propriété P si et seulement si
f" la posséde), par exemple

— f est surjectif ou universellement ouvert ([EGA] 1V, 2.4.3, 2.4.6, 2.6.1 et
2.6.4),

— [ est localement de présentation finie ou localement de type fini ([EGA]
IV, 2.7.1 et 17.7.5),

— [ est plat ou lisse ([EGA] 1V, 2.2.11, 25.1, 17.7.1 et 17.7.7),

= [ est universellement générisant (vérification laissée au lecteur). (Rap-
pelons ([EGA] I, 3.9.2) qu’un morphisme de schémas f : X — Y est
générisant si, pour tout r € X, le morphisme induit Spec(Cx o) —
Spec(y, F(z))est surjectif; il revient au méme de dire que toute générisation
de f(x) se reléeve en une générisation de z).

DEFINITION (4.14). — On dira qu’un 1-morphisme .4 AR 2/ de S-champs
algébriques posséde la propriété P si, pour une (et donc pour toute)
présentation de F, i.e. diagramme 2-commutatif de 1-morphismes de S-
champs algébriques & carré 2-cartésien

;P o

NN

(]
Y
o 7

N

ot P' et Q sont des présentations de &' = Y XQ pr A et de &
respectivement, le morphisme de S-espaces algébriques X' MR Y posséde cette
propriété P.

On rappelle que les produits fibrés (finis) sont représentables dans (Ch.alg/S)
(cf. (4.5)(i)).
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Remarque (4.14.1) : Bien entendu, si 'on suppose de plus P(f) stable par tout
changement de S-espace algébrique de base Y’ — Y (ce qui est le cas des
excniples donnés ci-dessus), alors pour tout carré 2-cartésien dans (Ch.alg/S)

F — &
F’l O lF
/?// N /ﬁ
tel que F' possede la propriété P, F’ posséde aussi cette propriété P.
PROPOSITION (4.15). — Soit 5 Y wun 1-morphisme de S-champs
algébriques.

(i) Pour que F soit localement de présentation finie, il faut et il suffit que,
pour tout systéme projectif filtrant (U;)iecr dans (Aff/S), le carré de foncteurs

lim. %y, — Aimu,
1 2

F"l lF
lim Yo, — ?)/E_I_I_l Us
I I
ot les foncteurs horizontauz sont les foncteurs canoniques et les foncteurs
verticauz sont induits par I, soit 2-cartésien.

(ii) Si F est localement de présentation finie, pour que F' soit lisse, il faut
et il suffit que I soit formellement lisse, i.e. que, pour tout U = Spec(A)
dans (Aff/S), ou A est un anneau local strictement hensélien, tout idéal de
carré nul I de A et tout diagramme 2-commutatif dans (Ch.alg/S)

Up — &'

|+

U — Y
Y

ou Uy £, U est Vimmersion fermée définie par lidéal I, il existe au moins
un objet  de .4y faisant 2-commuter le diagramme

dans (Ch.alg/S).
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Preuve : Remarquons tout d’abord que les propriétés de F' considérées en (i)
et (ii) sont préservées par composition et changement de base.

Remarquons ensuite que la proposition est bien vérifiée quand F' est
un morphisme de schémas. Pour la partie (i), ce n’est autre que ([EGA]
IV, 8.14.2). Pour la partie (ii), c’est une variante de ([EGA] IV, 17.14.1) :
on reprend la preuve de ([EGA] IV, 17.14.1) en remarquant que X —f->Y,
localement de présentation finie, est lisse en z € X si et seulement si ",
est une ﬁiﬁf}l—algébre formellement lisse (y = f(z), on a choisi des points
géométriques T et T au-dessus de z et y respectivement tels que f(T) =7 et
on a noté (75" et %" les hensélisés stricts de “x , et %, respectivement
correspondant & ces choix); ce dernier point est une variante de ([EGA] IV,
17.5.1), fondée sur ([EGA] 0, 22.6.4) et laissée au lecteur.

L’assertion «il suffity de la proposition découle alors des deux remarques
précédentes et de la définition (4.14).

Pour l'assertion «il famnt», on peut clairement supposer %/ = S. On
fixe alors une présentation X L. de & et on suppose F' (et donc
FoP:X — 8) localement de présentation finie pour la partie (i) et lisse
pour la partie (ii).

Pour la partie (i), on doit montrer que le foncteur

lim %y, = Flim U,
1 T

est une équivalence de catégories. La pleine fidélité résulte du fait que le 1-
morphisme représentable diagonal .2~ A x s - A est lui aussi localement
de présentation finie ([EGA] 1, 6.2.6). Montrons maintenant que ce foncteur
est essentiellement surjectif. Soit donc z € ob }’/ll_m U;, alors il existe 1 € I,

une famille couvrante & un élément (U] — U;) et ;UI; € X(U}) tels que
U’ = =|U’
o U =1imU; et U =U xy, U] (([EGA] IV, 8.8.2) conjugué & I'hypothese

que X est localement de présentation finie sur S). I reste a voir qu’il existe
§ > i dans I tel que z;|U7, ou U = U; xy, Uj, se descende en un = € ob.Zy;,
ce qui résulte de la pleine fidélité déja démontrée puisque z|U’ se descend en
T € ob &y tautologiquement.

Pour la partie (ii), la conclusion résulte immédiatement du fait que tout
1-morphisme Uy 2% & avec Up = Spec(Ap), Ap un anneau local strictement
hensélien, se releve en un To € X (Up), d’aprés ([EGA] IV, 17.16.3 (ii) et IV,
18.8.1). O

DEFINITION (4.16). — On dira qu’un 1-morphisme . &' N %/ de S-champs
algébriques est quasi-compact si, pour tout V € ob(Aff/S) et tout y €
ob Y4y, vu comme 1-morphisme de S-champs v-5 ¥, le produit fibré
V Xy p.p & est unV-champ (algébrique) quasi-compact; on dira que F est



de présentation finie (resp. de type fini) s’il est localement de présentation
finie (resp. localement de type fini) et quasi-compact.

Remarques (4.17) : (1) On rappelle que tous les S-espaces algébriques
considérés sont quast-séparés, de sorte qu'il en est automatiquement de
meéme des morphismnes de S-espaces algébriques et de tous les 1-morphismes
AN % de S-champs algébriques (en ce sens que le 1-morphisme diagonal
A= & Xp oy g A est quasi-compact). On en déduit formellement que
si un comnposé G o F' de 1-morphismes est quasi-compact, alors F est quasi-
compact. En particulier, si..#" est un S-champ algébrique quasi-compact, tout
1-morphisme de .2 vers un S-champ algébrique est quasi-compact. Cette
propriété sera particulierement utile lorsque 2" est un schéma affine.

(2) La remarque (4.14.1) sur les propriétés stables par changement de base
vaul aussi pour les propriétés des 1-morphismes de S-champs algébriques
définies en (4.16).

(3) Bien entendu, pour un l-morphisme représentable, la notion de
morphisme quasi-compact définie ci-dessus coincide avec celle résultant de
(3.10). Nous donnerons au chapitre 5 d’autres propriétés et caractérisations
des 1-morphismes quasi-compacts.

PROPOSITION {4.18). — On suppose que S = Spec(A) est affine et que A est
linnite inductive d’un systéme inductif filtrant (Ax)xer d’anneauz; pour tout
A € L on pose Sy = Spec(Ay).

(i) Soient Ao € L, . %3, et ¥, deux Sx,-champs algébriques. On suppose
que .&3, est quasi-compact et que ¥4, est localement de présentation finie.
Alors le foncteur naturel

lim Homg, (@3, %) — Homg(.&", %)

A>xg

est une équivalence de catégories, ot 'on a posé

'%5\ - S/\XS')\O'Z/.\(), 0//)\ :S/\XS)\O %0! & :SXSAO'%).\07 ///: SXSAO ./?/)\0'

(i) Soit & un S-champ algébrique de présentation finie. Alors il existe
un Ag € L, un Sy, -champ algébrique &;, de présentation finie, et un 1-
isomorphisme S xg,, i, = 2.

Preuve : (i) Commengons par une remarque générale. S désignant provisoire-
ment un schéma quelconque, soient 424 et Z” deux S-champs, U un S-espace
et I1: U — #2 un 1-épimorphisme. Alors la catégorie des 1-morphismes de
Z¢ dans 7 est équivalente & la catégorie dont les objets et les fleches sont
définis comme suit :

— un objet est la donnée d’un 1-morphisme v : U — 27 et d’un isomorphisme
@ :vopr, — vopry dans la catégorie Homg(U X » U, Z") vérifiant une
condition de cocycle évidente sur U x 4 U x 4, U;

— une fleche de (v, ) vers (v/,¢’) est la donnée d’un isomorphisme a de v
sur v’ dans Homg(U, ), faisant commuter le diagramme

@
vopry —— VOpI,

pri‘al lpr;a

v opry —— v'opr,.
‘PI
En d’autres termes, la catégorie Homg( 44, Z") se calcule formellement
en termes du diagramme cosimplicial naturel de catégories

- — o .
HomS(U,@ )—“‘-:>Homs(U Xy U,@):’HomS(U XMU X ¢ U,@)

par une construction canonique qui, de plus, commute aux limites inductives
filtrantes de catégories.

Cette description va nous permettre par étapes successives de ramener
'assertion (i) a la proposition (4.15) :

(a) Supposons tout d’abord que .2}, soit un Sy,-schéma affine. Quitte &
faire le changement de base .4}, — S»,, on peut supposer que .2}, = S,.
L’assertion (i) se réduit alors & la proposition (4.15).

(b) Supposons ensuite que .23, soit un S),-schéma (quasi-compact)
séparé. Alors on peut trouver un épimorphisme Xy, — .#3, de Sy,-schémas
avec Xxo, Xxo X3 X2 €8 Xig X253, X X5, X, affines (prendre pour
Xxo la somme des ouverts d'un recouvrement affine fini de .#},). L’assertion
résulte donc du cas affine compte tenu de la remarque qui précede.

(c) Si maintenant .#3, est un Sy,-espace algébrique (quasi-compact),
choisissons un morphisme étale surjectif X, — .£&3, ol X), est un S,-
schéma affine : alors X, x.u5, Xao et Xn, x5, Xa, X.25, X», sont
automatiquement des S),-schémas quasi-compacts et séparés {on rappelle
que la diagonale d’un espace algébrique est un morphisme quasi-affine) de
sorte que l'assertion résulte du cas (b).

(d) Enfin, dans le cas général, on prend une présentation P : Xy, — .93,
de .2}, ol X, est un Sy,-espace algébrique quasi-compact : alors Xy, X, 25,
Xxo et X X x5, X X5, X, sont automatiquement des S, -espaces
algébriques quasi-corpacts puisque la diagonale de .#&3, est représentable
et quasi-compacte. Il suffit donc d’appliquer le cas (c).

(ii) D’aprés (4.3), on peut supposer que .4 est de la forme

43

D2
pour un S-espace en groupoides satisfaisant les hypothéses de la proposition
(4.3.1), et oit X est un S-espace algébrique, et méme un S-schéma affine,
de présentation finie. Alors X; = X x - Xy est un S-espace algébrique
de présentation finie (il est quasi-compact car il se déduit par changement
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le base du morphisme diagonal de .#", et d’autre part il est localement de
résentation finie sur Xj).

(a) Side plus X, est un schéma, on conclut en appliquant successivement
[EGA] 1V, 8.8.2) (qui montre que le diagramme provient d’un diagramme
imilaire sur un S)) puis ([EGA] IV, 8.10.5) et ([EGA] IV, 17.7.8) (pour
. assez grand ce diagramme vérifie les conditions de (4.3.1)), et enfin la
iroposition (4.3.1) qui montre que le champ quotient est algébrique.

(b) Remarquons ensuite que X est automatiquement un schéma lorsque
2 est représentable, de sorte que 'assertion (ii) est démontrée dans ce cas.

(c) Dans le cas général, le cas (b) montre que X; provient d’un espace
1gébrique sur un S,M et l’assertion (i) de la proposition montre que, par suite,

2 diagramme X3 —— X provient aussi d’un S). I suffit alors de raisonner

omme dans le cas ?Qa) O

temarque (4.18.1) : Dans le cas particulier des champs algébriques de
résentation finie, on peut résumer (4.15) et (4.18) en disant que (avec les
1otations de (4.18)) la 2-catégorie des S-champs algébriques de présentation
inie est limite inductive du systéme, indexé par A € L, des 2-catégories des
’»-champs algébriques de présentation finie.

5. Points d’un S-champ algébrique;
topologie de Zariski

Soit .#" un S-champ algébrique. Considérons I'ensemble
(5.1) Hob HSpec(K)
K

ot K parcourt les S-corps, i.e. les corps munis d’un morphisme de schémas
Spec(K) — S. On munit cet ensemble de la relation d’équivalence suivante :
(z',K') ~ (z",K") si et seulement si il existe un S-corps K, extension
comumune des S-corps K’ et K”, et un isomorphisme de x’spec(K) sur a:’s’pec(K)
dans '%Spec(K)'

DEFINITION (5.2). — Un point de & est une classe d’équivalence dans
Uensemble (5.1) pour la relation d’équivalence ci-dessus. On notera | 4|
Uensemble des points de . A,

On définit de maniére évidente la notion d’image d’un point par un 1-
morphisme F : . — ¢/ de S-champs algébriques : on obtient ainsi
une application |F| : || — |#/], parfois notée F si aucune confusion
n’en résulte. Lorsque %" est un schéma, %] s’identifie canoniquement &
Pensemble sous-jacent a &

Remarque (5.3) : Si X L, % est une présentation de %", tout point £ de &
admet au moins un représentant (P oy, L) ol y : Spec(L) — X est un point
de X (i.e. un monomorphisme du spectre d’un corps dans X). En effet, si
(z, K) est un représentant arbitraire de £, on peut prendre pour (y, L) 'image
dans X d'un point du S-espace algébrique représentant Spec(L) Xz #.p X.
En particulier, on peut dans (5.1) se limiter aux S-corps K qui sont corps
résiduels de X. Utilisant ces remarques, on démontre facilement la proposition
suivante :

PROPOSITION (5.4). — (i) Un S-champ algébrique 95 est vide si et seulement
si .2 =0.
(i) Un 1-morphisme F : & — 9/ de S-champs algébriques est surjectif
si et seulement si Uapplication |F| : || — | #/] induite par F est surjective.
(iii) Soient %" et %/ deux sous-champs localement fermés d’un S-champ
algébrique L. On suppose que .2 est réduit ou que ¥/ est un sous-champ
ouwvert de Z. Alors on o % C ¢/ si et seulement si |.267| C | /.



(iv) Pour tout diagramme 2-cartésien de S-champs algébriques

x —
| o]
Y Y
Vapplication naturelle | | — || x|y |%/'| est surjective. 0

(5.5) Topologie de Zariski. Pour tout S-champ algébrique ..&", les ensembles
74|, ott ¢ parcourt les sous-champs ouverts de .#", sont les ouverts d’'une
topologic, dite de Zariski, sur |.4°|; pour tout 1-morphisme F : . &' — %/
de S-champs algébriques, application |F| : |.&£"| — | 27| est continue. Ceci
permet d’étendre aux champs algébriques (et morphismes) de nombreuses
notions topologiques :

- F: & — ¢/ est ouvert (resp. fermé, resp. dominant) si 'application |F|
est ouverte (resp. fermée, resp. d'image dense);

—un point = de .4 est une générisation d'un point y (et y est une
spécialisation de z) si y est adhérent & {z} dans | £7;

— F % — 2/ est générisant en un point ¢ de A" si toute générisation de
F(z) dans | #/| est image par |F| d’une générisation de = dans |.£&7|; F est
générisant s’it est générisant en tout point de . 2"

Certaines de ces notions topologiques ont déja été introduites par
réduction au cas des schémas;; il convient & chaque fois de vérifier I’équivalence
des deux points de vue. Par exemple il est immédiat qu'un S-champ
algébrique .4 est quasi-compact si et seulement si % est quasi-compact.
Un cas moins élémentaire est le suivant :

- F « & — 7/ est universellement fermé si pour tout l-morphisme
%' — 4/ de S-champs algébriques, le 1-morphisme F’' : &' — %’
déduit de F' par changement de base est fermé.

Dans le cas des morphismes représentables, on dispose déja (3.10) d’une
notion de moyphisme universellement fermé; la compatibilité sera vérifiée en
(5.6.4) ci-dessous. De méme, sans hypothése de représentabilité, une notion
de 1-morphisme universellement ouvert (resp. universellement générisant) a
é1.¢ définic en (4.14), et il convient de vérifier qu’elle coincide avec la notion
de morphisme «ouvert (resp. générisant) aprés tout changement de base» :
ce sera fait en (5.6) (resp. (5.8)).

PROPOSITION (5.6). — Soit F' : & — 9/ un 1-morphisme de S-champs
algébriques. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) F est universellement ouvert au sens de (4.14) ;

(b) pour tout l-morphisme #/' — 4/ de S-champs algébriques, le 1-
morphisme F' - 28" — 24" déduit de F par changement de base est ouvert.

En particulier, tout 1-morphisme plat et localement de présentation
finie (et notamment toute présentation d’un S-champ algébrique) est un
morphisme ouvert.

Preuve : Montrons que (a) implique (b). Comme les deux propriétés sont
stables par changement de base et sont satisfaites par les innnersionus ouvertes,
il suffit de montrer que si F' est universellement ouvert alors F(].2]) est
ouvert dans | 27|. De plus si P : X — .%" est une présentation de .4, alors
[P| est surjective et F' o P est universellement ouvert de sorte que 'on peut
supposer que %" = X est un schéma. Pour tout U € ob (Aff/S) et tout objet
y: U — %/ de %, la premiere projection p : X X gy, U — U est ouverte
(cf. (4.14.1)) et on a donc un ouvert W (U, y) de U, image de cette projection.
Il est alors immédiat de vérifier que si I'on note Zy la sous-catégorie pleine
de %4 formée des y tels que W (U,y) = U, (i.e. tels que p soit surjective),
alors & est un sous-champ ouvert de 4/ et | Z| = F(|.&").

Montrons que (b) implique (a). Supposant (b) vérifiée, et considérant
comme en (4.14) une présentation de F :

P’ . .
X — & — X

N o

Y —

il s’agit de voir que f est ouvert. Or comme P’ est lisse donc universellement
ouvert, il résulte de 'implication (a)=>(b) déja démontrée que P’ est ouvert,
et F’ 'est aussi par hypothése, d’oi1 la conclusion. 0

COROLLAIRE (5.6.1). — Soient .& un S-champ algébrique et P: X — &
une présentation de .&".

(i) Une partie Z de |. 2| est ouverte (resp. fermée) si et seulernent P~1(2)
est un ouvert (resp. un fermé) de | X|.

(ii) Une partic Z de |.£7| est fermée si et seulement si elle est de la forme
|Z], ou & est un sous-champ fermé de %" (que l'on peut supposer réduit).

(iii) L’espace |.&"| admet une base d’ouverts quasi-compacts.

Preuve : Pour (i), la partie «seulement si» résulte de la continuité de | F|. Pour
la réciproque il suffit de traiter le cas «ouverty (le cas d’un fermé s’en déduit
par passage au complémentaire); comme |P| est surjective d’aprés (5.4)(ii),
on a Z = P(P~1(Z)) et l'assertion résulte donc de (5.6) (P est ouvert).
(i) résulte de (4.10).
(iii) résulte de la méme propriété pour | X| jointe au fait que P est ouvert.
O
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COROLLAIRE (5.6.2). — Soit F + . &' — 4/ un 1-morphisme de S-champs
algébriques. On suppose que F est surjectif et ouvert (conditions vérifies
notamment si I est une présentation de £/ ). Alors tout ouvert quasi-compact
de ¥/ est image par F d’un ouvert quasi-compact de 4.

Preuve : Ceci résulte immédiatement de (5.6.1)(iii). O

COROLLAIRE (5.6.3). — Soit F : & — 4/ un 1-morphisme de S-champs
algébriques, et soit @ 'Y — ¢/ une présentation de ¢ . Les conditions
sumwantes sont équivalentes :

(i) F est quasi-compact (4.16) ;

(ii) le 1-morphisme F' : . % xp 4, qY — Y déduit de F par changement
de base est quasi-compact;

(iii) pour tout ouvert quasi-compact U de |9/, Vouvert F~'(U) de |.&|
est quasi-compact.

De plus il suffit de vérifier (il) pour une famille donnée d’ouverts quasi-
compacts recouvrant | /.

Preuve : L'implication (i)=>(ii) résulte facilement des définitions.

Supposons (ii) vérifiée et soit U un ouvert quasi-compact de | &/ |+ alors
(5.6.2) U cst. image d’wn ouvert quasi-compact V de Y, et F'~YV) est quasi-
compact d’aprés Phypothese de sorte que F~!(U), image du précédent par
une application continue, est quasi-compact et (iii) est vérifiée.

Morttrons enfin que (iii) implique (i). Soient donc V € ob(Aff/S),
y € ob 4/, et montrous que . &y, := & X gy, V est quasi-compact. Comme
V est affine donc quasi-compact, il résulte de (5.6.1)(iii) que y se factorise par
un ouvert quasi-compact 74 de 4/, de sorte que pry : by — V est déduit
par changement dc base du morphisme Fypy @ F “Y(46) — %6 induit par F.
Or par hypothése F~1(44) est quasi-compact donc Fy, est un morphisme
quasi-compact ct il en est de méme de pry : £y — V, d’oit la conclusion.

Enfin la dernidre assertion est immeédiate, la propriété (iii) pour les ouverts
d’un recouvrenicnt quasi-compact impliquant immédiatement (iii) pour tout
ouvert, quasi-compact. O

COROLLAIRE (5.6.4). — Soit F : .2 — 4/ un 1-morphisme de S-champs
algébriques, et soit Q : Y — ‘94 une présentation de 4/. Pour que F soit
ungversellement fermé (au sens de (5.5)), il faut et il suffit qu’il en soit de
méme du 1-morphisme F' . 24" X p y oY — Y déduit de F par changement
de base.

En conséquence, pour un morphisme représentable, la notion de mor-
phisme universellement fermé définie en (5.5) coincide avec celle de (3.10).

Preuve : Le «il fauty est trivial. Pour la réciproque il suffit de voir que si F”
est fermé alors F/(|.#7]) est fermé dans |'¢/|. Ceci équivaut d’aprés (5.6.1)(i)
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a dire que Q L(F(|.#7)) est fermé dans |Y|; or il résulte de (5.4)(iv) que
Q Y F(&N) = F'(|.% xF,y.qY]l), dou assertion. a

PROPOSITION (5.7). — Soit F' : .&" — 7/ un 1-morphisme quasi-compact de
S-champs algébriques, et soit y un point | ¥/|. Les conditions sutvantes sont
équivalentes :

(i) y est adhérent d F(|-&]) dans | /| ;

(ii) y est une spécialisation d’un point de F (|.4]).

Preuve : Il est immédiat que (ii) implique (i). Supposons (i) vérifiée, et
montrons (ii). La question est locale sur 4/ donc on peut supposer 2/ (et
donc .#") quasi-compact. Soit Q : Y — 2/ une présentation de 4/, et soit
F' . . #&" = Y déduit de F par changement de base. Comme () est ouvert
(5.6) on a Q71(Z) = Q~Y(Z) pour toute partie Z de |4/]. Comme d’autre
part y se releve dans Y, et que Q™H(F(|.47))) = F/(|-#"]), on est ramen¢ au
cas oll %/ =Y est représentable. Enfin si P: X — .2 est une présentation
de .2, avec X quasi-compact, on a F(|.#]) = (F o P)(|X}]) univcrsellement,
de sorte que nous sommes ramenés au cas d’un morphisme de schémas, que
l'on peut supposer affines (vu I'hypothese quasi-compacte). On peut de plus
supposer que -# = Spec(B) et %/ = Spec(A) sont réduits, et que F est
dominant. Si p désigne I'idéal premier de A correspondant a y, il suffit de
voir que By # (0) (les points de Spec(By) correspondant canoniquenient aux
points de .2 dont Pimage est une générisation de y). Or ceci résulte du fait
que, puisque F' est dominant et A réduit, le morphisme naturel A — B est
injectif de sorte que son localisé Ay — By I'est également. [

COROLLAIRE (5.7.1). — Soit F : . & — 4/ un 1-morphisme ouvert de S-
champs algébriques. Alors F est générisant.

Preuve : Grace & (5.6.1)(iii) on se raméne au cas oul .4 est quasi-compact,
de sorte que F' est un 1-morphisme quasi-compact. Soient alors x un point
de &', et i € |#/] une générisation de y = F(x). Comme F est ouvert
on a F~1(Z) = F~Y(Z) pour toute partie Z de | /|. Prenant Z = {y'} on
voit que z est adhérent 3 F~1(y’), qui est I'image d’un 1-morphisme quasi-
compact u : &7 — &, ol l'on a posé .47 = Spec(K) X y 1 -4 et ol
i : Spec(K) — %/ représente le point y’. Il résulte alors de (5.7) que z est
une spécialisation d'un point de u(.%"), d’ou la couclusion. (]

COROLLAIRE (5.7.2). — Soit .#" un S-chamnps algébrique. Alors lespace
topologique |- &°| est sobre (i.e. tout fermé irréductible admet un unique point
générique).

Preuve : 1l suffit de voir que si .2&" est irréductible, il admet un unique point
générique. Il existe un schéma affine non vide X et un l-morphisme lisse
F:X — . %, dont 'image est un ouvert non vide de .%"; on peut remplacer



A" par cet ouvert et supposer F surjectif. Soit £ un point maximal de X, et
soit = F(z). Comme F' est générisant (5.7.1),  est un point maximal de
A&, i.e. n’admet dans & aucune générisation non triviale; en particulier
tout point générique de & est égal & 5, d’oll l'unicité. Montrons que p
est bien générique : si %4 est un ouvert non vide quelconque de .#", il
faut voir que 7 € |4£]. On peut pour cela supposer #Z quasi-compact, par
(5.6.1)(iil) ; comme .2~ est quasi-séparé, 'inclusion de #¢ dans &~ est alors
un l-morphisne quasi-compact, d’image dense puisque .4 est irréductible. 11
résulte donc de (5.7) que 7 est adhérent & un point de | 24|, donc appartient
a | 2¢] puisqu’il est maximal. O

COROLLAIRE (5.7.3) (cf. [EGA] II, 7.2.1). — Soit F : & — %/ un 1-
morphisme quasi-compact de S-champs algébriques. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) F est fermé;

(i) pour tout point z de |.#'| et toute spécialisation y de y = F(z), il
existe une spéciolisation «’ de  telle que F(z') =y/.

Preuve : Compte tenu de (5.7), (i) signifie que |F|({z}) = {|F|(z)} et est
donc conséquence de (i). Réciproquement, supposons (ii) vérifiée; soit Z un
fermé de |.#°, et montrons que F(Z) est un fermé de | %/|. D’apres (5.6.1)(ii),
Z de la forme |Z| pour un sous-champ fermé réduit Z de #&". Ou peut
remplacer & par @ (il est immédiat que F induit un morphisme quasi-
compact de & dans %/ qui vérifie encore (ii)) et Pon est ramené & montrer
que F(.207]) est fermé. Or il résulte de (5.7) que F (]2} est I'ensemble des
spécialisations des points de F'(].27]), et (il) implique que cet ensemble est
égal & F(|.47]), cofd. O

PROPOSITION (5.8). — Soit F : & — %/ un 1-morphisme de S-champs
alyébriques. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) F est universellement générisant (au sens de (4.14));

(b) pour tout 1-morphisme ¢/’ — %/ de S-champs algébriques, le 1-
morphisme F' : %" — 7' déduit de F par changement de base est
générisant.

En particulier, tout 1-morphisme universellement générisant (par exemple
tout 1-morphisme plat) est générisant.

Preuve : (a)=>(b) : comme (a) est stable par changement de base, il suffit
de voir que si F' est universellement générisant, il est générisant. Fixons une
présentation de F :

’

x5 o L ow
f\\ lF’ 0 lF
Y .
i

Par hypothese, f est générisant ; comme @ est ouvert (5.6) il est également
générisant (5.7.1) de sorte que Q@ o f = F o Q' o P’ est générisant. Comme
Q' o P’ est surjectif, assertion en résulte.

{b)=>(a) : supposons (b) et fixons une présentation de F comme ci-dessus :
il s’agit de voir que f est universellement générisant, et il suffit. pour cela de
montrer qu’il vérifie (b), puisque X’ et Y sont des schémas. Or il est clair que
la, propriété (b) est stable par changement de base donc est vérifiée par F’;
elle Pest également (5.7.1) par tout 1-morphisme universellement ouvert, donc
par P’; comme elle est aussi stable par composition, la preuve est achevée.

O

(5.9) Ensembles constructibles, théoréme de Chevalley. Nous renvoyons a
([EGA] 0r, §82 et 7) pour les notions de partie rééirocompacte, constructible,
globalement constructible d’un espace topologique.

PROPOSITION (5.9.1). — Soit 4 un ouvert d'un S-chamnpy algébrique & :
alors | 26| est rétrocompact si et seulement si le 1-morphisme d’inclusion de
2 dans A est quasi-compact.

Preyve : Ceci résulte de (5.6.3). O

COROLLAIRE (5.9.2). — Soit F : 28" — 9 un 1-morphisme de S-champs
algébriques et soit Z une partie de | 2/|.

(a) Si Z est constructible (resp. globalement constructible, resp. ouvert et
rétrocompact) dans | /|, F~(Z) a la méme propriété dans |.4|.

(b) Si F est surjectif et ouvert (par exemple si F est une présentation de
) et si F~1(Z) est constructible (resp. resp. ouvert et rétrocompact) dans
|&7|, alors Z a la méme propriété dans |/ |.

Preuve : (a) Le cas d’un ouvert rétrocompact résulte de (5.9.1); les autres
s’en déduisent comme dans le cas des schémas, ¢f. ([EGA] 0r, 7.1.2).

(b) Dans les deux cas on se rameéne immédiatement au cas ol 4/ est
quasi-compact, puis grace a (5.6.2) au cas ot .2 Vest aussi.

Cas «ouvert rétrocompacty : alors F~1(Z) est un ouvert quasi-compact,
done Z = F(F~1(Z)) également.

Cas «constructible» : alors F~1(Z) est de la forme [2|\|Z|, ot 44 et
Z" sont deux ouverts quasi-compacts de & avec Z° C Z4. On peut alors
remplacer ¢/ par Pouvert quasi-compact F(24), qui contient Z, ce qui nous
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ramene au cas ot F~1(Z) est fermé, & complémentaire |2| quasi-compact;
alors le complémentaire de Z est 'ouvert quasi-compact F'(Z"), cqfd. O

COROLLAIRE (5.9.3). — Sotent & un S-champ algébrique quasi-compact
et Z une partie constructible de | &'|. Il existe un schéma affine X et un
1-morphisme de présentation finie F « X — &~ tels que F(X) = Z.

Preuve : Soit P : X — .4 une présentation de .%" : alors Z = P(P~1(Z))
et P71(Z) est constructible dans X par (5.9.2)(a), de sorte que I'assertion
résulte du cas des schémas, c'est-a-dire de ([EGA] I, 7.1.3). O

Nous sommes maintenant en mesure de généraliser le «théoreme de
Chevalley» de ([EGA] I, 7.1.4) :

THEOREME (5.9.4). — Soit F : . 2" — 2/ un 1-morphisme de présentation
finie de S-champs algébriques, et soit Z une partie constructible de | &|.
Alors F(Z) est constructible dans |4/|.

Prewve : La question étant locale sur %/, nous pouvons supposer %/ quasi-
compact. Il existe alors un diagramme 2-commutatif

x 2
F'l lF
Y —_— ’/)
Q

ol X et Y sont des schémas quasi-compacts, P et () sont lisses (donc ouverts)
et surjectifs, et F’ est encore de présentation finie. D’apreés (5.9.2)(b) il suffit
de voir que Q' (F(Z)) est constructible dans Y'; or c’est I'image par F'
de P~1(Z) qui est constructible dans X d’aprés (5.9.2)(a). On peut donc
conclure d’aprés ([EGA], loc. cit.). 0

6. Quelques résultats de structure locale

THEOREME (6.1). — Soit .2 un S-champ algébrique. Les conditions (i) et
(ii) ci-dessous sont équivalentes :

(i) il existe un entier d > 1, un espace algébrique (resp. un schéma, resp.
un schéma affine) X et un 1-morphisme 7 : X — .4, fini éale de degré d;

(i) .Z" est 1-isomorphe d un S-champ de lo forme [X'/G/S], ot X' est un
espace algébrique (resp. un schéma, resp. un schéma affine) et G un groupe
fini opérant sur X'.

De plus ces conditions impliquent la suivante :

(ii) il existe un espace algébrique (resp. un schéma, resp. un schéma
affine) X" et un 1-morphisme lisse, surjectif, de type fini et séparé P : X" —
A&, & fibres géométriquement connexes, et tel que tout 1-morphisme d’un
schéma semi-local dans & se reléve ¢ X”.

COROLLAIRE (6.1.1). — Soit %/ un S-champ de Deligne-Mumford non vide.
11 eziste un ouvert non vide .#%" de 4/ possédant les propriétés (i), (ii), (iii)
de (6.1), ot de plus X, X' et X' sont des schémas affines.

Preuve du corollaire : Tl est clair que la condition (i) est vérifiée au-dessus
d’un ouvert non vide (X étant de plus un schéma), et il en est donc de méme
de (ii); que l'on puisse (quitte & rétrécir 'ouvert) supposer X' affine résulte
du lemme élémentaire (6.1.2) ci-dessous. O

LEMME (6.1.2). — Soit G un groupe fini opérant sur un espace algébrique
non vide Y. Alors il existe un ouvert affine de Y, non vide et G-invariant.

Preuve : Commencons par supposer Y séparé. Soit U un ouvert affine non
vide de Y (il en existe d’apres ([Kn] 11, 6.7)). Considérons I’ensemble fini .7
des intersections d’ouverts de la forme gU, pour g € G. Comme Y est séparé,
les éléments de . % sont encore des ouverts affines de Y. Soit V' minimal parmi
les éléments non vides de % : alors, pour tout ¢ € G, V N gV appartient
4 .7 donc est vide ou égal & V. Par suite, l'ouvert quch est réunion
disjointe d’éléments de .97 : c’est donc un ouvert affine, évidemment G-
invariant.

Sans hypothese de séparation sur Y, 'argument qui précéde fournit
un ouvert non vide G-invariant, non nécessairement affine mais néanmoins



séparé : remplagant Y par cet ouvert, nous sommes ramenés au cas précédent.

O

(6.1.3) Preuve de (6.1) : Il est trivial que (ii) implique (i) : le morphisme
structural de X’ dans [X'/G/S] est en effet fini étale de degré Card(G).

Montrons que (i) implique (ii). Si Y est un schéma, on a une équivalence
entre la catégorie des revétements étales de Y de degré d, et celle des torseurs
sur Y sous le groupe symétrique G, : au revétement étale Z — Y on associe
le torseur Z’ de ses trivialisations (isomorphismes avec le revétement trivial
Y x{1,...,d}). Ce dernier s’identifie & un ouvert fermé de Z xy Z xy - - xy Z
(d facteurs), et Pon a un revétement étale Z' — Z de degré (d — 1)!, induit
par la premiere projection. Cette construction s’étend immédiatement & un
L-miorphisme Z — %/ représentable, fini étale de degré d, de S-champs
algébrigues (voir plus loin pour uue généralisation). De plus, le champ 2/
obtenu cst un cspace algébrique (resp. un schéma, resp. un schéma affine) si
~Z ala mweie propriété, en raison de l'existence du revétement étale £/ — &
mentionné ci-dessus; que -Z7 soit un G4-torseur au-dessus de -Z signifie alors
que &, opere naturellement sur espace algébrique £/, et que & s’identifie
aun champ quotient [Z'/G,4]. Ceci achéve de montrer que (i) implique (ii)
(avec eu fait G = Gy).

Montrons que (ii) implique (iii). Supposons donc que & = [X'/G/S)]
cormme en (ii). Le groupe G se plonge dans un S-schéma en groupes lisse
de la forme L = GL, g : considérons le produit contracté X" = X’ xCG L
(quotient de X’ x g L par laction de G donnée par (z,8)g = (zg,97¢) si G
opere & droite sur X'). On vérifie facilement que X" est un espace algébrique
(resp. un schéma, resp. un schéma affine) muni d’une action (& droite) de
L, et que (X" /L/S} s’identifie canoniquement & .%". Les fibres géométriques
de la projection naturelle P : X” — .#&" sont des schémas isomorphes & L,
donc géométriquement connexes. Enfin, si U est un S-schéma semi-local et
x: U — .2 un l-morphisme, alors U X,_x p X" est un GLy,-torseur sur U
donc a une section, ce qui achéve la démonstration. O

Les théoremes (6.2), (6.3) et (6.5) ci-dessous relévent de techniques treés
similaires aux constructions de (6.1.3); faute de référence, ces techniques
seront exposées au cours des sections suivantes.

THEOREME (6.2) (structure locale des champs de Deligne-Mumford). —
Soient . £ un S-champ de Deligne-Mumford, K un S-corps et z : Spec(K) —
& un 1-morphisme. Alors il existe un diagramme 2-cartésien

Spec(K) — [X/G/S]

Idspec( k) l ] l‘ﬂ
Spec(K) ——— &

z

ot X € ob (Aff/S), G est un groupe fini opérant sur X et p un l-morphisme
représentable, étale et séparé.

Pour la démonstration, voir (6.7).

Remarque (6.2.1) : (cf. [De-Ra]). Sous les hypotheéses de (6.2), supposons en
outre que K soit séparablement clos. On peut alors définir hensélisé strict
de & au point géométrique z comme I’hensélisé strict de n'importe quelle
présentation étale P : X — .2 de .%" munie d’un relévement & de z. On
obtient ainsi un schéma strictement local Az, dont le corps résiduel est la
cléture séparable, dans K, du corps résiduel du point de X image de 7 (on
peut toujours supposer que X est un schéina). Le schéma A2y est muni d'un
1-morphisme essenticllement étale vers 2", et ou laisse le lecteur vérifier que
le tout est indépendant des choix, & isoworphisime canounique prés. De plus,
sl x1 et T3 € ob.# , tout isomorphisme ¢ : x; —= x5 dans .2} induit un
isoinorphisme entre les deux fleches naturelles Ay = et Ay — 2

En particulier, le groupe fini Aut(z) des automorphismes de x dans . Zj
opere sur .#(;) et le l-morplisme canonique gy — A7 se factorise par
un 1-morphisme [#;)/Aut(z)/S] — .2 dont on vérifie aisément qu’il est
représentable et séparé. 0

THEOREME (6.3) (existence de « voisinages lisses»). — Soient .&" un S-champ
algébrique, K un S-corps et © : Spec(K) — & un 1-morphisme. Alors il

existe un diagramme commutatif
X
ar
Spec(K) — A

ou X est un schéma offine et  un 1-morphisme lisse.
Pour la démonstration, voir (6.7).

Remarque (6.3.1) : Le l-morphisme ¢ de 1'énoncé est automatiquement
représentable et séparé : ceci résulte formellement du fait que X est un S-
schéma séparé et que la diagonale & — .#° xg .#" est représentable et
séparée.

Remarque (6.3.2) : Méme si %" est un champ de Deligne-Mumford, on ne peut
pas en général, dans (6.3), choisir ¢ étale. Par exemple, soit Y le spectre d’un
S-corps ) algébriquement clos, muni de ’action triviale d’un groupe fini G,
et soit &' = [Y/G/S]. Alors les seuls 1-morphismes étales d’un S-schéma
affine X vers %" sont sommes de l-morphismes qui sont 2-isomorphes au
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1-morphisme canonique de Y vers .4 (remarquer que 'on a par composition
un l-morphisme étale X — .£' — Y). Le 1-morphisme z de I'énoncé ne peut
se factoriser par un tel X que si le G-torseur sur Spec{K) correspondant est
trivial : on aura donc un contre-exemple en prenant pour K une extension
non séparablement close de €2 et pour G le groupe de Galois d'une extension
galoisienne non triviale de K.

Nous allons maintenant étendre en partie (6.1) et (6.1.1) aux champs
algébriques généraux. Nous aurons besoin pour cela d'une définition :

DEFINITION (6.4). — Soit 7 : . & — 4/ un 1-morphisme représentable et lisse
de S-champs algébriques, et soit d un entier > 0. On dit que w est équiconnexe
(resp. d-équiconnexe) s'il peut se factoriser en %—Lf/’LV/ ot f est
représentable & fibres géométriquement connexes et ot g est représentable,
fini et étale (resp. fini étale de degré d).

Si de plus 4/ cst un schéma et si y est un point de Y/, on dit que 7w est
équiconnexe (Tesp. d-équiconnexe) au point y s’il existe un voisinage ouvert
24 de y dans 7/ tel que mp @ wH(48) — Y soit équiconnexze (resp. d-
équiconneze).

(Ces notions seront étudiées plus en détail plus bas, cf (6.8) et (6.9)).

THEOREME (6.5) (existence générique d’une présentation a fibres géométri-
quement connexes). — Soit &  un S-champ algébrique. Il existe un ouvert
dense 26 de & et une famille dénombrable (pn : Xn — #6)p>1 de 1-
morphismes ayant les propriétés sutvantes :

(i) pour tout n > 1,

(a) X, est un espace algébrique,

(b) pn, est lisse, surjectif, séparé, de type fini, & fibres géométriquement
CONNECXES [

(ii) pour tout anneau artinien K, tout 1-morphisme Spec(K) — 46 se
reléve a Pun des X,,.

Si de plus il existe une présentation P : X — & de & ot P est
équiconnexe, alors on peut ci-dessus prendre 74 = 4.

Pour la démonstration, voir (6.12). Noter cependant que lorsque .2&” est un
champ de Deligne-Mumford, ce théoréme résulte de (6.1.1).

Remarque (6.5.1) : Il n’est pas possible en général d’obtenir la pro-
priété (6.5)(ii) avec un seul 1-morphisme X — %4, plutét qu'une famille
dénombrable, méme si l'on se limite & un corps K fixé. Par exemple, soient
k un corps et A une variété abélienne sur k; posons S = Spec(k), et prenons
pour .Z" le champ classifiant B(A/k) (cf. (2.4.2)). Rappelons que si ¥ est
un A-torseur sur un corps K, alors Y admet un point a valeurs dans une
extension finie I de K, et qu’alors la classe de Y dans H*(K, A) est annulée
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par [L : K]. T est facile d’en déduire que si X est un k-espace algébrique
noethérien (par exemple de type fini) et p : X — .#&" un l-morphisme, il
existe d € N* tel que, pour tout corps K et tout z € X (K), le torseur corre-
spondant & p(x) soit annulé par d dans H'(K, A). On conclut en observant
qu'il atrive (par exemple si k est un corps de nombres) que H'(k, A) ait des
éléments d’ordre arbitrairement grand.

Construction (6.6) (multisections d’un 1-morphisme) : Solent . %" et £/ deux
S-champs, et 7 : & — %/ un l-morphisme représentable et séparé. Pour
tout, entier d > 0, notons (&' /%)? le produit ibré & X s x & Xn g .m
o X g m 2 (d facteurs).

Pour U € ob(Aff/S), la donnée d’un objet de ((-#'/ %)%y équivaut
celles d'un y € ob %, et de d sections zj,...,z4 du U-espace algébrique
X = & Xz pyy U. On définit alors de fagon évidente le sous-champ
ouvert SEC4(.8"/%/) de (&) 4/)?, «complémentaire des diagonales» par
la. condition que U X, x,o; U soit vide pour i # j. Bien entendu, que 'on
obtienne un sous-champ ouvert résulte de I’hypothese de séparation.

Le S-champ (%) #4)¢ est muni d’une action naturelle du groupe
symétrique Sy, compatible avec la projection sur %/. Il est prudent, et
suffisant pour nos besoins, de définir cette notion comme la donnée, pour
tout U € ob(Aff/S) et tout y : U — %/, d’une action de &g sur le U-
espace algébrique X = (&'/ %)% X yy U, compatible & I'action triviale
sur U, le tout étant compatible & tout changement de base U’ — U. Cette
action respecte 'ouvert SECy(% /%), et elle est libre, avec les notations ci-
dessus, sur SECq(-&"/ %) Xx, 49,4 U (ceci aurait pu servir de définition pour
SEC4 (& 9£)).

On considere alors le champ quotient
ETo(F /%) = SECu(4/ #)/S4/5)

que 'on peut définir comme suit : pour tout U € ob (Aff/S), un objet de
ET4(#/4/)u est la donnée d'un 1-morphisme y : U — %/ et d’une scction
au-dessus de U de Pespace algébrique quotient de SECq(- 4"/ 24) Xr sy U
par laction libre de &, donnée ci-dessus : ainsi le 1-morphisme structural
de SEC4(.#') 4¢) vers ET4(#%"/ 4¢) fait du premicr champ un G4-torseur
au-dessus du second. En particulier ce morphisme est représentable, fini et
étale.

La formation des champs SEC4(.Z°/ %) et ET (& /%) commute (a
équivalence canonique pres) a tout changement de base par un 1-morphisme
Y' — Y.

Pour étudier commodément les champs SECy(.#"/%/), on peut procéder
par récurrence sur d : SECo(.#/ Y/ (resp. SEC1(.%4"/%/)) s’identifie canon-
iquement & %/ (resp. &), et, pour d > 0, on a un diagramme commutatif



SEC4(#7/ %) 5 SEC4_(Z7).2)

(6.6.1) | |

™

ot I'on a posé . = SECy(#"/ £/) muni de la premiére projection sur &
(laquelle est représentable et séparée) et ou I'isomorphisme du haut envoie
(%1,...,zq) sur ((€1,22),..., (%1, T4)), en un sens que le lecteur précisera.

PROPOSITION (6.6.2). — Les hypothéses et notations sont celles de (6.6) ci-
dessus.

(i) Le morphisme naturel SEC4(.8°/ /) — 4/ est représentable et
séparé. Il est de plus localement de présentation finie (resp. de présentation
finge, resp. universellement ouvert, resp. étale, resp. quasi-affine de type fing)
sim est.

(i) S%.4" est un espace algébrique (resp. un espace algébrique séparé), il
en est de méme de SEC (&)%) pour d > 0.

(ii bis) Si m est schématique et si & est un schéma (resp. un schéma
séparé), il en est de méme de SECy(. %/ 4/) pour d > 0.

(iii) On suppose que w est de type fini, et que la diagonale Dy Y —
Y X yf est représentable et quasi-affine (condition vérifiée en particulier
lorsque 24 est un champ de Deligne-Mumford). Alors, si %" est un schéma
quast-affine, il en est de méme de SECy(.2"/%/) pour d > 0.

Supposons de plus w universellement ouvert, et notons Uy(.&°/ %) le
sous-champ de ¢4 image de SECq(-Z"/ /), au sens de (3.7). Alors :

(iv) Les Ug(-#7) ¢f) forment une suite décroissante d’ouverts de 4/.

(v) On suppose que 44 est un champ algébrique quasi-compact, et que
est Ctule de présentalion finie. Alors il existe d € N tel que Uy(. &'/ /) = 0.
Si.2" nlest pas vide et sin+ 1 est le plus petit d ayant cette propriété, alors
m est fini étule de degrén au-dessus de Up (5] 4/).

Preuve : On laisse (i) au lecteur (qui trouvera sans peine d’autres «resp...»).
La coudition «de type fini» jointe & «quasi-affine» sert & assurer que
SECq(-#"/ ¢/) est quasi-compact sur %/, condition nécessaire (par définition)
pour qu’il soit quasi-affine sur #/.

Pour (ii), on considéere le diagramme (6.6.1) : si 2" est un espace
algébrique (resp. un espace algébrique séparé), il en est de méme de
SECy—1(.#4" /&) dapres la premiere assertion de (i) ; or celui-ci s'identifie &
SECy(#47/ #/). La preuve de (ii bis) est analogue.

Prouvons (iii). Supposant que . soit un schéma quasi-affine, montrons
d’abord que 7, sous les hypothéses envisagées, est un morphisme quasi-
affine : il s'agit de voir que, pour tout U € ob(Aff/S) et y € Y (U),
Pespace algébrique .4 X,y U est un schéma quasi-affine. Or ceci résulte
du diagraimme cartésien

J
B X gy U —s 5 xg U

I e |
Y — Uxs ¥
Ay

qui montre que j est quasi-affine donc que & Xx, 9ty U est un schéma quasi-
affine puisque .2 xg U l'est. En particulier, .2° X, pom A" est quasi-affine
dong il en est de méme de .4 = SECo(.4"/ %) qui en cst un ouvert quasi-
compact (parce que 7 est de type fini). On conclut alors comme dans (ii), en
utilisant le diagramme (6.6.1) et le cas «quasi-affine de type fini» de (i).

(iv) est immédiat : le morphisme naturel SECq(.£°/ /) — &/ est
universellement ouvert puisque 7 lest, et SECa(.#°/ ¢/) s’envoic dans
SECy_1(£"/ #).

On montre (v) en remarquant que si Y — 2 est lisse et surjectif, alors
Ua( 27/ 7£) est Iimage dans 4/ de Uy(. 2" x 2 Y/Y). Ou se ramene ainsi
an cas ol 2/ est un schéma quasi-coupact, puis un schéma afline, puis un
schéma noethérien (grace au fait que = est de présentation finie). L’arguinent
est alors standard, utilisant la décroissance des Uy(.4 1) ]

PROPOSITION (6.6.3). — Les hypothéses et notations sont celles de (6.6).

(1) Pour tout schéma T, la donnée d'un 1-morphisme T — ETy(-4°/ 2£)
équivaut & celle d’un 1-morphisme T — ¢ et d’un sous-schéma Z de lespace
algébrique T x &, fini étale de degré d sur T. La donnée d’un relevement
d’un tel morphisme & SECy (2" ¢/) équivaut & celle d'une trivialisation du
revétement étale Z — T correspondant (i.e. d'un T-isomorphisme de Y avec
le revétement trivial de T' de fibre {1,...,d}).

(i) Le morphisme structural ETq(&7/ ) — ¢ est veprésentable et
séparé. [l est lisse (resp. étale) siw Uest. Si & est un espace algébrique et
si.d >0, alors ET (.27 /) est un champ de Deligne- Mumford.

(iil) Si 7 est fini étale de degré constant d, alors ETa(27) 24) = ¢/.

La preuve est laissée au lecteur. Pour l'assertion de représentabilité on
remarque que si 24 est un espacc algébrique, G, opére librement sur Pespace
algebrique SEC,(.£7/:4/), de sorte que ETy(#"/ ¢/) s'identifie a Vespace
algebrique quotient SECy(#"/'47)/G4. Pour la dernitre assertion e (i), ef.
(6.6.2)(ii). O

(6.7) Preuve de (6.2) et (6.3). Comme les énoncés eux-mémes, cotte preuve
s'inspire de ([Kn] II, 6.4). Donnons-nous un $-champ algébrique . 4", un S-
corps K et un l-morphisme z : T = Spec(K) — 4" Soit P : X, - &
une présentation de &', telle que X soit séparé sur S (par exeniple somine
de schémas affines). Posons T} = X x P2z 1. Alors T} cst non vide et il
existe donc uu ouvert affine X, de X, qui rencontre I'image de Ty, d’ot un
diagramme 2-cartésien
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T, — Xy

=

T = Spec(K) — &

ol Ty est non vide et 7 lisse. Le morphisme représentable m est séparé (cf.
remarque (6.3.1)). Comme K est un corps et T2 un K-espace algébrique lisse,
séparé et non vide, il existe une immersion fermée Spec(L) <« T, ou L est
une K-algebre finie étale non nulle. Posons d = [L : K] : on a ainsi un point
K-rationnel y de ETy(T>/T) d’apres (6.6.3)(1), ou, ce qui revient au méme,
un diagramme commutatif

ET4(Ty/T)

(6.7.1) z/' l“’

T —— &
x

ol1 ¢ est représentable, lisse et séparé.

(6.7.2) Prouvons maintenant (6.2). Si 4" est un champ de Deligne-Mumford,
nous pouvons prendre P étale dans la construction ci-dessus : alors les fleches
7, n’ et @ sont aussi étales, on a ET4(X2/.#") = [SEC4(X2/&7)/Ga/S], et
il résulte de (6.6.2)(iii) que SECq4(X2/.#") est un schéma quasi-affine. De
plus comme T3 est méme un K-espace algébrique étale, séparé et non vide,
il est affine et on peut prendre L = I'(Ty, (7r,) de sorte que ETg(T%/T)
s'identifie & T. Enfin z; correspond & un ensemble fini Gg4-invariant de points
de SEC4(X2/.2"), qui est donc contenu dans un ouvert affine &4-invariant,
d’ol1 le résultat en prenant pour X ledit ouvert et pour G le groupe G4. O

(6.7.3) Prouvons (6.3) : revenant au diagramme (6.7.1), on observe que
ET4(X3/.4") est un champ de Deligne-Mumford d’aprés (6.6.3)(ii), ce qui
nous rameéne (remplagant .&" par ETq(X2/.47)) au cas ot .&" est un champ
de Deligne-Mumford, et méme, en vertu de (6.2) déja démontré, au cas ou &
est de la forme [X;/G/S] oli G est un groupe fini opérant sur un S-schéma
affine X;. La conclusion résulte alors de (6.1)(iii). O

Construction (6.8) (composantes des fibres d'un morphisme lisse). : Soient
X et YV deux schémas, et 7 : X — Y un morphisme lisse de type fini. Etant
donnés deux points z et y de X & valeurs dans un Y-schéma T, disons
que T et y sont équivalents si, pour tout point £ de T & valeurs dans un
corps k algébriquement clos, les points z o £ et y o £ de X (k) sont dans la
méme composante connexe du k-schéma lisse X¢. Il s’agit évidemment d’une
relation d’équivalence sur X, qui est représentable par un sous-schéma ouvert
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R de X xy X : ceci résulte en effet de ([EGA] IV, 15.6.5) appliqué a 'une

quelconque des projections canoniques de X xy X sur X, 'ouvert en question
étant formé des composantes des fibres de cette projection le long de la section
diagonale.

Nous noterons 79 (X/Y) le faisceau quotient de X par R. Il a les propriétés
suivantes, dont nous laissons la preuve au lecteur :

(6.8.1) (i) mo(X/Y) est un espace algébrique étale et localement séparé sur

?

(i) pour tout point géométrique & de Y, mo(X/Y)(€) s'identific &

Pensemble des composantes connexes de X¢;

(iti) le Y-morphisme canonique X — wo(X/Y) est lisse & fibres
géométriquement irréductibles; c’est un isomorphisme si (et seulement si)
X est étale sur ¥,

(iv) la formation de mo(X/Y) commute & tout changement de base
Y -Y;

(v) si mp(X/Y") est séparé sur Y, c’est un schéma,;

(vi) pour que 7 soit équiconnexe (resp. d-équiconnexe) (cf. (6.4)) il faut
et il suffit que mo(X/Y") soit un Y-schéma fini (resp. fini de rang d).

(Pour (i), considérer un sous-schéma de X, étale sur Y et rencontrant
toutes les composantes des fibres; pour (v}, invoquer (A.2)).

A propos de (v), on notera que la condition «m(X/Y') est séparé sur
Y » équivaut & «l’ouvert R de X xy X est un fermé». Le lecteur méditera
I’exemple suivant :

Y = Spec(R[T}),

X = louvert de Y-lissité de X’ = Spec(R[T,U,V])/(U% + V2 — T),
complémentaire du point correspondant & U'idéal (T, U, V).

Le critére (vi) éclaire la notion d’équiconnexité :

PROPOSITION (6.9). — Les hypothéses et notations sont celles de (6.8).

(1) Pour que m soit équiconnexe (resp. d-équiconnexre) au point y € Y,
il faut et il suffit que ny: : X Xy Y’ — Y’ soit équiconnexe (resp. d-
équiconnexe), ot l'on a posé Y' = Spec(CGy y).

(it) Pour que 7 soit équiconnexe (resp. d-équiconnexe), il faut et il suffit
qu'il le soit en tout pointy €Y.

(iii) Soit ¢ : T — Y un morphisme plat. Pour que np : X xy T — T soit
(d-)équiconnexe en t € T, il faut et il suffit que 7 soit (d-)équiconneze en
q(t).

(iv) Il existe un plus grand ouvert de Y, noté Eqc(r), ou Eqe(X/Y),
(resp. Eqcy(m), ou BEqey(X/Y)) au-dessus duquel m est équiconnexe (resp.
d-équiconnexe). La formation de ces ouverts commute a tout changement de
base plat ; de plus, Eqc(n) est dense dans Y, et est réunion disjointe des
Eqey(r) (4> 0).



Preuve : (i) Le «il faut » est trivial. Pour montrer la réciproque, on se raméne
au cas oll Y est affine et 'on applique le théoréme de passage a la limite
([EGA] IV, 8.10.5) a l'immersion R — X xy X : on en déduit que 7o(X/Y)
est séparé au-dessus d'un voisinage de y. On est ainsi ramené (& cause de
(6.8.1)(v)) au cas bien connu ou 79(X/Y) est un Y-schéma séparé.

(ii) est conséquence immédiate de (6.8.1)(vi), et (iii) résulte de (i).

(iv) I suffit de définir Eqc(r) (resp. Eqcy(7)) comme ’ensemble desy € Y
tels que 7 soit équiconnexe (resp. d-équiconnexe) en y. C’est par définition
un ouvert de Y'; il résulte de (ii) que c’est le plus grand au-dessus duquel =
est équiconnexe (resp. d-équiconnexe). L’assertion sur le changement de base
résulte de (iii). Enfin, on voit facilement que lorsque Y est réduit & un point,
7 est équiconnexe; dans le cas général il en résulte d’apres (i) que Eqe(r)
contient les points maximaux de Y, d’ou la densité.

DEFINITION (6.10). — Sotent v : X — Y comme en (6.8), Z un sous-schéma
de présentation finie de X, et v un entier. On dit que Z est r-équiréparti
(dans X, relativernent 6 'Y) si le morphisme composé Z — X — mo(X/Y)
est fini localement libre de rang r.

{6.10.1) (démonstrations laissées au lecteur). Si Z est r-équiréparti, il est
antomatiquement plat et quasi-fini sur Y ; en fait nous supposerons dans ce
qui suit que Z est dtale et sépuré sur' Y (donc aussi sur mo(X/Y')). Dans ce
cas, Z cst r-équiréparti si et seulement si, pour tout point géomnétrique € de
Y ot toute composante C de X¢, on a Card(Z¢ N C) = r. D’autre part il
existe un plus grand ouvert de Y, noté Eqrep,.(Z/X/Y), au-dessus duquel
Z est r-6équiréparti. La formation de ces ouverts commute au changement
de base plat. Si P'on suppose de plus que X est d-équiconneze sur Y, alors
BEqrep,(Z/X/Y) est simplement 'ensemble des y € Y tels que, pour tout
p € mp(X/Y) au-dessus de y, la fibre de Z en p soit de degré r sur x(p).
Par suite la formation de Eqrep,(Z/X/Y), dans ce cas, commute a tout
changement de base (et, bien entendu, Z est fini étale de degré rd au-dessus
de Bqrep,.(Z/X/Y)).

(6.11) Soit maintenant 7 : X — Y un morphisme lisse, séparé, de type fini et
d-équiconnerxe, avec d > 1. En particulier 7 est surjectif, et nous supposerons
de plus que ses fibres sont partout de dimension > 1. Soit r un entier > 0, et
posons B, = ET,4(X/Y) (cf. (6.6)). On dispose d’un sous-espace algébrique
universel Z, de X xy E,, fini étale de degré rd sur E,. Désignons alors par
Vo(X)Y) C E,. Pouvert Eqrep,.(Z,/X xy E./E,) de E,. Vu la propriété de
changement de base énoncée dans (6.10.1) ci-dessus, pour tout Y-schéma T,
V. (X/Y)(T) s’identifie & Pensemble des sous-schémas de X xy T, finis étales
sur 1" et r-équirépartis dans X xy T.

PROPOSITION (6.11.1). — Les hypothéses et notations sont celles de (6.11).

(i) Le morphisme naturel Vo(X/Y) — Y est surjectif, lisse, séparé et a
fibres géométriquement connexes.

(ii) On suppose que Y est le spectre d’un anneau artinien. Il eriste un
entier rg 2 1 tel que, pour tout r multiple de ro, Vi(X/Y) ait une section
au-dessus de Y.

Preuve: (i) Le morphisme en question est lisse et séparé en vertu de (6.6.3)(ii).
La surjectivité résulte aisément de 1'hypothése sur la dimension des fibres
de 7. Pour la connexité, on peut supposer que Y est le spectre d’un corps
algébriquement clos k. Notons £ = my(X ) I'ensemble des composantes con-
nexes de X. Alors mg(SEC,4(X/Y)) s'identific & Vensemble des applications
de {1,...,rd} dans 5, et V,.(X/Y) est I'image dans ET,¢(X/Y) de la réumion
des composantes connexes de SEC,.4(X /Y') correspondant aux applications
dont toutes les fibres ont r éléments. Notre assertion résulte alors du fait que
le groupe symétrique G, opére transitivement sur ces applications.

(ii) La lissité établie ci-dessus montre que 'on peut supposer Y réduit.
Dans ce cas, Y est somme d'un nombre fini de schéinas Spec(k;), on les k;
sont des corps, et il suffit douc de prouver (i) lorsque Y est le spectre d'un
corps k, ce que nous supposerons désormais.

Supposons d’abord, en outre, que d = 1, i.e. que X est géométriquement
connexe sur k. Il s’agit de voir que X admet, pour r nwltiple de ro convenable,
un sous-schéma ¢tale sur k de degré r. Remplagant X par un ouvert non vide,
on peut supposer qu'il existe un k-morphisme fini étale p: X — U ot U est
un ouvert de A} (avec n = dimX > 1). Si k est iufini, U/(k) est infini et on
peut prendre ro = degp. Sinon, il existe r; tel que U ait au moins un point
en chaque degré multiple de r; (pour le voir, choisir une droite I? de A}
rencontrant U et prendre r; supérieur au degré de tous les points de D — U ).
1l suffit alors de prendre rq = rdegp.

Sans hypothese sur d, il suffit d’appliquer le cas d = 1 au morphismme
naturel de X vers E := mo(X/Y) : pour chacun des points s; ( = 1,..., e)
de E le cas précédent fournit un enticr 75, et il suftit de prendre pour rq le
ppem des ;. a

(6.12) Preuve de (6.5) : Les notions introduites ci-dessus (0, équirépartition,
etc.) s'étendent sans difficnlté au cas d’un morphisme représentable et lisse
de S-champs algébriques : on utilisera librement ces généralisations. Avec
les hypotheses de (6.5), nous pouvons notamment appliquer (6.9)(iv) & une
présentation de . 2" : ceci nous ramene & montrer le théoreme, avee 24 = .2 "
dans le cas ol .£" admet une présentation P : X — & d-équiconnere, avec
d > 1 convenable. On supposera de plus, quitte 4 remplacer X par X xg Af
par exemple, que les fibres de P sont de dimension > 1.

Pour n > 1, considérons V,(X/.£") (cf. (6.11)) et notons g,
Vo(X/Z) — & le 1-morphisme naturel. La famille (gn)n>1 possetde les
propriétés (1)(b) et (ii) du théoréme, comme il résulte de (6.11.1). Par contre,
Va(X/#7) n’est pas en général représentable; toutefois, c’est un ouvert du
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champ quotient ET,.4(X/.#7) = [SEC,q(X/.&")/Gnra/S], et SEC 4(X/ %)
est un espace algébrique par (6.6.2)(ii). Ainsi, V,,(X/.&") vérifie la propriété
(i) du théoréme (6.1). La propriété (iii) de loc. cit. nous donne alors un espace
algébrique X, et un 1-morphisme r, : X, — Vo (X/&"), et il est immédiat
que la famille des p, = ¢, o1y, 1 X, — .9 convient. 0

7. Critéres valuatifs ; morphismes
universellement fermés, morphismes séparés,
morphismes propres

PROPOSITION (7.1) (critére de spécialisation). — Soient & un S-champ
algébrique, x ety deux points de &". On suppose que y est une spécialisation
de x dans | &'}, et Uon fize des représentants j : Spec(K) — & de x et
i:Spec(k) = & dey. Alors il existe un diagramme 2-commutatif

Spec(K’) 4, x

IR

Spec(K) — & «— Spec(k)
K i

avec les propriétés suivantes :
(i) X est un schéma affine, et w est lisse;
(ii) K’ est un corps, extension de type fini et séparable de K ;
(iif) I%mage de i’ est une spécialisation de Uimage de j' dans | X).

Preuve : On construit X, 7 et i’ en appliquant & ¢ le théoréme (6.3) (existence
de voisinages lisses). La condition (1) est satisfaite. Comme 7 est générisant
d’apres (5.7.1) (ou (5.8)), z se releve dans X en une générisation =’ du point
y' de | X| défini par ¢'. Considérons le 1-morphisme naturel

p:Z :=Spec(K) Xj px X — X.

Alors, d’apreés (5.4)(iv), ' se reléeve en un point 2’ de Z, qui est un K-espace
algébrique lisse de type fini. Soit Z’ un schéma étale et surjectif sur Z; il
existe un point maximal 7 de Z' dont limage dans Z est une générisation
de z”. 1l suffit alors de prendre pour K’ le corps résiduel de 5 et pour 5’ le
morphisme évident : les conditions (iii) et (iv) résultent du choix de 7 et du
fait que Z’ est un K-schéma lisse. O

PROPOSITION (7.1.1) (critére de spécialisation, cas des champs de Deligne-
Mumford). — Soient &~ un S-champ de Deligne-Mumford, z et y deux points
de &'. On suppose que y est une spécialisation de = dans |.2), et l'on fize
des représentants j : Spec(K) — %" de x et i : Spec(k) — .%&" de y. Alors il
existe un diagramme 2-commutatif



Spec(K') I, x e—i—’—Spec(k’)

Lo |

Spec(K) -5 x . Spec(k)

avec les propriétés swivantes :

(i) X est un schéma affine, et m est étale;

(i) K' (resp. k') est un corps, extension finie et séparable de K (resp.
k);

(iii) Vimage de i’ est une spécialisation de l'image de j' dans | X

Prewve : On part d’un morphisme étale m d’un schéma affine X vers .27, tel
que y se releve dans [ X|; le reste est laissé au lecteur, qui exploitera comme
ci-dessus le fait que 7 est générisant. O

(7.2) La proposition (7.2.1) ci-dessous et sa variante noethérienne (7.2.2)'sont
le point de départ des «criteres valuatifs» qui vont suivre; elles généralisent
respectivement ([EGA] I, 5.5.2) et (I, 5.5.3).

PROPOSITION (7.2.1). — Soit F : & — %/ un 1-morphisme de S-chpmps
algébriques (resp. de S-champs de Deligne-Mumford); soient x un pomt de
|- 27|, y son tmage dans | 7|, y' une spécialisation de y da@s | 1. szons.de
plus un représentant j . Spec(K) — & de x. Alors il existe une extension
K' de K et un diagramme 2-commutatif

Spec(K') — Spec(K) 2w
| 7

Spec(R) 74

avee les propriétés suivantes :
(i) R est un anncou de veluation de corps des fractions K’ ;
(i) Vimage par h du point fermé de Spec(R) est y' ;
et en outre I'une des propriétés suivantes :
(iit) K’ est une extension de type fini (resp. finic) et séparable de K ;
(il bis) R est cornplet & corps résiduel algébriquement clos.

Preuve : (Bien entendn, les fleches non nominées du diagramme sont cen§ées
élre los fleches évidentes). Appliquons (7.1) (resp. (7.1.1}) aux deux points
y oty de Y/ (avec F oj : Spec(K) -+ 44 comme représentant de y). On
obtient un 1-morphisme lisse (resp. étale) d’un schéma affine Y vers ”5/ et
des relovements de y et ¥’ & Y, celui de y étant donné par un morphisme
Spec(K') - Y ot K’ vérifie (iii). On voit donc que I'on peut remplacer & par

Y, & par le produit fibré Y x . £, y et ¢ par leurs relévements dans Y,K
par K' et z par le point image du morphisme canonique Spec(K') = Y'x . 4
pour se ramener au cas ou 2/ est un schéma. Maig il est clair que I'on peut
aussi remplacer .#" par un schéma lisse sur ..~ dont 'image contient le point z
{quitte, si Pon veut, & remplacer K par une extension finie séparable, mais ce
n’est méme pas nécessaire, cf (6.3)). Nous somumes done ramenés au cas d’un
morphismes de schémas. Dans le cas particulier ot K est le corps résiducl de
2, la proposition (avec I{' = K pour (iii)) n'est autre que ([EGA] 1, 5.5.2); le
cas général s’en déduit aisément en remarquant, pour (iii), que tout anncau
local contenu dans K est dominé par un anneau de valuation de corps des
fractions K, et, pour (iii bis), que tout anneau de valuation est doming par
un anneau de valuation complet & corps résiduel algébriquement clos. 0

PROPOSITION (7.2.2). — Sous les hypothéses de (7.2.1), on suppose de plus
que ¥/ est localement noethérien et que F est localemnent de type fini. Alors
U existe une extension K' de K et un diagramme 2-commutatif

Spec(K’) — Spec(K) L .2

I v

Spec(R) — ¥

avec les propriétés susvantes :
(i) R est un anneau de valuation discréte contenu dans K' ;
(if) limage par b du point fermé de Spec(R) est y';
et en outre 'une des propriétés suivantes :
(iti) K' est une extension de type fini (resp. finie) et séparable de K ;
(iii bis) R est complet & corps résiduel algébriquement clos.

Preuve : C’est essentiellement la méme que précédemment; on invoque a la
fin ((EGA] I, 5.5.3) au lieu de (I, 5.5.2) (noter aussi que l'on exige plus que
le corps des fractions de R soit K’ : c’est le prix & payer pour obtenir un
anneau de valuation discréte). ]

Remarque (7.2.3) : Dans le cas particulier ot .&° = Y et ol F' = 1d 4, on
obtient un «eritere valuatif de spécialisation» que nous laissons au lecteur le
soin d’expliciter. Méme dans ce cas, si <& n’est pas un champ de Deligne-
Mumford, il n’est pas toujours possible dans (i) d’exiger que K’ soit une
cxtension finie de K, comme le montre Pexemple suivant. Soit S = Spec(k),
ol k est un corps, et soit . & = [X/G/S] avec X = AR (n>0) et G = GL,
opérant de fagon naturelle sur X (cf. (2.4.2), (3.4.2)). Le 1-morphisnic naturel
X - & est une présentation de .2, et .4 a deux points distincts; I'image
y de l'origine, et I'image z de tous les autres points de X. Bicn entendu, ¥
est une spécialisation de z, mais z admet des représentants « k-rationnelsy,
L.e. de la forme Spec(k) — .&", alors que le corps des fractions ’un anneau
de valuation non trivial contenant k n’est jamais une extension finie de k.
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THEOREME (7.3) (critere valuatif pour les morphismes universellement
fermés). — Soit F' : . 2" — ¢/ un 1-morphisme quasi-compact de S-champs
algébriques. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) F' est universellement fermé (5.5) ;

(i) pour tout anneau de valuation R, tout diagramme 2-commutatif

U=Spec(K) = &

(7.3.1) il lF
V = Spec(R) — Y

ot K est le corps des fractions de R et ¢ le monomorphisme canonique, se
prolonge en un diagramme 2-commutatif

U =8pec(K') — U — &

(7.3.2) d F
V' =Spec(R) — V —

ot K' est une extension de K, et R’ un anneau de valuation de corps des
fractions K' et dominant R ;

(ili) comme (i1), o l'on suppose que R est complet & corps résiduel
algébriquement clos ;

(iv) comme (ii), ott l'on exige de plus que K' soit une extension de type
fini et séparable de I<.

Si de plus . 2" et 2/ sont des champs de Deligne-Mumford, ces conditions
sont encore équivalentes @ :

{(iv bis) comme (ii), ot l'on exige de plus que K' soit une extension finie
séparable de K.

Preyve : Les implications (iv bis)=>(iv)=-(ii)=-(iii) sont triviales.

Montrons que (iii) implique (i) : il est immédiat que la condition (iii)
est préservée par tout changement de base, de sorte qu’il suffit, supposant
(ili), de montrer que F est fermé. Nous allons utiliser pour cela le critére
(5.7.3)(i1) ; soit donc z un point de |27, et soit ¥’ € |%/| une spécialisation de
y = F(x). D'aprés (7.2.1), il existe alors un diagramme du type (7.3.1), ot u
représente x, et ol 'image par |v| du point fermé de V est 3 (I'image du point
générique étant automatiquement y), et o1, en outre, R est complet & corps
résiduel algébriquement clos. L’hypothese (iii) implique alors 'existence d'un
diagramme (7.3.2) ot = (resp. y') est encore I'image de |U’| dans |.&| (resp.
du point fermé de V' dans |4/|). L’image du point fermé de V' dans |.4&7|
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par le relevement (fleche oblique) est donc une spécialisation de z d’image 3/,
d’ou la conclusion par (5.7.3).

Montrons maintenant que (i) implique (iv), et méme (iv bis) si .£&" et ‘¥
sont des champs de Deligne-Mumford : supposons F universecllcment fermé, et
considérons le diagramme (7.3.1). On peut, par changement de base, supposer
que %/ = V; il existe alors, d’apres (5.7.3), une spécialisation z’ € || de
l'image de z de |u|, au dessus du point fermé de %/. La conclusion résulte
alors de (7.2.1). O

Remarque (7.3.3) : Plus généralement, la condition (iv bis) est équivalente
aux autres chaque fois que le morphisme F est «relativement de Deligne-
Mumford» au sens suivant : pour tout U € ob (Aff/S) et tout y € ob %y, le
S-champ algébrique U x, g p.#" est un champ de Deligne-Mumford.

Remarques (7.4) : Nous allons dans la suite préciser de diverses maniéres le
critere ci-dessus :

(1) On sait qu’il n’est pas en général possible (contrairemecnt an cas
des morphismes de schémas, cf. ([EGA] I, 5.5.8) de prendre R’ = R dans
Passertion (ii) de (7.3); un exemple célébre est celui du «théoréme de
réduction semi-stable» qui peut s'interpréter en disant que le champ .7,
des courbes stables de genre donné g est propre sur Z ([De-Mu], 5.2), bien
qu’une courbe stable sur le corps des fractions d'un anneau de valuation
discrete R ne se prolonge pas toujours en une R-courbe stable. On verra
ci-dessous (7.4)(3)(i) un exemple plus élémentaire.

(2) Un exemple important o l'on peut prendre R’ = R est celui des
morphismes représentables et séparés, ou, ce qui revient au méme, celui des
morphismes séparés d’espaces algébriques : cf. (7.5).

(3) Donnons maintenant quelques exemples, ot nous utiliserons épisodi-
quement les notions de propreté et de séparation qui seront vues plus bas.
On prend S = Spec(R), ot R est un anneau de valnation discrete, de corps
des fractions K et de corps résiduel k; nos exemnples seront des S-champs
algébriques de type fini et universellement fermés . #°, le morphisme structural
étant de plus fidelement plat et induisant un isomorphisme . #&jc — Spec(K).

(i) Soit " : §' = Spec(R’) — S = Spec(R) un morphisme fini de degré 2,
ou R’ est un anneau de valuation discréte de corps des fractions K’ séparable
sur K. Le groupe de Galois G = {1,0} de K’ sur K opére sur S’. Soit alors
#" = [S'/G/8) le champ quotient au sens de (2.4.2); on verra en (10.13.1) que
c’est bien un S-champ algébrique mais il est facile de vérifier ici que .2~ est
méme un champ de Deligne-Mumford, le 1-morphisme naturel P : §' — .2°
étant une présentation étale de .. On en déduit que F :.% — S est bien
de type fini, universellement fermé (car 7 'est) et séparé (cf. (7.6) plus bas)
car l'action de G sur S’ est propre. De plus comme 7 fait de Spec(K’) un
G-torseur sur Spec(K), &k s'identifie 3 Spec(K).

Si 7 est étale (c’est-a-dire si R’ est non ramifié sur R), on a simplement
A= §. Inversement, supposons que F' a une section s : alors le produit fibré



S' X p,y.s S est un S-schéma fini étale (parce que P est représentable, fini et
étale) adettant un S-morphisme vers §’, ce qui n’est possible que si 7 est
étale. En conclusion, si R’ cst ramifié sur R, F' est un 1-morphisme propre
avee une section sur Spec(K) qui ne se prolonge pas & 5. (Bien entendu, F
adinet une section sur S’, déduite de P).

(ii) Reprenons 7 : S’ — S comme ci-dessus, en supposant cette fois que
7 est étale ot que k ®p R’ est un corps k/, extension quadratique de k. Le
S-schéma S’ xg S’ = Spec(R’ ® R’) est alors sommme de deux sous-schémas
ouverts et fermés dont I'un est la diagonale, canoniquement isomorphe & S§’,
et Pautre, disons T, est le graphe de la S-involution o de §’. Soit Z C 5§/ x5S’
Pouvert complémentaire (dans S’ xgS’) du point fermé de I'. Alors Z est une
S-relation d'équivalence étale sur S’. On peut donc former [’espace algébrique
quotient Y : il est de type fini et universellement fermé sur S (parce que S’
Iest) et sa fibre générique Yy s'identifie & Spec(K'), mais I'unique S-section
de Y au dessus de Spec(K) ne se prolonge pas en une section sur S puisque la
fibre fermée Yy, est S-isomorphe & Spec(k’). (Noter que dans cet exemple, Y
cst localement séparé sur S puisque la relation d’équivalence Z est ouverte; en
prenant R ramifié sur R, le lecteur pourra s'amuser a fabriquer un exemple
similaire mais non localement séparé).

Cet exemple montre que, contrairement au cas des schémas, hypothése
de séparation mentionnée en (2) est essentielle meéme pour les espaces
algébriques.

(4) En ce qui concerne la partie «(ii)=>(i)» de (7.3), on aimerait se limiter
dans (i) aux anneaux R et R’ qui sont des anneaux de valuation discréte,
pourvu que #7 soit supposé localement noethérien et F' de type fini (comme
pour le cas des schémas, cf. ([EGA] I, 7.3.8); cette possiblité pour les champs
de «courbes stables» est par cxemple utilisée dans [De-Mu}). Supposant que
¢/ =Y est un schéma noethérien — cas auquel on peut facilement se ramener
- i suffirait pour cela (c’est la méthode des EGA) de montrer que f est
universellement fermé dés que le morphisme déduit de f par tout changement
de base Y/ — Y, avec Y’ noethérien, est fermé. Voir (7.10) pour un énoncé
précis, ainsi que la remarque (7.11.2) et la proposition (7.12). O

Passons au probleme de la «réduction de Pextension K'» dans (7.3), en
comnencant par le cas représentable :

THEOREME (7.5) (critere valuatif, cas représentable et séparé). — Soit
F : . %" — #/ un 1-morphisme représentable, quasi-compact et séparé de
S-champs algébriques. Considérons les conditions suivantes :

(i) F est universellement fermé;

(ii) pour tout V. = Spec(R) € ob(Aff/S), ot R est un anneau de
valuation, de point générigue U = Spec(K), le foncteur naturel &y —
KU Xy, Yy est une équivalence de catégories ;

(ii bis) méme condition que (i), restreinte aux anneauz de valuation R
complets & corps résiduel algébriqguement clos;

(ii ter) méme condition que (i), restreinte aur anneauzr de valuation
discrete R complets & corps résiduel algébriquement clos.

Alors on a (i)&(ii)e(i bis)=(il ter), et les quatre conditions sont
équivalentes si ¥4 est localement noethérien et F est dc type fini.

Preuve : 11 est trivial que (ii)=>(ii bis)=-(ii ter). Il résulte de (7.3) que (ii bis)
implique (i) (la condition (ii) de (7.3) est méme satisfaite avec R’ = R).

Pour voir que (i) implique (ii), remarquons d’abord que le foncteur
envisagé dans (i) est de toute fagon pleinement fidéle, vu hypothése sur
F et le critere valuatif de séparation (A.3). Supposons maintenant (i) vérifiée
et montrons que ce foncteur est essentiellemnent surjectif. Le probleme se
rameéne, en appliquant (7.3), & la question suivante : on a un diagrammme
2-commutatif

U'=Spec(K') ™5 U % 2 =X

(7.5.1) : h i F

V/=Spec(R) X Vv 4 v

ou 'on a remplacé ¥/ par V par changement de base, et ol :

— & = X est un espace algébrique (puisque F' est représentable);

— U = Spec(K) et V = Spec(R) ot R est un anneau de valuation et K son
corps des fractions;

~ R’ est un anneau de valuation dominant R, et K’ son corps des fractions.

Il s’agit alors de descendre h en un morphisme hg : V — X tel que
u = hgoi. Or 7 est fidelement plat et quasi-compact et X est un faisceau
sur (Aff/S) pour la topologie fpqe (A.4), donc il s’agit d’un probléme de
descente classique : posant V" = V' xy V’, il suffit de voir que les deux
composés hopr; et hopry : V” — V — X sont égaux. Or ils le sont sur
U" := U’ xy U’ puisque hoi’ se descend & U, d’oi1 la conclusion puisque F'
est séparé et que U est schématiquement dense dans V7.

Supposons maintenant que %4/ soit localement nocthérien et que F soit
de type fini et vérifie (il ter), et montrons que F est universellement fermé
(c'est-a-dire propre, puisqu’il est déja représentable, séparé ct de type fini).
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La question est locale sur %/ donc on peut supposer que 4/ = Y est un
schéma affine noethérien. Dans ce cas, le «lemme de Chow» ([Kn] IV, 3.1)
assure qu’il existe un Y-schéma X’ et un Y-morphisme G : X' — X qui est
propre (et méme projectif) et surjectif. Comme F est séparé, il suffit de voir
que FoG: X' — Y est propre. Or comme G est propre il vérifie, comme
F, la condition (ii ter) de I’énoncé, et il en résulte formellement que F o G
vérifie également cette condition. Comme de plus F oG est un morphisme de
type fini et séparé de schémas noethériens, il est bien propre par ([EGA] II,

5.6.3). O

Remarque (7.5.2) : Bien entendu, (7.5) contient comme cas particulier le
critére valuatif de propreté pour les morphismes d’espaces algébrigues : c’est
le cas on1 %/ (et donc .#") est représentable et F de type fini. Si 4/ est de
plus localcinent noethérien, ce critére peut se déduire facilement du «lemme

de Chow» de ([Kn] IV, 3.1).

Gréace & (7.5) nous sommes maintenant armés pour aborder les morphismes
séparés de champs algébriques :

DEFINITION (7.6). — Un S-champ algébrique 4" est séparé si le 1-morphisme
(représentable) diagonal . % A, % 5. 4" est ungversellement fermé (et donc
propre, puisqu’il est séparé et de type fini).

Un 1-morphisme @ L Y de S-champs algébriques est séparé si pour
tout V € ob (Aff/S) et tout y € ob %4, vu comme 1-morphisme de S-champs
V- 2, le produit fibré V xy », p. %" est un V-champ (algébrique) séparé.

Remarque (7.6.1) : Pour un champ représentable, il revient au méme de dire
que .4 est séparé ou que le morphisme diagonal A est une immersion fermée :
ceci résulte de (A.2.2)(b) puisque ce morphisme est alors un monomorphisme
de type fini. En d’autres termes, la notion de séparation définie en (7.6)
coincide avec la notion habituelle dans le cas représentable, et par suite il en
est de méme pour les morphismes.

LEMME (7.7). — Soit F : . — %/ un l-morphisme de S-champs
algébriques. Alors, le 1-morphisme diagonal A yyy @ & — X Xpprp &
est représentable, séparé et de type fini. De plus le 1-morphisme F' est séparé
si et seulement st A gy est universellement fermé (et donc propre).

Preuve : Considérons dans (Ch.alg/S) le diagramme 2-commutatif & carré
2-cartésien suivant
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Ay

E — %i XF,,;J,F Zx —_— if/
+
Ay l & lAy/
& % Y
Trear Y xs Y

Comme A, et A, sont représentables, A -/, composé avec un 1-
morphisine représentable (cf. (3.10)) est représentable, donc A 4/, cst bien
représentable. Comme A 4 est séparé et de type fini, il en est alors de méme
de Ay y. La dernitre assertion de (7.7) est laissée au lecteur. O

PROPOSITION (7.8) (critere valuatif de séparation). — Soit .2 -, Y un
1-morphisme de S-champs algébriques. Les conditions suivantes sont équival-
entes :

(1) F est séparé;

(ii) pour tout V' € ob (Aff/S), spectre d’un anneau de valuation de corps
des fractions K, tous 1,3 € ob. Dy, tout isomorphisme B : F'(z1) — F(z2)
dans 2y et tout isomorphisme « : (z)v — (z2)u dans .2y (avec U =
Spec(K)), tel que F(a) = By, il existe au moins un (et en fait un seul)
isomorphisme a : x1 — 3 dans &y prolongeant o (i-e. tel que &y = ) et
tel que F(a) = 8.

D’autre part on peut se limiter dans (i) & des V qui sont des spectres
d’anneauz de valuation complets et & corps résiduel algébriquement clos.

St de plus ¢/ est localement noethérien et F localement de type fini,
on peut se limiter dans (ii) & des U qui sont des traits, i.e. des spectres
d’anneaux de valuation discréte, et méme & des traits complets et & corps
résiduel algébriguement clos.

Preuve : Cest le critere valuatif (7.5), appliqué au l-morphisme (représenta-
ble, de type fini et séparé) A g/ 9. Pour les compléments finaux on utilise
les implications (ii bis)= (i) et (i1 ter)=(i) de (7.5) (dans le second cas on
remarque que, sous les hypotheses envisagées, .4 x F, . F %" est localement
noethérien et A ./, de présentation finje). ]

Remargques (7.8.1) : (1) Une fagon plus concise d’exprimer la, propriété (ii)
est de dire que, pour U et V comme dans I’énoncé, le foncteur naturel
Ay — By x wy Yv (déduit du foncteur Fy : .2, — Yy et du foncteur de
restriction .2y — .27;) est pleinement fidéle.

(2) Beaucoup de S-champs algébriques intéressants ne sont pas séparés :
par exemple, pour qu'un S-champ algébrique de la forme B(G/X) pour un
X-espace algébrique en groupes G (cf. (3.4.2)) soit séparé il faut et il suffit
que G soit propre sur X. En fait, on peut méme dire que Pon connait peu de
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chainps algébriques séparés utiles qui ne soient pas des champs de Deligne-
Munford : citous ceux de la forme B(A/S) ot A est un S-schéma abélien,
ou les champs & morphisme diagonal fini tels que le gquotient d’'un S-schéma
localement de présentation finie par I'action d’'un S-schéma en groupes fini
localement libre. Ces champs sont bien algébriques d’apres (10.13.1).

(3) On laisse au lecteur le soin d’énoncer et de démontrer des analogues
des résultats de ([EGA] I, 5.2 et 5.3) sur les morphismes séparés. Signalons
celni-¢i : pour une suite 2 - o C,Z de 1-morphisnies de S-champs
algébriques, on a les implications : F' et G séparés = G o F' séparé = F
séparé. Un cas particulier important est le suivant : si 4/ est un S-champ
algébrique et X un S-espace algébrique séparé sur S (par exemple un objet
de (Aff/S)), alors tout 1-morphisme de X dans 27 est séparé.

(7.9) Nous allons maintenant revenir au probleme de la «réduction de
I'extension K’» dans (7.3). Reprenant les notations de (7.3), donnons-nous
de plus un diagramme 2-commutatif (7.3.2) et cherchons & y remplacer K’
par une extension finie de K. Notons que I'on peut toujours, par changement
de base, se ramencer au cas ol %/ =V, ce que nous supposerons désormais.
Introduisons le produit fibré U xy V' = Spec(K ®gr R’) et considérons le
diagranmme

U'=Spec(K') - Uy =UxyV' 5 U % &

(7.9.1) h i F

V/=Spec(R) = Vv X v

oft § est dédnit de i’ et 7’ par la propriété universelle du produit fibré. Ce
diagramime est 2-commutatif si ’on oublie la fleche oblique h, et l'on a un
2-isomorphisme

(7.9.2) pu cuomoj=hoi oj

dans .2 (puisque le diagramme (7.3.2) de départ est 2-commutatif).
Rappelons que U (resp. U’) est le point générique du schéma local integre V
(resp. V'), et que par suite U’ et U, peuvent étre vus comme deux localisés de
V', 'un contenant Pautre (et tous deux schématiquement denses dans V').

LEMME (7.9.3). — Si F est de type fini et séparé, le diagramme (7.9.1) ci-
dessus est 2-commutatif; plus précisément isomorphisme @y de (7.9.2) se
prolonge en un unique 2-isomorphisme @ :uon’ = hod' dans Zy,.

Preuve : Comme le 1-morphisme diagonal de . vers .& Xp oy p A est
représentable et propre (puisque F est séparé), le Uy-faiscean .Zsom, (7' o
J»heoi’) est représentable par un espace algébrique f: I — U, propre sur Uy,
muni d’une section oy (déduite de wy+) au-dessus de U’. Pour tout point z
de Uy annean local (%, , est égal & v, donc est un anneou de valuation,
de sorte que par le critere valuatif (7.5) oy se prolonge en une section de f
sur Spec(¢“y, ;) donc aussi, comne f est de type fini, sur un voisinage de z
dans U;. Enfin, comme f est séparé, tous les prolongements sont compatibles,
d’oti une section de f sur U, tout entier 1

THEOREME (7.10). — Soit F : & — %/ un l-morphisme de type fini de
S-champs algébriques. Considérons les conditions suivantes :

(i) pour tout 1-morphisme %' — Y, ot 94" est un S-champ algébrique
noethérien, le 1-morphisme . A& — 2" déduit de F par changement de base
est fermé;

(ii) pour tout anncau de wvaluation discréte R, tout diagramme 2-
commutatif

U = Spec(K) % .

(7.10.1) il |
V = Spec(R) —

ot K est le corps des fractions de R et i le monomorphisme canonique, se
prolonge en un diagramme 2-commutatif

U’ = Spec(K') i U - 2
(7.10.2) 5 i #
V'’ = Spec(R’) 1% §4

ot K' est une extension de K, et R’ un anneau de valuation de corps des
Jractions K' et dominant R ;

(ili) tout diagramme (7.10.1) se prolonge en un diagramme (7.10.2), on
Lon impose de plus que K' soit une extension finie de K, et ou R est cette
fois le normalisé de R dans K.

Alors on a les implications (i) (ii)<=(iii), et les trois conditions sont
€quivalentes si F' est séparé.

De plus, on peut se limiter dans (1) auz champs 24" qui sont des schémas,
et dans (i) et (iii) ouz enneaux R qui sont complets & corps résiduel
algébriquement clos.
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Preyve : Tl est immédiat que (iii) implique (ii). L’équivalence de (i) et (ii) se
déduit comme (7.3), en utilisant (7.2.2) au lieu de (7.2.1).

Supposons F séparé et montrons que (ii) implique (iii). Considérons un
diagramme (7.10.1). On peut supposer que § = %/ = V qui est noethérien de
sorte que .4 est séparé de présentation finie. Fixons un diagramme (7.10.2)
comme dans (ii) prolongeant (7.10.1). Nous allons modifier ce diagramme en
plusieurs étapes, en gardant cependant les mémes notations :

Départ : comme en (i), K’ est une extension de K, et R’ un anneau de
valuation de corps des fractions K’ et dominant R. Comme ..&" est séparé,
on peut d’aprés (7.9.3) remplacer K’ par K ®p R’ = R'[t7!] ot t désigne une
uniformisante de R, d’ou :

Etape 1 : R est inchangé, et le carré de gauche est cartésien. Alors K/ est
limite inductive filtrante de ses sous- K -algébres de la forme Ky = K ®g Ry,
ol Ry parcourt les sous-R-algebres de type fini de R’ (qui sont fidelement
plates sur R puisque R est un anneau de valuation). Comme 4" est de
présentation finie sur V, la catégorie . &y (resp. .£&p+) est, d’apres (4.15)(i),
limite inductive filtrante des catégories .43, (resp. .27, ) olt Ry est comme
ci-dessus et ot 'on a posé Vi = Spec(R;) et U; = Spec(K;). Nous sommes
douc ramenés a :

Etape 2 : 7 est de type fini et fidélement plat et le carré de gauche est
cartésien. 11 est, alors facile de voir qu’il existe un sous-schéma fermé integre
W de V' qui est fidelement plat et quasi-fini sur V (et en particulier est un
schéma affine nocthérien intégre de dimension 1). Si 'on localise W en I'un
de ses points fermés au-dessus du poiut fermé de V, et que 'on normalise et
relocalise le résultat, on obtient le spectre d’un anneau de valuation discrete
(théoréme de Krull-Akizuki, cf. ([Bou] chap. 7)), & corps des fractions fini sur
K. d’ot1, changeant & nouveau les notations :

Etape 3 : K’ est une extension finie de K (que I'on peut se permettre
d’agrandir, et que nous supposcrons donc normale) et R’ est un anneau de
valuation discréte de corps des fractious K’ dominant V. On peut remplacer
K par sa fermcture radicielle K, dans K’ et R par son normalisé dans K, qui
est encore un annean de valnation discrete contenu dans R’ : nous supposerons
done de plus que K’ est uue exteusion finie galoisienne de K.

Notons alors G le groupe fini Autg (K’), et Vi = Spec(R1) le normalisé de
V dans K'. Notons ' = uomy € ob. 4, et soient z1, .. ., z, les points fermés
distincts de Vi. Alors V7 est recouvert par les ouverts W; = Spec(y, ;)
dont I'un (disons Wi) s’identifie & V'. Pour conclure, il suflit de voir que,
pour chaque i € {1,...,s}, u’ est dans image essentielle de .23y, Or c’est
clair pour ¢ = 1, et cela en résulte pour les autres puisque chaque W; est
transformé de W, par un élément de G, et que u’ est isomorphe dans . %7 a
ses transformés par G puisqu’il est dans Uimage essentielle de .47;. (]

Passons maintenant aux morphismes propres.

7. Critéres valuatifs 71

DEFINITION (7.11). — Soit & N %Y un l-morphisme de S-champs
algébrigques. On dit que F est propre s’il est séparé, de type fini et universelle-
ment fermé.

Remarque (7.11.1) : Cette notion coincide évidemment avec la notion
habituelle lorsque F est représentable. Le lecteur vérifiera qu’elle est stable
par changement de base et compositon, et est locale sur 4/ au sens fppf.

Remarque (7.11.2) : L'intérét de la notion de propreté pour les morphismes
de schémas vient en grande partie du lemme de Chow : celui-ci permet
de montrer le théoreme de finitude pour les images directes de Modules
cohérents, et aussi de réduire le critére valuatif de propreté aux anneaux
de valuation discrete. De fait, dans le cadre des champs algébriques, nous ne
savons établir ces deux propriétés qu’en présence d’un substitut du lemme de
Chow. Par exemple on a I’énoncé suivant :

PROPOSITION (7.12). — Sous les hypothéses de (7.10), on suppose de plus que
Y est noethérien, que F est séparé, et que la condition suivante est vérifide :

(*) quitte a effectuer un changement de base 44 — Y/ lisse et surjectif,
il existe un 1-morphisme surjectif et propre A : . %" — & tel que le composé

A —i» " —i Y soit représentable.

Alors, pour que F soit propre, il faut et il suffit qu’il vérifie les conditions
équivalentes (i)-(iii) de (7.10), ou encore la condition suivante :

(C) comme (7.10)(ii), ou lon se limite aux diagrammes (7.10.1) pour
lesquels u : Spec(K) — & représente un point mazimal de . 4.

Remarque (7.12.1) : Dans la condition (*), le morphisme A est automatique-
ment représentable. D’autre part, grace au lemme de Chow ([Kn], IV.3.1) on
peut de plus exiger (quitte encore & se localiser sur 44) que F o A soit quasi-
projectif, de sorte que 4 est méme projectif. C’est d’ailleurs cette remarque
qui fait Pefficacité de la condition () (cf. ([EGA] II, 5.6.3) qui est utilisé plus
bas).

Remarque (7.12.2) : Lorsque la condition (*) est satisfaite, on peut le plus
souvent se passer des énoncés généraux tels que (7.3) et (7.10) ; par exemple le
lecteur pourra s’amuser dans ce cas & démontrer (7.10) et (7.12) directement
a partir du critére valuatif de propreté des EGA.

Remarque (7.12.3) : Nous ignorons si tout 1-morphisme séparé de type fini de
champs algébriques noethériens vérifie la condition (*). Outre le cas trivial
des morphismes représentables, et celui du quotient d’un espace algébrique
par laction d’un schéma en groupes propre, citons (cf. (16.6)) le cas des
morphismes relativement de Deligne-Mumford (7.3.3) ot le morphisme A
peut méme étre choisi fini.



Remarque (7.12.4) : La condition (C) est notamment utile sous la forme,
plus faible, oli on se limite aux u : Spec(K) — .2 qui se factorisent par
un ouvert dense donné de .2°. Dans le cas des champs de Deligne-Mumford,
cette version est mentionnée dans [De-Mu] (& la suite du théoréme 4.19) et
est utilisée dans cet article pour déduire la propreté du champ des courbes
stables de genre g > 2 du théoréme de réduction semi-stable pour les courbes
lisses (qui forment un ouvert dense du champ considéré).

Preuve de (7.12) : La seule chose & vérifier est que la condition (C) entraine
que F est propre. La question étant locale sur 4/ on peut supposer que %/
est un schéma affine et que la condition () est vérifiée globalement. Dans ces
conditions il est immédiat que F est propre si et seulement si F oA est propre.
De plus on peut supposer . & et & irréductibles, de sorte que la condition
(C) pour F entraine (C) pour Fo A. Nous sommes donc ramenés (remplagant
F par F o A) ancas ot F: X — Y est un morphisme de schémas vérifiant
(C). D’aprds le lemme de Chow ([EGA] IT, 5.6.1) nous pouvons supposer que
F est quasi-projectif, et donc qu’il existe une immersion ouverte dominante
jiX — X ol X cst propre sur Y.

Montrons alors que X = X. Soit z un point de X; d’apres (([EGA]
Or, 6.5.8) par excimple, il existe un anneau de valuation discrete R et un
morphisme dominant j : Spec(R) — X envoyant le point fermé sur z. La
condition (C), jointe au fait que F est séparé, entraine alors que j se factorise
par X ct en particulier que x € X, ce qui achéve la démonstration. D

8. Caractérisation des espaces algébriques
et des champs de Deligne-Mumford

THEOREME (8.1). — Soit . %" un S-champ algébrique, et soit A : & —
x5 X" le 1-morphisme diagonal. Pour que .&" soit un S-champ de Deligne-
Mumford, il faut et i suffit gue A soit non ramifié.

Rappelons (cf. (4.2)) que par «non ramifié» nous entendons «localement de
type fini et formellement non ramifié».
Avant de prouver ce théoréme, donnons-en guelques corollaires :

COROLLAIRE (8.1.1). — Soit X" wun S-chamnp algébrique, et soit A
A = & xg A& le 1-morphisme diagonal. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) .&" est représentable ;

(ii) 4" est un S-espace;

(iii) pour tout U € ob(Aff/S) et tout & € ob.#y, on a Aut gy, (x) =
{ld:};

(iv) A est un monomorphisme de S-champs.

Preuve de (8.1.1) : 11 est trivial que (i) implique les conditions (ii) a (iv)
et ces derniéres sont équivalentes d’apres (2.4.1.1). Enfin (iv) hnplique (i
d’apres (4.4) et (8.1).

o=

COROLLAIRE (8.1.2). — Soit }K—F—N// un 1-morphisme de S-champs
algébriques. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est représentable ;

(i) le l-morphisme diagonal Ap : & — & Xpyrp A est un
monomorphisme. 0

COROLLAIRE (8.1.3). — Tout monomorphisme de S-champs algébriques est
représentable. O

(8.2) Preuve de (8.1) : L’assertion «il faut» a déja été vue en (4.2). Supposons
donc A non ramifié. Pour voir que .~ est un champ de Deligne-Mumford,
il suffit de construire, pour tout point y de ||, un espace algébrique U et
un l-morphisme étale U — & dont I'image contient y. Pour cela on peut
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supposer l'existence d'une présentation P : X — .%7, oll X est un schéma
affine.

(8.2.1) On fixe donc pour toute la suite les données et notations suivantes :

— un S-corps k et un l-morphisme ¥ : Spec(k) — .&7;

— un S-schéma affine X et un 1-morphisme lisse P : X — &7,

— un point #" de X, := Spec(k) x,, » p X, et son image z dans X ;
— ko := le corps résiduel du point de S image de Spec(k);

— ko sep := une cloture séparable de ko :

— Z:=X Xp_y pX, et le diagramme 2-cartésien de S-champs

Z——If——-)X

p1l O lP
X ——;;—) .

On notera que dans le diagramme ci-dessus, toutes les fleches sont
représentables, lisses et surjectives.

(8.2.2) Le fait que A soit non ramifié signifie que le morphisme canonique

(p1,p2) .
Z —"""3 X x5 X est non ramifié; ceci implique que le morphisme naturel
P

de “z-Modules quasi-coliérents

(8.2.2.1) Pi%/s ®P3Qx/s — Qs

est surjectif 11 en est donc de méme du morphisme naturel
(8.2.2.2) P35 — U,

puisque ) = Coker(p’{Q;,/S — le/s)'

(Remarque destinée & rassurer le lecteur : on utilise librement la notion
de Module quasi-cohérent sur un espace algébrique éventuellement non
noethérien, ce qui sort du cadre de [Kn]. Mais en fait, hypothese sur A
entraine, comme on I’a vu dans la preuve de (4.2), qu’il est schématique quasi-
affine. En particulier le morphisme P est quasi-affine, Z est un S-schéma
quasi-affine ct X, est un k-schéma lisse et quasi-affine.)

(8.2.3) Introduisons le ¢“x-Module quasi-cohérent
(8.2.3.1) D/ =

des différentielles relatives de X sur ... On peut le définir, intrinséquement,
comme le faisceau conormal du morphisme diagonal X — Z = X x ¢ X. On
a un morphisme canonique

(8.2.3.2) Qs — Qp
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qui‘ apres le cha'ngement de base lisse p» : Z — X donne le morphisme
(8.2.2.2). Par suite le morphisme (8.2.3.2) est surjectif et b est un Fy-
Module localement libre de rang fini.

(8.2.4) Soit r le rang de Q) au voisinage du point x de X. En raison
dg la surjectivité de (8.2.3.2), il existe des sections globales fi,..., f, de
//{( dont les différentielles en = forment une base du n(:c)-esp'ace ve7ct0riel
Qp (). Considérons alors les S-morphismes (représentables puisque X est
un schéma) 7

(8.2.4.1) Fr= i, fr): X — AL

(8.2.4.2) (Pf): X — % xs AL,

A10¥s (P, f) est un .2 -morphisme de champs algébriques lisses sur .2", dont
la différentielle est un isomorphisme au point . Il est donc étale aw voz';:z‘nage
(?e :c'(pa\r changement de base on se raméne au cas ot .2 est un schéma, et
{on invoque ([EGA] IV, 17.11.1)); pour simplifier nous SUpposerons qui’tte
a restreindre X, que (P, f) est étale. ’

(S?S) Bien entendu, (P, f) induit par changement de base un k-morphisme
étale

(8.2.5.1) (P, f)y : Xy — A},
;looritlel 111)11(%;g)e e?t ;n ox;{vert dense de A} et contiAent donc un ouvert de la
forme | ol € k[T1,...,T;] est un polynoéme non nul. I est alors
immediat, puisque kogep est infini, qu'il existe 210,20 € kpgep tels que
®(21,...,2,) # 0. En d’autres termes, I'image du morphisme co;nposé
P.f)

(8.2.5.1) X, —(——LA; — AT

0

contient un point fermé @ étale sur Spec(ko). Il existe donc un sous-schéma
E de Aj, étale sur S et contenant ).

Notons alors U ¢ X I'image réciproque de . x5 E par le morphisme
(P, f) de (?.2.4.2); alors U est étale sur .4 puisque E est étale sur S et que
g{{’, f) est eta,l'e; d’autre part, vu le choix de E, I'image réciproque de U dans
1 v st non vide, de sorte que U remplit les conditions requises au début de
a preuve. [



9. Parenthése sur les topologies plates

(9.1) Jusqu’a présent nous n’avons utilisé que la topologie étale sur (Aff/S).
Comme le lecteur s’en doute, certaines des notions générales introduites plus
haut, celles de préchamp et de champ notamment, gardent un sens pour un
site (ou un topos) quelconque. Sans entrer dans la théorie générale (pour
cela voir [Gir 2]), nous aurons besoin, au chapitre 10 notamment, de con-
sidérer deux autres topologies bien connues sur (Aff/S) : la topologie fppf
(«fidelement plate de présentation finie») et la topologie fpqge («fidelement
plate quasi-compacte»). Ou dispose donc sur (Aff/S), par ordre croissant de
finesse, de trois topologies de Grothendieck, qui sont engendrées respective-
ment par les prétopologies décrites ci-dessous :

topologie familles couvrantes
étale famille finies surjectives de morphisines ¢tales
fppf famille finies surjectives de morphisines plats
et de présentation finie
fpqe famille finies surjectives de morphismes plats

Désignant par TOP 'une de ces trois topologies, on appellera « S-faisceaux
TOP » les faisceaux sur (Aff/S) muni de la topologie TOP. Ainsi, un S-espace
est simplement un S-faisceau étale, et d’apres ([SGA 1] VIII, 5.2), les S-
schémas sont des S-faisceaux fpqe. Il en est d’ailleurs de méme, en vertu de
(A.4), des S-espaces algébriques.

(9.2) Les notions de relation d’équivalence et de faisceau quotient (§1)
se pénéralisent évidemment aux faisceaux TOP. En fait, une relation
d’équivalence TOP n’est rien d’autre qu’une relation d’équivalence X — Xy
dans (Es/S), olt les S-espaces Xp et X, sont des faisccaux TOP. Par contre,
le «quotient TOP» ne coincide pas en général avec le quotient dans (Es/S)
mais est le faisceau TOP associé a ce dernier.

On a aussi une notion évidente de S-faisceau TOP en groupoides,
généralisant (2.4.3).

La notion de S-groupoide ne fait pas intervenir de topologie sur (Aff/S).

(9.3) On dit qu’un S-groupoide .&" est un S-préchamp TOP si les faisceaux
Tsom(z,y) de (3.1)(i) sont des faisceaux TOP; c’est un S-champ TOP si
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c’est un S-préchamp TOP et si de plus pour toute famille (V; 25U );er dans
(Aff/S), convrante pour TOP, toute donnée de descente pour la catégorie
fibrée .4 relativement a cette famille est effective. On a évidemment les
implications :

S-préchamp fpqc =  S-préchamp fppf = S-préchamp (étale)

et de méme pour les champs.

De fagon plus précise, les S-champs TOP forment une sous-2-catégorie
strictement pleine de (Ch/.S); le foncteur d’inclusion commute aux produits
fibrés finis et aux sommes disjointes. Il a un adjoint a gauche qui est le
foncteur «S-champ TOP associén, et il transforme monomorphismes en
monomorphismes ; 'analogue n'est pas vrai pour les épimorphismes.

(9.4) 1l résulte de (A.4) que les S-champs algébriques sont des S-préchamps
fpge. Nous verrons en (10.7) que ce sont aussi des S-champs fppf.

Il est égalemnent facile de déduire de (A.4) que le S-champ des espaces
algébriques défini en (3.4.6) (qui n’est pas algébrique) est un S-préchamp
fpqc; c’est en fait, hui aussi, un S-champ fppf (10.4.2).

Nous aurions donc pu définir des le départ les S-champs algébriques
comnie les S-chawmps fppf vérifiant les conditions (i) et (ii) de (4.1), d’autant
que pour les champs les plus utilisés en pratique, notamment pour la plupart
des «champs de modulesy, la propriété d’étre un champ fppf est facile a
vérifier. La définition «étale» adoptée ici a I’avantage de coincider avec celle
d’Artin, d’étre mieux en accord avec la définition des espaces algébriques, et
de simplifier au début certains arguments (cf. par exemple (4.3.1)).

(9.5) De maniere générale, les définitions et les résultats du §3 s’étendent
sans difficulté aux S-champs TOP. Par exemple, la construction (3.4.3) du
S-champ [X.] associé & un S-espace en groupoides X. est valable, mutatis
mutandis, pour la topologie TOP : & un S-faisceau TOP en groupoides X.
on associe un S-champ TOP noté [X.)ropr qui n’est autre que le champ TOP
associé au S-champ (étale) [X.].

(9.6) Il y a bien entendu des situations ot la topologie naturelle & considérer
n'est pas la topologie étale; c’est notamment le cas pour de nombreux S-
faisceaux en groupoides tels que les quotients de schémas par des actions
de schéimas en groupes plats, mais non lisses. Ainsi, si G est un S-schéma
en groupes plat et de présentation finie, le champ B(G/S) de (2.4.2) (qui
classifie les G-espaces homogéenes localement triviaux pour la topologie étale)
n’est utile que si G est lisse, et le «bon» champ classifiant & considérer
est plutt B(G/S)spps, c'est-a-dire le champ quotient [S/G/S)gpps de S par
Paction triviale de G, pour la topologie fppf. Celui-ci est d’ailleurs un S-
champ algébrique si G est séparé, comme nous le verrons en (10.13.1). Si
G est lisse et séparé alors il résulte de (10.1) que B(G/S) et B(G/S)sppt
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coincident ; autrement dit tout « G-torseur fppfy est un « G-torseur étaley, ce
qui résulte aussi d’un théoréme de Grothendieck ([Gr 3] VI, 11.7).

(9.7) De méme la notion de gerbe fppf, et celle de S-faisceau fppf grossier
associé & un champ, qui généralisent respectivement les notions étales définies
en (3.15) et (3.19), seront utilisées plus bas, cf. (10.8), et (11.1) & (11.5). Ici
encore, ce sont les quotients fppf qui sont naturels dans les problemes de
modules courants : par exemple, si S = Spec(Z) et si & désigne le S-champ
des courbes elliptiques, qui est un S-champ de Deligne-Mumford, Uinvariant
modulaire classique j : & — Az fait de & une gerbe fppf sur AL et permet
d’identifier AL au S-faisceau fppf grossier associé & &, mais j n’est pas un
épimorphisme pour la topologie étale.



10. Les criteres d’Artin
pour qu’un S-champ soit algébrique

Le théoreme suivant, di & Artin ([Ar 6] 6.1), assure que la définition (4.1)
des S-champs algébriques (quasi-séparés) est essentiellement la plus générale
possible.

THEOREME (10.1). — Soit .& un S-champ vérifiant les trois conditions
sutvantes :

(i) & est un S-champ fppf (9.3) ;

(ii) le 1-morphisme de S-champs diagonal

AR N

est représentable, séparé et quasi-compact;

(iii) il existe un S-espace algébrique Y et un 1-morphisme Yy - 2 de
S-champs qui est représentable, fidélement plat et localement de présentation
finie.

Alors & est un S-champ algébrique.

Remarque (10.2) : La représentabilité de @ dans (10.1)(ili) résulte bien
entendu de la condition (10.1)(ii). Comme en (4.2), on montre que A est
en fait de type fini sous les conditions (10.1)(ii) et (iii) sur .4".

Preuve de (10.1) : La seule chose & démontrer est lexistence d’une
présentation X L, & de & (P surjectif et lisse).

Pour tout morphisme de S-champs %" 2, ¢ et tout cutier i > 0, on
notera simplement (¢7/% )® le produit fibré

€' xpy p €' xpgrpt'
de i copies de ¢ au-dessus de & et
FED (/)6 5 (27/6)D (G=1,...,i+1)

la projection canonique correspondant & 'oubli du j-ieme facteur (Fl(l) n’est
autre que F); on notera aussi

A (21D - ()P

le 1-morphisme diagonal.
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Fixons, pour i = 1,2,3, un schéma affine Z* muni d’un morphisme étale
Zi — (Y/.#)® et fixons un entier n > 1. Considérons le préfaisceau
X(Z*,n) sur (Aff/S) défini comme suit : pour tout U = Spec(A) €
ob (Aff/S), X(Z*,n,U) est I'ensemble des couples

(A y7),

ot A’ est une A-algebre (associative, commutative et unitaire) de A-module
sous-jacent A", définissant un morphisme fini et libre de rang n

U’ = Spec(d') = U

dans (Aff/S), et ot y* = (y',%? 9%) est un triplet de morphismes de S-
schémas

gy U)W 5 z8 (i=1,2,3)

tels que ] ) '
yi’lowj(-l):Q;’)oy2 (j=1,...,ieti=2,3)

et
yZo A, =Ag oyt

(on a noté encore y* le morphisme composé (U’_/U)(") 27— Q’/.%’)(’));
pour toute flache V -5 U dans (Aff/S), * de X(Z",n,U) dans X(Z",n, V)
est définie de maniére évidente.

1l est clair que X (Z°,n) est représentable par un objet de (Aff/S), noté
encore X (Z°,n), et que 'on a un 1-morphisme de S-champs

X (2 n) Lo

qui & (4A',y") € X(Z",n,U) associe I'objet z de &t obtenu par descente
fppf de U’ & U & partir de Q(y) € ob.£y et de la donnée de descente définie
par y2 et 3. Enfin, on définit nn ouvert X(Z°,n) de X(Z*,n) en imposant
a (A, y") € X(Z",n,U) la condition supplémentaire suivante : le morphisme
de S-espaces algébriques

o (r ")

U Xg.pq 2

(o z = P(A’,y")) est une immersion fermée, transversalement réguliere
relativement & U (cf. ((EGA] IV, 19.2.2}).

Maintenant, on va montrer que le 1-morphisme de S-champs X 2w ,
ot X est la somme disjointe des X(Z*,n) pour tous les choix possibles de
Z° = (Z',72,2%) et de n et ot P|X(Z",n) = P|X(Z",n), répond a la
question.

Cominencons par la surjectivité de P. Soient k£ un corps, z € ob-Hspec(k)
et Z! un schéma affine étale au-dessus de Y tel que le k-espace algébrique
Z! = Spec(k) X520 Z' soit non vide (un tel schéma affine existe car Q est
surjectif). Comme Z! est localement de type fini sur k, il existe un ouvert
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dense de Z! qui est un schéma, et dans cet ouvert au moins un point fermé
z tel que I'anneau local 7 de Z} en z soit de Cohen-Macaulay (en effet,
I'ensemble des points de Z} dont I’anneau local est de Cohen-Macaulay est
ouvert d’aprés ([EGA] IV, 6.11.3) et contient tous les points maximaux de Z}
puisqu’un anneau local artinien est automatiquement de Cohen-Macaulay).
Alors, si d est la dimension de @ et si (fi1,..., f1) est une suite réguliere
de longueur d dans I'idéal maximal de @, le sous-schéma fermé U’ de Z},
supporté par z, défint par f; = 0,..., fg = 0, est régulierement immergé dans
Z1 (par construction) et est fini et libre sur U = Spec(k); on note n son rang.
11 ne reste plus qu’a trouver des schémas affines Z2 et Z3, étales au-dessus de
(Y/. %) 2 et (Y/.Z)B) respectivement, tels que pour i = 2,3, le morphisme

U /U)D - (v/)®

induit par
U—Z—2"—>Y

se factorise par Z¢ — (Y/.&)®; or (U'/U)® est semi-local et on peut
prendre pour Z* une somme disjointe finie de schémas affines étales au-dessus
de (Y/.%). Par suite z se reléve en un point de X(Z*,n) pour les choix de
7' = (21, 22,7Z3) et n faits ci-dessus, d’ot la surjectivité de P.

Pour la lissité de P, nous montrerons tout d’abord que P est localement
de présentation finie puis que P est formellement lisse (cf. (4.15)).

Pour montrer que P est localement de présentation finie, il suffit de
montrer que, pour chaque choix de Z* = (Z*,2%,Z%) et den, P : X(Z",n) —
F Test. Or les ng) (J=1,...,ieti=1,23) et Ag sont localement de
présentation finie par hypothése, par suite il en est de méme de P comme on
le voit en utilisant le critere ([EGA] IV, 8.14.2) (cf. (4.15)).

Pour montrer que P est formellement lisse, il suffit de montrer que, pour
chaque choix de Z* = (Z',Z2,Z3) et de n, P : X(Z*,n) — .#" Dest. Soient
donc U € ob (Aff/S), U = Spec(A4), avec A un anneau strictement local,
I C A un idéal de carré nul, Ag = A/I, Uy = Spec(Ao)—l» U le sous-S-
schéma fermé défini par I, z € ob. %y, zg € ob. %y, la restriction de = & Uy
et (Ag, yo) un relévement de xg en un Up-point de X(Z°, n). Il s’agit de relever
z en un U-point (A’,y") de X(Z",n) dont la restriction a Up soit (Ag, ¥5)-
Notons Z} et Z les S-espaces algébriques U Xg z,g Z' et Uy Xg4,2,0 2*
respectivement, on a alors un carré cartésien dans (Es.alg/S)

z, — Z
| = |
Uo — U
k3
ou les fleches verticales sont plates et localement de présentation finie,

et tout revient a relever l'immersion fermée, transversalement réguliere
relativement & Up, Uj — Z, donnée par (Af,y4), en une immersion fermée,



transversalement réguliere relativement & U, U’ — Z! avec U’ libre de rang
n sur U (en effet, pour i = 2,3, la fleche Z¢ — (Y/.2)@ étant étale, le
morphisme (U'/U)® — (Y/.£)9, induit par U’ — ZL - Z! > Y, se
relévera, automatiquement de maniére unique en y* : (U'/U Y& - 7zt de
restriction y§ a Up).

Comme Uy est fini sur le schéma (affine) strictement local Up, il est
somme de schénas strictement locaux et nous pouvons donc supposer que
Uo est strictement local. Le morphisme Uy — Z} se factorise alors au-
tomatiquement par I'hensélisé strict Spec(Bp) de Z;O au point image du
point fermé de Up. Notons Spec(B) I'hensélisé strict de Z1 au méme point,
de sorte que By = B/IB. Le lemme (10.3) ci-dessous implique l'existence
d’un sous-U-schéma fermé transversalement régulier U’ de Spec(B), automa-
tiquement fini et libre sur U et prolongeant Uj — Spec(By). Le composé
U' — Spec(B) — Z} répond & la question (le fait que ce composé soit une
inunersion fermée se voit par réduction modulo I).

LEMME (10.3). ~— Soient A un anneau, I C A un idéal de carré nul, B une
A-algébre plate et (by,. .., by) une suite dans B d’image (b0, . . -, ba0) dans
By = B/I1B. Alors (by,...,bq) est transversalement régulicre relativement ¢
A si et seulement si (b1, .., bag) est transversalement réguliére relativement
aAg= A/l

Preuve : Par récurrence, on se rameéne au cas d = 1 et il s’agit de voir que,
powr b € B d'image by dans By, la multiplication par b dans B est injective
et B/bB est A-plat si et seulement si la multiplication par by dans Bg est
injective et B /by By est Ag-plat.

La partie «seulement si» est immédiate. Passons & la partie «si» de
I'assertion. Pour montrer que B-25B est injective, il suffit de montrer que
IB-"-IB Vest. Or B est A-plat, donc I ®4 B > I B mais I = I/I? est en
fait un Ag-module, donc I ® 4 B 5 I ® 4, Bo; par suite

b
Ker(IB--1B) = Ker(I ® 4y By——sI ® 4, Bo)

est bien mil par hypothese. Enfin, pour voir que B/bB est A-plat, on remarque
que
Tor{ (Ao, B/bB) = (0)

puisque BOABO est injective et on applique ([Bou] III, 5.2, Thm. 1). O
Combinant (10.1) et (8.1), on obtient un premier corollaire :

COROLLAIRE (10.4). -— Soient X, une S-relation d’équivalence fppf (9.2) et
X le S-faisceau fppf quotient. On suppose que X¢ et X1 sont des S-espaces
algébriques, que les morphismes de S-espaces algébriques pr; o8 et pryod sont
plats et localement de présentation finie, et que le morphisme de S-espaces
algébriques & est quasi-compact. Alors X est un S-espace algébrique.

Preyve : 1l suffit de vérifier que le 1-morphisme diagonal de S-espaces
A: X — X xg X est représentable : en effet si tel est le cas, le lanorphisme
canonique Xy — X sera représentable, fidclement plat et localement
de présentation finie, tout comume pr, o § ct pry 0 4, et lo I-morphisine
représentable A : X — X xg X sera un monomorplisme (séparé ct) quasi-
compact, tout comme §, de sorte que (10.4) résultera immdédiatement de
(10.1) et (8.1). En termes plus concrets, il suffit donc de mountrer ¢que pour
tous les U, V € ob (Aff/S) et z € X (U), y € X(V), le S-espace U x; x4 V
est un S-espace algébrique.

Remarquons tout d’abord que U x4 x 5 V est trivialement représentable
s’il existe un monomorphisme 7 du S-espace X dans un S-espace algébrique
Y car alors

U Xz, X,y V=U Xi(z),Y,i(y) 1'%

ce qui va nous permettre d'utiliser (10.4) quand cctte hypothése supplément-
aire d’existence d’un tel monomorplisme ¢ est satisfaite.

La représentabilité de U x5 x , V est aussi triviale si 2 ct y sont les iiages
par le morphisme canonique Xg — X de sections 2p € Xg(U) et yg € Xo(V)
respectivemnent (Xo x x Xo est représentable par X, ). Bicn entendu, ce n'est
pas en général le cas, mais par contre il existe toujours des familles couvrantes
(& un élément) (U — U) et (V' — V) et des z € Xo(U') et g, € Xo(V')
relevant x et y respectivement. Alors si 2’ € X(U’) et ¢ € X(V') sont
les images de x et y respectivement par le morphisme canonique Xg — X,
U' g x, V' est représentable et U x4 x,, V est un quotient de ce dernier
espace algébrique par une relation d’équivalence qui satisfait clairement les
hypotheses de (10.4). Comme de plus on a un monomorphisme

UXa:,X,yVHUXSV

on est méme dans les conditions d’application du cas particulier de (10.4)
déja considéré. D’ou la conclusion. ]

COROLLAIRE (10.4.1). — Soit 7 : X — Y un morphisme de S-faisceaur fppf.
On suppose que :

(i) X est un S-espace algébrique ;

(ii) = est représentable, fidélernent plat et localement de présentation finie;

(i) (pri,pry) : X xy X — X xg X (qui est un morphisme d’espaces
algébriques d’aprés (i) et (ii)) est quasi-compact.

Alors Y est un S-espace algébrigue.

Preuve : Ce n’est qu'une reformulation de (10.4) (cf. (0.6)). O

COROLLAIRE (10.4.2). — Soit g : Y' — Y un morphisme fidélement plat
et localement de présentation finie de S-espaces algébriques. Alors g est
un morphisme de descente effective pour la catégorie fibrée des S-espaces
algébriques.
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Autrement dit «les espaces algébriques forment un S-champ fppf».
Preyve : Analogue & celle de (1.6.4). O

COROLLAIRE (10.5). — Soit

A ——C—:——» &

F"l o |r

) 5 v

un carré 2-cartésien de 1-morphismes de S-champs fopf. On suppo;s‘e que H
(et donc G) est un épimorphisme (au sens fppf) et que Fy est représentable.
Alors F est aussi représentable.

Preyve : Raisonnant, mutatis mutandis, comme en (4.3.3), on se rarfl‘ene au
cas ou .4, ¢ et &/ sont des S-espaces algébriques et}O\;l H est ﬁdel.ement
plat et de présentation finie, et 'on montre alorg que . % est un S-faisceau
fppf; il suffit alors d’appliquer (10.4.1) au morphisme G. O

On pent maintcnant généraliser (10.4) aux champs :

COROLLAIRE (10.6). — Soient X. un S-faisceau fppf en groupoides et
&= [X.]ppt le S-champ fppf associé (cf. (9.5)). On suppose que Xo et X,
sont des S-espaces algébriques, que les morphismes de S-espaces .algebmques
s et b de X, dans Xg sont plats et localement de présentation finie, et que le,
morphisme de S-espaces algébriques § = (s,b) : Xq — X x5 Xo est séparé
et quasi-compact. Alors & est un S-champ algébrique.

Preyve : D’apres (10.1), la seule chose & démontrer est la représentabilité du
1-morphisine diagonal BB X (voir le début: de la preuve de (10.4)).
Or cette représentabilité résulte aussitot de (11).5). (]

COROLLAIRE (10.7). — Soit .#" un S-champ algébrique. Alors :

(a) A" est un S-champ fppf; A . N

(b) si le morphisme diagonal &'~—.%" xg 4" est quasi-affine, 2" est un
S-champ fpqc.

Preyve : On peut écrire .# comme le S-champ quotient d'un S-espace en
groupoides X; = X comme en (4.3), ol Xo est somme de schémas affines.
D’autre part on sait déja (4.1.1) que .#" est un S-préchamp fpqc, donc un S-
préchamp fppf. Désignant par .47 (resp. .4™) le S’-chan.lp fppf (resp. fpqc)
associé & .#', ceci implique que les morphismes canoniques fie S-champs
(étales) 7' : & — A" et 7”1 B — F” sont des monomorphismes.
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Il suffit donc, pour prouver (a), de montrer que 7' est un épimorphisme
(pour la topologie étale). Or X; =33 X, est un S-faisceau fppf en groupoides
d’apres (A.4), et . & est évidemment son S-champ fppf quotient. Il résulte
donc de (9.6) que #” est un S-champ algébrique, de sorte que le morphisme
canonique Xo — .#" — .2 est représentable, et de plus lisse et surjectif (en
effet cette derniere condition est locale pour la topologie fppf et est vérifiée
apres le changement de base Xy — .4 — & qui est un épimorphisme fppf).
C’est donc en particulier un épimorphisme pour la topologie étale et a fortiori
il en est de méme de 7/, d’ou (a).

Pour montrer (b) il suffit comme ci-dessus de voir que 7’ est un
épimorphisme au sens étale. Soient donc U € ob (Aff/S) et 2 € &7 (U).
Par construction de .2 comme champ associé, il existe U, € ob (Aft/S) et
g : Uy — U fidélement plat tels que z”7og € H(Uy) sereleveeny : Uy — Xo.
Soit V' un ouvert affine de X par lequel y se factorise (on rappelle que X est
somme de schémas affines). Il suffit de montrer que le morphisme composé
Uxgn o Voo U Xgn v Xo — U est représentable, quasi-affine, lisse et
surjectif (ce sera alors un épimorphisme de faisceaux étales). Or cette question
est locale sur U au sens fpqc (par descente effective des schémas quasi-afines,
cf. ([SGA 1] VIII, 7.9)), ce qui nous permet de remplacer U par U; et donc
de supposer que z” se factorise par y : U — V. Mais dans ce cas, on a
UXgnV =Uxy4 V parce que .4 — .2 est un monomorphisme. Il suffit
donc de remarquer que le morphisme naturel V — .2 est représentable, lisse
et (vu les hypothéses sur V et .#") quasi-affine, de sorte que le morphisnie
U x4V — U ales mémes propriétés et a de plus une section (donnée par y).

O

Enfin, on a (voir aussi ([De 2] 3.11)) :

COROLLAIRE (10.8). — Soit .&" un S-champ algébrigue. On suppose que,
pour tout U € ob(Aff/S) et tout z € ob. &y, le U-espace algébrique en
groupes Fsom(x, x) est plat et localement de présentation finie. Alors, le S-
faisceau fopf grossier X attaché & . & (cf. (9.7)) est un S-espace algébrigue
et le 1-morphisme structural A : & — X est fidélement plat et localement
de présentation finie.

Remargue (10.9) : Dire que .Zsom(z, x) est U-plat pour tout U € ob (Aff/S)
et tout = € ob.&y;, équivaut A dire que la projection canonique

PN . Pn oy

FE xp, wxgmn X —— X
est un 1-morphisme (représentable) plat de S-champs. Notons aussi qu’elle est
toujours (séparée et) quasi-compacte de sorte que la condition «localement

de présentation finien ponr Fsom(z, ) équivaut en fait & «de présentation
finie».



Preuve de (10.8) : Fixons une présentation Xo L, % de & de sorte que . &’
est le S-champ associé an S-espace en groupoides

§=pry

X1 =Xo xpp Xo T3 Xo

b=pr,
(cf.(10.7)) ot Xy, X, sont des S-espaces algébriques, s, b lisses et 6§ = (s5,0) :
X1 — XoxgXgséparé et quasi-compact. Considérons le Xg-espace algébrique
en groupes

G = X1 X5 X,xsX0,0 X0,

ol X A>X0 xg Xp est le morphisme diagonal, et les Xy xg Xp-espaces
algébriques en groupes G’ et G” déduits respectivement de G par les
changements de base pr; et pry : Xg xg Xg — Xp. Le Xy xg Xg-espace
algébrique en groupes G’ (resp. G'') agit librement & gauche (resp. & droite)
sur le Xo x g Xp-espace algébrique X7 et il est clair que les deux X x g Xo-
faisceaux quotients [X1/G'/Xo xs Xoleppt €t [X1/G"/Xo x5 Xo)gppe sont
canoniquernent isomorphes. En fait, si

5
X, —— X Xo x5 Xo

est la factorisation canonique de § en un épimorphisme de S-faisceaux fppf 6
et un monomorphisme de S-faisceaux fppf I (cf. (3.7)), les deux X x5 Xo-
faisceanx ci-dessus sont canoniquement isomorphes & X; — Xo xg Xo.

Comine G est séparé, plat et de présentation finie sur Xg par hypothese,
on déduit de ce qui précede et de (10.4) que X; est un Xg Xg Xo-espace
algébrique et que le morphisme de S-espaces algébriques X; — X est séparé,
fidelement plat et de présentation finie. D’aprés ([EGA] IV, 17.7.5 et IV,
2.2.13 (i1)), il en résulte que le monomorphisme de S-espaces algébriques
X1 — Xy x5 Xo est quasi-compact et que les morphismes de S-espaces
algébriques pr, o I et pry o I de X; dans X, sont plats et localement de
présentation finie.

Une nouvelle application de (10.4) montre alors que le S-faisceau fppf
quotient de Xo par la relation d’équivalence X, —L+X0 xg Xop, le. le S-
faisceau fppf grossier X attaché & %", est un S-espace algébrique. La derniere
assertion cst alors immeédiate. D’otlt la conclusion. 0

Un autre type de critére pour qu'un S-champ soit algébrique provient du
théoreme d’algébrisation suivant d’Artin ([Ar 2] I, 1.6) :

THREOREME (10.10). — Supposons S localement de type fini sur un corps ou
sur un anncan, de Dedekind excellent. Soient

F: (Aff/S)°PP — (Ens)

un foncteur, k un corps de type fini sur S et T € F(Spec(k)).

On suppose que :
(i) F est localement de présentation finie, i.e. que, pour tout systéme
projectif filtrant (U)icr dans (Aff/S), la fléche canonique

lim F(U;) — F(lim U))
T i

est bijective;

(i1) il existe une déformation formelle verselle x € F(Spec(k)) de T, i.e.
il existe une Cg-algébre locale compléte noethérienne A, de corps résiduel k,
et un x € F(Spec(A)) tels que :

(a) z ait pour image T dans F(Spec(k));

(b) pour toute "g-algébre locale artinienne B de corps résiduel k, tout
idéal I de carré nul de B, tout homomorphisme local de Cg-algébres A — B/I
et tout y € F(Spec(B)) ayant méme image que x dans F(Spec(B/I)), i.c.
tel que le diagramme sutvant commute

Spec(B/I) — Spec(A)

l [+

Spec(B) —— F
Y

on puisse trouver un relévement A — B de Uhomomorphisine A — B/l
faisant commuter le dicgramme
Spec(B/I) — Spec(A)
I
F.

Spec(B)

Alors, il existe U € ob (Aff/S), de type fini sur S, un point fermé u de U,
un isomorphisme local de Cg-algébres (. — A ct 2’ € F(U) tels que a
ait méme image que © dans F(Spec(A/m™*1)), pour tout entier n > 0, ot m
est lidéal mazimal de A.

Comme application de (10.10), on a le critére suivant :

COROLLAIRE (10.11). — Supposons que S soit localernent de type fini sur un
corps ou sur un anneau de Dedekind excellent et soit .4 un S-champ. Pour
que A" soit un S-champ algébrique localement de type fini, il faut et il suffit
qu’il vérifie les conditions suivantes :

(i) le 1-morphisme de S-champs diagonal

A . .
A== Xs.%

est représentable, séparé et de type fini;
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(ii) .#&" est localement de présentation finie, i.e. pour tout systéme projectif
filtrant (Us)ier dans (AfE/S), le foncteur canonique

lim .4y, — -Alim U,
] lim
I I

définit une équivalence de catégories; 3 i .
(iii) pour tout corps k de type fini sur S et tout T € ob H3pec(r), U

existe une extension finie séparable K de k, une (“g-algébre locale compléte
nocthérienne A', de corps résiduel K/, et ' € ob Hpec(ary tels que
(a) le diagramme dans (Ch/S)

Spec(k’) — Spec(k)

! =

Spec(A’) ———7—* H

x

soit 2-commutaiif, o

(b) le 1-morphisme (représentable) Spec(A’)—% so;t for:mellelmegt
lisse au point fermé de Spec(A'), i.e. que, pour towfe ﬂ)g-algf/zbre ocale
artinienne B de corps résiduel k', tout idéal I' de B de, carré Fnul, tout
homomorphisme local de “s-algébres A’ — B'/T et touty € ob Hapec(B)

tel que le diagramme dans (Ch/S)
Spec(B'/I')y — Spec(A’)

! =

Spec(B') =2

. by ! ! ! U ! II
soit 2-commutatif, on puisse trouwver un relévement A= B de A B/

faisant 2-commuter le diagramme swivant :

Spec(B'/I') — Spec(A’)

Ll

Spec(B’) A

(iv) si U € ob (Aff/S) est de type fini (sur S), siu est un point femé de

U et si 2’ € ob. &y est formellement lisse au point u, il existe un voisinage

ouwvert affine V de u dans U tel que le 1-morphisme (représentable) de S-
champs '
zy:V— D

soit lisse.
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Preuve : Si . est un S-champ algébrique localement de type fini et donc
localement de présentation finie, les conditions (i) & (iv) sont bien vérifides
(cf. (4.2), ([EGA] IV, 8.14.2} et ([EGA] IV, 17.14.2)).

Réciproquement, le théoreme (10.10), appliqué au foncteur F' des classes
d’isomorphie d’objets de .&" (F' est localement de présentation finie par la
condition (ii)), et les conditions (iii) et (iv) permettent de construire une
présentation X ——.% ot X est somme disjointe d’objets de (Aff/S) qui sont
de type fini (sur S).

Remarques (10.12) : (1) Pour vérifier la condition (i) de (10.11), il suffit de
montrer que pour tout U € ob (Aff/S) et tous les z,y € ob.2y, le U-espace
Fsom(z,y) est algébrique, séparé et de type fini (cf. (3.13)). Par passage &
la limite {compte tenu de la condition (ii) de (10.11)), on peut se limiter aux
U de type fini sur S. Par suite, pour vérifier la condition (i) de (10.11) pour
le S-champ . (vérifiant déja la condition (ii) de (10.11)), on peut appliquer
(10.11) puis (8.1) au U-espace .Zsom(z,y) pour tout U € ob (Aff/S) de type
fini (sur S) et tous les z,y € ob %y

{2) Pour vérifier la condition (ii} de (10.11), on procede le plus souvent en
deux étapes. Grice au théoreme de Schlessinger on montre l'existence d’une
déformation formelle verselle de Z ({[Sch] 2.11), ([SGA 7 1] VI), ([Ar 6] 3)).
Il reste a voir qu’une telle déformation formelle verselle est effective, ce qui
peut résulter par exemple des théorémes d’existence en théorie formelle de
Grothendieck ([EGA] 111, 5.1.4, II1, 5.1.8 et 111, 5.4.5).

(3) Pour une discussion plus détaillée de la condition (iv) de (10.11), on
renvoie aux articles d’Artin (([Ar 2] L,3) et ([Ar 6] 4)). 0

Terminons ce chapitre par de nouveaux exemples de S-champs algébriques.

(10.13) Soient X un S-espace algébrique, Y — X un morphisme de S-espaces
algébriques et G un X-espace algébrique en groupes que 'on suppose séparé,
plat et de présentation finie sur X, opérant a droite sur le X-espace algébrique
Y.

PROPOSITION (10.13.1). — Le S-champ [Y/G/X] défini en (2.4.2) et (3.4.2)
est un S-champ algébrique. En particulier, le S-champ B(G/X) de loc. cit.
est un S-champ algébrique.

Preuve : C’est une conséquence immédiate de (10.6). O
Remarque (10.13.2) : Si, de plus, on suppose G lisse sur X, le 1-morphisme

canonique Y — [Y/G/X] est une présentation et pour que [Y/G/X] soit lisse
sur S il faut et il suffit que Y le soit.



11. Points algébriques, faisceaux résiduels,
gerbes résiduelles, dimension

(11.1) Faisceau résiduel, gerbe résiduelle. Fixons un point £ d’'un S-champ
algébrique .Z" et un représentant (z, K) de £. Alors, d’apres I'analogue fppf
de {3.7), le 1-morphisme de S-champs fppf

Spec(K)-S+.4"
admet une factorisation canonique
Spec(K) ., Ce > A

ol ¢ est un sous-S-champ fppf de . et T un épimorphisme fppf. Tt est facile
de vérifier que le sous-S-champ ‘% de & est indépendant du représentant
(z,K) de ¢ choisi. Nous noterons £ le S-faisceau fppf grossier attaché au
S-champ fppf %, de sorte que % est une gerbe fppf sur £ (cf (3.19)). On
dira que £ est le S-faisceau résiduel du point £ de .2 et que ‘% est sa gerbe
résiduelle.

DEFINITION (11.2). — Un point £ d’un S-champ algébrique .24 sera dit
algébrique si les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) le S-faisceaw résiduel € de & est un S-espace algébrique, nécessairement
de la forme Spec(k), pour un S-corps k ([Kn] II, 6.2) ;

(ii) le monomorphisme canonique &g — .4 est représentable, de sorte que
‘Z est un S-champ algébrique, et méme un E-champ algébrique (cf. (4.5));

(iii) le £-champ algébrique &¢ est de type fini.

On dira que le S-corps k défini par (11.2)(i) est le corps résiduel du point
algébrique £ de & et on le notera encore x(£).

Remarque (11.2.1) : Si £ est un point algébrique du S-chap algébrique .4,
on peut trouver un représentant (x, K) de £ ou K est une extension finie du
corps résiduel x(€).

Si P: X — & est une présentation du S-champ algébrique .4 (ou plus
généralement si X est un S-espace algébrique et si P est fidélement plat
et localement de présentation finie) et si z € X(K) pour un corps K, on
appellera orbite ou classe d’équivalence de x dans X le sous-S-espace
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Oz)yc X

image de la projection canonique Spec(K) X pog,4-,p X — X. Si § est le
point de .2 défini par (P oz, K), O(z) n'est autre que le produit fibré
e % p X (et donc ne dépend que de £ et de P). En particulier, si { est un
point algébrique au sens de la définition ci-dessus, O(z) est un x(£)-espace
algébrique localement de type fini.

Ezemple (11.2.2) : Soient G un S-schéma en groupes, plat et localement
de présentation finie, opérant & gauche sur un S-espace algébrique X. On
suppose que le morphisme G xg X — X xg X, (9,7) — (gz,x), est quasi-
compact, de sorte que le S-champ quotient & = [X/G/5] est algébrique
d’aprés (10.4). Alors, pour tout corps K et tout = € X (K), d'image un point
algébrique € de .2, la notion d’orbite de z dans X est la notion usuelle. En
particulier, cette orbite O(r) est un espace homogéne sous le £(£)-schéma en
groupes G (g := Spec(r(£)) xs G et le K-schéma K ®,(¢) O(z) n'est autre
que le quotient Gk /H ot HC Gk = K ®x(e) Groe) est le fixateur de z. (On
remarquera que, si 'on suppose de plus X localement noethérien, le S-champ
algébrique .2 = [X/G/S] vérific les hypothéses du théoreme ci-dessous.)

THEOREME (11.3). — Soit .4" un S-champ algébrique localement noethérien.
Alors, tout point & de & est algébrigue.

Preuve de (11.3) : Fixons un point § de .4 Alors, on peut trouver un S-
schéma intégre Y et un 1-morphisme (représentable) de type fini F': Y — A
tels que le point générique (y, L) de Y définisse un représentant de £ via F'
(prendre pour Y un ouvert dense assez petit de Padhérence d’un point (y, L)
qui représente € dans une présentation de &, (cf. (5.3)).

Quitte & remplacer Y par un ouvert dense assez petit, on peut supposer
que les deux projections canoniques (de type fini)

pri,pry Y Xp oo F Y -Y
sont plates et que le Y-espace algébrique en groupes (séparé et de type fini)
XA, rxsaFF) Y =Y
est plat (théoréme de platitude générique, ([EGA] 1V, 6.9.1)).
Considérons maintenant la factorisation fppf canonique (cf. (3.7))
F I .

du 1-morphisme de S-champs fppf F' et montrons que T est représentable
et donc que %/ est un S-champ algébrique (cf. (4.5)(ii)). Pour tout U €
ob (Aff/S) et tout = € ob s, le U-faiscean 24 xg,.472 U est l'image (au
sens des faisceaux fppf) du morphisme localement de présentation finie de
U-espaces algébriques
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Y XF.%x U-U

et c’est donc aussi le quotient fppf de Y x F,.#,z U par larelation d’équivalence
(Y xp,a U) xu (Y xp, 25 U). Or, vu notre choix de Y,

pri: (Y XpoaU)xu (Y XpaaU) =Y Xp o U

est un morphisme plat, et donc %97 x; g, U est un U-espace algébrique
d’aprés (10.4). D’ou la représentabilité de I. De plus, il est clair que F :
Y — 4/ est (représentable) fidelement plat et de type fini et que %/ est (un
S-champ algébrique) intégre et de type fini sur .2". '

Cela étant, vu le choix de Y, %/ vérifie les hypotheses et donc les
conclusions de (10.8). Le S-faisceau fppf grossier Y associé & 4/ est donc
un S-espace algébrique intégre et 2/ est une gerbe (au sens fppf) fidelement
plate et de type fini sur Y.

Pour conclure, il reste & remarquer que le S-faisceau fppf & n'est autre
que le point générique de Y et que % n’est autre que la gerbe

Y Xu7 £—¢
déduite de la gerbe %/ .7 par le changement de base E-Y. O

C.OROLI'J/%IRE (114) — Soit S un S-champ algébrique noethérien. L’applica-
tw@ qus a§ associe la gerbe % sur £ définit une bijection de l'ensemble des
points de & sur ’ensemble des classes d’isomorphie de couples

(% 2:Spec(k), 5.2

od.? est une gerbe fppf sur un S-corps k et on &L, 2" est un monomor-
phisme de S-champs.

U}ne} autre conséquence du corollaire (10.8) et du théoreme de platitude
générique ([EGA] IV, 6.9.1) est le théoréme suivant :

THEOREME (11.5). — Soit . %" un S-champ algébrique nocthérien. Alors, il
existe une famille finie (.4;)ic1 de sous-S-champs localement fermés de . 4",
qui sont (des S-champs algébriques) réduits, avec les propriétés suivantes :
(i) & est réunion disjointe des . (iel);
(ii) chaque .#; est une gerbe fppf sur un S-espace algébrique noecthérien
X;, et le morphisme structural .%’{«éin est fidélement plat et de type fini.

Remarqu,e (1.1.5.1) : L’ensemble des points de .%" est en bijection canonique
avec la réunion disjointe des ensembles des points des X; (i € I). Si € est un
point de .2, £ = Spec(x(£) est un point d'un X; et alors %¢ n’est autre que
la gerbe .%; % 4,,x, € sur €.

Remarque (11.5.2) : (Cette remarque a été proposée par le rapporteur.)
Supposons que les S-espaces algébriques en groupes d’automorphismes des



objets de .2 soient propres et de présentation finie, ou bien soient a fibres
connexes. Alors on a une stratification canonique de £ par des sous-
champs localement fermés {mais pas nécessairement réduits) que 'on obtient
en platifiant les espaces algébriques en groupes d’automorphismes. Chaque
strate est une gerbe sur son espace grossier

Preuve de (11.5) : Le théoreme de platitude générique ([EGA] IV, 6.9.1) et
son corollaire ([EGA] IV, 6.9.3), qui s'étendent tels quels aux 1-morphismes
représentables entre S-champs algébriques, assurent qu’il existe une famille
(.2:)ier de sous-S-champs localement fermés de .2&°, réduits en tant que S-
chainps algébriques, telle que

(i) .4 soit réunion disjointe des .25 (i € I);

(i) pour chaque i € I, la restriction & .#; du l-morphisme représentable
et de type fini de S-champs

. . Pn
A XA,.I,'XS.Z',A A —

soit plate.
Alors, .Z; est un S-champ algébrique noethérien qui vérifie les hypotheses
de (10.8). D’out la conclusion. O

Nous allons maintenant étendre la notion de dimension des S-schémas aux
S-champs algébriques localement noethériens.

Rappelons que, si X est un S-schéma, la dimension dim{X) € NU {£oc}
de X est définie comme la borne supérieure des longueurs des chaines de
parties fermées irréductibles de X et que, si z est un point de X, la dimension
dim(X) de X en x est la borne inférieure de I’ensemble des dimensions des
voisinages ouverts de z dans X (pour la topologie de Zariski). On rappelle
aussi que

(11.6) dim(X) = sup 6z(X) € NU {0},
T€X

([EGA] 1V, 5.14), ol
(11.7) 8,(X) = dim(@x z) € NU {+0}

est la dimension de I'anneau local x ; de X en z.
Si X est un schéma localement de type fini sur un corps k et si = est un
point de X, alors dim;(X) € N et on a ([EGA] IV, 5.2.3)

(11.8) dim,(X) = 6,(X) + deg.tr(x(z)/k)

ou deg.tr(k(z)/k) est le degré de transcendance du corps résiduel x(z) de z
sur k.

Si X—-Y est un morphisme localement de type fini de S-schémas et si
2 est un point de X d’image y dans Y, la dimension relative de f en x est
par définition Ventier

(11.9) dimg (f) = dimg(Xy).

La fonction dim(f) : X —> N définic par z +— dim(f) est semi-continue
supérieurement (Théoréme de Chevalley (EGA] IV, 13.1.3)).

Cette notion de dimension relative est surtout utile lorsque f est supposé
de plus lisse. Rappelons les résultats suivants de ([EGA] IV, §17.10) :

PROPOSITION (11.10). — Soit f : X — Y un morphisme lisse de schémas.

Pour tout point z € X, le Cx ,-module Qg(/y,z est libre de rang dim,(f).
En particulier, la fonction dim(f) : X — N est continue, et f est étale

en € X si et seulement si dimy(f) = 0. a

COROLLAIRE (11.11). — Soient f : X — Y et g: Y — Z deux morphismes
lisses de schémas. Pour tout point x € X, on a

dimg(g o f) = dimg(f) + dimy(4)(9)-
O
COROLLAIRE (11.12). — Soit f : X — Y un morphisme lisse de schémas.

La fonction dim(f) : X — N est compatible auz changements de bases :
pour tout carré cartésien de morphismes de schémas

X % X

f’l 0 lf

Y — Y
b

et tout point ' € X' on a

dimg (f) = dimgen (f).

Rappelons aussi la proposition suivante :

PROPOSITION (11.13). — Sotent X et Y deur S-schémas localement
noethériens et f : X — Y un morphisme lisse. Alors, pour tout point z
de X d’image y dans Y, on a U’égalité

dimg(X) = dim(f) + dim, (Y).

En particulier, si f est étale, et donc purement de dimension relative 0,

on a
dimg(X) = dimy (Y).
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Preuve : Quitte & remplacer X et Y par des voisinages ouverts de z et y on
peut supposer que f est surjectif et purement de dimension relative n, et il
s’agit de démontrer que, sous ces hypotheses supplémentaires, on a

dim(X) =n + dim(Y).
Mais, pour tout point z € X d’image y dans Y on a
6(X) = 8,(Y) + 6(Xy) = 6,(¥) + n — degtr(s(2)/K(y))
d’apres ([EGA] 1V, 6.1.2) et (11.8), et donc
8:(X) <6,(Y)+n

avec égalité si z est un point fermé du £(y)-schéma localement de type fini
Xy. Par suite

dim(X) = sup 6;(X) =sup by (V) +n =dim(Y) +n
reX yeY
puisque chaque fibre X, contient toujours au moins un point fermé. O

Si X est un S-espace algébrique localement noethérien et  un point de X,
la dimension de X en z, dim,(X), est par définition la valeur commune des
dim,, (Xn) pour tous les couples (Xo,To) avec Xo un S-schéma étale au-
dessus de X et o nn point de Xy d’image x dans X.

$i X5y st un morphisme localement de type fini de S-espaces
algébriques et = un poiut de X d’image y dans Y, on définit encore la
dimension relative de f en x par dim,(f) = dim,(X,). La fonction dim(f) :
X — N définie par 2 — dim,(f) est toujours semi-continue supérieurement.
De plus, avec cette définition, les énoncés (11.10) a (11.13) s’étendent sans
modification aux S-cspaces algébriques.

Nous allons maintenant définir la dimension dimg(-#7) dun S-champ
algébrique localement noethérien 4" en un point &.

Si P: X — .% est une présentation d’'un S-champ algébrique .2 et si z
est un point de X, on définit la dimension relative de P en z, dim(P), comme
la dimension relative en (z,z) du morphisme lisse de S-espaces algébriques

: X xp,gp X — X. Pour tout morphisme de S-champs algébriques
Q Y — 2 ol Y est un S- espace algébrique, et pour tout point z de
Y xq, 2, pX ’image x par le seconde projection canonique, on a bien entendu

dimg (P) = dim, (pry)

oupry : Y xq. 2 pX — Y est la premiére projection canonique. La fonction
dim(P) : X — N définie par z > dim(P) est compatible aux changements
de bases et continue.

Si .42 est un S-champ algébrique localement noethérien et si £ est un
point de .#" on définit alors la dirmension de .2 en £ comme l'entier
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(11.14) dimg (.£7) = dimg (X) — dim,(P)

. P - . . - ;
ou X — . %" est une présentation arbitraire de .% et z est un point arbitraire
de X ay—de}zssus de & (cf. (5.3)). Que cette définition ne dépende pas des choix
effectués résulte aussitot des énoncés (11.10) a (11.13).
On posera aussi, pour tout S-champ algébrique localement noethérien . % ',

(11.15) dim(#") = sup dime (.27,
3
ol £ parcourt les points de %"

Remarque (11.16) : (i) Si .#" est noethérien et non vide, dim(.#") est un
entier. En général, dim(.#") € ZU {+oc} et dim(.#£") = —co si et seulement
si .4 est vide.

(ii) Contrairement & ce qui se passe pour les S-espaces algébriques,
dime (27) et dim(%") peuvent étre des entiers négatifs. Par exemple, si G
est un schéma en groupes lisse de type fini sur un S-corps k, dim(B(G/ k))
est égal & —dim(G).

(11.17) Un exemple. Nous terminerons ce chapitre par un exemple qui illustre
les diverses notions que 'on vient d’introduire.

. Fixons un entier m > 1. Pour tout schéma affine U = Spec(R), notons
simplement 7 : Ay — U la droite affine Spec(R[T]) sur U et considérons la
catégorie .4y des (74,-Modules cohérents .74 qui sont U-plats et tels que
Ty A4 soit un y-Module localement libre de rang m. Le foncteur «sections
globales» identifie cette catégorie a celle des R-modules M localement libres
de rang m munis d’un endomorphisme ¢t : M — M.

Pour U variable, les catégories . £(; s’organisent en un champ .# sur Z.
Ce champ est algébrique : en fait, on a un 1-isomorphisme

=[8/G/Z]

ol G est le schéma en groupes GL,, z, g est son algébre de Lie gl,,, z et l'action
de G sur g est action adjointe, i.e. I'action par conjugaison.

La théorie des diviseurs élémentaires associe a tout endomorphisme
t d’un espace vectoriel M de dimension m sur un corps k une suite
(Pi(T); ..., Pn(T)) de polyndmes unitaires & coefficients dans k, caractérisée
par les deux propriétés suivantes :

(i) P(T) divise P,_1(T) pour tout i = 2,...,m;

. (11) le k[T]-module M, od T agit comme I’endomorphisme ¢, est isomor-
phe &
k{T]/(PU(T)) & @ k[T]/(Pn(T)).

Bien entendu le produit P;(T)--- Py, (T) est le polyndme caractéristique de

:fi et les degrés dy > --- > dp, > 0 de ces polynomes forment une partition
e m.



Pour chaque partition d = (dy > -+ > dp, > dppy1 = 0) de m, notons
Aq la nappe de Dizmier correspondante, i.e. le sous-champ localement fermé
réduit de %" formé des (M, t) pour lesquels les diviseurs élémentaires sont
de degrés da,. .., dm, et notons X, le schéma affine des suites de polynémes
unitaires (Q1(T),. .., Qm(T)) de degrés dy —da, ... ,dm —dmy1. Alors & est
réunion disjointe des .44 et, pour chaque d, le morphisme de champs

Ag: Ay — Xg,

qui envoie (M, t) sur la suite de polynomes
Py (T) P (T) )
T) = vy @u(T) = ———
(@) =B onm) = 20

ott (P(T),Pa(T),..., Pu(T)) sont les diviseurs élémentaires de (M,t) et
Prt1(T) = 1, est une gerbe. Cette gerbe est neutre car elle admet la section

Sg: Xg— &y
qui envoic (Q1(T),...,@m(T)) € X4(R) sur le R[T]-module «compagnon»

M = R[T]/(Q1(T)Q2(T) - - Qun(T)) & R[T]/(Q2(T) - - Qu(T))®
-+ @ R[T]/(Qm(T))

pour tout anneau K. On a donc
Hg =B(Zq/Xq)

ol Zg est le X4-schéma en groupes des automorphimes du module compagnon
universel sur Xg.

On laigse au lecteur le soin de vérifier les formules suivantes pour les
dimensions des champs ci-dessus

dim(.2") = 0

et, pour toute partion d,

dim(Xg) =Y (d; = di1),
i=1
dim(Zq) = > _(d;)?
=1

et donc
m m

dim(.23) = Z(dz —dig1) — Z(d:)z

=1 =1
oud* = (di = --- > dj, > dy,,; =0) est la partition duale de d, définie par
d=\{j=1,...,m|d; > i}

12. Faisceaux sur le site lisse-étale
d’un S-champ algébrique

DEFINITION (12.1). — (i) Soit .&° un S-champ algébrique. On appelle site
lisse-6tale de %" et on note Lis-6t(#") le site défini comme suit.

La catégorie sous-jacente o Lis-ét(.4") a pour objets les 1-morphismes
(représentables) lisses de S-champs algébriques, u : U — 2" ou U est un
S-espace algébrique, objets que l'on notera encore (U, u) et que 'on appellera
les ouverts lisses-étales de .&". Une fléche de (U,u) dans (V,v) est un couple
(p, @) constitué d’un 1-morphisme de S-espaces algébriques U5V et dun
2-isomorphisme o 1 u—-v o .

La topologie sur cette catégorie est celle engendrée par la prétopologic
pour laguelle Cov(U,u) est ’ensemble des familles de morphismes ((ps, ;)
(Ui, us) — (U, w))ier telles que le 1-morphisme de S-espaces algébriques

H (727 H U,; —U
i€l i€l
soit étale et surjectif.

(i) Si & est un S-champ de Deligne-Mumford, on appelle site étale de
X et on note Et(&") le site défini comme suit.

La catégorie sous-jacente a Et(,’é) est la sous-catégorie pleine de
Lis-ét(4") dont les objets sont les ouverts lisses-étales (U,u) de .2 tels que
uw: U — 2 soit étale. Ces objets seront appelés les ouverts élales de ..

La topologie sur cette catégorie est la topologie induite par celle de

Lis-66(4°).

Remarque (12.1.1) : Si . est un S-champ de Deligne-Mumford, la définition
ci-dessus differe légerement de celle dounée dans [De-Mu] (4.10) : on ne
demande pas que U soit un S-schéma. Par contre, si & = X est un S-
espace algébrique, le site étale défini ci-dessus est exactement celui défini par
Knutson ([Kn| (2.2)). En particulier, si .&" = X est un S-schéma, le site
étale ci-dessus n’est pas exactement celui introduit par Grothendieck ([SGA
4] VII). (On remarquera cependant qu’un espace algébrique étale et séparé
sur un schéma est automatiquement un schéma d’apres (A.2).)

Ces différences sont sans importance car les topos associés sont équivalents
comme on va le voir ci-dessous.
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Pour tout site Top(-¥") ott «Top» désigne ume topologie, on mnotera Fop
le topos associé, i.e. la catégorie des faisceaux d’ensembles sur ce site. On
appellera encore faisceaux « top» les objets de ce topos.

Si.#" est un S-champ algébrique (resp. de Deligne-Mumford) on dispose
donc du topos - #jiwe, des faisceanx lisses-étales sur & (resp. du topos B
des faisceanx étales sur .4°).

LEMME (12.1.2). — (i) Soit .%" un S-champ algébrique. Notons Lis-ét(.4")
la sous-catégorie pleine de Lis-6t(.2") dont les objets sont les (U,u) avec U €
ob (Aff/S), munie de la topologie engendrée par la prétopologie pour laquelle
Cov(U,u) est Uensemble des famulles finies (@i, ) = (Usyus) = (U, u))ier de
morphismes telles que le morphisme de S-schémas [1;c; @i : Hic; Ui = U
soit étale et surjectif.

Alors, le foncteur d’inclusion Lis-ét(.&") < Lis-ét(4") induit une équival-
ence du topos .l sur le topos Alis-sr-

(i) Soit .#" un S-champ de Deligne-Mumford. Notons Et(.2") la sous-
catégorie pleine de Lis-ét(.#4") dont les objets sont les (U,u) avecu : U — . &
¢tale, munic de la topologie induite par celle de Lis-ét(.#%").

Alors, le foncteur d’inclusion Et(47) — Et(-#") induit une équivalence
du topos & sur le topos A

Preuve : Tont ouvert lisse-étale (U, w) de .#" peut &tre recouvert par une
famille (infinie en général) de (Ui, u;) € obLis-ét(.4 "} et on peut appliquer
([SGA 4] I1I, 4.1). Il reste a remarquer que, de toute famille couvrante

(i )
((Ui,ui)i—>(U, u))ier dans Lis-ét(.#") ot U et les U; sont des schémas

affines, on peut extraire une sous-famille couvrante finie et donc couvrante
dans Lis-ét(.4") (U est quasi-compact et chaque U;-25U est ouvert d’apres
([EGA] 1V, 2.4.6). O

Dans la suite on identifiera les topos - #jis-e; €t -Zlis-¢s (et aussi les topos N
et . i si A est de Deligne-Mumford) par cette équivalence.

(12.2) Pour tout morphisme continu de sites =1 : Top(¥) — Top(-#")
on notera f = (f71, fu) 1 Sgp = Hop le morphisme de topos associé (on
utilise done la notation f~' pour désigner 'adjoint a gauche du foncteur fu,
la notation f* étant réservée pour désigner 'adjoint a gauche du foncteur f.
dans le cadre des topos annelés).

Si (U,u) est un ouvert lisse-étale de .2", tout faisceau lisse-étale .77 sur
4" définit par restriction un faisceau étale sur U que I’on notera -7,
Si ¢ : (U,u) — (V,v) est une fleche dans Lis-ét(.4&"), pour tout faisceau
lisse-étale .7 sur .2 le worphisme de S-espaces algébriques ¢ induit un
morphisme de faisceaux étales

0<p,a :-%,v - ‘P*'ZJ,uv

et donc par adjonction, un morphisme de faisceaux étales
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05’,(1 : (p_l'%,v — ‘%,'w

LEMME (12.?.1). ~— La catégorie des faisceaux lisses-étales .7 sur .2 est
équivalente & la catégorie des systémes (

(Furbp,0)

Zo]u, é)tour‘ chaque ouvert lisse~é§ale (U, u) de . 4", P est un faisceau étale sur
U, ;ﬁ’ pour chﬂgue morphisme (ap, @) : (U,u) > (V,v) entre tels ouverts,

p.a Py Oy est un morphisme de faisceaux étales, les O vérifiant
de plus les deux conditions sujvantes : o

(i) pour toute fleche composé (ere) (.8)
Lis-ét(.#%"), on a posée (U, u) »(V,v)——(W,w) dans

Yabpa 00y 5 = B yop " oa ;

. . (v,0)

ii) pour tout is-ét(.
étali )ls Z.e fléche (Utu)~—/»(V, v) dans Lis-ét(%") avec p : U — V
Stale, morphisme de faisceaur étales 65, : L%, — 7
isomorphisme. o o T et

ireuv'e V Si flz((U —’—> V est étale, alors pour tout faisceau étale (’cnsembles
-/.tsul . ,7-50 ¢ n’est autre que la restriction de ¢ A Et(U) — Et(V) Par
suilte, s1.7 est un faisceau lisse-étale sur .4, 64 i i orph

: s sur . est bi is
A 7 03 o en un isomorphisme
) i.nv;n’rsementz montrons comment construire un faisceau lisse-étale .7~ 3

artir d’un systeme (.0, ..). P isse-é 7
pare (FUu,0,,0)- Pour tout ouvert lisse-étale (U,u) de .# on

F(Uu) = T (U),

. (o,
et pour toute fleche (U, u)——L(V, v) de Lis-ét(#"), on prend 6, (V)
comme ﬂeche de restriction de .7 (V,v) & .7 (U, u). Le fait que fo (; i
de‘ﬁrn soit un faisceau lisse-étale sur .2 résulte de ce que les .7 ’ t 1(3151
faisceaux étales et de la condition (ii). o g

Remargue (12.2.2) : Le topos Plis-¢s a suffisamment de points : en effet tout
cc,)upl? (.(U, u),£) formé d’un ouvert lisse-Gtale (U,u) de .2 ét d'in oizt
geome\tnque € de U définit un point du topos .#iser par .7 — (7p Je;
une ﬂechle o 1.‘7 — ¥ entre deux faisceaux lisses-étales sur .2 ) c[s{‘tu 161;
1somorphlsrne‘ si et seulement si, pour tout couple ((U,u) € cornmé c/i-déssu‘%
(‘YAU.U)'E est bijective. Deux couples ((U,u),€) et (U’ 1’/) ¢ déﬁnis‘se;t 1
méme I.)01,nt du topos . Zjis.¢¢ "1l existe un morphisme (ap,oz) , (U,u) ~>‘ U’1 ’O
dans Lis-ét(-#") avec ¢ : U — U’ étale, et qui envoie i’sur .§’. , )

gircntarquféllz?) : Pour (U,u) fixé dans Lis-6t(.2"), il est immédiat que le
e eu.r . »—+ Z}u de .%11’5-& dans Ug, commute aux limites inductives et
projectives arbitraires. En d’autres termes, les calculs de limites inductives et



projectives dans .#is.¢ se ramenent, par ’équivalence (12.2.1), & des calculs
similaires sur les faisceaux étales sur des schémas.

DEFINITION (12.3). — Un faisceau lisse-étale d’ensembles 7~ sur le S-champ
algébrique .4, est dit cartésien si pour toute fleche (p,a) : (U, u) — (V,v)
dans Lis-ét(.47), le morphisme de faisceauzx étales 95,,0, L LAy Ay est
un isomorphisme.

Remarque (12.3.1) : Pour qu’'un faisceau lisse-étale .7 soit cartésien, il suffit
qu'il vérifie la condition de la définition ci-dessus pour les (p, ) tels que
@ : U — V soit lisse. En effet, toute fleche (p, @) de Lis-ét(.#") se factorise en
Tipa) PT(v,v)
(Uyu) = (U Xy, 270 V,v 0 pry) —— (V,v)
oit [', oy est le graphe de (i, @) et Pr(v) la projection canonique. Or T'(, o)
admet comme rétraction la projection canonique Pr(yy) €t les projections
canoniques pry; : U xy 4 V> Uet pry : U Xy, 2w V — V sont lisses.

En outre, powr tout faisceau lisse-étale .7, le morphisme 95>,a' est de toute
fagon nn monomorphisme si @ : U — V est lisse. En cffet, cette propriété se
vérifie sur les fibres anx points géométriques de U, elle est vérifice si @ est
¢tale, et tout point géomdétrique £ : Spec(k) — U se factorise par un U-espace
algébrique qui est étale sur V.

Remargue (12.3.2) : La sous-catégorie pleine Hlis-at cart de Aliwsr dont les
objets sont les faisceaux cartésiens est stable par limites inductives quelcon-
ques et limites projectives finies : ¢’est une conséquence des définitions, de la
remarque (12.2.3), et des propriétés correspondantes des foncteurs ™! entre
catégories de falsceaux étales sur les espaces algébriques.

PROPOSITION (12.3.3). — Si %" est un S-champ de Deligne-Mumford (et
donc en particulier si .4 est un S-espace algébrique ou un S-schéma),
le foncteur d’inclusion Bt(2") — Lis-ét(#") induit une équivalence de la
sous-catégorie pleine Alis.gq cart de Aliss, dont les objets sont les faisceaux
cartésiens, sur la catégorie Hé,.

Preuve : S1.7 est un faisceau étale d’ensembles sur .4, posons pour chaque
ouvert lisse-étale (U, u) de .47,

: — 1

P =u T,
ol u est considéré ici comme un morphisme de topos de U, dans g

Pour chaque fleche (p, o) dans Lis-ét(.#"), définissons le morphisme Oy
de maniere évidente. Alors le systéme

(P, 04,0)

est un faisceau lisse-étale cartésien sur &". Cette construction sur les objets se
prolonge trivialement en un foncteur de 4% dans Hlis-ét,care- Ll nE reste plus

qu’a vérifier que ce foncteur est un guasi-inverse du fonctenr de gt cart
dans . &4, considéré dans I’énoncé. Clest tautologiquement un (uasi-inverse a
droite. Vérifions que c’est aussi un quasi-inverse a gauche.

Soient donc .7 un faiscean lisse-étale cartésion sur 4" ot (I, w) un ouvert
lisse-étale de .2 . Notons .7 ' la restriction de .7 au site é¢tale de .2 11 s”agit
de vérifier 'assertion suivante : le morphisme de faisceaux étales sur U,

(x) u LT T,

déduit par adjonction du morphisme unaturel .77’ — w7 ,, cst un
isomorphisme. Cette assertion est locale pour la topologic ¢tale sur U. On
peut donc remplacer & par X et u: U — & parpry 1 U X 0p X — X,
olt X5, est une présentation étale de . . On est done raiené au cas ol
=X est un S-espace algébrique. Dans ce cas asscrtion est tautologique.

O

(12.4) Si.Z" est un S-champ algébrique, muni d’une présentation X — %" ot
X est un S-espace algébrique, on peut former le S-espace algéhrique simplicial

(12.4.1) X. : A°PP _, (Fx.alg/S).

Rappelons que A est la catégorie dont les objets sont les ensembles finis
[n] = {0,1,....n} pour n € N et dont les fleches sout les applications
croissantes. Le foncteur X. envoie [n] € ob A sur

X = (X)),

produit fibré sur .2" d’'une famille, indexée par [n}, de (n+1) copics de X. En
particulier, pour n > 0 et pour chaque i € [n}, il envoie I'injection croissante
[n — 1} — [n] dont I'image est le complémentaire de {i} swr la projection
«oubli de la i-ieme composantey

Pri (X)) — (X/2) N,

(attention, les composantes sont indexées & partie de 0) et il envoie la
surjection croissante [n] -» [n — 1] qui «répéte i», sur la diagonale pour
la i-iéme composante

dui : (X) 20— (X2,

Ce S-espace simplicial est muni d’un morphisme canonique P, : X, — .2~
dont la n-iéme composante P, : X, — .4 est la projection canonique.

Le topos étale (X.)e du S-espace algébrique simplicial X. a été défini par
Deligne (cf. ([SGA 4] Vbis) et [De 1}]). I} peut sc décrire comme suit.

Considérons la catégorie Et(X.) dont les objets sont les couples ([n], U —
X,), notées encore (n,U), ot [n} € obA et ot U — X, cst un morphisme
étale de S-espaces algébriques et dont les fleches de (n, U) dans (n/,U’) sont
les couples (8,¢) ot § : [n'] — [n] est une fleche dans la catégorie A et on
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@:U—U'estun morphisime de S-espaces algébriques relevant le morphisme
X.(8) : X, — X, induit par 6. . . ) '

(O)n mgnit cette catégorie de la topologie associce a la prétopologie pour
laquelle les familles couvrantes de (n,U) sont les familles

(1d,p:)
(0, Us)—(m, U) i1

ou (Ui Z5U)ier est une famille Couvranté pour la E:Opologie f’zt‘ale 1sur.tXn.‘ y
Le topos (X.)et est la catégorie des faisceaux d eflsemb}es sur le site ;m

défini. Un objet de ce topos est appelé un faisceau étale szmglzczal sur X..
Un faiscean étale simplicial sur X. n'est autre qu'une s.u1te; de fa}sceaux

étales d’ensembles . 7. = (Zn)n>0 sur la suite des X, munie d’'une fleche de

transition _
05 T — X (8)xTn,
ol ce qui revient au meéme par adjonction, d’une fleche de transition

6% : X.(8) " T — T,

pour chaque fleche 6 [n] — [n] dans A, ces flaches satisfaisant bien sir la

condition de cocycle évidente.

DEFINITION (12.4.2). — Un faisceau étale simpli?ial F sur X. es’t ;iit
cartésien si, pour toute fleche & dans A, le morphisme de faisceauz €tales

02 est un isomorphisme.

Remarque (12.4.3) : Pour quun faisceau étale simplicial sur X. soi
cartésien il suffit clairement que pour tout couple d’en.tlers gn,z) avec 0 S
i < netn >0 le morphisme de faisceaux étales ng‘ , Soit un isomorphisme :
of. Pargument de (12.3.1).

On a un morphisie continu de sites
g1 Et(X.) — Lis-ét(.2")

défini par

e} ([n], U > Xn) = (U 1)
ot w est le composé du morphisme étale U — X et de la projection canonique
lisse X, — & On a donc un morphisme de topos

(12.4.4) =, = (e e)  Hiwa — (Xe

Le foncteur &, envoie le faisceaun 7 donné par le systéme (.%,u,ﬁfpya) sur
lo faisceau .7, donué par la suite des .7, = Fx, Xn—¥ <‘at par les fleches de
transition induites par les 0,.a- En particulier, €. emfme -%1is.étﬁcart. sur la
sous-catégorie pleine (X.)st,cart de (X.)e dont les objets sont les faisceaux

étales simpliciaux cartésiens.
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Le foncteur ¢~ n’admet pas de description simple. Par contre €, admet
un adjoint 4 droite €' qui se calcule comme suit. Pour tout ouvert lisse-
étale (U,u) de .4 on dispose par changement de base d'un espace algébrique
simplicial X. y muni d’un morphise P.y : X.,y — U rendant cartésien le
diagramme

Xy 5 X

] =

U — .
u

Si .7 est un faisceau étale simplicial sur X., u¥ .7 est un faisceau étale
simplicial sur X. iy et I'on peut former le noyau

T w = Ker((Pow)s-Fo,u =(PLy)FAu)

Par définition €' 7 est la collection des faisceaux étales .7, avec les fleches
de transition évidentes.

PROPOSITION (12.4.5). — Le foncteur
'}K]‘is-ét,cart - (X- )ét,ca.rt

induit par €, sur les foisceauz cartésiens, est une €quivalence de catégories.

Preuve : 11 suffit de vérifier que la restriction de ea (X.)et cart st un quasi-
inverse pour ce foncteur. Mais cela résulte immédiatement de la description
suivante de £'.7 pour tout faisceau étale simplicial cartésien .7 sur X.. Si
F. est un tel faiscean et si (U, u) est un ouvert lisse-étale de . #", la restriction
Z.y de .7 & X.y est aussi un faisceau étale simplicial cartésien. Comine
Py admet des sections localement pour la topologie étale sur U, Py est un
morphisme de descente effective, et donc .7y provient d'un unique faiscean
étale ., sur U qui n’est autre que (€'-72)y,u- O

Ezemple (12.4.6) : Soit .#" un S-champ algébrique de la forme [Y/G/X]
pour un S-espace algébrique X, un X-schéma en groupes lisse G et un X-
espace algébrique Y muni d'une action de G. Alors la catégorie des faisceaux
d’ensembles lisses-étales cartésiens sur 4" est équivalente a la catégorie des
faisceaux étales d’ensembles G-équivariants sur Y.

Si .7 est un tel faiscean étale G-équivariant et si (U, u) est un objet
de Lis-ét(.#"), le faisceau étale .7, sur U correspondant est donné comme
suit. Par définition du S-champ [Y/G/X], on dispose d'un Gy (= G xx U)-
torseur P sur U et d’un morphisme G-équivariant de X-espaces algébriques
a:P—Y, et . A, est le faisceau étale sur U déduit du faiscean étale Gy-
équivariant o~ L% sur P par descente (le morphisme lisse P — U adnet,
localement pour la topologie étale sur U, des sections et est donc de descente
effective pour les faisceaux étales).



(12.5) Fonctorialités du topos lisse-étale. Soit F Y — 4" un 1-morphisme
de S-champs algébriques. On définit un morphisme de topos

Fiset = (F71 ) 2 Ydisst — Zis-at

Qe la fagon suivante. Pour tout faisceau lisse-étale & sur 2/ et tout ouvert
lisse-étale (U, u) de . %", on pose

(F* 5/(')(],1‘ = lim f,‘< f;{},y
-—

ou Ila limite projective est prise sur les carrés 2-commutatifs de S-champs
algébriques

vV 2 oy
fl 11«*
U - 2

avec.\(V, 'u).e obLis-ét(%/) et on définit les fleches de transition 6, , de
maniére évidente. Pour tout faisceau lisse-étale .77 sur .&" et tout ouvert
lisse-étale (V,v) de 47, on pose

(F T )y = lim 2.5,

ou la limite inductive est prise sur les carrés 2-commutatifs de S-champs
algébriques

V.S ¥
fl lF
U - A

avec.\(U7 u) € obLis-ét(.#") et on définit les flzcches de transition 6y 5 de
maniere évidente. On laisse au lecteur le soin de vérifier que F~! ainsi défini
est bien 'adjoint a gauche du foncteur F,.

(.1.2.5.1) S.i F 9/ — 2 est lisse, pour tout faisceau lisse-étale .7 sur 2", le
f,'d,lSCC'dll lisse-Gtale F~L7 n’est autre que la restriction de .7 au site lisse-
¢tale de 24 par le foncteur

Lis-ét(4/) — Lis-ét{-&"), (V,v) > (V,F o),
et sera encore noté .7y ry (bien entendu, quand (%4, F) = (U,u) est un

objet du site lisse-étale de .%", .7, est la restriction de Ay Fy au site étale
de U). ’

(12.5.2) 81 F : ¢/ — .&" est représentable, le foncteur

(Uv u) = (// XF 8 U, Prl)

définit un morphisme continu de sites
F~1: Lis-ét(.4") — Lis-ét(¢/)

et le morphisme de topos Fis.st est induit par ce morphisme de sites :
en particulier, pour tout faisceau lisse-Gtale (& sur 2/ et tout (U, u) €
ob Lis-ét(.2") le faisceau étale (F,'% )y, est 'image directe du faisccau étale
%v,pr, Par le morphisme de S-espaces algébriques pry : V= ¥ xp 2, U —
U déduit de F par le changement de base U2

(12.5.3) Soit .# un faisceau lisse-étale sur un S-champ algébrique .&°, de
morphisme structural A : & — S. L'ensemble

D(#& ", 7#) =T(5, (A7 )s1a)

des sections globales de .7 est I’ensemble des familles (s(y,4)) de sections de
Z sur les (U, u) € obLis-6t(.4") telles que

TeSyS(vyw) = S(Uwu)

pour toute flecche (U,u)—2~(V,v) dans Lis-6t(.4), oll on a nuté res,
F (V,v) = .7 (U, u) lafleche de restriction.

Si F: ¢/ — & est un morphisme lisse de S-champs algébriques,
Pensemble des sections globales du faiscean lisse-étale .7 » gy sur 4/ scra
encore noté

T, F),-7),

voire simplement T'(4/,.7) quand aucune confusion n’en résulte, et appelé
I’ensemble des sections de .7 swr { &/, F).

(12.5.4) Si F : ¥/ — .# est un l-morphisme de S-champs algébriques, pour
tout faisceau lisse-étale & sur 4/ et tout ouvert lisse-étale (U, u) de %", on

a
F. ¢ (Uw) =T({(¥ xp.auU.Dr1), ).

(12.6) Soit toujours F : %/ — & un 1-morphisme de S-champs algébriques.
Le foncteur

F7l: Ziger = is-st
envoie évidemment tout faisceau cartésien sur un faiscean cartésien.

Nous verrons au chapitre 18 que, si F est supposé de plus quasi-compact,
le foncteur F, envoie lui aussi tout faiscean lisse-¢tale cartésien sur un faisceau
lisse-étale cartésien. Pour linstant contentons-nous de montrer couunent
caleuler . lorsque ‘¢ est un faisceau lisse-Gtale cartésion sur 27, a I'aide
d’une présentation de #/.

Soit donc Q : Y — 4/ une telle présentation et soient Y. le S-espace
algébrique simplicial associé et Q. : Y. — #/ la projection canonique. On
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note F,, : Y, — .#&" le morphisme de S-champs algébriques composé de
Qn:Y,— Y etdeF.

Soit ¢ un faisceau lisse-étale d’ensembles arbitraire sur %/ et 4. le
faiscean étale simplicial sur Y, correspondant. Si (U,u) est un ouvert lisse-
étale de .2, on dispose d’une part du faisceau étale (Fi& )y, et d’autre
part du faisceau étale

Ker((Fo,u)s%,v = (FLu)«%1,v)

Fuy:Y.p—-U
est le U-espace algébrique simplicial déduit de F, : Y., — .& par le
changement de base U —=.4", olt <. est la restriction de & 2 Y.u, et
oti la double fleche est induite par les projections po,1,p1,1 : Y1,u0 — Yo,u. Par
définition de (F‘¢ )y,, comine limite projective, on dispose en outre d'un
morphisme canonique de faisceaux étales

(12.6.1) (Fu'¢ )y — Ker((Fou)v %o,y = (FLu )« G1,0)
(prendre pour V - ¢/ successivement Yy y — YO& Y et iv —

Y2 ).
L’énoncé suivant admet (12.4.5) comme cas particulier (F = 1Id ).

LEMME (12.6.2). — S§i ‘¢ est cartésien, le morphisme (12.6.1) est un
isomorphisme.
Preuve : Soit .
V — o
fl lF
v — &%
u

un carré commutatif de S-champs algébriques, ot (V,v) est un ouvert lisse-
étale de /. Notons Q. v : Y. v — V le V-espace algébrique simplicial déduit
de Q. : Y. — #/ par le changement de base V" 4/ et fnv le morphisme
composé de Q,, v et de f. Notous ‘4. y la restriction de %, a Y. y. (Dans cette
preuve, nous utiliserons simultanément les notations Y. v, % v et Y.y, ‘C. iy
en espérant que cela ne préte pas a confusion). Alors, comme ¢ est cartésien
et que tout morphisme lisse surjectif est un morphisme de descente effective
pour la topologie étale, on a

ooy =Ker((fov )y = (fLv)sGv).

Mais le morphisme v : V. — %/ se factorise par la projection canonique
uy t Yo =U Xy pp ¥/ — %/ et on aun diagramme commutatif a carrés
cartésiens
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Yov — Y.y — Y.

ev| O | o

V. — %% —
f\l
U

d’otlt un morphisme de restriction du noyau

\@

—
Bl

O
—

Ker((Fo,u)«%,u — (FLu)« % v)

dans le noyau
Ker((fov)« %v —= (fiv)sGv),

et donc par passage & la limite projective un morphisme
(12.6.3) Ker((Fo,u)«%,u = (FLu)«Giu) = (F% ) v u-

Il ne reste plus qu’a montrer que ce dernier morphisme est un inverse du
morphisme (12.6.1).

Si (sv)v est une section de (F, &)y, le morphisme (12.6.1) envoie cette
section sur sy, , et on a

* R
Po,13Yoy = P1,18v0,u

dans ‘% y. Le morphisme (12.6.3) envoie Sy, , sur le systéme projectif de
ses restrictions aux Yy v, chacune de ces restrictions étant automatiquement
dans le noyau de la double fleche formée des deux restrictions A Yi,v. Comme
8¥o,v est la restriction de sy, , & Yo v et aussi la restriction de sy 2 Yov le
composé (12.6.3) o (12.6.1) est bien I'identité.

Inversement, si s est une section de ‘%, , qui vérifie Dp.18 = Pl s, la
restriction de s & Ypv provient par descente d’une section sy de ‘%y. Si
V = Yoy, la section sy n’est autre que s et le composé (12.6.1) o (12.6.3) est
donc aussi identité. ]

(12.7) Anneauz, champs algébrigues annelés. Soit .%" un S-champ algébrique.
Un Annean du topos .#fs.e; est un systéme (- U, 0p o) vérifiant les
conditions de (12.2.1), ou les . 4y, sont des faisceaux étales en anneaux sur
les U et ot les 6, , sont des homomorphismes de faisceaux étales en anneaux.
Un tel Anneau sera dit plat si, pour toute fliéche (p,a) : (U,u) — (V,v)
dans Lis-ét(.#") avec ¢ : U — V lisse, 'homomorphisme d’Anneaux étales

95,,0 : ga_l./év,v - .,///U’u



est plat. Bien entendu, un Anneau dont le faisceau lisse-étale d’ensembles
sous-jacent est cartésien, est automatiquement plat.

Ezemples (12.7.1) : (i) On note (7, le systéme (.. -4y , bp.a) avec. By, = Gy,
le faisceau structnral de U pour la topologic étale, et avec les homomor-
phismes 0, o ¢vidents. Cet Anneau est plat puisque tout morphisine lisse de
S-cspaces algébrigues est plat. 11 sera appelé le faisceau structural de .2,

(ii) Si 7 est nn entier strictement positif, on note (Z/nZ) ;- le systéme
(- U 0p0) avee . 4y = (Z/nZ)y, le faisceau constant de valeur Z/nZ
powr la topologice étale sur U et avec les homomorphismes .o évidents. Cet
Anncan est cartésion en tant que faisceau lisse-étale d’ensembles et est donc
plat. Il scra appelé le faisceau constant de valeur Z/nZ sur .4

DEFINITION (12.7.2). — Un S-champ algébrique annelé est un couple
(A7 ) ou A est un S-champ algébrique et . 4 est un Anneau plat du
t()pOS .}f;]'is‘ét,.

Soit (.#,.-#) un S-champ algébrique annelé. On note Mod(.4) la catégorie
abélicnne des . 4-Modules du topos Ziisst, i-e. la catégorie abélienne des
systémes (y,q,0,,0) ol chaque Ay, est un .4y ,,-Module et olt pour
chaque fleche (¢, o) : (U,u) — (V,v), 6, 4 est un homomorphisme de . &y -
Modules. Par adjonction au sens des Modules, les homomorphismes 99,;,,,
induisent des homomorphismes

ngf(’yh H SD*'//ZV,’U = /AU,u ®<p”1. lviw ga_l.//év’u — <//AU,'LL'
DEFINITION (12.7.3). — Un . 4-Module .46 est dit cartésien si, pour toute
fleche (p,a) + (Uyuw) — (V,v) dans Lis-ét(.#") avec ¢ : U — V lisse,
Phomomorphisme de . 2y .-Modules

B8 M M

est un isomorphisme.

On notera
MOdcart (g,fé)

la sous-catégorie pleine de Mod(..4) dont les objets sont les ..4-Modules
cartésiens. Il résulte des définitions que cette sous-catégorie est stable par
extensions, limites inductives arbitraires et limites projectives finies. En
particulier, elle est stable par noyaux, conoyaux et extensions et est donc
une sous-catégorie abélicnne épaisse. Il résulte aussi des définitions que
Modeare (- 4) est stable par produits tensoriels sur ...

On laisse au lecteur le soin de vérifier Pénoncé suivant (cf. la preuve de

(12.3.3)) :

PROPOSITION (12.7.4). — Soit & un S-champ de Deligne-Mumford (par
excrnple un S-espace algébriqgue ou un S-schéma). Notons . #g UAnneau

du topos &z induit par 4. Alors, le foncteur d’inclusion Et(%) —
Lis-6t(.#") induit une équivalence de catégories abélicnnes de Modear(- £)
sur la catégorie abélienne Mod(. %) des . Ce-Modules du topos . 2. N}

Remarque (12.7.5) : On fera attention an fait qu'nn . A-Modnle non mu qui
est non cartésien peut trés bien induire un . &g -Module nul. Par excuple,
c’est le cas pour le ;. -Module qui associc i tout ouvert lisse-élale (U, u)
de A" le 7y, -Module Q}]/.Z..

Remarque (12.7.6) : Une . 4-Algebre .2 qui est wn . 4-Module cartésien est
automatiquement un Anneau plat, de sorte que (&,.22) cst encore i S-
champ algébrique annelé.

(12.8) Soient X £ 2 une présentation lisse d’un S-champ algébrique .4 ¢t
X. le S-espace algébrique simplicial associé.

Un Anneau étale simplicial . 4. sur X., i.e. un Anneaun du topos (X.)st,
est une suite d’Aunneaux étales (. #,) sur la suite des X, munic d'un
homomorphisme d’Anneaux étales 85 ;. dpt — X.(6)x &, pour chague fleche
6: [n'} — [n] dans A.

Un tel Anneau est dit plat si, pour tous enticrs n et ¢ avec 0 < i < n,
I’homomorphisme d’Anneaux du topos étale de X,

)
Hltl?n,i F Pt b1 —. by,

est plat.
Pour tout Anneau étale simplicial plat . 4. sur X., on note Mod(. £.) la
catégorie abélienne des . £.-Modules.

DEFINITION (12.8.1). — Soit. #. un Anneau étale simplicial plat sur X.. Un
. %.-Module .46, est dit cartésien si, pour tous entiersn et i avec 0 <i<mn,
le morphisme de .4, -Modules 9‘1,:’5 est un isomorphisme.

On note Modcart (- #.) la sous-catégorie strictement pleine de Mod(. 4.) dont
les objets sont les . -£.-Modules cartésiens.

Comme le foncteur pj, ; est exact puisque . €. est supposé plat, la sous-
catégorie Modeart(-%.) de Mod(. 4.) est stable par noyaux, conoyaux et
extensions. En particulier, c’est une catégorie abélienne. (I}

Si. # est un Anneau lisse-étale sur &, . €. = &,. 4 o € s — (X.)et
est le morphisme de topos défini en (12.4.4), est bien entendn nn Anncan
étale simplicial sur X., et e, induit un fonctenr exact, noté cucore €, de
la catégorie abélienne Mod(. ¢) dans la catégorie abélienne Mod(. 4.). Ce
foncteur admet un adjoint ¢ droite

' : Mod(. #4.) — Mod(. &)
défini par
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(5’./%. )U,u = KeI‘[(Po’U)*./ZO,Uﬁ (PLU)*.jzl,U)

pour tout ouvert lisse-étale (U,u) de .&", avec les notations de (12.4.) et
ol 'homomorphisme 9 est la différence des homomorphismes induits par les
deux projections pg1,p1,1 ¢ X1,u0 — Xou-

On laisse de nouveau au lecteur le soin de vérifier (cf. la preuve de
(12.4.5)) :

PROPOSITION (12.8.2). — Soit . ¢ un Anneau plat du topos HBliser. Alors
. = €. ¢ cst un Anneau étale simplicial plat sur X. et le foncteur exact
€« : Mod(. ¢) — Mod(. 4.) induit une équivalence de catégories abéliennes
de Modcar (- ¢) sur Modear (- ¢.), un foncteur quasi-inverse étant donné par
la restriction & Modear (- 4.) de €. ]

(12.9) Soit (.#",. ¢) un S-champ algébrique annelé. On a des foncteurs produit
tensoriel

(12.9.1) (=) ® ¢ (=) : Mod(-.4) x Mod(.-4) — Mod(.-%)
et Hom interne
(12.9.2) Fom., ¢(—,—) : Mod(. -4)°PP x Mod(.-#) — Mod(. 4)

définis par
() ® ¢ (Nvw=(Jvu® 4y, (—)Uu

et
(FHom. o(—, N, = Fom, Au‘u((—)Uﬂ“ (=)vw)

pour tout ouvert lisse-étale (U, u) de .#&" et avec les fleches de transition
évidentes.

Si./A ct .V sout deux . 4-Modules cartésiens, il en est de méme de
AN

Soit ('4/,.#?) un autre S-champ algébrique annelé. Un morphisme de
S-champs algébriques annelés de (4/,.77) dans (.&',. &) est un couple
(F,6F) o0 F : 9/ — .4 est un morphisme de S-champs algébriques et
ol fp:. & — F,.#2 est un morphisme d’Anneaux dans le topos -Fis-st-

Ezemples (12.9.3) : (i) Tout morphisme de S-champs algébriques F'
Y — & admet un relevement canonique en un morphisme de S-champs
algébriques annelés (F,0r) : (%, Py) — (&', COp).

(ii) Si m est un entier strictement positif, tout morphisme de S-champs
algébriques F' : 4/ — .#& admet un relévement canonique en un mor-
phisme de S-champs algébriques annelés (F,0r) : (4%/,(Z/nZ)y)
(L (Z/nZ). ')

Pour tout morphisme (F,0g) : (%44, 8) — (&', .4) de S-champs
algébriques annelés, le foncteur F. induit un foncteur exact a gauche de
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la catégorie abélienne Mod(.#) dans la catégorie abélienne Mod(. -4) et ce
foncteur admet comme adjoint & gauche le foncteur exact & droite

F* : Mod(.8) — Mod(.%3)

défini par
F* A6 =F ' l6@p sy T
A ol

oll OhF : P14 — .72 est déduit de O : .4 — F,.# par adjonction.

Bien entendu, le foncteur F* transforme tout ..#-Module cartésien en un
A-Module cartésien.

On verra que, si I'on suppose de plus F' quasi-compact, le foncteur F,
transforme lui aussi tout .7-Module cartésien en un .4-Module cartésien.

Pour l'instant, contentons nous d’énoncer la variante naturelle du lemme
(12.6.2). Soient Y&’// une présentation de 7%/, .4 un ./-Module et
(U, ) un ouvert lisse-étale de .2". On dispose d’une part du . 2uw-Module
(Fue ¥ )y, et d’autre part du .-éy,,-Module

Ker[(Fo,u)«Mm,u —a—*(Fl,U)*-MLu]

ou F. y: Y.y — U est le U-espace algébrique simplicial déduit de F. : Y, —
A" par le changement de base U—5.%", et oti Phomomorphisme 8 est la
différence des homomorphismes induits par les projections pg1,p; 1 : Yiv —
Yo,u- Par définition de (Fy..# ")y, comme limite projective, on dispose en
outre d’un homomorphisme canonique de .4y ,-Modules

(12.9.4) (FuV Vo — Ket|(Fo0)e %, 5 —(F1 1) w6 )

(plendre pour V——W}/ successivement Ypy — YO—V% et Yiy —

Y2 ),

PROPOSITION (12.9.5). — Si ./}" est un .#3-Module cartésien, le morphisme
(12.9.4) est un isomorphisme. O

(12.10) Fixons un S-champ algébrique annelé (#",.#). On note D(.-#) la
catégorie dérivée de la catégorie abélienne Mod(. 4) et

" . D(.A4) — Mod(. -2)

(n € Z) les foncteurs cohomologiques canoniques. Les objets de D(. )
sont donc les complexes de ..#-Modules et .F£™ est le n-itme faiscean de
cohomologie d’un tel complexe.

On a les variantes habituelles D*(.-#) ol @ est I'une des expressions

[a.,+oo[,+=U[a,+oo[,]—oo,b],———U —00,b], [a,b], b= Uab]

avec a,b € Z.



On définit la catégorie triangulée
Dcart (' "8)7

et ses variantes D, (. #), comme la sous-catégorie pleine de D(.é), ou de
D*(. ), dont les objets sont les complexes dont les faisceaux de cohomologie
sont des . -£-Modules cartésiens.

La proposition (12.7.4) se généralise comme suit :

PROPOSITION (12.10.1). — On suppose que .2~ est un S-champ de Deligne-
Mumford (par evemple un S-espace algébrigue ou un S-schéma). Notons
-l VAnneau du topos A induit par .-&. Alors, le foncteur d’inclusion
Et(%) < Lis-&t(.2") induit une équivalence de catégories triangulées de
Deori (- ) sur la catégorie dérivée D{. #24) des complexes de . ¢s-Modules.
De plus cette équivalence respecte les foncteurs cohomologiques F™ (n € Z,).

Preuve : Compte tenu de 'énoncé (12.7.4) sur les Modules, il suffit essen-
ticllement de démontrer que P'on a

Rie,.26 = (0)

pour tout entier > 0 et tout . -4-Module .2, ot 'on a noté ¢ : I AT
4, le morphisme de topos induit par le foncteur d’inclusion Et(-Z) —
Lis-ét(.&"). Cela est laissé au lecteur. O

Si P: X - .2 est une présentation lisse du S-champ algébrique 2" et si
X. est le S-espace algébrique simplicial associé, on peut former la catégorie
dérivée D(.4.) de la catégorie abélienne Mod(. ¢.), oll .4, = e,.¢, et ses
variantes D(. -£.).

On définit la catégorie triangulée

Dcart (7{4- ),

et ses variantes DZ, (. .), comme la sous-catégorie pleine de D(.A4.), ou de
D*(. -¢.), dont les objets sont les complexes & cohomologie cartésienne.

Le foucteur exact €, : Mod(. 4) — Mod(. £.) se dérive trivialement en
un foucteur e, : D¥(.-¢) — D*(. 4.). Ce dernier foncteur admet un adjoint
a droite qui n’est autre que le foncteur dérivé

Re': DY (.4.) - D*( 4)

du foncteur €' : Mod(. 2.) — Mod(..4). On renvoie & ([De 1] §5) et & ([SGA
4] VP3) pour plus de détails.
La proposition (12.8.2) se généralise comme suit :

PROPOSITION (12.10.2). — Le foncteur ¢, : D*(.4) — D*(. 2.) induit

une équivalence de catégories triangulées de D} (&) sur D} (4.,

équivalence qui respecte les foncteurs cohomologiques .#™ (n € Z). Un quasi-
inverse est donné par la restriction de Re' a Df (. <.).

On a des foncteurs dérives
(-)®%, (=) : D™ (4)x D (. )= D (. &)

et
R.Fom, 4(—,—): D™ (. ¢)°°P x Dt (- &) — D+(. Z).

L
Si M,N € obD_,_.(. ¢) il en est de méme de M®, /N. o
Si F: (4, 2)— (A, ¢) est un morphisme de S-champs algébriques
annelés, on a des foncteurs dérivés

RE, : DY (.2)— D*(. ¢)

“ LF*: D™ (.4)— D (7).

Tl résuite des définitions que le foncteur LF™* envoic D, (- A)‘(lans DZ ().
Pour ce qui est du comportement du foncteur RE, vis-a-vis (lcs\u()mplcxes

4 cohomologie cartésicnne, on renvoie an chapitre 18 pour le cas ol et S

sont constants de valeur Z/nZ, et on laisse au lecteur le soin de formuler et

de démontrer la variante «dérivéey de la proposition (12.9.5).



13. Modules quasi-cohérents
sur un S-champ algébrique

Dans tout ce chapitre les S-champs algébriques .%" sont annelés par leurs
Anneaux structuraux @y

(13.1) Soit X un S-schéma. Considérons les topos Xz, des faisceaux
d’ensembles pour la topologie de Zariski sur X et X¢ des faisceaux étales
d’ensembles sur X . Comme tout ouvert de Zariski de X est trivialement étale
sur X, on a un foncteur de restriction g, : Xgy — Xzar. Ce foncteur admet
un adjoint & droite ! et la paire (67!, ¢.) définit un morphisme de topos
€: Xet = Xzor-

Explicitons le foncteur ¢~ 1. Si (U, u) est un ouvert étale de X, u(U) est un
ouvert de Zariski de X et, si (U;,u;):er est un recouvrement étale de (U, u),
alors (u;(U;))ier est un recouvrement de Zariski de w(U); de plus, pour tous
i,j€lona Ui,j(Ui Xy Uj) C u,(Ul) ﬂUj(Uj) (Ofl U, ¢ U, xy Uj — X est le
morphisme canonique), avec égalité si u est un monomorphisme. Pour tout
faisceau d’ensembles .7 pour la topologie de Zariski sur X, on définit donc
un préfaisceau séparé sur Et(X ) par

(U,u) = .F (uU))
et e7LF est le faisceau associé : on a
(e L7 )(U,u) = lim Ker(H.?(ui(Ui)) = ] 7 (Ui <o U; )))
- il igel
ou la limite inductive est prise sur les recouvrements étales (Uj, u;)ier de
(U,u). Le morphisme d’adjonction
F e e L7

est évidemment un isomorphisme.

Les deux topos Xza, et Xg sont annelés par les Anneaux structuraux.
notés dans la suite (7x, et Cx,,, et € se releve tautologiquement en un
morphisme de topos annelés (¢*,¢,). Pour tout %, -Module .#4 on a par
définition

e Mb = Ox,, ®. A
Comme Phomomorphisme d’Anneaux e~ }¢%,, — (%x,, est plat (sa fibre
en un point géométrique £ de X localisé en £ € X est 'homomorphisme

X g



g/ . h. . Y1, .
X — ((X,w)gb de Panneau local de X en z vers son hensélisé strict
relativement a l'extension séparablement close x(€) de x(z)), le foncteur exact
a droite €7 est aussi exact 4 gauche; en outre, comme par définition on a

Cxee(U,u) = Cxg,, (U)
pour tout onvert de Zariski U S X de X le morphisme d’adjonction
M — e &5 M

est un isomorphisme et e* est pleinement fidele.

Cependant la paire de foncteurs adjoints (¢*,¢,) entre les catégories de
Modules Mod(¢7x,,,) ¢t Mod(x,,) n’est pas en général une équivalence de
catégories. Notons Modgeon(¢x,,,) la sous-catégorie pleine de Mod(*x,,.)
dont les objets sont les (“x-Modules quasi-cohérents.

LEMME (13.1.1). = Si .4 est un (%, -Module quasi-cohérent, on a
R"e.e* A4 = (0)

pour tout entier n > 1. En d’autres termes la fleche d’adjonction
AC — Re,e* A

st un isomorphisme dans D ((x, ).
Preuve : ([SGA 4] VII, 4.3). a

Par définition, la sous-catégorie strictement pleine
(13.1.2) Modgeon (x4, )

de Mod(x,.) formée des x,-Modules quasi-cohérents, est 'image essen-
ticlle de la restriction du foncteur pleinement fidéle e* & Modgeon(Cx,,. ). Si
/¢ est un x, -Module quasi-cohérent, la fleche d’adjonction

e el — M

ost évidemment un isomorphisme et le couple de foncteurs (e*, €,) induit une
équivalence de catégorics entre Modgeon (x4, ) €t Modgeon (P, )-

LEMME (13.1.3). — La sous-catégorie (strictement pleine) Modgeon (%, ) de
lu catégorie abélienne Mod(x,,) est stable par extensions, limites inductives
arbitraires et limites projectives finies. En particulier, elle est stable par
noOYauT ct conoyauz, et est une sous-catégorie abélienne épaisse.

Preuve: Les propriétés analogues pour la sous-catégorie pleine Modgeon (7., )
de Mod(¢"x,,, ) sont démontrées dans ((EGA] I, 2.2). Comme &* est exact et

pleinement fidele, elles impliquent immédiatement toutes les assertions du
lemme & D'exception de la stabilité par extensions.
Mais si
0= — A6 — .4 =0

est une suite exacte de ¢ x -Modules avec . #' et . /" quasi-cohérents, la
suite exacte longue que 'on en déduit par application du fonctewr dérivé de
€. se réduit a une suite exacte courte

0— e, .l — e tdl— e ' — 0

de (*),..-Modules d’aprés (13.1.1). Par hypothése €,. #' ct €,. /7" sont quasi-
cohérents; il en est donc de méme de .. /& puisque Modgeon(x,,,,) est stable
par extensions. Par adjonction on a un morphisine de snites exactes courtes

0 — ce*e Al — e*e.ll — e ll' — 0

| | |

0 — /4 — /A — N7 — 0

dont les deux fleches verticales extrémes et donc aussi la flechie intermédiaire
sont des isomorphismes. Il en résulte que .4 est bien quasi-cohérent. 1

LEMME (13.1.4). — Un "x, -Module M est quasi-cohérent si ct seulement si
1l existe un recouvrement étale w1 X' — X de S-schémas tel que n*. /4 soit
isomorphe au conoyau d’un homomorphisme de ﬂxg_t—Modulcs libres

7(B) o (A)
“xi ™ O,
pour des ensembles A et B.

Preuve : Montrons tout d’abord la partie «si». On suppose donc que
w*. A6 est le conoyau d’un homomorphisme de x: ~-Modules libres. Comme
Cx: est trivialement un ¢"x: -Module quasi-cohérent, un tel conoyau est
automatiquement un Module quasi-cohérent sur X’ ct done de la formne
e*. V" pour un “x: -Module quasi-cohérent . #77. Mais, comme €*. | 7 est
isomorphe a A que le foncteur £* est pleinement fidele, . /7 est
automatiquement muni d'une donnée de descente relativenment au morphisme
étale surjectif # : X' — X et done se descend ([SGA 1] VI, 1.3) ¢n un
X ,..-Module quasi-cohiérent . /" 11 est alors clair que le @y, -Module . .2
est isomorphe & €% F et est donc quasi-cohérent,

Inversement, si ../ est un *“, -Module quasi-cohérent, il existe par
définition un recouvrement de X pour la topologie de Zariski sur lequel
A6 est le conoyau d’un homomorphisme de Modules libres. Comme un tel
recouvrement est aussi un recouvrement étale et que le foncteur €* est exact,
la partie «seulement si» s’ensuit. 0
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Notons Deeon((7Xza:) €6 Dacon (P, ) les sous-catégories (strictement pleines)
de D(“x,.) et D((x,,) formées des complexes de Modules & cohomologie
quasi-cohérente. Ce sont des sous-categories triangulées d’apres le lemme
(13.1.3) ct il résulte du lemme (13.1.1) que :

LEMME (13.1.5). — Le couple de foncteurs adjoints (e*,Re,) induit une
équivalence de catégories entre D:coh(ﬂj(z“) et D:wh(ﬁxét). O

Les principales propriétés des Modules étales quasi-cohérents sur les schémas
se déduisent immnédiatement des propriétés analogues des Modules quasi-
cohérents pour la topologie de Zariski, et s’énoncent comme suit :

PROPOSITION (13.1.6). — (i) Si A et .V’ sont deux “x ., -Modules quasi-

L
cohérents, il en est de méme de 40 ®rx,, 7, et le foncteur (—)®pxét(—)
envoie D7 (0x.) X Do (Cxe) dans D eon(Cxa )

qeoh
(it} Soit y-LoX un morphisme de S-schémas. Alors pour tout X g0 m
Module quasi-cohérent .26, le Cv, -Module f*.76 est quasi-cohérent, et le
Joncteur Lf* envote D o0 (Cx.) dans D oon(C¥ae)-
(iii) Soit Y-4x un morphisme quasi-compact de S-schémas. Alors
pour tout "y, -Module quasi-cohérent A7, le Cx,.-Module fo. A" est quasi-
cohérent, et le foncteur Rf,. envoie D:coh(ﬂyét) dans D:wh(///xéc).

DEFINITION (13.1.7). — Soit X un S-espace algébrique. Un ¢°x,,-Module A6
est dit quasi-cohérent s’il existe un recouvrement étale ™+ X' — X tel que
X’ soit un S-schéma et que 7*. /6 soit un ﬁ’}(gt~Module quasi-cohérent.

Soit & un S-champ de Deligne—Mumforde. Un .y, -Module .46 est dit
quasi-coliérent sl existe une présentation étale P : X — K& telle que P*.70
soit un ¢ x.,-Module quasi-cohérent.

Pour tout S-champ de Deligne-Mumford (et en particulier pour tout S-espace
algébrique) .4, on notera encore Modgeon (€7 2, ) la sous-catégorie pleine de la
catégorie Mod(¢ ;. ) dont les objets sont les ¢, #:.-Modules quasi-cohérents.

Remarque (13.1.8) : Bien entendu les deux définitions de (13.1.7) sont
compatibles entre elles, et redonnent la notion habituelle dans le cas des
schémas. De plus les lemmes (13.1.3), (13.1.4) et (13.1.5) et la proposition
(13.1.6) s’étendent sans modification aux S-espaces algébriques et aux S-
champs de Deligne-Mumford.

PROPOSITION (13.1.9). — Soient

Yy Moy
f’l a lf
X — X

g
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un carré cartésien de morphismes de S-espaces algébriques (voire de S-
cha.mp_s de Deligne-Mumford) avec f quasi-compact et ¢ : X' — X plat
et " un %y, -Module quasi-cohérent (ou plus généralement un objet de
D;:oh(()yét)). Alors la fléche canonique de changement de base

gREAN = RfIR* A

est un i } + (6
t un isomorphisme dans D, (Cx; ).

Preuve : L’énoncé est trivial si ¢ est étale, i.e. est un morphisme de
localisation. La question est donc locale pour la topologie étale sur X' et
X, et on peut supposer que X et X’ sont des schémas affines.

Si Y et Y’ sont des schémas, I’énoncé est un cas particulier du théoréme
de changement de base ([SGA 6] IV, 3.1.0).

En général, on peut calculer les images directes Rf...#" et RfIh*. ¥ &
la Cech (cf. ([SGA 4] Vbis)), apreés avoir choisi une présentation étale de Y
(et donc aussi de Y’ par changement de base). Ceci nous rameéne au cas déja
traité ot Y (et donc Y”) est un schéma. O

(13.2) Soit .Z" un S-champ algébrique, annelé par son Anneau lisse-étale
stf'uctth'al y. (81 £ = X est un S-espace algébrique, on notera encorc
(7X1eee C€t Anneau pour éviter toute confusion avec PAnneau ¢(7x w-)

PROPOSITION (13.2.1). — Soit A6 un (%y-Module. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

. (i) 4l existe une présentation P : X — .4 de & telle que le Module
lisse-étale P* .74 sur X soit isomorphe au conoyau d'un homomorphisme de
Ox yo.co -Modules libres ;

(ii) 6 est cartésien et pour tout ouvert lisse-étale (U, u) de . &, le 'y, -
Module Ay 4 est quasi-cohérent ; ) " v

(i) .# est cartésien et il existe une présentation P : X — .4 de .2
telle que le °x,,-Module #6x p soit quasi-cohérent.

Preyv.e: Commengons par 'implication (i)=>(ii). Soit donc P une présentation
de &’ telle que P*.# soit le conoyau d’un homomorphisme
p;(B) _5_> Ve (A)

“Xlis-st Xis-t

de Oy, -Modules libres. Alors, pour tout ouvert lisse-étale (V,v) de X, on
a

Ve
My, poy = Coker(¢iE) 2, (A))

et d’onc P*//é est cartésien et les .y poy sont des Modules étales quasi-

cohérents. Soit maintenant (U,u) un ouvert lisse-étale de .#". Notons
, . Z

gXU,u’x) Pouvert lisse-étale P~1(U,u) de X et considérons le diagramme

a carrés 2-cartésiens



Uxr
/
v — X’

m,uupz,u I upz

ux
Xy — X

Pul a lp

v ——
u

Y /I . . .
on X' = X Xp.r,p X et p1,p2 sont les projections canoniques. Alors
- /2%, Poux est un module étale quasi-cohérent sur Xy muni d’'une donnée
de descente

n¥* o~
pl,U"//’Xu,POUX - '//AX{],Poploux/ & '//éX[’],POPQQuX, gp;,U'//éxU,PouX

relativement au morphisme lisse Py : Xy — U. Comme ce dernier morphisme
admet des sections localement pour la topologie étale sur U, cette donnée de
descente est effective et déﬁn}it\ un Module étale quasi-cohérent ./7ZU,U sur U,
wuni dun isomorphisme Py lly,, = Ax, Poux - Ce Module quasi-cohérent
n’est autre que le noyau

&
Ker(PU,*,//AXU,uopU _%Plll,*'/lle’,,uopfl)

< e N ers .
ol P, =Pyop,y =Py opa,u et ou § est la différence des homomorphismes
de restriction induits par p; y et P2,u, et 'homomorphisme de transition
Oy Py sl Xy wop, définit done un homomorphisme de Modules étales

LW - »//éU,u, — ~//ZU,u~

I est évident que pour (U, u) variable, les Modules étales ./72(/# s’organisent
cn un Module lisse-étale .. 7 sur .47, et que les homomorphisines Ly, donnent
licu a un homomorphisme de Modules lisses-étales ¢ : ../ — A tel que P*.
soit un isomorphisme. Par construction ../4 est cartésien et chaque Module
Gtale .4y, est (nasi-cohérent. Il ne reste donc plus qu’a vérifier que ¢ est un
isomorphisne. Notons . /™ le noyau (resp. le conoyau) de ¢. Pour voir que le
Module étale . fi;,, (qui est le noyau (resp. le conoyau) de ¢y 4, ) est égal & (0),
on peut remplacer U par uu recouvrement étale de U et donc supposer que
Py admnet une section o. Mais on a alors des homomorphismes de transition
0: Pi Vo — Xy uopy et 0 0% A5y wopy — . W7y dont le «composén

/ * As e . .
0 o000 My = o* Py, — o VY yuoPy =« N0,
est Iidentité, et on a
Xy, uopy = (0)

puisque Lx,,,uop, €st un isomorphisme. Par suite, A est bien égal & (0) et
la condition (ii) est vérifice.
L’implication (il)=>(ii’) est évidente.

Montrons enfin que (ii’)=>(i). Soit P : X — .2 une présentation de .&".
Quitte a remplacer X par un recouvrement étale, on peut supposer que le
Module étale quasi-cohérent ..#x, p est le conoyan d’'un homomorphisme de
x..-Modules libres

éx.p
Citad — O
Mais alors, pour tout ouvert lisse-étale (V,v) de X, le Module dtale . /4y, =
v .. #x p est isomorphe au conoyau de Phomomorphisie de ¢y, -Modules
libres

3 v
D = D

ou vy = v*€x, p, et il s’ensuit que le faisceau lisse-Gtale P*. Z est isomorphe
au conoyau de 'homowmorphisme de Cx,,. ..-Modules libres

A&, o (A

Jig-Gt Xiia-c1

défini par la collection des £y, et la condition (i) est bien véritice. 0

DEFINITION (13.2.2). — Soit .44 un ¢~4-Module. On dire que . /0 est quasi-
cohérent s’il vérifie les conditions équivalentes de la proposition ci-dessus.

PROPOSITION (13.2.3). — Si & est un S-champ de Decligne-Mumford,
Déquivalence de catégories de la proposition (12.7.4) pour. ¢ = ¢, induit
une équivalence de la catégorie des Modules lisses-étales quasi-cohérents sur
A sur celle des Modules étales quasi-cohérents sur 4 . 0

Soient X 2.4 une présentation et X. le S-espace algébrique simplicial
associé. Un Module étale sirplicial quasi-cohérent sur X, est un Module étale
simplicial cartésien ... sur X, tel que, pour chaque entier n > 0, le Module
étale ../, sur X,, soit quasi-cohérent.

PROPOSITION (13.2.4). — L’équivalence de catégorics de la proposition
(12.8.2) pour . ¢ = €y induit une équivalence de la catégorie des Modules
lisses-étales quasi-cohérents sur & sur celle des Modules étales simplicioux
quasi-cohérents sur X.. O

On notera Modgeon (¢%2-) la sous-catégorie strictement pleine de Mod (¢ )
dont les objets sont les % ,-Modules quasi-cohérents.

11 résulte des propriétés des Modules cartésiens (cf. (12.7)) et du lemme
(13.1.3) que :

LEMME (13.2.5). — La sous-catégorie (strictement pleine) Modgcon () de
Mod(¢7 ) est stable par extensions, limites inductives arbitraires et limites
projectives finies. En particulier, elle est stable par noyaux et conoyaux, et
est une sous-calégorie abélienne épaisse de Mod(¢" ;). O
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On notera Dqcon{¢”.z) la sous-catégorie strictement pleine de D(¢7y-) dont
les objets sont les complexes de (% +~Modules & cohomologie quasi-cohérente.
Enfin, pour tout symbole o € {[a, +o0], +,] - 00,b), —, [a, ], b} (a,b € Z), on
posera i )

Dgeon(Car) = Daeon((%z) N D*(Coir)-
D’apres le lemme ci-dessus, la catégorie Dycon((%#) est une sous-categorie

triangulée de la catégorie D(¢7x)-

PROPOSITION (13.2.6). — (i) Si % et .4 sont deux % y--Modules quasi-
cohérents, il en est de méme de A6 ®c, NV ; plus généralement le foncteur

(—)ééﬁ,lﬂ(_) envoie D;coh(ﬂ;/'r/') x D(:coh((l{/'rl') dans D(;coh(('/z)
(i) Soit //L% un l-morphisme de S-champs algébriques. Alors

pour tout ¢ y-Module quasi-cohérent A, le Cy-Module I A e\zst quasi-
cohérent: plus généralement le foncteur LF™ envote choh((’%‘) dans

Dr:coh(ﬂf/)' ) o

(iil) Soit //—13}?5 un 1-1orphisme quasi-compact de S-champs a.lgebm—‘
ques. Alors pour tout (7y-Module quasi-cohérent V7, le ﬂjy,v-Modzile F*.:V
est quasi-cohérent; plus généralement le foncteur RF, envole choh(@’y/)

dans D;—coh(('-l")'
Preuve : Les assertions (i) et (i) résultent immédiatement des définitions
et des assertions (i) et (ii) de la proposition (13.1.6) pour les S-espaces
algébriques (cf. (13.1.8)). ' / /
Montrons Passertion (iti). Fixons une présentation Q : Y — U de YU
et notons Q. : Y. — ¢/ la projection du S-espace simplicial correspondant
sur /. Powr tout ouvert lisse-étale (U, u) de & considérons le diagramme
3 carrés cartésiens uy

Alors, si .} est un Module lisse-étale quasi-cohérent (et donc cartésien)
sur 2/ le Module étale (F. /)y, est canoniquement isomorphe (12.9.5) au
noyau o, .
Ker((FO,U)*‘ 'K/U,U'—_’(FI,U)*' I’i’x't/)

oit F. y = FyoQ. y et olt 9 est la différence des homomorphismes induitst par
les projections po1,p0,2 : Y1,u — Yo,u- 1 en résulte d’une part que (Fu. ¥V ‘)U,u
est un Module étale quasi-cohérent (13.1.8), et d’autre part que F.V uest
cartésien puisque pour tout entier n > 0 la formation de (Fo,0)xMn
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commute aux changements de base lisses ¢ : V — U (13.1.9). L’assertion (iii)
pour les Modules est donc démontrée. L’extension aux catégories dérivées est
laissée au lecteur. O

Remarque (13.2.7) : Si .46 et . sont deux Modules quasi-cohérents sur
un S-champ algébrique .#, le % ,~-Module .Fom,. , (A,.. } ') n'est pas en
général quasi-cohérent. Il 'est cependant si .#/ est cohérent comme on le
verra au paragraphe 15.

(13.3) Nous allons maintenant donner une autre description des Modules
quasi-cohérents sur un S-champ algébrique, particuliérement utile quand le
S-champ algébrique en question est une gerbe sur un S-espace algébrique.

Commengons par prolonger la famille des Modules étales
(AU ) (Uuyeob Lis-st(.27) associés & un Module lisse-étale quasi-cohérent .2
sur un S-champs algébrique 4" & tous les couples (U, u) formés d’un S-espace
algébrique U et d’'un U-point « de .#" (on ne suppose plus que U—=.%" est
lisse}.

Soient donc .Z" un S-champ algébrique et ..Z4 un (%,-Module quasi-
cohérent. Pour tout S-espace algébrique U et tout point u € ob.#y de .4 a
valeurs dans U, on définit le ;,,-Module quasi-cohérent

(13.3.1) Aoy = U A,

Ceci nous conduit tout naturellement & la notion de représentation d’un
S-champ. Considérons la catégorie fibrée au-dessus de (Aff/S),

(13.3.2) Mod — (AfE/S)

définie comme suit. Pour tout U = Spec(A4) dans ob (Aff/S), . #ody est la
catégorie opposée & celle des A-modules. Pour toute fleche ¢ : Spec(B) —
Spec(A) dans (Aff/S), le foncteur ¢* est le foncteur B @4 (—).

DEFINITION (13.3.3). — Soit . %" un S-champ. Une représentation de .4 est
un foncteur cartésien de catégories fibrées sur (Aff/S) de .4 wvers ..#0od
(cf. ([SGA 1] VI, 5.2)). On notera simplement Rep(.2") la catégorie des
représentations de .45 (les fleches de Rep(.4") étant des 2-fléches dans la
2-catégorie des catégories fibrées au-dessus de (Aff/S)).

Plus concrétement, une représentation .24 de .%" est la donnée, pour tout
U = Spec(A) € ob (Aff/S), d’un foncteur

My, Ty — Mod(A)°PP

et, pour toute fleche V = Spec(B)—»U = Spec(4) dans (Aff/S), d’'un
isomorphisme de foncteurs e, du foncteur composé

w” Ly
By —» Ly —— Mod(B)°PP



sur le foncteur composé

L B®4(—
Hir =L Mod(4)%° 224D Nod ()

de telle sorte que, pour toute fldcche 9 : W = Spec(C) — V = Spec(B) dans
(Af1/S) on ait

(13.3.4) Epop = (C ®p €,) 0 £y (™)

(on a identifié de la maniére usuelle les foncteurs C® g (B®4(—)) et C®4 (-)).
Si .4 est algébrique, & tout 7,-Module quasi-cohérent .4 on attache la
représentation .72 de .#&" définie par

My (x) = T (Ust, Aly,s)

pour tout U = Spec(A4) € ob (Aff/S) et tout = € ob. 2y, et avec les floches
de transition évidentes. Cette construction se prolonge évidemment en un
foncteur

(13.3.5) Modgeon{(€%.2+) — Rep(.#"), A — L.

On laisse au lecteur le soin de vérifier que :

PROPOSITION (13.3.6). — Pour tout S-champ algébrique &* le foncteur
(13.3.5) est une équivalence de catégories. O

Exemple (13.3.7) : Si .Z" est un S-champ de la forme B(G/X) ou
X = Spec(R) est un S-schéma affine et G' un X-espace en groupes, une
représentation de B(G/X) n’est rien d’autre qu’un R-module M muni d'une
action de G, i.e. d'une action du groupe G(4) sur le A-module A ®p M pour
chaque fi-algebre (commutative unitaire) 4 avec la condition de compatibilité
¢vidente pour chaque homomorphisme A — B de R-algébres.

DEFINITION (13.4). — Soit .#" un S-champ algébrique et s0it &€ un point
de A7 de gerbe résiduelle ‘¢ (cf. (11.1)). On appellera fibre d'un ¢7y-
Module quasi-cohérent . /2 en € et on notera ey la représentation de ‘G,
restriction de la représentation 46 de A associée d ../¢.

Remargue (13.4.1) : Si le S-faisceau résiduel € du point £ est le spectre d’un
corps k ot si ¢ est une gerbe algébrique de type fini sur £ (ce qui a lieu en
particulier pour tout § si %" est noethérien d’aprés (11.3)), alors gy West
autre quune représentation de la gerbe % au sens de ([Sa] 111, 2.1.2) ou de
([De 2] 3.2) et s’obtient par «descente» & partir d’une représentation linéaire
d’un schéma, cu groupes séparé et de type fini sur une extension finie de k.

DEFINITION (13.4.2). — Soient .2" un S-champ algébrique et .76 un (% -
Module quasi-cohérent. Le support de .46 est le sous-champ (algébrique)

fermé réduit de & complémentaire de la réunion des squs-S-champs.
(algébriques) ouverts 44 de & tels que .4y, = (0). On notera Supp(../2)
ce sous-S-champ (algébrique) fermé réduit de .2 .

DEFINITION (13.4.3). — Soit & un S-champ algébrique. Un ¢ ,--Module
quasi-cohérent 4 est dit de type fini (resp. de présentation finie) si, pour une
(et donc pour toute) présentation X £, A, le Ox, -Module quasi-cohérent
Ax p est de type fini (resp. de présentation finie).

Remarques (13.4.4) : (1) Avec les notations ci-dessus, pour que ../ soit de
type fini (resp. de préseutation finie) il faut et il suffit que, localement (au
sens lisse) sur .27, .76 soit isomorphe & un quotient d’uu “x,,_. -Module libre
de rang fini (resp. au conoyau d’'un homomorphisme de ¢ x,, ., -Modules libres
de rang fini).

(2) Si .4 est un champ de Deligne-Mumford, on a des notions corre-
spondantes pour les Modules étales quasi-cohérents, que nous laissons au
lecteur le soin d’expliciter. 11 vérifiera égaleinent sans peine que, dans ce cas,
Péquivalence de catégories (13.2.3) préserve ces notions, en un sens évident.,

(3) La propriété, pour un Module quasi-coliérent, d’¢tre de type finl (resp.
de présentation finie) est stable par hmage réciproque par tout L-imorphisiue
de S-champs algébriques, et par descente par tout morphisine fidelement plat
et quasi-compact de S-champs algébriques.

LEMME (13.4.5). — Soient .&" un S-champ algébrique et . 44 un €, -Module
quasi-cohérent de type fini. Pour qu’un point & de & soit un pomt du
support de 76 il faut et il suffit que la fibre ./¢) de A6 en € ne soit pus
identiquement nulle.

Preuve : On se ramene a (JEGA] 0, 5.2.2.1) en choisissant une présentation
P:X — .2 de.Z et eu remarquant que Supp(P*. ) = P~1{(Supp(. 4)) :
si U est un ouvert de X tel que (P*. /)y = (0), P(U) est nu ouvert de .2
tel que .. p(yy = (0) (P est lisse et donc ouvert d'apres ([EGA] IV, 2.4.6)).
a

(13.5) Terminons ce chapitre par la théorie de la descente fidelewent plate des
Modules guasi-cohérents pour les 1-morphismies de S-champs algéhrigues.
Soit &' 4%/ un l-morphisme de S-champs algébriques. On notera

(13.5.1) F.: . — ¥
le S-chamnp algébrique simplicial augmenté cosquelette de F' ([De 1] 5.1.4).
LEMME (13.5.2). — Si F' est plat (cf. (4.14)) le foncteur

(F.)* : Mod () — Mod(¢ 4,)
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est evact et se dérive trivialement en un foncteur, noté encore (F.)*, de
D((7y) dans D(C.z.), qui envoie Dycon(Cy) dans Dacon(Cis)- O

Rappelons que ([SGA 4] Vbis, 2.4) :

DEFINITION (13.5.3). — Un l-morphisme plat %—F—ﬂﬂ de S-champs
algébriques est dit de descente cohomologique (pour les Modules quasi-
cohérents) si, pour tout 7y, -Module quasi-cohérent N, la fleche d’adjonction
dans DY (€ y)

b= RF)«(F)* A

est un isomorphisme.

Un 1-morphisme plat %—f—wf/ de S-champs algébriques est dit de
descente cohomologique effective (pour les Modules quasi-cohérents) s'il est de
descente cohomologique et si, pour tout €, -Module quasi-cohérent cartésien
Ab., il existe un 'y -Module quasi-cohérent . et un isornorphisme de
. -Modules de (F.)*. V' sur ./6. (rappelons que .Z6. est dit cartésien
si pour toute fleche [n) — [m), la fléche correspondante de %y, -Modules
()2 — ., est un isomorphisme). o

PROPOSITION (13.5.4). — Soit }?}"L'?/ un 1-morphisme de S-champs
algébriques qui est de descente cohomologique effective. Alors, le foncteur

(F')* qcoh((’Y) - choh(/'/.}f’.)

est pleinement fidéle, d’image essentielle la sous-catégorie pleine de
Dy, t n(Coa) dont les objets sont les complezes M. de 'y, -Modules tels que,
pour tout entier i € Z, le €z, -Module quasi-cohérent F* (M. ) soit cartésien.

Preuve : Il suffit de vérifier que les fleches d’adjonction
N = R(F.).(F.)*N et (F.)*R(F.).(M.) = M.

sont des isomorphismes dans D, Coh(/ ) et D:mh( (7, respectivement, pour
tout N € ob Dq(oh(// ) et tout M. € ob choh(/, ) avec .7 (M.) cartésien
quel que soit i € Z. Or c’est bien le cas si N = A€ ob Modqcoh(fy ), et si
M. = ../¢. est un objet cartésien de Modgeon((“z;). D’ou la conclusion par

un argument standard de réduction & ces cas particuliers. (]

THEOREME (13.5.5). — Soit F : 4" — %/ un 1-morphisme fidélement
plat de S-champs algébriques. On suppose vérifiée l'une des deuz hypothéses
suivantes :

(i) F est quasi-cotnpact,

(ii) F est localement de présentation finie.

Alors, F est de descente cohomologique effective (pour les Modules quasi-
cohérents).
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Preuve : Comme 'assertion est locale pour la topologie lisse sur 47, on peut
supposer que 4 =Y est un objet de (Aff/S)

Commencons par traiter le cas ol . = X est un S-schéma. Si le
morphisme fidelement plat de S-schémas F = f est quasi-compact, I'assertion
n’est autre que ([SGA 4] Vbis, 4.2.1). Si f est localement de présentation finie,
il résulte de ([EGA] IV, 2.4.6) qu’il existe un changement de base Y'Y avec

Y’ € ob (Aff/S) et h fidélement plat tel que le morphisme X’—f-/»Y' déduit
de f par ce changement de base admette une section (prendre pour ¥’ la
somme disjointe d’une famille finie d’ouverts affines de X dont les images par
f recouvrent V). Alors f’ est de descente cohomologique effective ([SGA 4]
Vbis, 3.3.1) et comme X'—25 X et h sont de descente cohomologique effective
d’apres ce qui précede, il en est de méme de f.

On étend facilement ce qui précede au cas ot &' = X est un S-espace
algébrique, i.e. au cas oil F' est représentable.

Enfin, passons au cas général. Soient XL 2 une présentation de .2,
avec P quasi-compact si F Dest, et X —f—>Y le morphisme de S-espaces
algébriques F' o P. Alors d’aprés ce qui précede f et P sont de descente
cohomologique effective et par suite il en est de méme de F. O
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(14.1) Considérons la catégorie fibrée au-dessus de (Aff/S)
(14.1.1) #s — (Aff/S)
définie comme suit. Pour tout U € ob (Aff/S), &su est la catégoric des U-

espaces (cf. §0) et, pour toute fleche V —2, U dans (Aff/S), le foucteur ¢* est
le foncteur V' x, v ().

DEFINITION (14.1.2). — Une construction locale sur un S-champ 4" est un
foncteur cartésien

YL Es.
(cf. (ISGA 1] VI, 5.2)).

En termes plus concrets, une construction locale %/ sur .4 est la dounée,
pour tout U € ob (Aff/S), d’un foncteur

’//U LAy - sy

et, pour toute fleche V -2, U dans (Aff/S), d’un isomorphisme de foncteurs
£, du foncteur composé
v v
.op . =V
.ZU — .%v —— JSV

sur le foncteur composé

'%(‘] ;)(SU : i ZSV )

de telle sorte que, pour toute fleche W 45V dans (Aff/S), on ait la relation
de cocycle

(14.1.3) €pop = (W Xy v €,) 0 ¥(9"%),

ou l'on a identifié de la maniére habituelle les foncteurs W x4 v (V X, v (=)
et W X oy, (-)-
A toute construction locale %7 sur .#", associons le S-groupoide au-dessus

de .2’
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(14.1.4) Fogf =&

suivant. Pour tout U € ob (Aff/S), la catégorie fibre 2y est la catégorie des
couples (z,y) ol z € ob.&{ et ol y est une section globale du U-espace
%/, (z); pour toute floche V -2 U dans (Aff/S) et tout (z,y) € (?b %.U,
o (z,y) = (¢*x,y") oty est la section globale du V-espace Y, (p*z) induite
par y via l'isomorphisme

e(z) :Zv(go*x) 5V XU :’/_U(xﬁ

enfin, F est donné par F(zr,y) = z pour tout (z,y) € ob Yy et tout
U € oh (Aff/S).

PROPOSITION (14.1.5). — Le S-groupoide 7/ défini ci-dessus est un S-
champ.

Preuve : Cela résulte aussitot des définitions. 0

DEFINITION (14.1.6). -— Une construction locale ¢/ sur A sera dite
algébrique (resp. algébrique et possédant une propriété P comme en (3.10))
si. powr tout U € ob (Af/S) et tout x € ob. 2y, le U-espace //U(a:) est
algébrique (resp. est algébrique et le morphisme structural _'/_/_U(x) - U
possede la propriété P).

PROPOSITION (14.1.7). —~ Si 4/ est une construction locale algébrique (resp.
algébrique et possédant la propriété P) sur &', le 1-morphisme de S-champs
F: 4/ — .4 de (14.1.4) est représentable (resp. est représentable et posséde
la propriété P). 1

Remarque (14.1.8) : En fait, le foncteur 2/ (¢ —Fe}&") est une
équivalence de la catégorie des constructions locales algébriques (resp.
algébriques ct possédant la propriété P) sur la catégorie des 1-morphismes
représentables (resp. représentables et possédant la propriété P) de S-champs
de but .&". (]

Dans la suite de ce chapitre nous allons donner quelques exemples de
constructions locales.

(14.2) Soit . %" un S-champ algébrique. .
A tout l-niorphisme schématique et affine 2/ — %" de S-champs
algébriques on associe la (7 ,~Algebre quasi-cohérente

(14.2.1) L) =F.Cy
(cf. (13.2.6)(iii)).
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Inversement, soit ..# une (%,--Algébre (commutative et unitaire) quasi-
cohérente. On associe & . 4 la construction locale %7 sur .4 définie par

(14.2.2) Y, (z) = Spec(T(U,- 4y z)),

muni de sa structure de U-schéma évidente; c’est une construction locale

algébrique et affine et donc, le 1-morphisme de S-champs associé a cette
construction locale, noté

(14.2.3) F : 2/ = Spec(.4) — &,

est schématique et affine (cf. (14.1.7)).

PROPOSITION (14.2.4). — Les constructions (14.2.1) et (14.2.3) définissent
une équivalence entre la catégorie des 1-morphismes schématiques et affines
de S-champs algébriques de but & et la catégorie opposée a la catégorie des
@ y--Algébres (commutatives et unitaires) quasi-cohérentes.

De plus, ces constructions commutent & tout changement de S-champ
algébrique de base X' — . & et coincident avec les constructions de (JEGA]
L, 9.1) quand & est un S-schéma. o

Remarque (14.2.5) : Pour toute (% ,-Algébre quasi-cohérente . £, on a une
équivalence de catégories donnée par F, de Modgcon (") sur Modgeon(- £)
(cf. ((EGA] T, 9.2)).

Application (14.2.6) : Soit ¢ un @y--Module quasi-cohérent. On pose
V() = Spec(Sym(#))

oll Sym(#) est la (7,-Algébre symétrique sur le (Zy-Module & (qui est
clairement quasi-cohérente). La projection canonique

0:V(5) = &

est schématique et affine.

Pour tout U € ob (Aft/S), 1a catégorie fibre V(&) du S-champ V(¢7) est
la catégorie des paires (z,a) ot € ob. %y et ou o est un homomorphisme
de y,,-Modules

ZU,.’L‘ i ﬂUef 3

et le foncteur IIy envoie (z,a) sur z. Par suite, sur V(¢), on a un
homomorphisme universel de (s )-Modules

e — %)y,

et, pour tout l-morphisme F' : . &7 — &' de S-champs algébriques, les
(classes de 2-isomorphisme de) factorisations



V(&)

F

sont cn bijection avec les homomorphismes de ¢% ;. -Modules

F*& — (7.
Tout homomorphisme ¢ ;--linéaire £ : ¢ — .7 induit par fonctorialité
un l-morphisme schématique et affine

V(E) : V(F) — V(&)

de S-champs au dessus de %' Si £ est un épimorphisme, V(£) est une
immersion fermée. Pour tout ¢%,-Module quasi-cohérent .7, V(& & .7)
s’identific canoniquement & V(&) x_,- V(7).

Le morphisme diagonal ¢ — & @& & induit un 1-morphisme d’addition

F V() % V(E) = V()

qui fait de V(&) un «schéma en groupes abéliens» au dessus de .. En
particulier, on a le groupe additif sur . 2%,

Ga, 2 = V(Ci).

La structure de schéma en groupes abéliens de G,y sur .#" se prolonge
naturellement en une structure de schéma en anneaux commutatifs sur 2",
et la structure de schéma en groupes abéliens de V() sur .#" se prolonge
naturcllement en une structure de schéma en G, ,-modules sur .&° (cf.
([EGA] L, 9.4.12 et 9.4.13)).

On dira que V(¢ ), muni de cette structure de schéina en G, 2-modules
swr .2, ost le fibré vectoriel généralisé associé au € y-Module quasi-cohérent
-

La formation du fibré vectoricl géuéralisé V(& ) commute & tout change-
nient de S-chammp algébrique de base .27 — .2 et coincide avec celle de
([EGA] I, 9.4) si .2 cst un S-schéma.

Application (14.2.7) : Il y a une bijection naturelle entre les sous-S-champs

I
algébriques fermés &/ —— &" et les Idéaux quasi-coliérents 7 de (7, : &
.7 on associe

Y = Spec(iy [T ) — &

1
et & &4 —— .4 on associe I'ldéal Ker(¢%y — L.(%y).

En particulier, on a (cf. (4.10))
Hreq = Spec(” 4 ). A4)

o ./ est le nilradical de (7, et, pour tout ¢%,-Module quasi-cohérent de
type fini .2, on a (cf. (13.4.2))

Supp(.#6) = Spec(¢“y /-7 )rea

ol .7 est I’Annulateur de .4 dans ¢ ,-.

Application (14.2.8) : Tout l-morphisme représentable quasi-compact £ :
Y — A de S-champs algébriques admet une factorisation de Stein, a savoir

y—f—ly/’{’ — A,

ol & = Spec(Fyy) — & est le l-morphisme (schématique ct affine)
canonique. Le l-morphisme F' : 4/ — &7 est représentable et quasi-
compact et ’homomorphisme naturel %+ — F[¢" y est un isomorphisme.

(14.3) Soient ..#" un S-champ algébrique et . une ¢“-Algehre (connmtative
et unitaire) (Z-)graduée (4 degrés positifs) quasi-cohérente. On associe a %
la construction locale 7/ sur .£" définic par

(14.3.1) A, (z) = Proj(T(U, H1,0)),

muni de sa structure de U-schéma évidente; c’est une coustruction locale
algébrique. On note

(14.3.2) F: 4 =Proj(¥)— &

le 1-morphisme schématique associé & cette construction locale.

Si le ¢ ,-Module .4 engendre ¥, on définit le ¢ y-Module (quasi-
cohérent) inversible (i.e. localement libre de rang 1 powr la topologic
lisse-étale sur A7) (1) comme dans ([EGA] [I, 3.2.5.1) et on a une
correspondance entre .¥ -Modules gradués quasi-cohérents ct ¢ -NModules
quasi-cohérents comme celle décrite dans ([EGA] II, 3.2 et 1L 3.3).

La construction (14.3.2) commute & tout changement de S-champ
algébrique de base .£” — .2 et coincide avec la construction de ([EGA]
I1, 3.1) quand .2&" est un S-schéma.

Application (14.3.3) : Soit ¢ un ¢*,-Module quasi-coliérent. On posc
P(#%) = Proj(Sym"(¥))

ol1 Sym*(¢5) est la ¢“-Algebre graduée symétrique sur le ¢ ;-Module &
(qui est clairement quasi-cohérente et engendrée par Sym'(¥) = &). La
projection canonique
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n:P(7)— &
est schématique.
Pour tout U € ob (Aff/S), la catégorie fibre P(¢ )y du S-champ P(¥) est
la catégorie des classes d'isomorphie de paires (z, ) ou z € ob %y et oi
a:yy > B
est un ¢pimorphisme de 7y, -Modules de &y 5 sur un (%,,-Module inversible
% (cf. ([EGA] 11, 4.2.3)), et le foncteur Iy envoie (z, ) sur z. Par suite, sur

P(#), on a un p(x)-Module inversible universel (’p()(1) et un épimorphisme
universel de KP(Z)—Modules

& — Cpey(1)

et, pour tout I-morphisme F' : &7 — & de S-champs algébriques, les
(classcs de 2-isomorphisme de) factorisations

P(¥)
yaut
_—

F

A

sont cn bijection avec les classes d’isomorphie d’épimorphismes de (-
Modules
P& » %
o1t ¥ est inversible.
La formation de P(¢ ) commute & tout changement de S-champ algébrique
de base .27 — & et coincide avec la construction de ([EGA] I, 9.7.5) si . &
est un S-schéma.

Application (14.3.4) = Soit G : 9/ —» & un l-morphisme représentable de
S-champs algébriques. On dira que G est projectif (resp. quasi-projectif)
s'il existe unc ¢ ,-Algebre graduée quasi-cohérente . telle que le (7,
Module quasi-cohérent . soit de type fini (cf. (13.4.3)) et engendre .5, et
un 1-morphisme représcntable I @ 24 — Proj(.%°) qui est un isomorphisme
(resp. 1ne immersion ouverte quasi-compacte d’image dense) et qui rend 2-
comrnutatif le triangle

o - Proj(.¥)
o\, I

de 1-morphismes de (Cli/S), ou F' est la projection canonique.
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Pour que G soit projectif (resp. quasi-projectif), il faut et il suffit qu’il
existe un (7,-Module quasi-cohérent de type fini ¢ et un 1-morphisme
représentable I : %/ — P(&), qui solt une immersion fermée (resp. une
immersion quasi-compacte) et qui rend 2-commutatif le triangle

¥ - PE)
N

de 1-morphismes de (Ch/S), ot F’ est la projection canonique.

(14.4) Les définitions et les résultats de cette section sont dus & Deligne et
Grothendieck (cf. ([SGA 4] XVIIL, 1.4)).

Une catégorie de Picard (strictement commutative) est une catégorie
non vide Z° dont tous les morphismes sont des isomorphismes, munie d’un
foncteur d’addition

+: XY -7, (’01,1)2) — Uy + U,
d’un isomorphisme d’associativité
Ouy,v2,v3 + (vl + vg) +v3 v+ (v2 + v3)
fonctoriel en vy, vp et vs, et d’un isomorphisme de commutativité
Topwg V1 + V2 — v2 + 01

fonctoriel en vy et vo, et vérifiant les axiomes suivants :
(0) pour tout objet v de Z le foncteur Z° — 2, w — v + w, est une
équivalence de catégories, '
(i) (Axiome du pentagone)

(Idvl + O'vg,vg,m) 0 Ov; ,v2+vsvg © (001 V2,3 + Idm) = Ouvy,va,m3+vs © Ovy+va,v3,04

pour tous objets vy, va, v3 et vy de 77,
(ii) Tv,v = Idy4o pour tout objet v de 77,
(1) Toy vy O Twgwr = Idy, 40, pOUT tous objets vy et vy de 7,
(iv) (Axiome de I’hexagone)

Ov3,v2,v3 ° Tug,v1+v2 o Ovz,u1,v2 = (Id'Ul + Tva»vz) 0 Oy ,v3,v2 o (Tvx.m + Id“z)

pour tous objets vy, vg et v3 de Z".

LEMME (14.4.1). — (i) Une catégorie de Picard Z° admet toujours un
objet neutre, i.e. un couple (e,e) formé d’un objet e et d’un isomorphisme



¢:e+e— e De plus, cet objet neutre est unique d isomorphisme unique
pres, et pour tout objet v de Z° il existe un et un seul isomorphisme

ayie4+v —u

(resp.
By:iv+e——v)
tel que
(Ide + ay) 0 O e =€ +1d,
(resp.

(Bo+1de) ooy ee =1d, +¢ ).

(i) Soit (e,€) un objet neutre d’une catégorie de Picard 7 . Alors, pour
tout objet v de Z°, il existe toujours un inverse, i.e. un couple {(—v,1,) formé
d’ure objet —v de 2 et d’un isomorphisme

by U+ (~v) > e.
De plus, cet inverse est unique @ isomorphisme unique preés.

Preuve : Voir ([SGA 4] XVIII, 1.4.3 et 1.4.4). 0

DEFINITION (14.4.2). - Un S-champ de Picard (strictement commutatif) est
un S-chammp 7 °, muni d’un 1-morphisme de S-champs, dit d’addition,

+: P xs Z' = P, (v1,v2) - vy + vy,
d’un 2-isomorphisme d’associativité
Ty iy (U1 + v2) + U3 = v3 + (vg + v3)
et d’un 2-isomorphisme de commutativité
Ty vs + Ul + U2 AN V2 + v,
qui, pour tout U € ob (Aft/S), font de la catégorie Z; une catégorie de

Picard.

On laisse au lecteur l¢ soin d’énoncer et de démonter Panalogue du lemme
(14.4.1) pour les S-chiamps de Picard. On a donc les notions de section neutre
e 8 — Z et de l-morphisme inverse — : & — Z° pour tout S-champ de
Picard # .

Un morphisme additif F : 7 — %" de S-champs de Picard est un 1-
morphisme entre les S-champs sous-jacents, muni d'un 2-1somorphisme entre
I-morphismes de 7" xg Z" dans 7",

F(v1 +v3) = F(v1) + F(vy).

On a une notion évidente d’isomorphisimes cntre tels morphismes additifs.
Les S-champs de Picard forment une catégoric dont les morphismes sont
les classes de 2-isomorphisme de morphismes additifs. Cette catégorie est
clairement additive.

(14.4.3) Soit
o
Vo=V —V
un complexe de longueur 1 de S-cspaces en groupes abcliens, i.e. de faisceaux
en groupes abéliens pour la topologie ¢tale sur (Aff/S).

Ou associe a V* le S-groupoide 777 suivant. Powr tout U € oh (Aff/S),
les objets de Z;/ sont les sections de VO sur U et, pour tout couple (", w?)
d’objets de %, les fleches de v0 vers w® dans 7 sont les sections v™! de
V! sur U telles que

A7) = w® —°,
la composition de ces fleches étant induite par 'addition de VL
L’addition de VY induit un foucteur

T AT AT A

LEMME (14.4.4). — Le S-groupoide Z " ci-dessus est un S-préchamp. Le
S-champ Z° associé a ce S-préchamp, muni du foncteur

AR AR

induit par le foncteur +', est de maniére naturelle un S-chamyp de Picard.

De plus, le S-espace grossier attaché o Z°° (cf. (3.19)) est de maniére
naturelle un S-espace en groupes abéliens el est canoniquentent isomorphe
au faisceau de cohomologie .FO(V*). En oulre, pour toute section neulre
e € obZg, le S-espace en groupes abéliens Zsom(e,e€) est canoniquement
isomorphe au faiscean de cohomologie .7~ (V™).

Preuve : Voir ([SGA 4] XVIII, 1.4.11). 0

On dira que le S-chainp de Picard Z° ci-dessus cst le S-champ de Picard
associé au complexe de longueur 1 (de S-espaces en groupes abdliens) V'°.

THEOREME (14.4.5). — La construction du S-champ de Picard associé d
un complexe de longueur 1 indwuit une équivalence de la catégorie dérivée
DI=19(8, Z) des complexes de longueur 1 de S-espaces en groupes abélicns
sur la catégorie des S-champs de Picard.

Preuve : Voir ([SGA 4] XVIII, 1.4.15). O

Ezemple (14.4.6) : Si, dans (14.4.3), & est un monomorphisme (resp. un
épimorphisme), alors le champ de Picard associé & V*° est canoniquement
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équivalent au champ associé au S-espace % (V*) (resp. au S-champ
classifiant B(.#1(V*}/S).

Exemple (14.4.7) : Soit .#" un S-champ algébrique. Notons Pic(#'/8) le S-
champ des 7 ,-Modules (quasi-cohérents) inversibles, i.e. localement libres
de rang 1 pour la topologie lisse-étale sur .#". Pour tout U € ob (Aff/S), la
catégorie -2%ic(.4'/S)u est donc la catégorie dont les objets sont les O pxsU-
Modules inversibles et dont les flaches sont les isomorphismes de (%4« su-
Modules.

On peut alors «définir» le complexe de longueur 1

T<0(RGm o [,

otta .2 — S est le morphisme structural, comme P'objet de D[_I’U](S, Z)
dont le S-champ de Picard associé est #%ic(.%"/S) (cf. ([SGA 4] XVILI, 1.5)).

Exemple (14.4.8) : Comme cas particulier utile de I’exemple précédent
considérons le S-champ de Picard .2%ic(B(G/S)/S) ou G est un S-schéma
en groupes lisse de type fini. On sait que la catégorie des ('p(g/ s)-Modules
quasi-coliérents est équivalente & la catégorie des faisceaux de s, -Modules
quasi-coliérents ..#4, munis d’une action de G, i.e. d'un homomorphisme

G — . Abut (//é)

de faisceaux étales en groupes sur S (cf. (12.4.6) et (13.3.7)). Bien entendu
un “g(ays)-Module quasi-cohérent est inversible si et seulement si le @g,,-
Module quasi-cohérent ..#4 correspondant est inversible et alors, Aut(Ab)
est canoniquernent isomorphe & G, 5. Comme tout ceci vaut tout aussi bien
aprés avoir remplacé S par n'importe quel U € ob (Aff /S), on a démontré
que, pour tout tel U, la catégorie fibre .#%ic(B(G/S)/S)u est équivalente
4 la catégoric des couples (,x) olt % est un (y,,-Module inversible et
x : U x5 G — Gy, 17 un caractere algébrique.

En d’autres termes, .2%ic¢(B(G/S)/S) est le quotient du S-espace en
groupes G des caracteres de G par Vaction triviale de Gm,g, ou encore le
produit de G par B(Gm,s/S)- Le complexe de longueur 1 correspondant est
canoniquement isomorphe & (Gm, g — G] ol la fléche est triviale.

DEFINITION (14.4.9). — Un S-champ algébrique de Picard est un S-champ
de Picard dont le S-champ sous-jacent est algébrique.

Exemple (14.4.10) : Soit
d
£r=60— &7

un complexe de longueur 1 de “g-Modules quasi-cohérents. La construction
V de Grothendieck étudiée ci-dessus (cf. (14.2.6)) associe & ce complexe le
corplexe
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V() —2 v(50)

de S-fibrés vectoriels généralisés. On notera
(14.4.10.1) V(&)

le S-champ de Picard associé au complexe sous-jacent de S-espaces en groupes
abéliens.

) 0Si ’on suppose de plus que & est localement libre de type fini et que
& " est de présentation finie, le S-champ de Picard V(¢ *) est algébrique. En
effet, on applique (10.4) & la S-relation d’équivalence fppf

pr;
V(5% xg V(5 ——=v(49)
dopry+pry

(les hypotheses de (10.4) sont bien vérifiées d’apres ([EGA] I, 9.4.11, 1. 9.1.13,
1, 9.1.3 et IV, 17.3.8)).

(14.5) Les' définitions et les résultats de (14.4) gardent un sens et sont encore
valf%ble.s st 'on remplace le schéma S par un S-champ algébrique de base .2°
arbitraire, et le site étale (Aff/S) par le site lisse-étale de .. En particulier :

DEFINITIOI’\I (14.5.1). — Un S-champ de Picard (relatif) au dessus d’un S-
champ algébrique .2~ est un S-champ Z° muni d’un 1-morphisme de S-
champs

n:z —.2,

d’un 1-morphisme de S-champs, dit d’addition,
+: P X en? — #, (vi,v2) = v1 + vy,
d’un 2-isomorphisme d’associativité
Ovyupws © (V1 4 12) + v3 = vy + (v2 + v3)
et d’un 2-isomorphisme de commutativité
To1,vp t V1 + V2 — Vg + vy,

qui, pour to.ut U € ob(Aff/S) et tout £ € ob.Zy, font du U-champ
UXg. o1 Z un U-champ de Picard.

Le théoréme (14.4.5) se généralise en :

THEOREME (14.5.2). — Soit .&" un S-champ algébrique. La construction
dv &-champ de Picard associé & un complere de longueur 1 induit une
équivalence de la catégorie dérivée DI=1.0) (&', Z) des complezes de longueur
1 de faisceaux en groupes abéliens (pour la topologie lisse-étale sur %) sur
la catégorie des S-champs de Picard relatifs au dessus de . %"



15. Modules cohérents sur les S-champs
algébriques localement noethériens

(15.1) Soit X un S-espace algébrique localement noethérien. Nous appellerons
cohérent tout ¢~ ~Module (quasi-cohérent et) de type fini (cf. (13.4.3)).

On notera Modeon(¢7y) la sous-catégorie strictement pleine de
Modgeon(¢".») dont les objets sont les ¢ ,-Modules cohérents.

Les principales propriétés de la catégorie Modeon(¢.2-) sont les suivantes.

PROPOSITION (15.2). — (i) Le ¢“--Module ¢4 est cohérent.

(i) Tout sous-quotient quasi-cohérent d’un ¢ ,--Module cohérent est aussi
cohérent. La sous-catégorie Modeon(.2) de Modqeon(€”2:) est stable par
noyaux, conoyaux et extensions, et plus généralement par limites inductives
et projectives finies. En particulier, c’est une sous-catégoric abélienne épaisse
de Modgeon(€.2").

(ili) Si .26 est un ¢ p--Module cohérent et . 17" est un ¢* y--Module quasi-
cohérent, alors Hom,,.(.76,. V') est quasi-cohérent.

(iv) Si. A6 et A sont deux “ly--Modules cohérents, il en est de méme de
AR, .V et de Home , (A0, V7).

Preuve : 11 suffit de recopier ([EGA] 0, 5.3). O

PROPOSITION (15.3). -~ §i .4 = X est un S-espace algébrique localement
noethérien équivalence de catégories

Modqgeon (x4 ) — Modgeon (X1 o0 )
de (13.2.3) induit une équivalence de catégories
Modeon (Cixe, ) — Modeoh (Cxye)-
Si de plus X est un S-schéma l’équivalence de catégories
Modqeon (X za,) — Modgeon (X yyuee)
déduite de (13.2.3) et (13.1.2) induit une équivalence de catégories
| Modeon (. ) —2 Modeon (Fityct)-
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PROPOSITION (15.4). — Soit .%" un S-champ algébrique noethérien. Alors
tout ¢ ,--Module quasi-cohérent est limite inductive filtrante de ses sous-Cli -
Modules cohérents.

Preuve : Soit X 5.4 une présentation de .2 ot X est un schéma affine
et nocthérien e sorte que P est quasi-compact. Pour tout ¢%,-Module
quasi-cohérent . 4, le €x,, -Module sous-jacent au (7x,,-Module ..Z4x p et
noté encore . #x p, est quasi-cohérent. Par suite, si («4a)aca est la famille
ordommée filtrante des sous-¢“x,, -Modules cohérents de .#x,p, AMbx p est
limite inductive (filtrante) des . .

Il s’ensuit que le @, .,-Module P*.Z6 est limite inductive (filtrante)
des x,, ..-Modules cohérents déduits des %x,,,~-Modules cohérents ¥ (cf.
(15.3)) et que l'on notera encore ./, et, comme P, commute aux limites
inductives filtrantes, on a

P,P* 7 = lim P./g.
[¢ 4

Soit ¢ : A, — P,P*.74 la flache d’adjonction et, pour tout a € A,
soit ../, le sous-(7y-Module image inverse du sous-¢7y-Module P, de
P,P*.Z6 par ¢. On a encore

M = h_ILl A,
[0
ot il suffit de montrer que chaque ..#, est cohérent. Or chaque %, est
clairement quasi-cohérent (P est quasi-compact et donc P.P*.ZZ et les Pu. A
sont quasi-cohérents, d’apres (13.2.6) (iii)) et donc il suffit de montrer que
chaque P*. /6, est un sous-¢“x-Module d’un ¢ x-Module cohérent. Comme
par définition de .. #Zq on a le carré commutatif (et méme cartésien)

.//5,, _— P, *e ’Ié‘

! !

M —— PP A

on a par adjonction le carré commutatif

P* Ml —— N

! !

P A —— P* M

et comne P est une fleche de localisation et donc que la fleche P*.ZZ, —
P*. /6 est injective, on voit que P*. .7, est un sous-“x-Module de . %, d'ou
la proposition. O

COROLLAIRE (15.5). — Soient .4 un S-champ algébrique noethérien et 46
un sous-S-champ (algébrique) ouvert de .4&"; on note I : 46 — A le 1-
morphisme d’inclusion. Soient .46 un Cy--Module quasi-cohérent et Ay
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un sous-(7p.-Module cohérent de I*..Z6. Alors il existe un sous-* 4 - Module
cohérent V" de . tel que Ny = T*.4".

Preyve : Soit .V le sous-¢7,-Module quasi-cohérent de ..#4 image réciproque
du sous-Z y-Module quasi-cohérent I...¥y, de I.I* # par la fidche d’adjonc-
tion .46 — LI*. A4 (I est quasi-compact puisque .#" est noethérien). On a
clairement [*.4" = . 4,,. Comme

.f/l\//' = lim 7/;,
«
oft (.¥4)aca est la famille ordonnée filtrante des sous-¢7 »-Modules cohérents
de ¥ d’apres (15.4), il existe & € A tel que A = ¥ réponde 4 la question.
(]

On notera Dcop(7y-) la sous-catégorie (strictement) pleine de Dgeon(s)
dont les objets sont les complexes de (7,-Modules 4 cohomologie cohérente.
Enfin, pour tout symbole o € {£, [a,], [a,+00[,] = 00,b]} (a,b € Z, a < b),
on posera

Dgoh((@?}}') = DCOh(@],') N D& (ﬂy}))

gcoh

THEOREME (15.6).1;w Soient & et 9/ deux S-champs algébriques localement
noethériens et & — 9/ un 1-morphisme de S-champs. Alors :

) L
(i) le foncteur (=)® ,.(—) envoie D, (7 )x D, (74-) dans D, (€7,
(ii) le foncteur R-Fom,. ,.(—,—) envoie D_, (¢7-)°PP x D;'wh(/:;‘z-) dans
D:co.h(éi')’ et Dc_oh(ﬂiz‘)c’pp X Dct;h(ﬁ/-l') dans D:;h(ﬂiﬁ%‘):
(iii) le foncteur LF™ envoie D_; (%) dans D, (%),
(iv) si l'on suppose de plus que F' est propre (cf. (7.11)) et vérifie la

condition (x) de (7.12), le foncteur RF, envoie DY, (¢% ) dans DY, (¢y).

Remarque (15.6.1) : L’assertion (iv) s'applique notamment lorsque F est
propre et relativement de Deligne-Mumford, cf. remarque (7.12.3) et plus
bas, théoreme (16.6). O

Preuve \des parties (i), (i) et (iii) de (15.6) : En choisissant des présentations
on rameéne ces énoncés aux énoncés analogues pour les schémas ([EGA] III,
6.5.13 et III, 13.3.3), ([Har] I, 7.3).

Avant d’aborder la preuve de la partie (iv) de (15.6) nous allons établir le
lemme technique suivant :

LEMME (157) — Soit & un S-champ algébrique noethérien et soit € une
sous-catégorie pleine de D;Loh(ﬁ“;z-) ayant les propriétés suivantes :

(i) 0 € 0b & et, pour tout triangle distingué
M - M- M"— M)



dans DY, (y), si deux des sommets sont dans <, il en est de méme du
troisicne ;

(i) ss M € DX, (€.1) et si T<nM € ob %« pour tout entier n (troncation
canonigque), on o M € ob & ;

(iii) pour tout sous-S-champ (algébrique) fermé intégre V/;% et
tout ¢ yr-Module cohérent .-V, de support 4/, il existe N € ob DL?)‘;‘)O[(/‘/‘)/)
et une fleche cv: .46 — N dans D( ) tels que LN € ob € et que a soit
un isommorphisme sur un sous-S-champ (algébrique) ouvert dense de /.

Alors, on a en fait © = DF (€ ).

Prewve : Pour tout sous-S-champ (algébrique) fermé 2/ ;% ', con-
sidérons la propriété P(4/) suivante : la sous-catégorie pleine LDE, (Cy)
de DI (€.2) est contenue dans ¢ . Par induction noethérienne, il suffit de
montrer que P(4/) est vérifiée dés que P(Z) l’est pour tout sous-S-champ
(algébrique) fermé Z de 47, distinct de ‘#/. De plus, pour montrer P( /),
il suffit clairement de montrer que la sous-catégorie pleine LModcon (€ yr) de
D} (¢ 1) est contenue dans % (propriétés (i) et (il) de ©).

Soit donc . /" un ¢y,-Module cohérent et posons .44 = I, 4 . Si
Yed — A" cst défini par I'Idéal cohérent .7 de ¢ ;- (cf. (14.1.8)), il existe
un entier m > 0 tel que .7™..4/ = (0). Comume on a les suites exactes

TR A A A
—

TEde T T T Ty
dans Mode,,(¢72), la propriété (i) de ¢ assure que .4 € ob ¥ dés que,
pourk = 1.....n, T* ") T*5 . € ob € . Par suite, on peut supposer que
Z./¢ = 0 ou, ce qui revient au méme, que ¥/ est réduit.

Distinguons maintenant deux cas.
. . I
a) ¢/ est réductible, soit 44 = 4 U ol Y —— .4 (i =1,2) est un
sous-S-chanp {algébrique) fermé réduit de ., contenu dans 7/ et distinct
de #4. Alors, si 'on pose

Ay = (L) (L))" A (1=1,2),
on a un homomorphisme canonique
A M) D A

qui ¢st un isomorphisine sur . 2" — (4 U ¢4), de sorte que Ker(a) et Coker(c)
sont des objets de ¢ par hypotheése d’induction noethérienne. Comme. /4, et
/s sont cux aussi des objets de ¥ par hypothese d’induction noethérienne,
la propriéeé (i) de « assure que .42 € ob ¢ et on a terminé dans ce cas.

b) 4/ cst integre. 11 existe alors par la propriété (iti) de ¢ une
feche . ¥ 5N dans DL(;‘;'OO[(K,//), avec LN € ob ¢, telle que o soit
un isomorphisme au-dessus d’un sous-S-champ (algébrique) ouvert dense
de 7. Alors, si K est un cone dans D(¢%, ) de la fleche «, pour tout
enticr n, .Z#"(I,K) € ob ¢ par hypotheése d’induction noethérienne et donc

0— 0

I.K € ob & (propriétés (i) et (ii) de c). Par suite .44 € ob @ (propriété (i)
de ©) et lc lemme est démontré. (]

Preuve de la partie (iv) de (15.6) : Le probléme est local (pour la topologie
lisse-étale) sur ¢/. En particulier le cas ott F est représentable se déduit du
cas des morphismes propres d'espaces algébricques nocthériens ([Kn] 1V, 4.1).
Dans le cas général, on peut supposer, vu Uhypotheése de (7.12), que &/ =Y
est un S-schéma affine noethérien et qu'il existe un S-cspace algéhrique X
(lui aussi noethérien), un morphisme propre de S-espaces algébriques X Ly
et un l-morphisme représentable, propre et surjectif X A2 de S-champs
algébriques tels que le diagramme

A

X A

N

soit 2-commutatif.

Soit ¢ la sous-catégorie pleine de D}, (¢%,-) dont les objets sont les com-
plexes M tels que REL M € ob D1 (). 7 vévifie claivement les propriétés
(1) et (ii) de (15.7) et, pour achever la prenve de la partic (iv) de (15.6), il ne
reste plus qu’a montrer que ¢ vérific aussi la propriété (iii) de (15.7).

Quitte a remplacer .27 par un de ses sous-S-chaps (algébriques) fernmds
integres et A et F' par leurs restrictions, on cst ramené finalement a prouver
Passertion suivante : supposons .2° intégre ct soit . Z un ¢ -Module
cohérent, alors il existe M € DE%‘,TOO[(W,[) et une fleche . 4~ M dans
D(r ) tels que RF.AM € ob Dj_;)h(fy) et que a soit un isomorphisie sur un
sous-S-champ (algébrique) ouvert densc de .4,

Pour prouver cette derniére assertion considérous le S-cspace algébrique
simplicial

X. = cosq, (X—A—m’?é')

([De 1) 5.1.4) et notons X. Ay laugmentation naturelle. Ou a la floche
d’adjonction

A R(AD (AN M= M

et la suite spectrale de ([De 1] 5.2.7.1), jointe au fait déja vemarqué que
le théoréme est démontré pour les 1-morphismes représentables, assure que
M € ob DT () et que RF, M € ob D}, (¢y). Maintenant, ou applique le
théoréme de platitude générique ([EGA] IV, 6.9.1), qui s’étend tel quel pour
les 1-morphismes représentables de S-champs algéhriques, an l-morphisme
représentable et surjectif X A2 On en déduit qu'il existe un sous-S-
champ (algébrique) ouvert dense 24 de .2&" au-dessus duquel A est fidélenent
plat. Alors, « est un isomnorphisime au-dessus de Z¢ par descente fidelement
plate (13.5.5), d’ou la conclusion. a



16. Le théoreme principal de Zariski.
Applications a la structure globale
des champs de Deligne-Mumford

(16.1) Fermeture intégrale. Si 4 C .2 sont deux Anneaux commutatifs d'un
topos T, on sait, suivant ((EGA] II, 6.3.1), ce qu’est la fermeture intégrale de
¢ dans /7 : C’est la sous-. 4-Algebre de .77 dont les sections au-dessus de
U sont les s € T'(U,. ) telles que . 4[s] (le sous~ “¢-Module de . % engendré
par les s™ (n > 0)) soit de type fini. Il revient au méme d’exiger que s soit
localement racine d’un polynome unitaire a coefficients dans . Z.

Lorsque T est le topos zariskien d’un schéma X, et que. % et ./ sont des
(“x-Algebres quasi-cohérentes, alors on sait (loc. cit., 6.3.4) que la fermeture
intégrale . 4’ de . .4 dans .4 est encore une (7x-Algeébre quasi-cohérente, et
que si U est un ouvert affine de X, alors I'(U,. ) est la fermeture intégrale
de T(U,. 2) dans T'(U,.#2). En fait, ces résultats ne sont explicitement donnés
dans loc. cit. que lorsque . %4 = (“x; mais le cas plus général présenté
ici se démontre de la méme maniére, et repose essentiellermnent sur le fait
qu’au niveau des anneaux, 'opération de fermeture intégrale commute a la
localisation par rapport a une partie multiplicative.

Pour obtenir des résultats analogues sur les champs (et méme les espaces)
algébriques, nous avons besoin de la compatibilité, moins immédiate, de cette
opération avec la localisation étale ou lisse :

PROPOSITION (16.2). — Soit f : Y — X un morphisme lisse de schémas,
et sotent A C .7 deur Cx-Algébres quasi-cohérentes. Désignons par .. 4’ la
fermeture intégrale de A dans . Alors f*.4' est la fermeture intégrale de
f* % dans f*.73.

Preuve : La question étant locale sur X et Y, on peut supposer que X et Y
sont affines. On peut aussi remplacer X par le X-schéma Spec(. 4) et ainsi
supposer que .4 = (7x; comme tous les faisceaux considérés sont quasi-
cohérents, on est ramené & montrer le

LEMME (16.2.1). — Sotent A un anneau, B une A-algébre de type fini lisse
sur A, C une A-algébre, A’ la fermeture intégrale de A dans C. Alors B4 A’
est la fermeture intégrale de B dans B®4 C.



Preuyve : Quitte a localiser, on peut supposer que B est étale sur une A-algébre
de polynémes A[Xq,..., X,), ce qui nous ramene 3 deux cas :

(i) B = A[X] : cf. ([Bou] chap. V, §1 n° 3, prop. 13).

(i) B est étale sur A : nous suivons alors fidélement ([Ra 3] VII, §2, prop.
2). (Ou trouvera une autre démonstration dans ([EGA] IV, 18.12.15); elle
procede par réduction au cas noethérien, olt 'on a I'énoncé plus fort ([EGA]
IV, 6.11.4) dans lequel le morphisme Spec(A’) — Spec(A) est seulement
supposé normal).

I suffit de traiter le cas ot B est une A-algébre étale «standard» (B1)g
ot By = A[X]/(f), avec f € A[X] unitaire de degré n, et g = f'(x) ol
x € By est la classe de X. On définit des éléments b; € B; par la relation
FX) = (X —2) (30 b:X7) dans By [X], et lon a, pour tout z € By :

n—1

(16.2.1.1) 92 =" Trp,a(biz)z’

i=0

d’apres ([Ra 3] VI, §1, cor. de la prop. 0). La méme relation est évidemment
satisfaite pour z € By ®4 C, en remplagant Trp, /4 par Trp,g.c/0

Soit B’ (resp. B1) la fermeture intégrale de B (resp. Bj) dans B ®4 C
(resp. B1®4C) il est clair que B®aA' C B, et d’autre part on a B' = (B1),
par localisation. H suffit donc de voir que Bf C (B, ®4 A4’),4. Soit donc z € Bj.
Alors les b;z sont aussi entiers sur B), donc sur A, et leurs traces sont donc
enticres swr A (et sont donc dans A') : il suffit en effet d’appliquer ([Bou] chap.
5, 81, n° 6, cor. 2 de la prop. 17) aux b;z vus commnie endomorphismes du C-
module libre By ®4 C. Larclation (16.2.1.1) montre alors que gz € B, ®4 A,
cqfd. O

COROLLAIRE (16.3). — Sous les hypothéses de (16.2), considérons le foncteur
e* : Mod(€x,,,) — Mod(¢x,,,) déduit de (13.1) et (12.7.4). Alors la
fermeture intégrale de €*. & dans €*.77 est €*. ¢'. En particulier, d’aprés
(13.1.2) et (13.2.3), c’est une Cx,, -Algébre quasi-cohérente, dont l’image
par €, est. & O

COROLLAIRE (16.4). - Soient .2 un S-champ algébrique, . ¢ C ./ deuz
¢ x-Algebres quasi-cohérentes. Alors la fermeture intégrale . ' de . ¢ dans
A est une ¢ y--Algébre quasi-cohérente, dont la formation commute a tout
changement de basc lisse. De plus, si (U,u) € obLis-ét(.2"),. ¢/(U,u) est la
Jermeture intégrale de . (U, u) dans .22 (U, u). O

Le théoréme ci-dessous étend partiellement aux champs algébriques le « Main
Theorem» de Zariski :

THEOREME (16.5). — Soit F : & — 4/ un l-morphisme de S-champs
algébrigues. On suppose que ¢4 est quasi-compact et que F est représentable,
quasi-fini, séparé et de présentation finie. Alors :

(i) Il existe un diagramme 2-commutatif

I

K A
(16.5.1) F\ lp'

o

ot I est une immersion ouverte et F' un 1-morphisme représentable et entier.

(i) On suppose de plus que tout ¢y -Module quasi-cohérent est limite
inductive de ses sous-(*y-Modules quasi-cohérents et de type fini. Alors il
existe un diagramme comme ci-dessus, ou de plus F' est fini.

Remarque (16.5.2) : La condition supplémentaire de (ii) est notamment
vérifiée dans les cas suivants (on rappelle que 47 est toujours supposé quasi-
séparé) :

(a) 2/ cst un schéma quasi-compact ([EGA] IV, 1.7.9);

(b) #7 est noethérien (cf. (15.4)).

Preuve de (16.5) (¢f. ([EGA] IV, 8.12)) : (i) Pousons .2 = F.(",- : cest
uue ¢ y-Algtbre guasi-cohérente (13.2.6 (iii)). Soit ¥ C .4 la fermeture
intégrale de ¢y dans ./ : clest encore une ¢ y,-Algéhre qnasi-colidrente
(16.4) et si P'on pose & = Spec(¥ ), alors F' se¢ décompose canoniquement
en %—L%’i’» ¢/. Il est clair que F’ est entier. Fixons mme présentation
P :U — 4/ : pour voir que I est une iminersion ouverte on peut remplacer
4/ par U et .4 par le U-schéma quasi-fini .2y = U X p y, o. 4", et Vassertion
résulte alors du « Main Theorem» classique ([EGA] 1V, 8.12.6) et de ([EGA]
IV, 8.12.3), compte tenu du fait que, d’apros (16.4), la -Algebre P*% cst
la fermeture intégrale de <y dans P*.0 = (Fyy). (¢ 2;)-

(ii) Gardant les notations précédentes, soit de phus (€a)aey, la famille des
sous-* ,,-Algebres quasi-cohérentes de type fini de 2 . D’apres Phiypothese, €

est limite inductive des ). Pour tout A, F' se déconpose en Z—IA—UC/\’—IL 74
ol &y = Spec(%y). Comme FY est évidemment fini, il suffit de voiv que, pour
X assez grand, le morphisme naturel .4 — (4))y = Spec(PF€)) est une
immersion ouverte. Or il résulte encore de ([EGA] loc. cit.). qu'il existe une
sous-¢"-Algebre finie €5 de P*¢ telle que, pour toute y-Algebre finie ¢/
telle que %y C €' € P*7 , le morphisme naturel .2, — Spee(¥) soit une
immersion ouverte; comme P*¥ est limite inductive des P*¢) et que 7 est
de type fini, on a %y C P*¥, pour A assez grand, cqfd. 0

Voiéi une application de (16.5) a la structure globale des champs de Deligne-
Mumford.

THEOREME (16.6). — Soit & un S-champ de Deligne- Mumford noethérien.
Il existe un S-schéma Z et un l-morphisme (représentable) de Z dans .2
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qui est fini, surjectif, et génériquement étale (c’est-d-dire étale au-dessus d'un
ouvert dense de .4").

Remarque : Ce résultat — on le schéma de base S ne joue en fait aucun réle —
généralise ([Vi] Prop. 2.6), olt Vexistence de Z est établie (sans le complément
étale), lorsque Z admet un ¢schéma de modules» en un sens convenable.
D’autre part, il implique le «lemme de Chowy énoncé sans démonstration
dans ([De-Mu] 4.12) :

COROLLAIRE (16.6.1) («lemme de Chow» pour les champs de Deligne-
Mumford). — On suppose le schéma S noethérien. Soit . 4" un S-champ de
Deligne-Mumford de type fini. Il existe alors un S-schéma quasi-projectif X
et un l-morphisme propre, surjectif et génériquement étale de X sur .2’

Preuve : 1l suffit de combiner (16.6) avec le lemme de Chow ([EGA] 11, 5.6.1)
appliqué 4 Z. 0

Bien entendu, (16.6) s’applique en particulier aux espaces algébriques. On en
déduit par exemple :

COROLLAIRE (16.6.2). — Soit X un S-espace algébrique noethérien et
normal. Il existe un S-schéma normal X' et un groupe fini G agissant sur
X', tels que X soit isomorphe @ Uespace algébrique quotient X'/G.

Preuve (détails Taissés au lecteur) : On peut supposer X integre. D’apres
(16.6), il existe un morphisme find, surjectif et génériquement étale Z — X,
olt Z est un S-schéma que Fon peut également supposer intégre. Le corps des
fonctions L de Z est une extension finie séparable du corps des fonctions
K de X (on rappelle que X est «génériquement un schémay, cf. ([Kn]
11.6.7). Tl suffit alors de prendre pour X’ le normalisé de X dans une cléture
galoisionne I’ de Pextension L/K, et pour G le groupe de Galois de K’
sur I, qui agit évidenument sur X', Ainsi X’ est fini sur X (car Vextension
K'/K cst séparable), et aussi sur Z, donc est un schéma. La propriété de
«quotient» de I'éuoncé signific que si 7 : X’ — X est le morphisme naturel,
x s'identifie au faiscean des G-invariants de m,¢“x- (ceci, bien entendu, apres
tout chaugement de base étale) ; cette derniére propriété est conséquence du
fait que X est norwal. O

(16.6.3) Prevwve de (16.6) = On peut remplacer .4 par n’importe quel champ
fini, sirjectif, of géndriquement étale sur 4" En particulier. nous pouvons
supposer que .4 est sonmnne de ses composantes irréductibles, ot méme, en
raisounant suy chacune de celles-ci, que .4 est irréductible.

Par hypothese il existe un S-schéma affine X1 et un 1-morphisme étale,
séparé et surjectif m : X; — .4". Ce morphisme induit au-dessus d’'un ouvert
dense 724 de .4 un morphisme fini étale 7, : Uy — #¢ de degré constant
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n > 0; noter que Uy est un ouvert de X; donc un schéma. D’autre part m,,
devient trivial apres un changement de base fini étale V' — 7¢ (par exemple
V = SEC,(U./?¢), cf. (6.6)), o V est un schéma (comme revétement
étale de Uy). D'apres (16.5), le morphisme composé V. — 44 — & se
factorise en une immersion ouverte V. — 7 suivie d’un morphisme fini
(et nécessairement surjectif par densité) 7" — .2 Remplacant .4 pav 7/,
7¢ par V, et Xy par Xy X »- 77 (qui est fini sur X, donc encore un schémay),
nous sormumes ramenés au cas ot 24 = U est représentable ct ol 7 est trivial
de degré n > 0 au-dessus de U. Ainsi, on a un diagramme 2-cartésien

UlfL,X1

(16.6.3.1) v 0 ™

(trivial) (étale, surjectif)
U —— . %
u

oll u et uy sont des immersions ouvertes denses (quoique non nécessairement
schématiquement denses). Dans ces conditions, nous allons construire un
schéma Z répondant aux conditions de 1’énoncé et induisant de plus un
isomorphisme au-dessus de U.

Comme 7 est trivial, il admet n sections disjointes s(®) (o = 1,...,n)
et Uy est somine de leurs images Ul(a). Pour chaque «, soit e(® € T(Uy, "y, )
I'idempotent correspondant a Vouvert fermé U 1(0‘) .

Posons. & = u.y : C’est une ¢~ - Algébre quasi-cohérente d'apres (13.2.6
(iii)) (u est quasi-compact puisque .#" est noethérien et quasi-séparé). Notons
7 la fermeture intégrale de (%, daus . ¢, qui est encore quasi-cohérente.
Comme .%" est noethérien, % est limite inductive filtrante de la famille (%))
de ses sous-Algebres quasi-cohérentes de type fini (et donc finies sur ¢ ),
ceci en vertu de (15.4).

On peut voir e(® comme une section globale sur X de U1y, =T 4.
Comme e(® est idempotent il est évidemment entier sur “x,. Or d’apres
(16.4) la fermeture intégrale de %x, dans 7* ¢ est a*¢ . Il g’ensuit que
e(®) appartient 2 X, %) = lim (X5, 7*7,) et il existe done A tel que

A
e(®) € T(Xy,7*%)) pour chaque . Mais cela signifie, posant Z = Spec(%y)
(qui est fini sur .2, et surjectif car U est dense dans .2 et 3y = 1), que
la décomposition de Uy en somme des U 1(0‘) se prolonge en une décotposition
de Zy := Z X p X3 en somme d’ouverts fermeés Z%a). Chaque ZY') est un
schéma (Z) étant fini sur X1), et les morphismes canoniques wa) — 7 sont
étales, séparés et birationnels et sont donc des immersions ouvertes ([EGA]
IV, 18.10.18). Puisque Z; est surjectif sur Z, on a construit un recouvrement
ouvert de Z par des schémas, cqfd. a



17. Le complexe cotangent d’un 1-morphisme
de champs algébriques

(17.1) Pour tout morphisme de topos annelés X LY, Mlusie a défini dans
(1 11, 1.2) le complexe cotangent de X sur Y. Rappclons qu'il s’agit du
complexe de chaines

(17.1.1) Lx/y € obClm0(¢r)
associé au Zx-Module simplicial
Qs s-1(0v) Bs=1(0v) O
ol
V= Sj-1(en)(0x)

est la f~!(y)-Algebre simpliciale, augmentée vers ¢“x par un quasi-
isomorphisme, résolution libre standard de la f~!(¢y)-Algebre @x ([T
I, 1.2.2, I, 1.5.5.6 et II, 1.1.4). Ce complexe de chalues est muni d'une
augmentation naturelle

ol
1 1
Wxpy = Qe sp-1(0v):
et cette augmentation induit un isomorphisme de .%O(Lx/y) sur Q}\,/Y.

Pour tout carré commutatif de morphismes de topos annelés

a
X — X

| |7

Y «— VY
b

on a un morphisme de complexes de chaines de “y:-Modules

(17.1.3) a*LX/Y — LXI/YI

compatible & I’homomorphisme canonique de (~x/,-Modules a*Q},(/Y —

Qﬁ(,/y,, via les augmentations naturelles (17.1.2).
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Si Y27 est un autre morphisme de topos annelés, composable avec
f, la fouctorialité (17.1.3) donne des morphismes de complexes de chaines
f*Ly;z — Lxyz et Lxyz — Lxyy. Dans ([0 11, 2.1.5), Tlusie définit une
fleche

(17.1.4) Lx;y = f*Lyz[1]
dans D(¢"x) de sorte que le triangle

(17.1.5) f*Lysz = Lxjz = Lxyy — f*Lyz(l]

soit distingué et fonctoriel en X Ty 4z

(17.2) Soit maintenant XLy un morphisme de S-espaces algébriques. On
lui associe le worphisme de topos annelés fe : Xet — Y et donc le complexe
cotangent Lx, /v, . que U'on appellera encore le complexe cotangent de X sur
Y et que l'on notera plus simplement Ly y.

Si X ot ¥ sont en fait des S-schénias, on a aussi un morphisme de topos
annelés fzar © Xzar — Yzar et douc un complexe cotangent Lx,,./v.,- 11 est
facile de vérifier que le morplisme de complexes, déduit des fonctorialités
(17.1.3) pour les morphismes de topos € © Xgp — Xz et €1 Yo — Yaar,

(17.2.1) €L X gue ) Your = LXar/ Yer

est un isomorphisme dans D(x,, ).

Pour tout wmorphisme de S-espaces algébriques X —f—»Y, il résulte de
(17.2.1) et (1] 11, 2.3.7) que Lx/y est & cohomologie quasi-cohérente, et
méme coliérente si Y est localoment noethérien et f localement de type fini.
De plus, il résulte de (17.2.1) et (1] II, 2.3.11) que la formation de Lx/y
comnmte (dans D(¢"x)) aux changements de base Y’ — Y tor-indépendants
de f (par excple, aux changements de base plats, ou a tout changement de
base si f est plat).

Pour tout morphisme de S-cspaces algébriques X ——f—>Y, on notera
Lx /v jis-6t. 01 encore plus simplement Lx/y si aucune confusion n’en résulte,
I'image inverse de Ly y par le morphisme de topos aunelés Xpeer — Xet.
On ne confondra pas L xy jis-et avec le complexe cotangent du morphisme de
topos annelés Xis.ee — Yiser induit par f : par fonctorialité (17.1.3), on a
un morphisme canonique de complexes de Modiles sur Xiis-st

(17.2.2) Lx/yyis-et = Lo s/ Yiisoss

mais ce morplisme n’est pas en général un isomorphisme. Par exemple, si f
est lisse, Lx,, o/ Viwe = (0) car f est une fleche de localisation dans Yiiee
(cf. (1] 11, 2.3.0), alors qu'en général Ly = 2,y # (0).

On sc propose maintenant d’étendre aux I-morphismes de S-champs
algébriques la théorie du complexe cotangent.
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THEOREME-DEFINITION (17.3). — Soit Z—F—M/ un l-morphisme de S-
champs algébriques. On peut associer a F un systéme projectif
>—n-1

Ly == L3 = L5y = = 150 )

ot chaque L%,_/",/ est un ind-objet essentiellement constant (voir ([SGA
4]12(01211, 12) pour \la terminologie) dans D([;:};”(ﬂ{z-), et donc aussi dans
Decon’ (Ca), et ot les morphismes de transition sont des morphismes (de

, . —00,1],
m(_i-ob]ets) dans DLcé’ff ](6_/1;), de telle sorte que les propriétés suivantes
sotent vérifides :

(0) pour chaque entier n > 0, le morphisme

>-n—1 >
T2-nlSy = L3y

[=n,1 L , .
de D C:h']((’;./"), induit par le morphisme de transition, est un isomorphisme :
(1) si & =X et 9/ =Y sont des S-espaces algébriques, alors Ly
ac{met comme rgpresentant le systéme projectif (T —nL x/y tis-et )nz0 avec les
fleches de transition évidentes ;
(2) si

A
X —

Fl lF’
B
est un carré 2-commutatif dans (Ch.alg/S), on a un morphisme de fonctori-
alité '
LA*L_/J-/ 4 — L'zv/ y//;
) G, ‘
(3) si /—Z est un autre l-morphisme de S-champs algébriques
composable avec F', il existe une fléche
Ly = (LF*L y/2)(1)

telle que le triangle

LF*Lysz = Lyyz — Ly gy — (LFL g/ 2)[1]

soit distingué ;
(4) si le carré de (2) est 2-cartésien et si F, ou B, est plat, le morphisme
de fonctorialité

LA*LZ/ 4 —* L_[,-// w!

est un isomorphisme ;



(5) si le carré de 1-morphismes de S-champs algébriques

Fll O lcz

est 2-cartésien et si Gi, ou G2, est plat, la somme des morphismes de
fonctorialité
LFYL 2 @ LF3 L ypyz — Lz
est un isomorphisme.
Le systéme projectif L, #)y est appelé le complexe cotangent qu 1-
morphisme de S-champs F : 44— .

Remarques (17.4) : (1) Dans (17.3)(2), LA*L 4/ 4 est bien défini car, pour
tout entier n > 0, la fleche canonique

T>nLA® — 15 _ LA™ > _,

est un isomorphisme de foncteurs de D~ (¢%y) dans DI=m+el(¢7,.)
LA*L x4 est le systeme projectif

(r2-nLA"L5T In>o0.

(2) De meéme, dans (17.3)(3), on définit comme ci-dessus le systeme
projectif (LF*L y,z)[1] (on a 7>_n(M[1]) = (7> —n+1M)[1], fonctoriellement
par rapport a M € ob D(¢7 4)).

(3) Soit D = D7%(A) la catégorie dérivée des complexes bornés
inféricurcment d’une catégorie abélienne A. Soit D’ la catégorie des systeémes
projectifs

K=(-—= Kzl gz s K29

dans D tels que, pour tout entier n > 0, la fleche canonique
KZ™m _, TZ—nKZ_n

et la fleche
TZ—HKZ—"’-I e TZ—nKZ_na

déduite par fonctorialité de la fleche de transition K2t — K277 soient
toutes les deux des isomorphismes. On identifie D a une sous-catégorie pleine
de D' par le foncteur

K (o1 paK > 15 pK — - — 15K)

oit les fleches de transition sont les fleches canoniques. On prolonge & D' le
foncteur de décalage (-)(1] : D — D en posant

K[} = (- = K=""[1] » KZ27"[1] = - = K21] — (5, K2°)[1])

et on prolonge & D’ les foncteurs de troncature 7<; et 7>; (i € Z) cn posant

T<iK = (- =1, K27 TgiKZ—n e TgiKZ“)
et
—n— — >
TZiK:("'—’TziKZ " 1—*7‘21;]{2 nﬁ"'—*TZ,iI\-())

(bien entendu, pour tout entier ¢, 7>; K est un systéme projectif essentielle-
ment constant, i.e. dans 'image essentielle de D).
Un triangle
Ky —5 Ky = Ky~ K1 [1)
de morphismes de D’ est dit distingué si, pour tout cutier n > 0 ct tout
diagramnie commutatif

K, u K2 v K3 w ]\"1 [1]

all laz lﬂn la]m

2—n
KE™ s KF™ — Ly — K1)

ou o et ag sont les fleches canoniques et on la ligne du bas est un triangle
distingué dans D, la fleche

>-n
K:{— - TZ—-HLS

induite par 83 est un isomorphisme dans D.
En particulier, si

Ky % Ky~ K3 -5 K [1)

est un triangle distingué de D’ et si toutes les fieches de transition du systéine
- . . . . N -
projectif K3 sont des isomorphismes (de sorte que K3 est isomorphe i AS—“),
le triangle
>0 >0 >0
>0 u2? >0 v2° >0 w2 >0
K% K50 K30 55 KO

est distingué dans D et la fleche
T<-1U 2 Tg_lKl —* Tg_le
est un isomorphisme dans D’.
(17.5) Preuve de (17.3) dans le cas représentable : Supposons que -mor-

phisme . — ¢/ soit représentable et considérons la catégorie filtrante des
carrés 2-cartésiens dans (Ch.alg/S)
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X

(17.5.1) f
Y

-

Ju—
!

A\

of o

ot XL est un morphisme de S-espaces algébriques et @) une présentation
de %/ (P est alors automatiquement une présentation de .%°). Si

X, — 2
N A
X

(17.5.2)

est une fleche dans cette catégorie, on a par fonctorialité (17.1.3) un
morplusme de commplexes de chaines de %, -Modules

(17.5.3) A*Lx, /v, lis-et = Lx/v tis-et

et, comme les foncteurs A* et 7»_,, commutent, on a aussi un morphisme
dans Cl=m0l(7iy Y,

(17.5.4) A*TZ—nLXl/Yl,lis-ét - TZ—-nLX/Y,lis-éta

pour tout entier n > 0.

LEMME (17.5.5). — Les morphismes (17.5.3) et (17.5.4) sont des isomor-
phismes dans DI=0(Cx, | ) et DO (B ) respectivement.

Preuve : 11 suffit de vérifier que les morphismes B et f sont tor-indépendants
et ceci est laissé au lecteur. O

Cela étant, soit
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le cosquelette du diagramme (17.5.1) (cf. [De 1] 5.1.4). Sur le S-espace
algébrique simplicial X. on a un complexe de chaines de (7x.-Modules,
Lx.;v., dont la restriction & I’étage X; n’est autre que Ly, v, et, pour
tout entier n > 0, on a son tronqué canonique T>-nlx,/v., dont la
restriction & 'étage X; n’est autre que T>—nLx, v, D’aprés (17.5.5), (13.5.4)
et (13.5.5), pour tout entier n > 0, 7>—nLx./v. lis-ss se descend en un objet
de Dg;:ﬁol(/%z-) unique 3 isomorphisme unique prés. Si U'on fixe n > 0eton
fait varier (17.5.1), ces objets de D([;:};O](/x) définissent le ind-objet Li_/;/
(qu’il soit essentiellement constant résulte de (17.5.5)). Si l'on fait varier n,
on obtient le systéme projectif L_,- /9 cherché.

1l est clair que les propriétés (17.3)(1) & (17.3)(4) sont vérifides si on sc
limite & des 1-morphismes représentables de S-champs algébriques.

Toujours pour x L ¢/ teprésentable, le ind-objet .746‘0(LJ,-/ ) dans
Modgeon(¢%%) admet une limite que 1'on notera

(17.5.6) Qllz‘/y,
et on a une augmentation canonique

LEMME (17.5.8). — Si le 1-morphisme représentable .4 -2+ % est lisse, le
systéme projectif L »- [ est essentiellement constant et peut étre représenté
par le 7y -Module quasi-cohérent o, /oy placé en degré 0 (autrement dit.
Vaugmentation (17.5.7) est un isomorphisme de Ly sur le systéme
projectif constant de valeur Qll,/,/) O
(17.6) Preuve de (17.3) dans le cas général : Considérons la calégorie filtrante
des diagrammes 2-commutatifs & carré 2-cartésien dans (Ch.alg/S)

P’ ., .
X — & — X

(17.6.1) | Nl = lF

Y ———>’/)
el

ol P’ et Q sont des présentations de %" et de 4/ respectivement. Pour
chaque objet (17.6.1) de cette catégorie, considérons le complexe de /'Xx" T
Modules o

(17.6.2) (L 4ot )
g X' /Y lis-ét X! )

déduit de Ly//y € ob C[‘"*O](ﬂfxz) par restriction au site lisse-étale de X’
et par adjonction de la composante Q}(//.zv en degré 1, la différentielle d°



n’é¢tant autre que I’homomorphisme de fonctorialité Lx: /v js-ee — Lx- JE
compte tenu de (17.5.8), ou encore le composé

Lxr v is-6t = T>0Lx1 /v lis-ét = Q}(’/Y,lis—ét - 9}0/.1,"-
Le complexe de x; -Modules (17.6.2) est concentré en degré < 1 et ses
Cx: ..-Modules de cohomologle sont clairement quasi-cohérents. Pour tout
entier n > 0, son tronqué canonique T>_n n'est autre que le complexe de f
Cx;. . ~Modules
17.6.3 2,01
(17.6.3) [TZ—nLX’/Y,lis-ét“—’QX'/.l,"]

concentré en degrés compris entre —n et 1. Pour toute fleche d’un diagramme

p/

X =5 & — F
\ l a J{F’ |
Y
Q1 7
vers le diagramme (17.6.1), incluant notamment le diagramme commutatif
A
X — X'
(17.6.4) fi f
L |
Yl — Y
B
on a un morphisme
(17.6.5) A*[LX’/Y,lis-ét had Q‘lxz/‘})-/] i [LX{/Y1,lis-ét i Q}({/Z{] '

dans C’]*”O’”(WX; lin—éc)’ et comme les foncteurs A* et 7>_,, comumnutent, on a
aussi un morphisme

(17.6.6)  A*[r>—nLx/vytises = Dk ypo] = [T2nLxyyviises — Qs ]

dans Clm (%,

! _,.)» pour tout entier n > 0.

LEMME (17.6.7). — Les morphismes (17.6.5) et (17.6.6) sont des isomor- ;

phismes dans D= 1](/)(; o

L) et DEmN(Cr Y respectivement.
Preuve : 1] suffit clairement de prouver le lemme dans les deux cas particuliers
suivants :

(1) B est I'identité,

(i) le carré (17.6.4) dans (Es.alg/S) est cartésien.

Le cas particulier (i) résulte aussitét de la version catégories dérivées du
«lemme des 9» appliquée au morphisine de triangles distingués

A*Lxiyvisee. — Lxijviaises — Lxi/xonisee —

! ! |

1 1 ,
A e — Qe Lxy/xiliset —

Quant au cas particulier (ii), il suit facilement de la tor-indépendance des
morphismes de S-espaces algébriques f et B (que le lecteur vérifiera sans
peine). d

Cela étant, soit

P, .
= ! — X

RN R

Y. — ¥
Q. v

l

le cosquelette du diagramme (17.6.1) (cf. [De 1] 5.1.4). Sur le S-espace
algébrique simplicial X on a un complexe de x: ey “Modules,

[Lx:/y. yiset = Qx 1/ 00)s

dont la restriction & I'étage X; n’est autre que [L)(I{/yh]is_ét — Qx‘(/_l;l], et,
pour tout entier n > 0, on a son tronqué canonique [r>_,Lx; /Yo lis-ét
Qx:/.4z], dont la restriction a 'étage X; nest autre que [r>—y Lix1/y; lis-st =
QX,’///] D’apres (17.6.7), (13.5,4) et (13.5.5), [TZ—rnLXi/Y.‘]is_ét — SZX:/J,;/]
se descend en un objet unique & isomorphisme unique pres de D([;:k;l](/ﬁ 2)
pour tout entier n > 0. Si Pon fixe n > 0 ¢t fait varier (17.6.1), ces objets
définissent le ind-objet L> "// (que cclui-ci soit essenticllement constant
résulte de (17.6.7)). Sil’on f(ut varier n, on obtient le systéwie projectil Ly o
cherché.

Si %-L// est représentable, on obtient a priori une antre définition
de Ly/y que celle donnée précédemment (il y a plus de diagranunes
(17.6.1) que de diagrammes (17.5.1)), mais en fait ces deux coustructions
sont canoniquement isomorphes.

On laisse au lecteur la vérification des propriétés (17.3)(1) a (17.3)(5). O

Comme conséquence de la preuve de (17.3), on a :

PROPOSITION (17.7). — Soit }Ci»ﬂ un l-morphisme de S-champs

algébriques. Pour toute présentation X — 2" de .&°, on a un isomorphisme
canonique
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* ~ d°
P L?,}?m = [0 )

de ind-objets dans DY) (74), ot d° est la feche de fonctorialité pour Q.

qcoh
Preuve : D’aprés (17.5.8), appliqué au 1-morphisme représentable lisse P
X — &, le systeme projectif Ly, s est essentiellement constant de valeur
Qﬁ(/m,,/.. Par suite, d’aprés la fin de la remarque (17.4.3), on a le triangle
distingué

>0 1 1
P*L.}./’/ — QX/// — QX/.Z' —

et la proposition est démontrée. O
Si le 1-morphisme i A 4/ est plat, le calcul du complexe cotangent de

F se ramene a celdd du calcul du complexe cotangent d’un l-morphisme
représentable. Plus précisément :

PROPOSITION (17.8). — Soit %i»// un 1-morphisme plat de S-champs
algébriques. Alors L.z 4 cst canoniquement isomorphe 6 L.Z‘/.x'xﬁ%p.w[—ll
ot le 1-morphisme représentable A& — A X gy p - A& est le 1-morphisme
diagonal A.

En particulier, si lon suppose de plus que % = X est un es-
pace algébrique, Lx;, est canoniquement isomorphe & l'image inverse
de LX/Xx,.«_,/,FX["l] par le morphisme de topos annelés Xiser — Xet,
0t Lx/xxp ,ex €St le complexe cotangent au morphisme de S-espaces
algébrigues A : X — X Xp g p X.

Preyve : Appliquons (17.3)(3) a
PRSP A8
On obtient le triangle distingué
LA L yox yijr = Loy = L p s ot = -
Or, d’aprés (17.3)(5), on a un isomorphisme canonique
Lyypy®Layy 5 LA L yox i

ct la premitre ficche du triangle ci-dessus composée avec cet isomorphisme
n'est autre que la somine

+
Layyy ® Ly — Ly
D’oti la proposition. 0

Sans liypothése de platitude sur F, argument ci-dessus montre au moins
que :
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PROPOSITION (17.9). — Pour tout 1-morphisme }SL?/ de S-champs
algébriques, le . y-Module .741(L_%-/,/) s’identifie canoniguement &
Q.ll,'/.z'xp-%p.l' pour le l-morphisme représentable diagonal A& —
%'Xpyy/f' A

Preuve : La fleche canonique
Lyyy ®Layjy — LA Ly 0y

induit un isomorphisme sur les faisceaux de cohomologie .#! (ccla résulte
facilernent de ([EGA] IV, 16.4.23)). O

COROLLAIRE (17.9.1). — Soient . un S-champ algébrique, U un objel dc
(Afl/8) et x un objet de .&y. Considérons le U-espace algébrique en groupes
(séparé et de type fini) Tsom(z,2) — U et sa section unité U~—Tsom(z, x).
A?ors, le (' -Module (étale) .FH6* (L./s)ve est canoniquement isomorphe au
Cy-Module € Q5 o 2y 0+

Preuve : On a le diagramme 2-commutatif 4 carré 2-cartésien dans (Ch.alg/S)

U % Zsom(z,z) —— U
z O (z.z)

A '——:;——4 .j5'><s.jﬁ‘
O

COROLLAIRE (17.9.2). — Soit & un S-champ algébrique. Les conditions
sutuantes sont équiuvalentes :

(i) & est un champ de Deligne- Mumford,
(i) TN (L. ys) = (0).

Preuve : D’aprés la proposition (17.9), on a .F5Y (L, s) = Ql]./ oz €t
d’aprés le théoréme (8.1), .4 est de Deligne-Mumford si et seulement si Ic
1-morphisme diagonal . & — £ Xg.#&" est non ramifié, d’ot1 le corollaire. [

PROPOSITION (17.10). — Soit }?f—]i»’?/ un l-morphisme localement de
présentation finie de S-champs algébriques. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) F est lisse;

(it) pour tout entier n > 0, LZI—", est d’amplitude parfaite contenue dans
Pintervalle [0,1] (cf. [SGA 6} 1, 4.8).



En particulier, pour tout 1-morphisme lisse %—F—W?/ de S-champs
algébriques les fléches de transition du systéme projectif
— >-n-1 >— >0
Lypp=0—L5, = L5, == L5,

sont toutes des isomorphismes.

Preuve : Fixons un diagramme 2-commutatif & carré 2-cartésien dans

(Ch.alg/S)

x 2oy

NoLoo ol

Y —— %
—

olt P’ et Q sont des présentations de . %" et %/ respectivement,
Alors F est lisse si et seulcment si f est lisse. D’autre part, la restriction

de L} /;/ a X' est autre que

d° 1
[r2—nLx/vis-ee—x /2]

(cf. (17.6.3)), Q},/ 2 estun (x;  -Module localement libre de type fini et
dire que cette restriction de Li /"/ a X' est d’amplitude parfaite contenue
dans [0, 1} c’est dire que 7>_,, L x//y n’a de cohomologie qu’en degré 0 et que
52}(,6), = . H(r>_nLx'/y) est localement libre de type fini (cf. [SGA 6] I,
4.16

Par suite, la proposition résulte de ([I1} III, 3.1.2). 0O

(17.11) Terminons ce chapitre par la définition du S-champ tangent 4 un S-
champ et par son calcul en termes du complexe cotangent quand le §-champ
est algébrique.

On note (—)[e] le foncteur de (Ch/S) dans (Ch/S) défini par

(17.11.1) (-)[e] = (=) x Spec(Z[e]/(£)?).
Pour tout .7~ € ob (Ch/S), on a I'immersion fermée
définie par € = 0 et sa rétraction canonique

7 ] 25

(la premieére projection) et 17, r5> sont fonctorielles en .7,
Pour tout S-groupoide .#°, on définit le S-groupoide

(17.11.2) T(L'/S)

comme suit. Pour tout U € ob (Aff/S), la catégorie fibre T(.£°/S)y est la
catégorie fibre &y et, pour tout fleche V 25U dans (Aff/S), le foncteur
©* 1 T(X /Sy — T(A/S)v est par définition le foncteur (p[e])* : L —
.%{/[El. On a des 1-morphismes canoniques de S-groupoides

(17.11.3) T(#/S) 15

et

(17.11.4) X ZET(4)S)
définis par

7'1'(5) =i
et
o.4:(x) =1}

pour tout U € ob (Aff/S) et tous les £ € obT(.27/S)y et x € ob. 4.
LEMME (17.12). — Si & est un S-champ, il en est de méme de T(.2/S).

Preuve : Le foncteur (—)[e] est continu et T'(.4°/S) est une «image directen
de 2" O

DEFINITION (17.13). — Si %" est un S-champ, on appellera T(.4°/S) le S-
champ tangent a % et on dira que 7. est sa projection canonique et que
o est sa section nulle.

Le morphisme de S-champs
(17.13.1) Eg T /S)e] = 2
qui envoie

(£:Ule] » #,a: U — Spec(Z[e] /(¢%))) € (T(-2'/S)[ehu

sur le composé o) ¢
Idy,«
L Ule)— 4,

est appelé le vecteur tangent universel. On a évidemnment

La oipaysy =T : T(H[S) = A

(17.14) Chaque l-morphisme de S-champs AR 4/ induit canoniquement
un I-morphisme de S-champs

(17.14.1) T(#')S) ——T(#/5)
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défini par (T'F)y = Fyje). On posera
(17.14.2) T(X) ) =T(X[S) XTRT(0/8)s0 )y ¥

et on dira que T(.4'/%/) est le S-champ tangent relatif de . % sur 44. On a
une projection canonique

(17.14.3) Ty =Taopry: T(X'[ Y)Y — &,
une section nulle
(17.14.4) Oppy =00, FY: T4 — T(H[)

et un l-morphisme canonique

(17.14.5) pry:T(L) ¢y - T(4/S).
LEMME (17.14.6). — Si le l-morphisme de S-champs %L’?/ est

représentable, il en est de méme du l-morphisme de S-champs TF
T(#'/S) — T(4//8S) et des 1-morphismes de S-champs Ty y : T(A°/ 96)
— .4 et Oa )y A — T(J’;/ V/)

Prenve : Pour montrer la représentabilité de TF, il suffit clairement de
démontrer que, pour tout U € ob (Aff/S) et tout S-espace algébrique X,
muni d’un morphisme de S-espaces algébriques f : X — Ule], le U-espace Z
défini par _
Z(V-5U) = {£e X(VIED | £(6) = ¢lel}
est algébrique. Or, on & un l-morphisme de S-champs, fonctoriel en U €
ob (Afl/S),
iU = T(Ulel/9),

défini par
J(p) = le]
pour tous les p € U(V) et V € ob (Afl/S), et il est clair que

Z =Ujrwieys)rsT(X/S).

Il ne reste plus qu’d rappeler que, pour tout S-espace algébrique X, le S-
chaip T(X/S), qui est bien entendu un S-espace, est en fait un S-espace
algébrique (cf. [EGA] IV, 16.5).

Maintenant F' o 74/, est représentable car déduit de TF par le
changement de base oy @ 44 — T(4//S) (cf. (3.11)). Par suite, Ty
I'est aussi. Enfin, T2}y 004y = Id s est représentable et comme on vient
de voir qu'il en est de méme de 7.5/, 0.4/ y est Teprésentable. O

On peut préciser le lemme (17.14.6) quand F est un l-morphisme de S-
chanps algébriques :
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PROPOSITION (17.15). — Soit F : . 4" — %/ un 1-morphisme représentable
de S-champs algébriques. Alors, les S-champs algébriques T(. 2"/ 40) et
V(Q_lﬁ,f/,/) (cf. (17.5.6) et (14.2.6)) sont canoniquement 1-isomorphes par un
L-isomorphisme qui envoie respectivement Ty €t 0. g Sur la projection
canonique et la section nulle de V(Y. ) sur &',

Preuve : On définit un 1-morphisme de S-champs
T(Z [ ¥)— V(Q.l)./,/)

en envoyant, pour tout U € ob (Aff/S), 'objet £ : Ule] — .2 de &y,
d’image x = £ 04 : U — .4 dans . %, sur ’homomorphisme de 7y-Modules

(le/ ;{)U,x = ﬂU
défini commme suit : on identifie % a QlU[E]/U par 1+ de et alors o = i*f3 ou

B+ () y)utere = Wi

est la fleche de fonctorialité pour Q! attachée au carré 2-commutatif de 1-
morphismes représentables de S-champs algébriques

Ul —— &
1 e
U re ”

Pour vérifier que ce 1-morphisme de S-champs algébriques T(.4"/ 4/) —
V(Q.l/,,/./y) est un l-isomorphisme, il suffit de le faire apres changement de
base par une présentation @ : Y — %/ de %/ (le 1-morphisme T(.4"/ /) —
v(Ql,. / ;/) est automatiquement représentable car c’est un 1-morphisme au-
dessus de . & et que T(.A"/ ) et V(Q_lz./,/) sont représentables au-dessus
de 2", cf. (17.14.6) et (14.2.6)).

Or la proposition résulte de (([EGA} 1V, 16.5.17) quand &' = X et &/ =Y
sout des S-espaces algébriques. Par suite, en général elle résulte de ce qui
précede et du lemme suivant :

LEMME (17.15.1). — Soit

L —

Plooo e



un carré 2-cartésien dans (Ch/S). Alors, le carré correspondant

T("1S) 2 T(28)

e | s

T(#'S) —— T(#/5)
est aussi 2-cartésien et le 1-morphisme canonique

T(E" | ')~ T(H | Y) %oy Y

est un 1-isomorphisme.

Preyve @ La premiCre assertion résulte de la définition du S-champ tangent a
un S-champ («exactitude & gauche de Vimage directe»). La seconde résulte
aussitot de la premiere. ]

THEOREME (17.16). — Soit %" un S-champ algébrique. Alors, T(}/S’)
est ausst un S-champ algébrique et les S-champs algébriques V(L,/S) et
T(.#/S) au dessus de . & sont canoniquement 1-isomorphes.

Preuve : Soit X — . & une présentation de %', de sorte que le complexe de
" X e -Modules quasi-cohérents

dO
[QX/.S lis-6t 7 Qgc/.»z-]

représente le ind-objet P* L>0 /s (cf. (17.7)). Alors, il suffit essentiellement de
démontrer que les S’—champb

q°
7= V([QX/S lis-ét —> Q.IX/JK])

(cf. (14.3.7)) et
T =T(E)S) Xr e p X
sont. canoniquement l-isomorphes par un l-isomorphisme qui échange les
projections sur X.
On a V(Q}(/b) T(X/S) et V(QX//) = T(X/.#") (cf. (17.15)), de
sorte que le S-champ 7 est le S-champ associé au S-espace algébrique en
groupoides

T(X/S) e ,rye TOX)H) =3 T(X/S)

avec s = pry et b = pry + f opry, f désignant le morphisme (17.14.5) pour
=X et =0
On considére alors le 1-morphisme représentable

(TP,7x):T(X/8) = .7

(cf. (17.14.6)). Comme TP o f se factorise par ¢.»- par définition de T(X/.27),
les 1-morphismes (T'P,7x) o s ¢t (TP, 7x) o b sont 2-isomorphes et (TP, 7x)
définit en fait un l-morphisme de S-champs

7 -7
1l reste & vérifier que ce l-morphisme est un 1-isomorphisine.

Comme P est représentable lisse et surjectif, (TP, 7x) est un éphnor-
phisme : tout carré 2-commutatif dans (Ch/S)

v — X
1]
Ul — &

avec U € ob (Aff/S) peut se compléter en un diagramme 2-comnmtatif

U — X

|l

5]———)1

dans (Ch/S).

On conclut alors en remarquant que le l-morphisme
(37 b) : T('%/S) Xrx X Tx g T(X/‘%) - T(X/S) x(TP,T)(),.?,(TP,TX) T(X/S)

est un l-isomorphisme (les détails sont laissés au lecteur). O

(17.17) Si & est un S-champ algébrique, il résulte du théortmme (17.16)
que le S-champ tangent T(.4°/S) est naturellement muni d’'ume structure de
S-champ de Picard relatif au-dessus de .2 pour la projection canonigue
T (cf. (14.4)), et que la section nulle 0., est une scction nentre pour
cette structure. On peut introduire plus directement cette structure de S-
champ de Picard relatif. Nous nous contenterons d’esquisser la définition du
1-morphisme d’addition

(17.17.1) F T()S) Xrygpm, T(X/S) = T(L7/S)

sur les objets, les définitions du 1-morphisme d’addition sur les morphismes
et des 2-isomorphismes d’associativité et de commutativité, ainsi que la
vérification des axiomes de S-champ de Picard relatif, étant laissées au
lecteur.

Pour tout S-champ .7, considérons le S-champ

Tler,e2] =.7 x Spec(Zler, e2]/ (€1, €3, €162))
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et les immersions fermées naturelles
. . —_ —
iy, 75007 .7 €] = T [e1,€2]

ayanut pour images respectives les sous-champs fermés définis par les Idéaux
(e2) et (1)

PROPOSITION (17.17.2). -— Awec les hypthéses et notations ci-dessus, soit de
plus 2/ un S-champ alqébrique. Alors le diagramme de catégories

Homg (41,7, %) /‘
Homg (.7 [e1,€2], ) Homg (.7 [g], #/)
Homg(iy, 7, ﬁ)l 0 Jvﬂoms(‘ijY %)

Homg (.7 [¢], ¥/) Homg (7, ¢/)

Homg (i, %)

est 2-cartésien, ot Homg(. 4, .2) désigne la catégorie des 1-morphismes de
S-champs de . & dans . /2.

Preuve (détails laissés au lecteur) @ Le cas oi1.7 et %4 sont des schémas affines
est élémentaire. D autre part on se ramene, pour 44 fixé, au cas ot .7 est
un schéma affine par des arguments similaires a ceux de la démonstration
de (4.18) : si U - /£ est un morphisme lisse et surjectif d’'un S-espace
algébricue U vers un S-champ algébrique 24, et si le théoreme est démontré
pour .7 = U, .7 =Ux,Uet.7 =UxyUx,U, alors il est vrai

pour .7 = #/. On traite ensuite, par descentes successives le long d'une
présentation convenable de 47, le cas oll 44 est un espace algébrique, puis
le cas général. O

Pour construire le morphisme d’addition (17.17.1), posons
T =T(Z[8) Xp, 07, T(A]S).

Du vecteur tangent universel £, : T(#/S)[e] — .4 on déduit deux 1-
morphisies
Earopry, Epopry 7 [e] = A

dont les composés avec Uimmersion naturelle i : .7 < .7 [g] sont tous
deux canoniquement 2-isornorphes a la projection canonique . — .4 La
proposition (17.17.2) permet d’en déduire un 1-morphisme .7 [e1,e2] — 475
cu composant avec le l-morphisme « diagonal»

o 7[5] — .r‘/~[51,52]

(défini par €1 — &, g9 = £) on obtient un l-morphisme .7 [e] — .2", ¢’est-a-
dire un 1-morphisme .7 — T(.4'/S) qui est le mor phisme d’addition cherché.

18. Faisceaux constructibles
sur un S-champ algébrique

(18.1) Soit A un anneau noethérien de torsion. Rappelons tout d’abord la
définition de ([SGA 4] IX, 2.3) des faisceaux étales constructibles d’ensembles
(resp. de A-modules) sur les schémas.

DEFINITION (18.1.1). — (i) Un faisceau étale d’ensembles (resp. de A-
modules) .7 sur un schéma X est dit localement constant s’il eriste un
recouvrement étale X' — X tel que la restriction de. 7 d X' soit un faiscean
constant d’ensembles (resp. de A-modules).

(i) Un faisceau étale d’ensembles (resp. de A-modules) .7 sur un schéma
X est dit constructible si, pour tout ouvert de Zariski affine U de X, il cxiste
une décomposition de U en réunion d’un nombre fini de sous-schémas réduits

localement fermés constructibles U; telle que la restriction de .7 o chaque U;
soit localement constante de valeur un ensemble fini (resp. un A-module de

type fini).

Remarque (18.1.2) : (1) On peut remplacer dans (18.1.1)(ii) ’expression
«pour tout ouvert de Zariski affine de X» par «pour tout ouvert affine
de X pour la topologie étaley, ou encore par «pour chacun des ouverts
d'un recouvrement étale affine de X» (cf. ([SGA 4] IX, 2.8)), et la
définition (18.1.1) ainsi modifiée s’applique aux faisceaux étales sur les
espaces algébriques.

(2) On peut méme remplacer les recouvrements ¢tales par des recouvre-
ments lisses; en d’autres termes, si 7 : X’ — X est un morphisme lisse et
surjectif d’espaces algébriques et .2 un faisceau étale sur X, alors .7 est
localement constant (resp. constructible) si et seulement si 7717 = 7*. 7
lest. Ceci résulte immédiatement de 'existence de sections de =, localement
pour la topologie étale.

PROPOSITION (18.1.3). — Soient .%" un S-champ algébrique et .7 un
faiscean lisse-étale cartésien d’ensembles sur .#&°. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) pour tout ouvert lisse-étale (U, u) de . &, le faisceau étale d’ensembles
Fu est localement constant (resp. constructible) ;



(i) 4l existe une présentation P : X — & de A telle que le faisceau
étale d’ensembles Fx, p soit localement constant (resp. constructible).
En outre, Uénoncé analogue est valable pour les faisceauz de A-modules.

Prewve : L'implication (i)=>(ii) est triviale. La réciproque est une conséquence

facile de la remarque (18.1.2)(2). O
DEFINITION (18.1.4). — Un faisceau lisse-étale d’ensembles (ou de A-

modules) . 7 sur un S-champ algébrique & est dit localement constant (resp.
constructible) s%l est cartésien et vérifie les conditions équivalentes de la
proposition ci-dessus.

Remarque (18.1.5) : Si .#" = X est un S-espace algebrique, les notions de
faisccan lisse-étale cartésien et de faisceau étale coincident (cf. (12.3.2)),
et par suite celles de faisceau lisse-étale constructible et de faisceau étale
constructible coincident aussi. Plus précisément, le foncteur . — X L x
est une équivalence de la catégorie des faisceaux lisses-étales constructibles
sur .2 sur celle des faisceaux étales constructibles sur X.

LEMME (18.1.6). — La sous-catégorie stricternent pleine de la catégorie des
faisceaus lisses-6tales de A-modules sur 2" dont les objets sont les faisceaur
constructibles est stable par limites projectives et inductives finies (et en
particulier par noyauz et conoyauz). De plus elle est stable par extensions, et
c’est donc une sous-catégorie abélienne épaisse. 0

PROPOSITION (18.1.7). — Soit 4" un S-champ algébrique noethérien. Alors
un faisceau lisse-étale d’ensembles (resp. de A-modules) F osur A est
constructible si et seulement si &' est réunion d’une famille finie de sous-S-
chamnps réduits localement fermés constructibles . telle que la restriction de
.7 a chaque .4 soit localement constante de valeur un ensemble fini (resp.
un A-module de type fini).

Preuve : La partie «si» est évidente. Montrons la partie «seulement siy.
On procéde par récurrence noethérienne sur %' Soient P : X — " une
préseutation de .& et U un ouvert non vide de X au-dessus duquel le faisceau
constructible . Zx p est localement constaut. Alors, si 24 est le sous-S-chainp
ouvert de .4 image de U par P, P|U : U — 2¢ est une présentation de 74 et
la restriction de .7 & 74 est done localement constante. Il ne reste plus qu’a
appliquer I'hypothese de récurrence au fermé complémentaire de 26 dans A,

in|

(18.2) Soit F : 4/ — & un l-morphisme de S-champs algébriques. Il
résulte des définitions que limage inverse F 1.7 d’un faisceau lisse-étale
d’ensembles (ou de A-modules) cartésien 7 sur & est cartésienne sur /2
Voyons ce qu’il en est pour les images directes.

Le lemme suivant généralise le lemme (12.6.2).

LEMME (18.2.1). — (i) Si F': ¢/ — .4 est représentable, pour tout faisceau
lisse-étale de A-tnodules cartésien & sur 4/ et tout ouvert lisse-ctale (U, u)
de &, on a canoniguement

(RiF*'(f)U,u = Ri(FU)*'(GV,u

quel que soit Uentieri, ou (V,v) = (U Xy o1 O£, pr ,/) est Uowvert lisse-étale
de 7/ image réciproque de (U,u) par F et oi Fyy : V — U est la projection
canonique sur U de U Xy 2 ¢ /.

(ii) Soient Q : Y — #/ une présentation de ¢/ et [& un faiscean lisse-
étale de A-modules cartésien sur 2. Alors, pour toul ouwvert lissc-étale (U, u)
de .4&°, on a une suite spectrale canonique de A-modules

(18.2.1.1) EP = RYF, )G = RPTUFG )

ot Q. : Y. — 2/ est lespace algébrique simplicial associ¢ 4 Q, F. = FoQ. :
Y. = &, %. est le faisceau étale (de A-modulcs) simplicial sur' Y. associé @
S (cf (124.8)) et Fuy: Y.y — U et . v sont les restrictions de Pl et .
au-dessus de U.

Preuve : Commengons par démontrer Uassertion (i). La question étant locale
pour la topologie lisse-€tale sur .4°, on peut supposer que A = U et
W/ = Yy =V sont des espaces algébriques et que u et v sont les ideutités
de U et V respectivement. Il s’agit alors de démontrer que les restrictions an
site étale de U des images directes supérieures par F : V — U du faiscean
lisse-étale cartésien & sont égales aux images directes supérienres par F' de
la restriction de & au site étale de V. Or on a un diagramne comnmtatif de
morphismes de topos

(A%
‘/lis-ét ét

A lis—étl lFét

Us-et — Ut
[R¢4

oit les morphismes ¢y et 1y sont induits par les inchusions des sites étales
dans les sites lisses-étales. Par suite, il ne reste plus qu’a démontrer que les
images directes supéricures RP (1)« 7 et RP(uy )% sont mulles pour tout
entier p > 0 et tous faisceaux lisses-Gtales .7 sur U et ‘& sw V, ce qui
résulte aussitdt de Pexactitude des foncteurs cy et vy (tout reconvrement
lisse-étale d’un espace algébrique peut étre rafliné en un recouvrement étale).

Montrons maintenant I'assertion (ii) comme conséqience de Passertion
(i). Pour cela considérons le topos (Y. )iis-¢c des faisceaux d’enscwbles lisses-
étales simpliciaux sur l'espace algébrique sinplicial Y.. Comme (Y, Q) est un
ouvert lisse-étale de 47, la théorie de la descente cohomologique (ct. [De 1]
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5.3) nous fournit une suite spectrale de faisceaux lisses-étales de A-modules
sur .4,
EM =RYF,).Q;'% = RFHF, 7,

et donc, par application du foncteur exact ty ci-dessus, une suite spectrale
de faisceaux ¢tales de A-modules sur U,

EPY = (RY(Fp). Q5% Juw = (RPYF.G Yy .

11 ne reste phis qu’a invoquer Passertion (i) pour chacun des 1-morphismes

représentables F, : Y, — .4 et chacun des faisceaux lisses-étales
(évidemment cartésiens) Q g sur Y. ]
PROPOSITION (18.2.2). — Supposons que le 1-morphisme de S-champs

algébriques F : 4/ — .4 soit quasi-compact. Alors le foncteur
F* : /%is-ét - '%iis-éh

envoie tout faisceaw d’ensembles cartésien sur un faisceau d’ensembles lui
aussi cartésien.

Supposons de plus que Uanneau noethérien de torsion A soit annulé par un
entier inversible sur S. Alors, pour tout entier i > 0, le foncteur dérivé R'F,
envote tout faisceau de A-modules cartésien sur un faisceau de A-modules lui
aussi cartésien.

Preuve : Solent & un faisceau lisse-étale d’ensembles sur 27 et {p,a) :
(U',u') — (U,u) un morphisme entre ouverts lisses-étales de .%" avec ¢ lisse.
On doit montrer que la fleche canonique

o HF L Y uu — (FoC )

est un isomorphisime.

Soit. @ Y — 4/ une présentation de &/ avec Fo @ :' Y — . &
(représentable et) quasi-compact. On note Q. : Y. — #/ le S-espace
algébrique simplicial correspondant et ‘¢, le faisceau étale simplicial cartésien
associé & ‘¢ (cf. (12.4.5)). Le morphisme composé Fo @y : Y1 — .#& est aussi
(représentable et) quasi-compact, et d’apres le lemme (12.6.2), les faisceaux
étales (Fu% uw et (Fu'¢ )y sont isomorphes aux noyaux des doubles
fleches

(Fou)«%u = (Fru)«Su

et
(Fo,ur )« %000 = (Fru) ‘G0

respectivement, avec les notations de loc. cit..

Notons 9. : Y.y — Y.y le morphisme de S-espaces algébriques
simpliciaux induit par ¢. Pour n = 0,1, on a une fleche de changement
de base
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O N Fn ) Gnv = (Fru)atby v 2 (Fou) e Gaur,

U
et la fleche canonique ¢~ ' (F. ¢ Vyy — (Fr ¢ )y ,w est clairement induite
par ces fleches de changement de base. Pour prouver la proposition, il ne
reste plus qu’a montrer que pour n = 0, 1, la fleche de changement de base
ci-dessus est un isomorphisme.
Mais si
¥

Y — Y

oo s

X — X

@
est un carré cartésien de S-espaces algébriques avec f, et donc f’, quasi-
compact, et si ‘¢ est un faisceau étale d’ensembles sur Y, la fléche de
changement de base
A 2
est un isomorphisme. Cela résulte directement du théoréme d’Artin ([SGA
4] XV1, 1.2) si f, et donc f', est schématique. Le cas général s'en déduit en
calculant f,¢ alaide d’une présentation étale Yo — Y ol Yy est un schéma,
et du schéma simplicial associé. D’ott la premiere assertion de la proposition.
La preuve de la seconde assertion est similaire. Pour chaque ouvert

lisse-étale (U, u) de .&', on peut calculer les faisceaux étales de A-modules
(R*F%)y,u, i > 0, par la suite spectrale (18.2.1.1),

Efq = Rq(Fan)* %,U = (Rp+qF*'(/(>)U,us

et, si "
Y — Y

rloo s
X — X
@
est un carré cartésien de S-espaces algébriques avec f, et donc f/, quasi-
compact, et si & est un faisceau étale de A-modules sur Y, la fleche de
changement de base ) .
¢ 'RG SRS
est un isomorphisme (cf. ([SGA 4] XVI, 1.2), du moins si f est schématique).
O

Dans toute la suite nous supposerons que l’anneau noethérien de torsion A
est annulé par un entier inversible sur S.

(18.3) Soit F' : 4/ — & un l-morphisme de S-champs algébriques. Il
résulte des définitions que l'image inverse F~1.7 d’un faisceau lisse-étale
d’ensembles, ou de A-modules, constructible .# sur .4 est constructible

sur /.



Etudions maintenant la préservation de la constructibilité par images
directes.

THEOREME (18.3.1). — Soient F : ¥/ — .2~ un morphisme de S-champs
algébrigues de type fini et ¢ un faisceau lisse-étale de A-modules constructible
sur 9£. Alors, pour tout entier i > 0, il existe un ouvert dense S° C S avec
les propriétés swivantes :
(i) la restriction de REF,‘% a louvert S° xg.2" de . %' est constructible,
(ii) la formation de R'F.¢ est compatible & tout changement de base
S — 8°C 8, ie., sil’on note

Y —
F’l [} lF
| o |
s — 8

le changement de base de F par le morphisme de schémas S’ — S, la fléche
canonigue
AT'R'F,% - R F!B™ %

cst un isomorphisme.

Preuve : Il suffit de démontrer que, pour tout ouvert lisse-étale (U,u) de .2" et
tout eutier ¢ > 0, il existe un ouvert dense S° de S au-dessus duquel le faiscean
étale de A-modules (R*F.¢ )y, est constructible et de formation compatible
a tout changement de base 8 — §° € §. Or, apreés avoir fixé une présentation
Q:Y » Y de i avec FoQ:Y — .2 de type fini, R*F.$ )y, se calcule
a l'aide de la suite spectrale (18.2.1.1), et en fait ne dépend que des termes de
degré total < 27 de cette suite spectrale. On est donc ramené & démontrer que,
pour tous entiers p, g > 0 fixés il existe un ouvert dense S° de S au-dessus
diquel le faisceau étale de A-modules RY(Fy 7). %y, ,, est constructible et de
formation compatible & tout changement de base §' — §° C §.

Si le morphisme Fj,;; : Y,y — U est en fait un morphisme de S-
schémas cette assertion n’est autre que le théoreme de finitude générique et
de changement de base générique de Deligne (cf. ([SGA 43] [Th. Finitude],
1.9)).

En général, on se rameéne & ce cas particulier en considérant une
présentation étale de Yy, qui est schématique de type fini au-dessus de U et
en calculant RY(Fp, 17)« %y, ,, par la suite spectrale (18.2.1.1) correspondante.

O

COROLLAIRE (18.3.2). — Supposons que S soit le spectre d’un corps k (de
caractéristique inversible dans A). Alors, pour tout morphisme F: 44 — &’
de S-champs algébriques de type fini et tout faisceau lissc-élale & de A-
modules constructible sur 9/, les faisceaur R'F,.¢ , « > 0, sont constructibles
sur &' et de formation compatible & tout changement de buse S — S =
Spec(k).

En particulier, pour tout champ algébrique & de type fini sur un corps
séparablement clos k et tout faisceau lisse-étale .7 de A-modules constructible
sur &, les A-modules H (22" .57, i > 0, sont de type fini. De plus, powr toute
extension séparablement close k' de k, les morphismes de restriction

HY(.&,7) — Hi(K' @ .4, 7),
1 > 0, sont des isomorphismes. [}

Ce corollaire est dii & Behrend (cf. [Be} 1.1.6).

Remarque (18.3.3) : On fera cependant attention au fait que, contrairement
au cas des schémas, la cohomologie d'un chamnp algébrique de type fim sur
un corps séparablement clos peut étre non nulle pour une infinité de degrés i.

Par exemple, si G est un groupe fini agissant trivialeiment sur un corps
séparablement clos k (de caractéristique inversible dans A), la cohomologie
lisse-étale de B(G/k) a valeur dans A coincide avec la cohomologie du groupe
fini G & valeurs dans A qui, mis & part le cas trivial ou Vordre de G est
inversible dans A, n’est pas bornée supérieureinent.

Par exemple encore, pour tout corps séparablement clos (de car-
actéristique inversible dans A), le A-module

H2(B(Gun i /k), A) = HY (P, A)
est libre de rang 1 et
HZH! (B(Gmyk/k)’ A) = (0),

quel que soit I'entier 4 > 0 (cf. [De 1] Preuve du théoréme (9.1.1)).

(18.4) Soit S un ftrait strictement local, i.e. le spectre d’nu anncau de
valuation discréte hensélien & corps résiduel séparablement clos. On note s le
point fermé de S, 7 son point générique et 7 un point géométrique localisé
en 7. On pose
I'=m(n,7) = Gal(x(7)/x()).

Si . est un S-champ algébrique, on note .#;, 4, et .45 les fibres du
morphisme structural .#" — S en s, 7 et 7 respectivement.

Si .7 est un faisceau lisse-étale de A-modules sur .4, on définit les
faisceauz de cycles proches

(18.4.1) RV, (F), ¢=0,
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sur la fibre spéciale .25 de .4 de la maniére suivante. On note
N .1 .
Hpe—— T —— A

les inclusions et
) 4 )
T Ay =y

la projection canonique, et on pose
RV, (7)) =i 'R, mea™tj L7

Les faisceanx de cycles proches ainst définis sont des faisceaux lisses-étales
de A-odudes cartésiens (cf. (18.2.2)). 1ls sout en outre naturellement munis
d'une action continue de I, i.c d'une action de I telle que, pour tout ouvert
lisse-Ctale aftiue (U,n) de .2;, T'action induite de I sur RV, (.7 )(U,u)
se factorise o travers un quotient Hni de I, et on a la suite spectrale de
Hoclischild-Serre

E3? = P (I,RIV, (F)) = i 'RPH,. 7.

Pour tout ouvert lisse-étale (U,u) de .#°, on a des isomorphismes
canoniques de faisceaux lisses-étales de A[l]-modules

(18.4.2) R, (T )ym & ROV, (Fw), 30,

ot les cycles proches du second membre sont ceux de ([SGA 7 1] XIII, 2.1)
et de ([SGA 43] [Thm. finitude], 3.1). Cela résulte essentiellement de ([SGA
4] XVI, 1.2) (cf. ([SGA 7 11] XII1, 2.1.7.2)).

En particulier, il résulte inmédiatement de ([SGA 43], [Thm. finitude],
3.2 ¢t 3.7) que :

THEOREME (18.4.3). — On suppose que le S-champ algébrique .4 est
localement de type fini sur S et que 7 est constructible. Alors les faisceaux de
cycles proches RN, (7)), ¢ > 0, sont des faisceauz lisses-étales de A-modules
constructables. De plus, leur formation est compatible auz changements de
traits strictement locaur 8" — S, O

En raisonuant comme dans ([SGA 43] [Thm. finitude], 3.10), on déduit de ce
théoreme que :

COROLLAIRE (18.4.4). -~ Si S est un schéma régulier de dimension 0 ou 1,
pour tout morphisme F' : & — .2 de S-champs algébrigues de type fini et
tout faisceau lisse-étale % de A-modules constructible sur 27, les faisceaus
RYF,%, g > 0, sont constructibles sur . 4", ]

(18.5) Soit F': 44 — .# un 1-morphisme de S-champs algébriques propre (cf.
(7.11)). Par analogic avec le cas des schémas on peut espérer que les images
directes supéricures par F d’un faisceau lisse-étale de A-modules constructible
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sont aussi constructibles et de formation compatible & tout changement de
base. Nous ne savons pas démontrer un tel énoncé. Néanmoins il n’est pas
difficile d’établir le résultat partiel suivant :

THEOREME (18.5.1). — Supposons que le 1-morphisme propre de S-champs
algébriques F : 4/ — .2 vérifie la condition (*) de (7.12). Alors, pour tout
faisceau lisse-étale de A-modules constructible ‘G sur Y, les faisceaus lisses-
étales de A-modules R'F.¢ sont eux aussi constructibles et de formation
compatible & tout changement de S-champ algébrique de base &7 — . 2",

Preuve : La question étant clairement locale au sens lisse sur A7, on pent
supposer qu’il existe un S-champ algébrique %/’ et un 1-morphistue propre
et surjectif B : 24" — 4/ tel que F o B : Y — A soit représentable.

Considérons alors le S-champ algébrique simplicial augmenté B, : 47 —
9/ associé a B et le morphisme F! = Fo B. : g/ — .2". Comme tout
morphisme propre et surjectif de schémas (ou d’espaces algébriques) est de
descente cohomologique universelle (cf. [De 1] 5.3.5), on a une suite spectrale
canonique de faisceaux lisses-étales

EY? =RY(F,).B,'¢ = RFTIF, %

On est donc ramené au cas d'un morphisme F : Y — & représentable ot
propre. Dans ce cas, le théoréme résulte de 1’énoncé analogue pour les espaces
algébriques (cf. [Ar 5] Ch. VII) et de I’assertion (i) du lemme (18.2.1y. O

(18.6) Pour tout S-espace algébrique X, notons
D(Xe, A)

la catégorie dérivée des complexes de faisceaux étales de A-modules swr X ot
Do(Xet, A)

sa sous-catégorie (strictement) pleine des complexes A faisceaux de cohormolo-
gie constructibles. Pour tout S-champ algébrique .%", notons

D(#",A)

la catégorie dérivée des complexes de faisceaux lisses-étales de A-modules
sur 2",

Deare (A, A)
sa sous-catégorie (strictement) pleine formée des complexes & faisceaux de
cohomologie cartésiens (cf. (12.10)) et

De(#, A)

la sous-catégorie (strictement) pleine de Deare(-27, A) formée des complexes
a faisceaux de cohomologie constructibles.



I est facile de voir que la sous-catégorie De(Xet,A) de D(Xe, A) et les
sous-catégories Dear (2, A) et Do(. 2", A) de D(#", A) sont épaisses (si deux
des sommets d’un triangle distingué sont dans la sous-catégorie, il en est de
méme du troisicme). Ce sont donc des sous-catégories triangulées.

Rappelons que, dans le cas ot le S-champ algébrique .#" est représentable
par un espace algébrique X, le foncteur de restriction du site lisse-étale de
A" au site étale de X induit une équivalence de catégories triangulées

Deart (£, A) -5 D(Xg, A)

(cf. (12.10.1)). Cette équivalence de catégories induit évidemment une
équivalence de catégories triangulées

DC(.}J,., A) = Dc(Xétv A)

Pour chaque expression a € {[a, +oof, +,] — o0,B], -, [a,b],b}, nous
utiliserons aussi les variantes habituelles

D (Xee, A) € D¥(Xesy A)

et
DE(#',A) € D& (', A) C D*(Z", A)

des catégories triangulées ci-dessus.
Soit F': 49/ — .%  un 1-morphismes de S-champs algébriques.
I résulte des définitions que le foncteur image inverse

F~1:D(&",A) — D(#,A)

envoie la sous-catégorie Doy (-#°,A) dans la sous-catégorie Deart (27, A) et
la sous-catégorie Do(.4", A) dans la sous-catégorie D2/, A).
1l résulte de (18.2.2) que le foncteur image directe

RFE,: DY (4/,A) —» D (2" A)

envoie la sous-catégorie DF, . (%4,A) dans la sous-catégorie DE (& A).
Si Pon suppose de plus que S est le spectre d’un corps k et que .#" et /4
sont de type fini sur k, il résulte de (18.3.2) que ce foncteur image directe

envoie la sous-catégorie DF (44, A) dans la sous-catégorie DF (47, A).

(18.7) On aimerait compléter le formalisme de la section précédente en un
forntalisme des «six opérations» A la Grothendieck, analogue & celui dont on
dispose pour les schémas. Ceci ne semble pas possible en général. Cependant,
st k est un corps algébriquement clos de caractéristique 0 ou de caractéristique
p > 0 inversible dans A, Bernstein et Lunts (cf. [Ber-Lu]) ont construit, pour
chaque schéma X de type fini sur & et chaque groupe algébrique linéaire G
sur k agissant sur X, une catégorie dérivée G-équivariante

DE(X,A)

et ils ont établi un formalisme (partiel) des «six opérations» & la Grothendieck
entre ces catégories dérivées équivariantes. Ils ont aussi montré que les
catégories triangulées DE(X,A) et D} ([X/G],A) sont équivalentes (cf.
Appendice B, ala fin du chapitre 2 de loc. cit.).

Leur construction est fondée sur une propriété remarquable des k-chamnps
de la forme .4 = [X/G] avec G linéaire (cf. (18.7.5) ci-dessous) : ces k-
champs admettent, pour chaque entier n > 0, une présentation P: X — .&°
qui est universellement n-acyclique (relativement & A) au sens de la définition

suivante.

DEFINITION (18.7.1). — Un l-morphisme représentable F' : ¢/ — .4 de
S-champs algébriques est dit universellement n-acyclique (relativement a A)
si, pour tout U € ob (AHf/S), tout ¢ € ob. &y el toul faisceau étale .7 de
A-modules sur U, la fléche d’adjonction

F = R(fu)fi T
est un tsomorphisme et on a
R (fo)fi' # = (0)

pouri=1,...,n, ot
Jo UXppp ¥ —U

est la premiére projection canonique.

On renvoie & ([SGA 4] XVI, 1) pour les propriétés de base des morphisines
universellement acycliques entre schémas. On laisse au lecteur le soin de
les étendre aux morphismes entre espaces algébriques ¢t aux 1-morphismes
représentables entre S-champs algébriques. En particulicr, il est facile de
vérifier que :

¢ le composé de deux 1-morphismes représentables et universellement n-
acycliques est encore universellement n-acyclique;

e tout l-morphisme déduit par changement de base d’un 1-morphisine
représentable et universellement n-acyclique est aussi (représentable et)
universellement n-acyclique; ’

e pour un l-morphisme représentable F': ¢/ — &, la propriété d’étre
universellement n-acyclique est locale pour la topologie lisse sur .2 ",

La propriété suivante des morphismes universellement acycliques est la
clé des constructions de Bernstein et Lunts.

PROPOSITION (18.7.2). — Soient F' : 9/ — & un l-morphisme
représentable de S-champs algébriques et [a,b] C Z un intervalle. Supposons
que F' soit universellement (b — a)-acyclique. Alors :
(1) le foncteur
F~: DE(,A) - Dy, )

cart
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. . 7y o . . a,b >
est pleinement fidéle, et donc une équivalence de catégories de Dgart] (&, A)
sur son tmage essentielle, notée

DL (S, M);

cart

un quasi-inverse du foncteur F~1 est donné par la restriction du foncteur

<o o RE. : DI, 8) — DI, A)

cart

a cette image essentielle ;
(ii) un triangle de D(['il[:] (-2, A) est distingué si et seulement si son image
par 71 Uest dans D([_:‘,_I;]( 2w, A); .
(iit) DI 21 A) est une sous-catégorie épaisse de DLtpr A) et

stable par facteur direct.

Preuve : Si.4" et 4/ sont des schémas, ce n’est autre que la proposition de la
section 1.9.2 de [Ber-Lu] et une démonstration en est donnée dans I'appendice
A2 an chapitre 1 de loc. cit.. Le cas général se démontre de maniére similaire.

O

Fixons de plus une présentation P : X — .4 de .#". Posons ¥ =
Y xpap X et notons Q 0 Y — #/ et f: Y — X les deux projections
canoniques, de sorte que 'on a un carré cartésien

Y —f—+ X
Ql [} lP

Considérons alors la catégorie DI*P(F, P; A) des triplets
(K,L,a)
olt K est un objet de DI®M(X¢, A), L est un objet de DL‘;}?(IV/,A) et a est

un isomorphisnie
a:f1K " Lyg

dans D[”v"](Y(,,'.A). Cette catégorie est munie d’une structure de catégorie
triangulée induite par celles de DT X, A) et de Dt[;ﬁ](’//, A) (les foncteurs

1 et (). sont exacts) et d'un foncteur exact

DR (4, A) — DR, P A)
qui envoic le complexe K sur le triplet
(Kx,p,F 'K, can)

oli can : f™1(Kx p) = (F~1K)y,g est isomorphisme canonique.
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COROLLAIRE (18.7.3). — Supposons de nouveau que F soit universellement
(b — a)-acyclique. Alors le foncteur

DI Ay — DlEN(F, P A)

cart

ci-dessus est une équivalence de catégories triangulées, qui admet comme
quasi-inverse le foncteur

(K,L,a) — 7<zRF.L.
Preuve : Cet énoncé est essentiellement démontré dans [Ber-Lul. ]

Le cas particulier le plus utile de ce corollaire est le cas o1 4/ est lui-méme un
S-espace algébrique. Dans ce cas D1a?] (F, P; A) est équivalente a la catégorie
des triplets

(K,L,a)

ot K est un objet de D[®?l(X,,, A), L est un objet de DI®®( 24, A) et o est
un isomorphisme
a: fTIK S QL
dans D®%(Yg, A). Par exemple, si la présentation P : X — &' de .Z" est
(b—a)-acyclique, on peut prendre pour 1-morphisme F cette présentation P
et la catégorie triangulée Dﬁ;bt] (&', A) est donc équivalente & la catégoric des
triplets
(Kl, K2, a)

ot K1 et K sont des objets de Dla?] (Xet, A) et o est un isomorphisme
a:pritKy = pry K,

dans D[“*b]((X Xp.u,p X )et, A), ol bien entendu pry,pry : X xp 4 p X — X
sont les deux projections canoniques.

On laisse au lecteur le soin de formuler et de vérifier la variante évidente
du corollaire, et de son cas particulier ci-dessus, ofi 'on impose de plus aux
complexes d’étre a cohomologie constructible.

DEFINITION (18.7.4). -~ Nous dirons qu’un S-champ algébrique 2" est
faiblement de Bernstein-Lunts (relativement ¢ A) si, pour tout entier n > 0,
il admet une présentation P : X — & qui est universellement n-acyclique
(relativernent a A ).

Nous dirons qu’un S-champ algébrique . &' est de Berustein-Lunts (rela-
tivement & A) si, pour tout entier n > 0, il admel une présentation de type
fini P : X — .2 qui est universellement n-acyclique (relalivernent & A) et
dont ’espace total X est séparé sur S.

LEMME (18.7.5). — Soient G un S-schéma en groupes et X un S-espace
algébrique muni d’une action de G. On suppose que G est plat el localernent



de présendation finie sur S, et qu’il existe un fibré vectoriel & sur S (un
g-Module localement libre de rang fini) tel que G soit isomorphe & un sous-
S-schéma en groupes fermé du S-schéma Auty /5 des automorphismes de & .

Alors le S-chamnp quotient [X/G] est faiblement de Bernstein-Lunts, et si
de plus X est séparé sur S, [X/G] est de Bernstein-Lunts.

Preuve : Voir ([Ber-Lu] 3.1). Fixons un fibré vectoriel & comme dans ’énoncé.
Pour chaque entier n > 0, considérons le S-schéma M,, des morphismes ¢~g-
lincaires de ¢¢ dans ¢ @ J (qui est un fibré vectoriel sur ) et son sous-
schiéma ouvert My, formé des morphismes de rang maximal (égal au rang de
#). Le S-schéma en groupes Auty g (et donc aussi G) agit librement sur
M?, par composition a droite. Considérons alors Iaction

(9, (m,z)) = (mg™*, gz)
de G sur M;, xg X . Elle est encore libre, en ce sens que le morphisme diagonal
G xg (M; xg X)— (M; xg X) xg (M7 xg X),

est ull imonomorphisine (c’est une immersion, et méme une immersion fermée
si X est séparé sur §). D’aprés (10.4) le quotient

Xn =M x¢ X = (M2 x5 X)/CG
cst un S-espace algébrique, séparé sur S si X V’est. Notons
P, X, - [X/G|=%&

la projection canonique. Vérifions que P,, est une présentation de type fini et
universclement n-acyclique de 2.
Par construction on a un diagramme a carrés cartésiens

I\/I‘:l — M xg X — X,

| o | o e

S X AR

Il suffit done de vérifier que le morphisme canonique M — S est lisse,
surjectif, de type fini et universellement n-acyclique. Or c’est le cas pour le
morphisiie canonique M,, — S puisque M,, est un fibré vectoriel sur S, et
d’autre part le fermé complémentaire de My, dans M,, est de codimension
> % dans chaque fibre, ce qui entraine que si j : M2 < M,, est Vinclusion
et si.7 est un faisceau étale sur M,, provenant de S on a . % — j,j L F
et R%,.7 = (0)si 0 < i <n+2 (cf. ([SGA 41] [Cycle], 2.2.8)). O

Remarque (18.7.6) : Si G est un S-schéma en groupes fini localement libre
et si & est le fibré vectoriel sous-jacent a la ¢%s-Algebre affine de G, l’action

A

naturelle de G sur & définit un plongement de G comine sous-S-schéima en
groupes fermé de Auty 5. Il est donc raisonuable de penser que tous les
S-champs de Deligne-Mumford séparés sont de Bernstein- Lunts.

(18.8) Si S est nocthéricn et séparé, on pent espérer établir un formalisnie des
¢six opérations» & la Grothendieck pour les S-champs algébriques de type
fini et de Bernstein-Lunts, et les T-morphismes eutre conx-¢i. Nous allons
illustrer ce propos par quelques constructions inspirées de constructions de
Bernstein et Lunts, et de Drinfeld.

Tout d’abord, considérons un l-muorphisme F' : 24 — .24 représentable,
séparé et de type fini, ot .&" est un S-champ algébrique de Bernstein-
Lunts. Alors, %/ est aussi un S-champ algébrique de Bernstein-Lunts et
si, pour un entier n > 0, P : X — £ est une préscutation séparée,
de type fini et universellement n-acyclique de ., la projection canonique
Q:Y =X Xp yr ¢4 — ¢ enest une de 2/. Construisons un foncteur

(18.8.1) RF : D2(9/,A) — DP(." A)

qui coincide avec le foncteur «image directe & supports propres» dans le
cas ou .4, et donc aussi 47, est un espace algébrique. Nous noterons d
un majorant de la dimoension des fibres géomdétriques de F et. pour chaque
intervalle [u,b] C Z et chaque présentation P : X — .2 de .20 qui est
universellement (b — a + 2d)-acyclique et dont espace total X cst séparé et
de type fini sur S, nous nous contenterons de construire un foneteur

RE : DI (g7, A) — DI (47, )

qui dépend de [a,b] et de P (nous laissons au lectewr le soin d’achever la
construction de RFy). Soit donc L un objet de D([.”"b]( ¢, A). Dapres la
variante constructible de (18.7.3), la donnée de L est équivalente & la donnée
d’un triplet (L1, Lo, 8) ou Ly et Ly sont des objets de D([»,”‘b](Y},t,A) et on
B:pri Ly 5 prytLy est un isomorphisme dans D([,“’b]((Y X, 0 Y)ew, A).
Les complexes RfiL; et RfiLy sont d’amplitude cohomologique contenue
dans Dintervalle [a,b + 2d] (cf. ([SGA 4] XVII, 5.2.8.1)). On définit alors
RFL comme Vobjet de DL“’HQd](.}f', A) qui correspoud au triplet

(ngLl, R‘fng, (X)

ou f:Y = X xppr ¥/ — X est la projection canonique et ot « est
I'isomorphisme composé
. N 1. RUXADB T

pri RALL ER(f X o fhipry Ly ————R(f X » f)ipry 'Ly = pry 'R fiLs
le premier et le troisiéme isomorphismes étant les isomorphismes de change-
ment de base (cf. ([SGA 4] XVII, 5.2.6)).

Considérons un S-champ algébrique ..2" de type fini et de Bernstein-Lunts
et son morphisme structural A : . %" — S. Construisons un complexe
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(18.8.2) A'A € ob DF (A, A)

qui coincide avee le complexe «image inverse extraordinaire du faisceau
coustant A» dans le cas ol .#" est un espace algébrique. Soit d € Z
un majorant de la dimension des fibres géométriques de A. Nous nous
contenterons de construire pour chaque cntier n > 0 et chaque présentation
P: X — .2 qui st de type fini, universellement n-acyclique et dont I'espace
total X est séparé sur S, un complexe

Ten_2aA'A € ob DI724n=2d1( " A).

On peut évidemnent supposer .£° connexe (non vide), de sorte que toutes
les fibres géométriques de P, qui sont automatiquement connexes puisque
P est nniversellement 0-acyclique par hypothése, sont de inéme dimension
e. Notons @ = Ao P : X — § le morphisme structural et considérons le
complexe
a'A € ob D[72d+e) ool x A)

(les dimensions des fibres géométriques de a sont majorées par d +e). Si 2"
était un cspace algébrique, on aurait

a'A = P'A'A = P71 A'A[2¢)(e)

puisquie P est lisse purement de dimension relative e (cf. ([SGA 4] XVIII,
3.2.5)), et douc on aurait

] — !
Tan-2(d+e)d A = PN 1<n_24A'A)[2€](€).
N s s P 1 {—2d,n—2d] .
Ceci suggere de définir 7<p_24A4°A comine le complexe de D¢ (&, A)
quid correspond au triplet

(K1, Iy, a) € D=2 (p_p. A)

Iy = K3 = (T<n-2(dare)a@' A)[—2¢}(—e)

et ol

a:pri 'K 2 pryt Ko
est, au décalage [—4e] et & la torsion & la Tate (—2e) pres, le tronqué
T<n—2(d+2e) tle Pisomorphisme canonique

pria'A = pria'A.

Supposons de plus que S soit séparé, noethérien et régulier de dimension
0 on 1 et powr siimplifier que A soit un corps. Pour tout S-schéma de type
{ini ¥, de morphisme structural b: Y — S, le complexe b'A est borné et est,
d'apres Deligne (of. ([SGA 44] [Th. Finitude], 4.3)), un complexe dualisant
pour Y. En particulier, si I'on prend pour Y P'espace total d’unc présentation
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Q:Y — & de type fini de .&", on voit que A'A est borné supéricurement,
et donc borné, puisque

QAN = Q'A'A[-2f)(~f) = b'A[-2f)(~f)

Vest (on a noté f : Y — Z la fonction localement constante «dimension
relative de @»). Par suite, si I'on pose

K =AA
on peut former le foncteur
Dy (=) = R#om(—, K y) : DE (A", A)°PP — DP(.2°, A).
THEOREME (18.8.3). — Le morphisme canonique de foncleurs
Id =D, oD,

est un isomorphisme.

Preuve : Fixons un objet K de D2 (%", A). Il existe un intervalle [a, b} C Z tel
que les complexes K -, K, D (K) et D_y(D.»(K)) soient tous des objets
de la sous-catégorie plkY (&', A) de D2(.Z", A). Choisissons unc présentation
P : X — .2 de type fini, universellement (b — a)-acyclique ct telle que X
soit séparé sur S. Alors, on a

P—I(D.;r,~(D.z'(K))) [ DX(Dx(P_IK))

et I'assertion & démontrer se rameéne & 1'énoncé de bidualité de Deligne (cf.
([SGA 43] [Th. Finitude], 4.3)). O

Considérons toujours un S-champ algébrique .2 de type fini et de Bernstein-
Lunts, de morphisme structural A : .2" — S. Construisons un foncteur

(18.8.4) RA;: D2(#° A) — DI (S, A)

qui coincide avec le foncteur «image directe & supports propresy dans le cas
ou .4 est un espace algébrique. Nous noterons d € Z un majorant dc la
dimension des fibres géométriques de A. Nous nous contenterons de d¢finir,
pour chaque intervalle [a,b] C Z, chaque entier n > 0, chaque présentation
P :X — .2 quiest de type fini, universellement (b — a + n)-acyclique et
dont I'espace total est séparé sur S, et chaque objet K de DI*® (4 A), le
complexe
T>at2d-nRAUK € ob Dlet2d-mb+2d](g Ay

On peut comme précédemment supposer .2 counexe (non vide), de sorte
que toutes les fibres géométriques de P sont de méme dimension ¢. Notons
a=AoP:X — §le morphisme structural de X. On dispose du foncteur



Ray : DY (X, A) — Dl»b+2(d+el (g Ay

(cf. ([SGA 4] XVII, 5.2.8.1)). Supposons tout d’abord que & soit un espace
algébrique. Dans ce cas, on a

Ra,P~}(~) = RARPP (=) = RA((~)8ARAA)

(cf. {([SGA 4] XVII, 5.2.9)). Mais P étant séparé, de type fini et universelle-
ment (b— a+ n)-acyclique, pour tout point géométrique € de ., la fibre Xe
de P en £ est un espace algébrique séparé, de type fini et (b—a+n)-acyclique
de dimension ¢ sur un corps algébriquement clos, de sorte que, par dualité
de Poincaré (c¢f. ([SGA 4] XVIII, 3.2.5)), on a

RFC(XQ, A) = RHOmA(RF(Xg, A), A)[—QC](—C)

et donc
II}':(XE,A):{(O) sii=2—(b—a+n),...,2e—1,
A(—e) sii=2e
Par suite, le morphisme canonique
T>2e—(b—at+n) RPIA — A[—2¢](—e€)
est un isomorphisme. D’autre part, comme
RY A% (K) = (0)
pour tous entiers j > 2d + 1 et k, on déduit du triangle distingué
RA|(7<o42e-n-1RPPT'K) » RaP7 'K — RA(T>042e-nRAPT'K) —
un isomorphisme canonique
T>at2(dte)-n RGP K 5 750 0t e)-nRA(To 04 2e-n REP K.
Mais il est facile de vérifier que le morphisme canonique
RPA — T>(at2¢-n)-sRPIA
induit un isomorphisme
Tarze-n(KEARPA) “ Taai2e n(KBATs (o420 RAA),
et donc un isomorphisme
To042e-n(RAPTIE) =5 Tsa190-n (K[ —2€](—e)) = K(—2e](—e).
Par suite, si .4 est un espace algébrique, on a un isomorphisme canonique
T>at2(dte)-n(RAPTE) = (T>at2d-nRAIK)[~2¢](—€).

Ce résultat impose la définition suivante du complexe Tea+2d—nRAIK pour
un champ algébrique .4 arbitraire :

Toat+2d-nRAIK = (T3042(a4e)—n(RaPTK))[2€](e).

19. Quelques prolongements

Nous n’avons pu inclure dans ce livre un certain nombre de prolongeinents de
la théorie des champs algébriques. Dans ce chapitre nous almerions cependant
convaincre le lecteur de leur importance en énoncant quelgues résultats parmi
les plus significatifs et en renvoyant a leurs auteurs pour plus de détails et
pour les démonstrations.

THEOREME (19.1) (Kcel, Mori). — Supposons que S soit localement
noethérien et soit &' un S-champ algébrique de type fini.

Si, pour tout U € ob (Aff/S) et tout x € ob. 2y, le U-espace algébrique
en groupes .7som(z,z) est fini, il exriste un S-espace algébrique de type fini
X et un 1-morphisme de S-champs .2 — X qui est universel pour les 1-
morphismes de & vers les S-espaces algébriques. En outre, pour tout point
géométrique 3 : Spec(k) — S, le 1-morphisme .&" — X induit unc bijection
entre l'ensemble des classes d’isomorphie d’objets de la catégorie 'Zépec(—};) et
Uensemble des k-points de X au-dessus de 3.

Si, pour tout U € ob (Aff/S) et tous =,y € ob .2y, le U-espace algébrique
Tsom(z,y) est fini (par exemple si A" est un S-champ de Deligne-Mumford
séparé), clors le S-espace algébrigue X ci-dessus est séparé.

Preyve : Voir ([De-Ra} Ch. I, §8) et ([Ke-Mo] Corollary 1.3). O

(19.2) La théorie de Mumford fowrnit d’autres excmples de champs
algébriques qui admettent un 1-morplisme universel pour les l-imorphismes
vers les S-espaces algébriques.

Si X est un schéma de type fini sur un corps k, tuni d’une action d’un
schéma en groupes réductif G sur k, et si L est un ¢“x-Module inversible
G-linéarisé, Mumford (cf. [Mu-Fo]) définit deux ouverts

X*(LycXx®L)ycXx
et montre que le k-champ quotient
o = [X™(L)/G/k]

admet un l-morphisme ¢ : % — Y vers un k-schéma quasi-projectif Y
qui, entre autres, est universel pour les l-morphismes de &/ vers les k-
schémas (un «quotient catégorique» dans la terminologie de loc. cit.). Les



194 19. Quelques prolongements

fibres géométriques de g contiennent en général plusieurs points, mais dont
un senl est fermé. Mumford montre de plus que le sous-champ ouvert

= [X(L)/G/K € %

a pour image par ¢ un ouvert V ode Y et que la restriction #° — V de
q est universelle pour les l-morphismes vers les k-schémas et induit une
bijection de Pensemble des classes d'isomorphie de points géométriques de
7 " sur 'enscible des points géométriques de V (nn «quotient géométrique »
dans la terminologic de loc. cit.).

Si X est un h-schéma, affine ot L = ¢k avee sa linéarisation naturelle, on
a X¥(L) = X ot X*:= X3(L) C X est la réunion des ouverts affines U C X
qui sont G-stables ct sur lesquels Paction de G est fermée.

Everiple (19.2.1) : Si g = gl,,, ;. cst le k-schéma affine des inatrices m xm, muni
de Paction par conjugaison dn k-schiéma en groupes réductif G = GL,, 1, le k-
champ 27 = [g/G/k] considéré en (11.17) admet comme quotient catégorique
le b(,h(‘nm alline Y des polyndmes umitaires de degré m dans k[T] et le
Frworphisie ¢ est induit par le k-morphisme «polyndme caractéristique
de g s Y. Clhagne fibre géométrique de ¢ est une réunion finie d’orbites
dont une seule est fermée, & savoir 'imique orbite semi-simple ayant pour
polynome caractéristiqne le polyndme considéré. De plus, Pouvert g* C gn’est
autre que Uouvert des éléments réguliers semi-simples (i.e. dont le polynéme
caractéristique est séparable).

Lremple (19.2.2) © Si (7 est une conrbe projective. lisse et géométriquement
connexe sur un corps k et 51,47 est le k-champ algébrique des Gbrés vectoriels
s ¢ Seshadri a montré. a Paide de la théorie de Mumford (cf. par exemple
[Se]). que Vouvert . de .2 formé des fibrés semi-stables, admet un 1-
morphisme p 1 .25™ — X qui est universel pour les 1-morphismes vers les
k-schémas. Le A-schéma X* est somme de k-schémas projectifs et les fibres
de p sont les classes de S-équivalence (deux fibrés vectoriels semni-stables sont
dits S-éepiivalents si lenrs semi-simplifiés sont isomorphes). De plus, Seshadri
a montré que limage par p du sons-champ ouvert .4 C .2 des fibrés
stables est un onvert X¥ de X™ et que la restriction .2 — X% de p est
universelle pour les 1-morphismes vers les k-schémas et induit une bijection
de Pensemble des classes d’isomorphie de poiuts géométriques de .2 sur
I'enscemble des poiuts géométriques de X,

Question (19.2.3) : Pour un champ algébrique arbitraire, peut-on définir
des notions de stabilité et de scmi-stabilité qui incluraient les exemples
précédents ?

(19.3) Soient X un schéma séparé ct de type fini sur un corps fini k =F, &
g dléments, & une cloture algébrique de & et £ un nombre premier distinct de
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la caractéristique de k. La formule des traces de Grothendieck (cf. [Gr 4]) est
I'égalité

D (=1)"Tx(Frobg, H2 (k @k X, Qy)) = |X (k)|

n>0
ou Froby est 'endomorphisme de Frobenius géométrique (relativement A k),
agissant par transport de structurc sur la cohomologie f-adique & supports
propres. Si X est de plus lisse sur k, purement de dimension d, on a

HE (k @ X, Q) = Homg, (H*"(k @ X, Qy), Q)

et la formule des traces peut se rééerire sous la forme suivante :

d% 1" Tr(®q, H™(k ®% X, Q¢)) = | X (k)]

ot &, est I’endomorphisme de Frobenius arithmélique (velativement & k),
agissant par transport de structure sur la cohomologie L-adique. Cette
derniere formule vaut encore si X est un k-cspace algébrique lisse de type
fini. purement de dimension d, arbitraire (en particulicr, non nécessaireinent
séparé, cf. [Be] 2.2.3).

La conjecture suivante est due & Behrend (cf. [Bc]) :

CONJECTURE (19.3.1). — Soit .2 un chamyp olgébrique de type fini et lissc,
purement de dimension relative d, sur k. Alors

¢ (1) (@0, B (F @k - 27, Q) = > m
I3 S

n>0

0t & parcourt un systéme de représentants des classes d’isomorphic d’objcts
de la catégorie fibre .2 (k) 1= . &3pec (ky et ou, pour chaque objel € de .2 (k),
Aut() est le groupe des automorphismes de ¢ (qui est automatiquement fini,
car c’est le groupe des k-points du k-schéma en groupes de type fini. Zut(§)).

Ezemple (19.3.2) : Considérons le champ classifiant .2 = B(Gui/k). S

cohomologie f-adique est donnée par (cf. [De 1] Prenve du théordme (9.1. 1))

_ Q¢(—%) sine?2N,

H™(k @k 47", Qe) = 2o
)} sinon,

de sorte que le premier membre de la formule des traces est ¢gal A la séric

géométrique
-1 _
q E q
m>0

Dans la catégoric .4 (k). il n’y a qu'une seule classe d’isomorphic d’objets, a
savoir celle du torseur trivial, et le groupe des automorphismes de cot ()bJet
est k™, de sorte que le second membre de la formule des traces ost cgal &



1

q—1
Si I'on somme formellement, ou dans C, la série géométrique ci-dessus on
trouve bien ’égalité
1
-1 —m
m>0 q- 1

voulue.

Remarques (19.3.3) : (i) La cohomologie ¢-adique est obtenue par passage &
la limite projective

H™(k @, 4, Q) = Q¢ ®z, (lim H*(k @ &, Z/(™Z)).

m>1

(ii) La convergence du premier membre pose probléme et fait partie
de Pénoncé de la conjecture. Elle peut se comprendre soit comme une
convergence formelle, soit comme une convergence dans C apres avoir choisi
un plongement de Qp dans C.

THEOREME (19.3.4) (Behrend). — La conjecture (19.3.1) est vérifiée dans les
deuz cas suivants :
(1) .2 = [X/C)] o0 X est un espace algébrique séparé, lisse et de type fini
sur k, muni d’une action d’un k-schéma en groupes affine et lisse sur k;
(i) .2 est un champ de Deligne-Mumford.

(19.4) Gillet (cf. [Gi]) et Vistoli (cf. [Vi]) ont défini les groupes de Chow
d’un champ de Deligne-Mumford de type fini sur un corps. Toen (cf. [To]) a
établi un théoréeme de Riemann-Roch pour de tels champs. Edidin et Graham
(cf. [Ed-Gr]) ont développé une théorie d’intersection équivariante pour les
actions de groupes algébriques sur les schémas.

(19.5) Simpson propose dans [Si] une notion de n-champ algébrique (ou « géo-
métrique») de type fini sur un corps, en supposant que l'on dispose d’une
bonne notion de n-catégorie.

A. Appendice :
compléments sur les espaces algébriques

On rappelle qu’un morphisme f: X — Y d’espaces algébriques est dit :

— sépar€ si le morphisme diagonal Ax/y : X — X xy X est une inunersion
fermée;

— propre 8’il est séparé, de type fini et universcllement fermé;

— fini s'il est affine et si, pour tout ¥-schéma Y, le wmorphisime (de schémas)
f' X' - Y’ déduit de f par changement de base est fini: ou, de facon
équivalente, si X est Y-isomorphc au spectre d’une @y -Algebre quasi-
cohérente et finie;

— quasi-fini s’il est de type fini et localement quasi-{ini (cette dernicre notion,
étant locale a la source, se déduit du cas des schéinas) ;

— de Stein 'l est quasi-compact et séparé ot si Cy -~ fu.Cx par le
morphisme naturel.

LEMME (A.1). — Soientw: Z — Y et f: Y — X dewr morphisnies d’espaces
algébriques. On suppose que f est séparé, gue fon est fini, et que w est étale,
surjectif et de présentation finie. Alors f est fini (et en particulier affine).

Preuve : La question étant locale sur X, nous supposerons X (ct done Z)
affine. On sait (cf. [Kn] 11, 1.3) que Y, vu comme faiscean sur (Sch/X) (ou
sur (Aff/S)), s’identifie au quotient de Z par la relation d’équivalence Z Xy Z
(vue comme sous-schéma de Z xx Z). Or cette relation est étale et de plus
finie car Z xy Z s’identifie & un fermé de Z X x Z lequel est fini sur Z.
Donc la relation d’équivalence Z xy Z est finic localement libre de sorte que
d’aprés ([SGA 3] V, 4.1), YV est un X-schéma affine et m est fini localement
libre. Posons X = Spec(A4), Y = Spec(B), Z = Spee(C), de sorte que C
est un B-module localement libre de type fini et partout de rang > 0, et
un A-module de type fini. Il est facile de voir que f est fini dans le cas ol
C est libre sur B : en effet, B est alors isomorphe a un A-module quotient
de C. Pour se ramener a ce cas, on peut supposer que le rang de C sur B
est constant {quitte & décomposer Y en somme de sous-schémas), et de plus
on remarque que f est, comme o f, & fibres finies, de sorte que si p € X,
Panneau B, = B ®4 A, est semi-local et que Cp est libre sur B,. Ou en
déduit qu'il existe s € A — p tel que C[s™!] soit libre sur Bs™!], d’'oti la
conclusion puisque la question est encore locale sur X.
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Le théoreme suivant généralise ([EGA] IV, 18.12.12) et ([Kn] II, 6.15) qui
traitent respectivement le cas des schémmas ot celui des morphismes de
présentation finie :

THEOREME (A.2). - Soit f: Y — X un morphisme d’espaces algébriques.
On suppose. que [ est séparé et quasi-fini. Alors f est quasi-affine.

En particulier, tout morphisme séparé et localement quasi-fini d ‘espaces
algébrigues est schématique.

Preuve : la question ¢tant locale sur X, nous pouvons supposer X affine;
d’autre part nous pouvons le remplacer par Spec(f, y) ce qui nous ramene
aw cas on f est de Stein.

Comme f est quasi-fini, il existe un X-schéma Z, que I'on peut supposer
affine. et an morphisie étale, séparé ct swijectif 7 : Z — Y tel que le
composé fom : Z — X soit quasi-fini. Soit z un point de X. D’aprés ([ECA]
IV, 18.12.3). on peut supposer, aprés passage & un voisinage étale de z, qu’il
existe mne décomposition de Z en somune de denx soug-schémas Zy et Zy
tels que Z soit fini sur X ot que la fibre de Zy an dessns de 2 soit vide.
Comme 7 est ¢tale done ouvert, w(Z1) = Y7 est un sous-espace ouvert de
Yoot il est aussi formé car Yoest séparé et Z, fini, done propre, sur X. On a
done e décomposition de ¥ en somme de denx sous-cspaces Yy et Y. qui
correspond a mne décomposition de f,%y en produit de deux x-Algobroes.
Comme f est de Stein, on en déduit nne décomposition de X en somme de
denx sous-schiémas X, et Xy avec f(Y:) € X; et x € X1. Quitte & restreindre
X nous pouvons done supposer que Y = Yy qui d’aprés (A.1) est fini sur X,
cafd.

La dernitre assertion de I'énoncé s’en déduit en remarquant que tout
espace algébrique est réunion filtrante d’ouverts quasi-compacts. O

Ce théortane a de nombreuses conséquences utiles, voir ([EGA] 1V, §18.12)
dans le cas des schémas. Citons celles-ci

COROLLAIRE (A.2.1). - Soit [: X — Y un morphisme séparé et quasi-fini
d’espaces algébrigues. Pour que f soit fini, il faut et il suffit qu’il soit propre
{i.e. universellement fermé, puisqu’il est de type fini et séparé).

Preuve : La question étant locale sur Y, on peut supposer que Y est un
schéma: dans ce cas, d'aprés (A.2), X est aussi un schéma, ot Pon invoque

([EGA] 1V, 18.12.4). 0

COROLLAIRE (A.2.2). — Soit f : X — Y un monomorphisme de type fini
d’espaces algébriques. Alors :

(a) f est quasi-affine ;

(b) pour que f soit propre (i.e. universellement fermé), il faut et il suffit
qu'il soit une immersion fermée.
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Preuve : (a) est un cas particulier de (A.2); pour (b), on sc raméne au cas
des schémas comme dans la preuve de (A.2.1), et 'on invoque ([EGA] 1V,
18.12.6) (ou bien I'on déduit le résultat directement de (A.2.1)). ]

PROPOSITION (A.3) (critere valuatif de séparation). — Soit f : X — Y un
morphisine d’espaces algébriques. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) f est séparé;

(i) le morphisme diagonal Axsy + X xy X est propre;

(ili) pour tout anmeau de valuation A, de corps des fractions K,
Vapplication naturelle X (A) — X(K) Xy () Y (A) est injective.

De plus, on peut se limiter dans (iii) auz anncaux de valuation complets
& corps résiduel algébriguement clos et méme, siY est localement nocthérien
et [ de tye fini, aur anneaur de valuation discrete complets o corps résiducl
algébriguement clos.

Prewve : L'équivalence de (i) et (ii) résulte des définitions et de (| SGA] TV,
18.12.6) (on n'a pas besoin de (A.2.2) ici puisque Ax/y est représentable aun
sens des schénuas) ; celle de (i) et (iii). de méne que los compléments donnés
& la fin de énoncé, est conséquence immédiate du critére valuatif de propreté
pour les morphismes de schémas de ([EGA] 11, 7.3.8). i

THEOREME (A.4). — Soit X un S-espace algébrique. Alors X est un Saiscean
pour la topologie fpqc sur (Aff/S) (et a fortiori un faisccau [ppf).

Preuve : 11 s’agit de voir que pour tout morphisme fidélement plat U’ — U
dans (Aff/5), la suite naturelle d’ensembles

Hom (U, X) — Hom (U’, X) == Hom(U’ xy U’, X)

est exacte. L’injectivité résulte aisément du fait que le morphisme diagonal
de X dans X xg X est un monomorphisme schématique ct du théoréme de
descente fpqc pour les morphismes de schémas (en d’autres termes, X cst
d¢ja un préfaiscean séparé pour la topologie fpqc).

Remarquons ensuite que dans la suite ci-dessus, U, U’ ot U’ x¢ U’ sont
quasi-compacts et que X est réunion d’ouverts quasi-compacts de sorte (que
uous pouvons supposcr gue X est quasi-compact. Choisissons alors nn schéina,
affine X et un morphisme 7 : Xg — X, étale et surjectif. Notons (e T est
automatiquement séparé et quasi-fini done quasi-affine d’apres (A.2).

Introduisons enfin le faisceau fpqe X associé & X, et notons ¢g: XX
le morphisme canonique, vu comme morphisme dans (Es/S)a,. Le fait que
X soit séparé pour la topologie fpqc signifie que ¢ est un mounomorphisine,
et il reste & voir que c’est un épimorphisme. Il suffit pour cela de voir que
gom: Xg— X est un épimorphisme, ce qui sera certainement le cas si nous
montrons qu’il est schématique, quasi-affine, étale ct surjectif; noter que =
posseéde ces propriétés.



Soient donc U € ob(Aff/S) et z € X(U). Il s’agit de voir que Ux _ % gor X0
(qui a priori est seulement un faisceau fpqce) est un U-schéma quasi-affine,
Male et surjectif sur U. Mais cette question est locale sur U au sens fpqc
(descente de schémas quasi-affines, ([SGA 1] VIIIL, 7.9) de sorte que nous
pouvons remplacer U par un U-schéma affine U’ fidélement plat sur U. En
particulier nous pouvons supposer, par coustruction du faisceau associé a4 un
préfaisceau, que x € X (U) se reléve en 2/ € X (U). Dans ce cas, comme ¢
¢st un monomorphisme on a U X o % gor Xo = U %z x,n Xo et la conclusion
résulte des propriétés de . 0
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