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Prefacio.

Estas notas surgieron originalmente como notas para un minicurso sobre teoria de
Hodge, el cual formaria parte de una escuela de Geometria Algebraica. Por diversas
razones el texto no llegd a publicarse, pero hizo surgir en mi la idea de enriquecerlas,
incorporando mas material y algunos ejercicios. Posteriormente, a consecuencia de
algunos seminarios que se tuvieron en el CIMAT, decidi ampliar las miras y tomar
las notas iniciales como un pretexto para hablar no sélo de la teoria de Hodge y la
teoria de Hodge mixta, sino como un curso introductorio a la teoria de Mdédulos de
Hodge mixtos, desarrollada por M. Saito. En particular, esto me permite revisar la
teoria de D-Modulos y contemplar bajo su lupa algunos trabajos relacionados con
ciclos algebraicos.

Espero haber alcanzado el objetivo.
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Introduccion

El hombre siempre ha querido entender el mundo, explorandolo desde diversos
puntos de vista. Una de las primeras herramientas que desarrollé para el estudio
de su universo fue la geometria, que surgié en culturas tan antiguas como la Ba-
bilénica y la China y se consolid6 en la Grecia antigua, especialmente a partir del
enorme esfuerzo de Euclides por sistematizar todos los conocimientos geométricos
de su tiempo.

No seria sino hasta el siglo XVII, cuando Descartes introduce el sistema de coordena-
das, que los geémetras descubren el poder del algebra para el estudio de los objetos
geométricos, dando lugar al surgimiento de la Geometria Algebraica. De entonces
a la fecha nuestros conocimientos geométricos se han multiplicado, las técnicas se
han perfeccionado y se han ido incorporando nuevas herramientas al estudio de la
Geometria, como el analisis, la variable compleja y la topologia.

La introduccién de técnicas topoldgicas permitié definir los conceptos de Homo-
logia y Cohomologia de una variedad algebraica. El uso de técnicas provenientes del
andlisis funcional y de la variable compleja permitié establecer el muy importante
Teorema de la descomposicion de Hodge, que relaciona varios grupos de cohomo-
logia. Este es el punto de partida de la teoria de Hodge, una de las dreas mas bellas
y activas de la Geometria Algebraica.

Aunque una buena parte de la matematica que nos interesa estudiar se desarrolld
antes de que surgiera el concepto de categoria, muchas de las técnicas que se em-
plean, por ejemplo para el estudio de las homologias simplicial y singular, o de la
hipercohomologia de un complejo, etc. son similares y conviene estudiarlas en el
contexto mas general de categorias abelianas, aunque no fuera mas que para evitar
la repeticién de los argumentos en los distintos capitulos en los que apareceran. Pero
existe una razén mucho mas poderosa para incluir un capitulo de categorias en este
texto: la discusion sobre D-mdédulos y médulos de Hodge mixtos supone el uso de
categorias derivadas, lo cual hace absolutamente necesario hablar previamente de
categorias abelianas. La tnica pregunta resultaba entonces en qué parte del texto
hablar de categorias abelianas. Es entonces una decisién estética la que me llevé a
comenzar el libro precisamente con un capitulo de categorias y algebra homoldgica.
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El primer capitulo de este libro introduce las nociones fundamentales de categorias,
categorias abelianas y algunos lemas ttiles, como el lema cinco y el lema de la ser-
piente. Por cuestiones de espacio y por ir mas alld de los intereses de este libro,
omitimos la demostracion del importantisimo teorema del encaje de Freyd, aunque
lo usaremos constantemente, por lo que remitimos al lector interesado al muy bello
libro del propio Freyd, citado en la bibliografia.

En el capitulo 2 se presentan de manera muy rapida algunos de los grupos de homo-
logia més usados y/o més ttiles para los gedmetras algebraicos. En el tercer capitulo
se introduce la teoria de Hodge a partir inicamente del algebra lineal. Por supuesto,
el desarrollo historico de la teoria no fue asi, pero me parece que este enfoque per-
mite que muchos estudiantes se acerquen a la teoria atin cuando sus conocimientos
de la Geometria Algebraica no sean muy amplios. Sin embargo, algunos ejemplos y
ejercicios demandan un mayor conocimiento de la Geometria Algebraica por parte
del lector.

En el cuarto capitulo, continuando con el mismo espiritu, se introduce la teoria
de Hodge mixta a partir solo del algebra lineal. Nuevamente, algunos ejemplos y

ejercicios demandan mayores conocimientos por parte del lector.

En el tercer capitulo



Capitulo 1

Categorias Abelianas y algebra
homolégica

Asi como la nocién de moédulo sobre un anillo generaliza en muchos aspectos
la teoria de espacios vectoriales sobre un campo dado, el concepto de categoria da
cuenta de algunas propiedades comunes tanto a la teoria de médulos como a la teoria
de grupos, e incluso, interpretadas de manera correcta, a la teoria de conjuntos. Co-
mo se menciond en la introduccion, algunas teorias modernas utilizan de manera
sistematica y profunda la teoria de categorias.

1.1. Categorias

Definicién. Una categoria C es una terna que consta de la siguiente data:
» Una clase Ob(C), cuyos elementos se llaman los objetos de la categoria C,

» una familia Mor(C) de conjuntos Home (A, B), uno por cada par ordenado
(A, B) en Ob(C), cuyos elementos se llaman morfismos entre los objetos A
y B y se denotan como ¢ : A — B ( en ocasiones usaremos también la

notacién A —-—= B o simplemente A —» B).
= una familia de funciones
Home (A, B) x Home(B,C) — Home(A, C),

una por cada triplete ordenado (A, B,C') de objetos en Ob(C), llamada la
composicion, que a cada par ¢ : A — By 1 : B — (' le asocia el morfismo
Yop: A— C.

que satisfacen los siguientes axiomas:
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1. Cada morfismo ¢ € Mor(C) determina una unica pareja ordenada (A, B) tal
que ¢ € Home(A, B).

2. Para cada objeto A € Ob(C) existe un morfismo identidad 14 : A — A tal
que, para todo ¢ : A — By para todo ¢ : C' — A se satisface poly =¢ y

lyoy =19.
3.S5Mp:A—B,v:B— Cyv:C — D, entonces

vo(Yoyp)=(roy)op.
No es dificil demostrar que el elmento 1, dado por el axioma 2 es 1inico.

Una importante clase de categorias son categorias cuyos objetos son conjuntos con
alguna estructura adicional y cuyos morfismos son funciones entre conjuntos que
respetan esta estructura adicional. Los siguientes son ejemplos de categorias:

Ejemplo 1.1. La categoria C'onj, cuyos objetos son los conjuntos y cuyos morfismos
son las funciones entre conjuntos, con la composicién usual entre funciones, llamada
la categoria de conjuntos. [1]]

Ejemplo 1.2. Dado un campo k, la categoria Vect/k, cuyos objetos son los espa-
cios vectoriales sobre k£ y cuyos morfismos son las transformaciones lineales entre
espacios vectoriales, con la composicion usual de transformaciones lineales, llamada
la categoria de espacios vectoriales (sobre k).

Ejemplo 1.3. La categoria G cuyos objetos son los grupos y cuyos morfismos son
los homomorfismos de grupos, con la composicién usual, llamada la categoria de
grupos.

Ejemplo 1.4. Dado un anillo R, la categoria mod (R) cuyos objetos son los R-
modulos y cuyos morfismos son los R-homomorismos, con la composiciéon usual, es
llamada la categoria de R-modulos.

Ejemplo 1.5. Dado un espacio topoldgico X, la categoria Top X cuyos objetos son
los subconjuntos abiertos de X y cuyos morfismos son las inclusiones (la identidad
es una inclusién de un abierto en si mismo), con las composiciones usuales.

'En ingles se denota como Set y en frances como Ens.
20Observe que Ob(Conj) no es un conjunto, en virtud de la paradoja de los conjuntos que no se
contienen a si mismos.
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Ejemplo 1.6. La categoria T op, de espacios topoldgicos, cuyos objetos son los espa-
cios topolégicos, los morfismos son las funciones continuas entre espacios topolégicos
y la composicion es la composicién usual entre funcionesﬂ

Pero hay categorias cuyos objetos no son conjuntos y cuyos morfismos no son
funciones en el sentido usual.

Ejemplo 1.7. Dado un grupo G, definimos una categoria Ug como sigue: Ob(Ug)
consta de un solo objeto P, los morfismos en U son Mor(Us) = Homy,. (P, P) = G,
con la composicién dada por la operacién de grupo en G. Esta categoria se llama la
categoria unipuntual con grupo G, en la cual la identidad 1p es la identidad e del
grupo G.

Ejemplo 1.8. La terna C cuyos objetos son dos puntos Py () y cuyos morfismos son
1p,1g y P — () con las composiciones evidentes (que deben satisfacer el segundo
axioma de categorias) es una categoria.

Ejemplo 1.9. El conjunto N de los naturales, cuyos objetos son precisamente los
nimeros naturales y cuyos morfismos son las identidades 1,, y n — m si n < m,
es una categoria.

Ejemplo 1.10. Todo conjunto no vacio A es una categoria, cuyos objetos son los
elementos de A y cuyos tnicos morfismos son los morfismos identidad 1, para cada
elemento z € A.

Ejemplo 1.11. Dada una categoria C, definimos la categoria C? opuesta a C como la

categoria cuyos objetos son los mismos objetos que los de la categoria Cy B 4

es un morfismo en C% si y sélo si A—2> B es un morfismo en C; es decir, los
morfismos en C? son los morfismos en C pero en la direccién opuesta.

Ejemplo 1.12. Si C es como en el ejemplo [I.8] entonces los objetos de C% son Py
Q y los morfismos de C? son 1p,1g y Q — P

Ejemplo 1.13. Sean C una categoria y Z € Ob(C), entonces podemos definir una
categoria Cz de C como sigue:

3Esta tampoco es una categoria pequeiia, es decir Ob(7T op) no es un conjunto, pues todo conjunto
se puede convertir en un espacio topolégico con la topologia discreta.
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A
Ob(Cz) =4 | |enC.
A

A — B
Home,(A,B) =< A— BenC| v conmuta
A

Definicién. Dadas dos categorias C y D, diremos que C es una subcategoria de
D si Ob(C) es una subclase de Ob(D), para todo par A, B € Ob(C) se tiene que
Home (A, B) C Homp(A, B) y la composicion en C es la restriccién a C de la com-
posicién en D. Si Home(A, B) = Homp(A, B) para todo par de objetos en C,
diremos que C es una subcategoria plena de D.

Ejemplo 1.14. Si A C B son dos conjuntos no vacios, entonces A es una subcate-
goria de B (ver ejemplo |1.10).

Ejemplo 1.15. Si X es un espacio topoldgico, entonces la categoria Top X es una
subcategoria de la categoria T op.

Ejemplo 1.16. La categoria Vect/Q es una subcategoria de la categoria mod (7).

Definicién. Dos objetos A y B en una categoria C se dicen isomorfos si existen
morfismos ¢ : A — By Y : B — Atalesquepop =14y ¢pop =1pg.

Ejemplo 1.17. Los isomorfismos usuales entre espacios vectoriales sobre un campo
k, entre modulos sobre un anillo R o entre grupos son isomorfismos en el sentido de
la definicién precedente, en las categorias correspondientes.

Ejemplo 1.18. Las biyecciones entre conjuntos son isomorfismos en la categoria
Conj.

Ejemplo 1.19. Si X es un espacio topoldgico, los inicos isomorfismos en la categoria
Top(X) son las identidades.
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Ejemplo 1.20. En la categoria Top, un morfismo A — B es un isomorfismo si y
so6lo si es un homeomorfismo.

Ejemplo 1.21. Continuando con el ejemplo precedente, sean A = R con la topologia
que tiene como base a los conjuntos de la forma (a, b] y B = R con la topologia usual;
entonces la funcion

A——B

TH—>2

es una biyeccion continua pero no es un isomorfismo en la categoria, pues no es un
homeomorfismo.

Definicién. Un morfismo B—"~C en C es un monomorfismo si para cualquier

objeto A y cualesquiera morfismos A——=B y A . B enC se cumple que
A—-pL.c-a-pLl.C

siy sélo si a = o]

Ejemplo 1.22. A — B es un monomorfismo en la categoria C'onj si y sélo si es
una funcién inyectiva.

Ejemplo 1.23. A — B es un monomorfismo en la categoria Vect/k si y sélo si es
una transformacion lineal inyectiva.

Ejemplo 1.24. A — B es un monomorfismo en la categoria Mod(R) si y sélo si
es un morfismo inyectivo.

Ejemplo 1.25. En las categorias de los ejemplos (1.8 y [1.9] todos los morfismos son
monomorfismos

Definicién. Un morfismo A —"= B en C es un epimorfismo si para cualquier objeto
C'y cualesquiera morfismos B LNy y B 7. C enCse cumple que
A—-pltl.c-a-.p ¢

siysélosi =00

4En otras palabras, 8 es monomorfismo si la cancelacién por la izquierda es vélida para 3.
°En otras palabras, a es epimorfismo si la cancelacién por la derecha es valida para .
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Ejemplo 1.26. A — B es un epimorfismo en la categoria Conj si y sélo si es una
funcién suprayectiva.

Ejemplo 1.27. A — B es un epimorfismo en la categoria Vect/k si y sélo si es
una transformacion lineal suprayectiva.

Ejemplo 1.28. En las categorias de los ejemplos[I.8)y [I.9] todos los morfismos son
epimorfismos

Ejemplo 1.29. A — B es un monomorfismo en la categoria C si y s6losi B — A
es un epimorfismo en la categoria C.

Observacidn. Los ejemplos[1.8]y [I.2I]nos muestran que, en general, ser isomorfismo
no es equivalente a ser monomorfismo y epimorfismo, pues el morfismo P — () del
ejemplo no tiene un inverso en la categoria, pese a ser monomorfismo y epimor-
fismo; lo mismo sucede con la biyeccién en el ejemplo(1.21], cuya inversa no pertenece
a la categoria porque no es una funcién continua.

Definicién. Un objeto P en una categoria C se dice objeto inicial si para todo

objeto @ en C el conjunto Home (P, ) consta de un tnico elemento.

Ejemplo 1.30. El conjunto () es un objeto inicial en la categoria Conj.

Ejemplo 1.31. La categoria N del ejemplo tiene un objeto inicial, que conven-
dremos que es el 1.

Ejemplo 1.32. El espacio vectorial {0} es un objeto inicial en la categoria Vect/k.

Ejemplo 1.33. El espacio vectorial {0} es un objeto inicial en la categoria de
grupos.

Ejemplo 1.34. Z es un objeto inicial en la categoria An de anillos conmutativos
con unidad.

Ejemplo 1.35. La categoria Z<,, cuyos objetos son los enteros menores o iguales
a cero y cuyos morfismos son n — m si n < m no tiene objeto inicial.
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Definicién. Un objeto ) en una categoria C se dice objeto final si para todo objeto
P en C el conjunto Home (P, Q) consta de un tnico elemento.

Ejemplo 1.36. La categoria Z<( tiene un objeto final que es el cero.

Ejemplo 1.37. Cualquier conjunto con un solo elemento es un objeto final en la
categoria de conjuntos.

Ejemplo 1.38. La categoria N del ejemplo no tiene un objeto final.

Definicién. Un objeto 0 en una categoria C se dice objeto cero si es objeto inicial y
final, en particular este objeto es inico salvo isomorfismo candnico (ver los ejercicios).

Ejemplo 1.39. El espacio vectorial 0 es un objeto cero en la categoria Vect/k.
Ejemplo 1.40. El grupo 0 es un objeto cero en la categoria de grupos.

Ejemplo 1.41. Si G es un grupo con al menos dos elementos, entonces la categoria
Ug del ejemplo no tiene objeto cero, pese a tener un unico elemento, porque
existe mas de un morfismo entre P y P.

Observacién. Si en una categoria C existe el elemento cero, entonces definimos el
morfismo cero como

A2 B.—A_—-0—>B

Definicién. Si A y B son dos objetos en una categoria C, la suma directa de Ay B
es un objeto A @ B en C que satisface las siguientes propiedades:

= Existen monomorfismos B —— A ODB<*-Ay

= Si C es otro objeto de C tal que existen monomorfismos B LNy <LA,
entonces existe un tnico morfismo A @ B — C' tal que el siguiente diagrama
conmuta

B

IR

A B—C

A

A
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Ejemplo 1.42. La suma directa de espacios vectoriales es una suma directa en la
categoria Vect/k.

Ejemplo 1.43. La suma directa de R-mdédulos es una suma directa en la categoria
mod (R).

Ejemplo 1.44. La unién de conjuntos es una suma directa en la categoria de con-
juntos.

Ejemplo 1.45. Si X es un espacio vectorial, la suma directa en la categoria Top (X)
es la union de abiertos.

La nocion dual a la de suma directa es la de producto directo.

Definicién. Si A y B son dos objetos en una categoria C, el producto directo de

Ay B esun objeto A x B en C que satisface las siguientes propiedades:
» Existen epimorfismos B 2 AxB-2-A y

= Si C' es otro objeto de C tal que existen epimorfismos B o2 , en-
tonces existe un unico morfismo C' — A x B tal que el siguiente diagrama
conmuta

Sy

Y

s

~ X —
S
Q

\

N

Ejemplo 1.46. El producto directo de conjuntos es un ejemplo de producto directo
en la categoria Set.

Ejemplo 1.47. El producto directo de conjuntos es un producto directo en la ca-
tegoria T op.

Ejemplo 1.48. La suma directa de espacios vectoriales es también un producto
directo en la categoria Vect/k.
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Ejemplo 1.49. La suma directa de R-mddulos es un producto directo en la categoria
mod (R).

La teoria de categorias no seria una herramienta poderosa si no existieran relacio-
nes entre las categorias, pero como el lector sabe, todo espacio vectorial es también
un grupo abeliano y es un conjunto, si S — R es un homomorfismo de anillos, en-
tonces todo R-mdédulo es también un S-médulo (ademés de ser un conjunto), todo
abierto de un espacio topolégico X es a su vez un espacio topoldgico, etc. De este
modo, una herramienta poderosa es establecer relaciones entre categorias diferentes,
que de alguna manera sean compatibles con los morfismos y las composiciones.

Definicién. Un funtor covariante F' : C — D entre dos categorias C es una pareja

de aplicaciones

ove) — Ob(D)
A — F(A)
Mor(C) — Mor(D)
F(¢)

A-2-B — FA) 2L F®B)
que satisfacen
1. F'(14) = 1pa) para todo objeto A€ Cy

2. F(¢)o F(¢) = F(¢ o) para toda pareja de morfismos ¢, 1 donde la compo-
sicion tenga sentido.

Ejemplo 1.50. El funtor olvido, de la categoria Vect/k en la categoria Ab de grupos
abelianos, es el funtor que manda cada espacio vectorial en si mismo, considerado
como grupo abeliano, y cada homomorfismo entre espacios vectoriales lo manda al
mismo homomorfismo, pero considerado como homomorfismo entre grupos abelia-
nos; es decir, olvida la estructura de espacio vectorial sobre k y sélo recuerda la
estructura aditiva.

Ejemplo 1.51. El funtor de olvido entre la categoria de espacios topolégicos y la
categoria de conjuntos, es el funtor que manda cada objeto en si mismo y cada
homomorfismo entre espacios topoldgicos en si mismo, visto como funcién entre
conjuntos.
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Ejemplo 1.52. Si S — R es un homomorfismo de anillos, entonces hay un funtor
natural F' : mod (R) — mod (S) que manda a cada R-médulo en si mismo,
pero pensado como S-médulo, y a cada homomorfismo de R-mdédulos en el mismo
homomorfismo, pero visto como homomorfismo de S-mddulos. Este funtor se puede
pensar como una inclusién natural de la categoria de R-moédulos en la categoria de
S-modulos.

Ejemplo 1.53. Hemos visto que cada conjunto B puede ser considerado como una
categoria en la que los objetos son los elementos de B y los tinicos morfismos son las
identidades; asi , toda funcién entre conjuntos induce de manera natural un funtor
entre las correspondientes categorias.

Ejemplo 1.54. De manera analoga, cada grupo GG induce una categoria en la que
existe un tinico objeto y los morfismos entre ese objeto y él mismo son, precisamente,
los elementos del grupo; entonces todo homomorfismo de grupo induce un funtor
entre las correspondientes categorias.

Definicién. Un funtor contravariante ente las categorias C y D es un funtor cova-
riante entre C? y D.

Ejemplo 1.55. El funtor que a todo espacio vectorial V' le asocia su dual y a
cada transformacion lineal entre espacios vectoriales le asocia la correspondiente
transformacién lineal entre espacios duales es un funtor contravariante de la categoria
Vect/k en si misma.

Ejemplo 1.56. Més generalmente, si R es un anillo, el funtor Homg(—, R), de
la categoria mod (R) en si misma, que a cada R-médulo A le asocia el R-médu-
lo Homg(A, R) y a cada homomorfismo de R-médulos ¢ : A — B le asocia el
homomorfismos

Homp(B, R) 2~ Homp(A, R) ,

o Qo ¢

es un funtor contravariante.

Ejemplo 1.57. Sea X una variedad holomorfa, entonces podemos construir varios
funtores contravariantes Top (X) — Ab como sigue:
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» O, que acada abierto () # U € Top (X) le asocia el conjunto O(U) de funciones
holomorfas definidas en U (con la estructura natural de grupo abeliano dada
por la suma de funciones con valores en C) y a cada inclusion V' < U, con
V # 0, le asocia el homomorfismo O(U) — O(V) dado por la restriccién al
abierto V' de las funciones holomorfas definidas en U.

» O, que a cada abierto ) # U € Top (X) le asocia el conjunto C*°(U)
de funciones analiticas reales definidas en U (nuevamente con la estructura
natural de grupo abeliano, esta vez dada por la suma de funciones con valo-
res en R) y a cada inclusion V' < U, con V # (), le asocia el homomorfis-
mo C*(U) — C>=(V') dado por la restriccién al abierto V' de las funciones
analiticas reales definidas en U.

» C° que a cada abierto ) # U € Top (X) le asocia el conjunto C°(U) de fun-
ciones reales continuas definidas en U (nuevamente con la estructura natural
de grupo abeliano) y a cada morfismo inclusion V < U, con V # (), le asocia
el homomorfismo C°(U) — C°(V') dado por la restriccién al abierto V' de las
funciones reales continuas definidas en U.

En todos los casos, al conjunto vacio se le asocia el grupo abeliano cero y a la
inclusion natural del vacio en un abierto U se le asocia el homomorfismo cero.

Ejemplo 1.58. Sean X un espacio topoldgico y sea G un grupo abeliano (v.g.

G = C), entonces podemos definir un funtor contravariante Top(X) —<> Ab como
sigue:

Ob(Top (X)) —  Ob(AbD)

G si U#0D
v ~ {0 si U=10
Mor(Top (X)) — Mor(Ab)
GG si V4D
V—=U = 0—=G si V=0 y U#0
0—0 s V=0y U=0

Ejemplo 1.59. Si en el ejemplo precedente pensamos a G como espacio topolégico
con la topologia discreta, entonces también podemos definir otro funtor contrava-
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riante Top(X) &L Ab como sigue:

Ob(Top(X)) ¢ Ob(Ab)

Ur———G'U) =< f:U — G |f es continua >,

donde G'(U) es el grupo generado por las funciones continuas de U en Gy

Mor(Top(X)) & . Mor(Ab)

(V"2 (@'U)—L=aV))

Observe que la operacion de grupo en G es continua con la topologia discreta y
por tanto para todo U # () el conjunto de las funciones continuas de U en G es un
grupo abeliano. La definicién hecha aqui tiene la ventaja de que si U = (), entonces
G'(U) := 0 y no el conjunto vacio.

Estos ejemplos nos llevan a definir una nocién fundamental en la teoria de categorias

Definicién. Dados dos funtores F': C — Dy G : C — D, decimos que existe una
transformacion natural o entre F'y G si para cada objeto A € C existe un morfismo

F(A) 24~ G(A) en D tal que para todo morfismo A—2-B enC el siguiente
diagrama conmuta

F(A) - G(A)
F(o) le)
F(B) =2 G(B)

Ejemplo 1.60. Existe una transformacion natural evidente entre los funtores C*°
y C° del ejemplo m pues toda funcién analitica real es una funciéon continua.

Ejemplo 1.61. Existe una transformacién natural evidente entre el funtor constante
G definido mas arriba y el funtor G’ del ejemplo [1.59], que consiste en considerar a
los elementos del grupo G' como funciones constantes de U en G para todo abierto

U #0.

Observacién. Si a: FF — Gy f: G — H son dos transformaciones naturales,
definimos su composicién de la manera obvia (8o ) := 4 0 aa.
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1.2. Categorias aditivas y categorias abelianas.

Definicién. Una categoria C se dice aditiva si
1. C tiene un objeto cero,
2. para cualesquiera dos objetos A, B en C existe la suma directa A ® B en C,

3. para todo par de objetos A, B en C, el conjunto Hom¢(A, B) es un grupo
abeliano cuyo elemento neutro es el morfismo cero y

4. las composiciones son bilineales (i.e. distributivas con respecto a la suma en

Home (A, B)).

Ejemplo 1.62. La categoria Vect/k es una categoria aditiva.
Ejemplo 1.63. La categoria de grupos abelianos es una categoria aditiva.

Ejemplo 1.64. Para cualquier anillo conmutativo R, la categoria mod (R) es una
categoria aditiva.

Proposicion 1.1. Si C y D son categorias, entonces definimos una nueva categoria
Fun(C,D) cuyos objetos son los funtores covariantes de C en D y cuyos morfis-
mos son las transformaciones naturales entre funtores. St la categoria D es aditiva,
entonces Fun(C,D) también lo es.

DEMOSTRACION. Veamos que Fun(C,D) satisface las cuatro propiedades de una
categoria aditiva.

1. Puesto que D es una categoria abeliana, existe el objeto Op € D, tnico salvo
isomorfismo canodnico. Definimos entonces el funtor 0 : C — D que a cada
objeto A € C lo manda al objeto Op y a cada morfismo A — B en C lo man-
da al tnico morfismo Op — Op en D. Se deja como ejercicio para el lector
verificar que con esta definicién 0 es un funtor covariante.

Si F': C — D es cualquier otro funtor, veamos que Hom(F,0) y Hom(0, F)
tienen un tnico elemento. En efecto, si @ : FF — 0 es una transformacién
natural, entonces, como Op es un objeto final en D, existe un tinico morfismo

21
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F(A) 22~ 0(A) = 0p para cualquier objeto A € C; més atin, si A . B es
un morfismo en C se tiene un diagrama conmutativo

es decir, existe una unica transformacién natural o : F — 0. Anédlogamente,
puesto que Op es un objeto inicial en D, existe una tnica transformacion
natural § : 0 — F para cualquier funtor ' : C — D.

. Dados F,G : C — D funtores covariantes, definimos el funtor F' & G como

sigue

0b(C) Ob(D)

A F(A) @ G(A)

donde la suma del lado derecha estd bien definida pues D es una categoria aditi-
va. Observemos que los monomorfismos F(A) — F(A) ® G(A) <— G(A)

para A € C inducen transformaciones naturales F'——F & G<—G (de
hecho monomorfismos en la categoria Fun(C,D)) y la propiedad universal de
la suma para F' G es consecuencia de la propiedad universal de la suma para
F(A) @& G(A) en D para todo A € C.

. Dados a, # € Hom(F, G), entonces para A € Ob(C) se tienen F(A) —2> G(A)

y F(A) AG(A) , es decir, ag, B4 € Homp(F(A),G(A)); pero este es un
grupo abeliano, entonces oy + 4 € Homp(F(A), G(A)) para todo A € C y
podemos por tanto definir o+ 5 € Fun(F,G) como la transformacién natural
dada por a4 + B4 para A € C. Observe que la transformacién natural cero
estd dada por la composiciéon F' — 0 — B que es compatible con el 0 en

Homyp(F(A), G(A)) para todo A € C.

. Sean a : FF — Gy B,v : G — H transformaciones naturales; entonces

as: F(A) — G(A) v Pa+7a:G(A) — H(A) para todo A € C y por
tanto (Sa +v4) 0 aq = B4 o aq + 4 0 g para todo A € C, dado que la com-
posicién de morfismos es bilineal en D y por tanto (f+7)oa = foa+yoa.
Andlogamente se tiene d o (8 +v) =do (84 7). &
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¢
Definicién. Dados dos morfismos B —= C', decimos que el morfismo A —*= B
¥

es el ecualizador de ¢ y 1 si se cumple que

At-p—Sc=-Ar-pLt.C
y

. . . . 1%
» A—"+ B es universal con respecto a esta propiedad, es decir, si D —— B
es otro morfismo que satisface

p-".Bp_%c=p*.B- Y. ¢

. L. X
entonces existe un unico morfismo D ——= A tal que

Dt-B=D X-A_Y.B

¢
Ejemplo 1.65. Si V' y W son dos espacios vectoriales sobre k' y V—=W son
P

dos transformaciones lineales, entonces el ecualizador de ¢ y v es la inclusion
Ker (¢ — 1)V . En particular el nicleo de ¢ no es otra cosa que el ecuali-
zador de ¢ y del morfismo cero.

Observacién. El ecualizador de dos morfismos dados podria no existir.

. s , . @
Definicién. Sea C una categoria con un objeto cero y sea B —— C' un morfis-

mo en C; entonces definimos el nicleo de ¢, que denotaremos mediante Ker ¢, como

]
el ecualizador de B —= C si este existe.
0

Proposicion 1.2. Sila categoria C tiene un objeto cero y A . B esun morfismo

en C para el cual el nicleo de f existe, entonces el morfismo natural Ker f —— A
es un monomorfismo.

, ¢
DEMOSTRACION. Sean C'—= Ker f dos morfismos tales que
P

2 Kerf—oA=C—"-Kerf—>A
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y llamemos ¢ a la composicion g =i0¢ =io1 : C — A; entonces, componiendo
con f, se tiene

C-2enAt =02 -Kerf—>-a-t-B

-0 Ker fL=a4-"-B

072 .4 %.pB

y por la definicién de nicleo de f, existe un tinico morfismo C'— Ker f que hace
conmutar el diagrama

Ker f+—> A

1.4

C

pero tanto ¢ como 1 hacen conmutar este diagrama, entonces ¢ = ¢ = v. &

También tenemos los conceptos duales.

¢
Definicién. Dados dos morfismos A —= B, decimos que el morfismo B ——=C
¥

es el coecualizador de ¢ y 1 si se cumple que

ALlsp—tc=-At.pt.C
y

. . . . 12
» B—"=(C es universal con respecto a esta propiedad, es decir, si B——= D
es otro morfismo que satisface

Al B _“p—aY . B " D

entonces existe un dnico morfismo C'—= D tal que
Bt-p=B-2-Cc-X-D

Ejemplo 1.66. Sean V y W dos espacios vectoriales y sean ¢ y ¢ dos transforma-
ciones lineales de V' en W; entonces el coecualizador de ) y ¢ no es otra cosa que

la proyecciéon natural de W en el espacio vectorial

Im(y — ¢)
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o e p . ¢
Definicién. Sea C una categoria con un objeto cero y sea A —— B un morfismo
en C; entonces definimos el conicleo de ¢, que denotaremos mediante coker ¢, como

¢
el coecualizador de A —= B si este existe.
0

Ejemplo 1.67. Si ¢ : V — W es un homomorfismo de R-mdédulos, entonces el

conucleo de ¢ es la proyeccion natural de W en el R-modulo

W
Im(¢)

A , . f
Proposicion 1.3. Sean C una categoria con un objeto cero y A—— B un morfis-
mo en C para el cual el conicleo existe; entonces el morfismo natural B — coker f
es un epimorfismo.

DEMOSTRACION. Es un argumento dual al de la demostracién de la proposicién [1.2]
&

Definicién. Una categoria C se dice abeliana si

1. C es aditiva,

2. para cualesquiera dos objetos A, B en C existe el producto directo y es canéni-
camene isomorfo a la suma directa y

3. todo morfismo A—%~ B tiene un nicleo y un conticleo en C.

Ejemplo 1.68. Las categorias Vect/k y mod (R) son categorias abelianas.

Ejemplo 1.69. Si A es una categoria abeliana, podemos definir otras categorias
abelianas asociadas a esta, por ejemplo

1. La categoria de complejos C*(A), cuyos objetos son complejos de la forma
e N L LS R

con A" € A, d,yq od, = 0 para todo n y cuyos morfismos A*® 1. B* son
colecciones de morfismos {f; : A*¥ — B¥} tales que los diagramas

Ak dp. Ak+1

lfk lfk+1

BF dp, Bk+1

conmutan para todo k.
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2. Las categorfas de complejos acotados superiormente C*(A), de complejos aco-
tados inferiormente C~(A) y de complejos acotados C®(A), cuyos objetos son
complejos tales que A* = 0 si i >> 0, A* = 0 si i << 0 y complejos que
satisfacen A° = 0 si i << 0 0 7 >> 0 respectivamente.

3. Si D es una categoria abeliana, entonces la categoria Fun(C,D) es abeliana;
en particular si X es un espacio topoldgico, la categoria Fun(Top (X), Ab) es
una categoria abeliana y por lo tanto también lo es la categoria de complejos

C*(Fun(Top (X),.Ab)).

Definicién. Si A es una categoria abeliana y A—"= B es un morfismo en A,
entonces definimos la imagen de «, que denotaremos mediante Im «, como el nticleo
del morfismo canénico B — coker a.

Ejemplo 1.70. Dado un homomorfismo A —*= B de grupos abelianos, la defini-
cién precedente de Im « coincide con la idea intuitiva de la imagen de a como el
submddulo de B formado por los elementos de la forma «(x) para algin z € A.

Proposicién 1.4. Sean A una categoria abeliana y AL-B un morfismo en A,
entonces la imagen de f existe y el morfismo Im f — B es un monomorfismo.

DEMOSTRACION. La imagen existe porque en una categoria abeliana existen niicleos
y conticleos de todos los morfismos. Que el morfismo natural Im f — B es mono-
morfismo se sigue entonces de la proposicion |1.2] O

Proposicién 1.5. Sean A una categoria abeliana y A—"=B 1y B—L-0C dos
morfismos en A tales que B o a = 0; entonces existe un unico monomorfismo
Im o — Ker 3 tal que el siguiente diagrama conmuta

Ker §——= B

7

Im o

DEMOSTRACION. Como 3o a = 0, entonces

A—-ptl.c-ar.pL.c
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y por la definicién del contcleo de o como el coequalizador de o y 0, existen mor-

fismos tinicos B ——coker o y coker a — C tales que el siguiente diagrama
conmuta

B

N

coker o

(1.1) B

Por otra parte, Im « es el nicleo del morfismo natural B —— coker « , es decir, es
el equalizador de 7 y 0, por tanto

0
Im @« ——= B —"—= coker @« = Im @ —— B —— coker «

de modo que también se tiene

Ima——=B-—">coker ——>C =Ima—> B -2+ coker « —= C

que en virtud del diagrama [1.1| se puede reescribir como

Ima—>BL>C:Ima—>B—O>C

pero el ecualizador de S y 0 es precisamente el nicleo de 5, de modo que por
definicién de ecualizador, existe un tnico morfismo Im o — Ker [ tal que el
siguiente diagrama conmuta

Ker p——B

P

Im «

Finalmente, como los morfismos Ker § — B e Im @ — B son monomorfismos por
las proposiciones [I.2] y [[.4] respectivamente, entonces el morfismo Im o — Ker
es necesariamente un monomorfismo. &

1.3. Homologia de complejos

Hemos visto que si A es una categoria abeliana, entonces las categorias C*(.A),
CT(A), C~(A) y C’(A) también resultan categorfas abelianas; en particular el
nucleo, el contucleo y la imagen de un morfismo entre complejos existen. Pero en
estos casos, dado que los componentes de cada complejo son objetos y morfismos
dentro de una categoria abeliana, entonces también existen los nicleos, los contcleos
y las imagenes de los morfismos “dentro”del complejo, mas precisamente se tiene
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Definicién. Sea

dn N .
A= A B e 0 (A)

un complejo, con A una categoria abeliana, donde x = e, 4+, — é b; entonces por la

proposicién [L.5] para todo entero n existen Im d,_;, Ker d,, y un tnico monomor-

fismo Im d,,_; — Ker d,, tal que el diagrama

Ker d,, —— A"

|~

Im dn—l

conmuta. Como A es categoria abeliana, entonces el conicleo de Im d,,_; — Ker d,,
es un elemento H, (A®) de la categoria A, al que llamaremos el n-ésimo objeto de
homologia del complejo A°.

Observacion. Si A es la categoria de grupos abelianos, o la categoria de R-mdédulos

para algun anillo conmutativo R, entonces el monomorfismo Im d,,_; — Ker d,, es

un homomorfismo inyectivo de gruos abelianos (respectivamente de R-mdédulos) y

Ker d
su conucleo H,(A®) = # tiene una estructura natural de grupo abeliano, en
m ap—1

cuyo caso nos referiremos a él como el n-ésimo grupo de homologia del complejo A®.

Definicién. Un complejo Ae se dice exacto si el monomorfismo Im d,,_; — Ker d,,

es un isomorfismo para toda n, equivalentemente, si H, (A®*) = 0 para toda n. En
estas circunstancias también se acostumbra decir que

dn72 Anil dnfl An dn An+1 dnfl
es una sucesion exacta larga.
Ejemplo 1.71. El complejo 0 A—=B 0 es exacto si y s6lo si a es un
isomorfismo.
Ejemplo 1.72. El complejo 0 Ace.p . ¢ 0 es exacto siy sélo si «

es monomorfismo, 5 es epimorfismo y ademas ker 5 = I'm «. En este caso también

B .,
C 0 es una sucesion exacta corta.

decimos que 0 A—=B

Observaciéon. Recuerde que si A, B y C' son médulos sobre un anillo, la sucesién
exacta corta
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escinde (i.e., B = A® C) si y sélo si existe un homomorfismo v : ¢ — B (res-
pectivamente un homomorfismo § : B — A) tal que v o = 1p (respectivamente
d oy =1a). En particular v existe si y sélo si ¢ existe.

Mas generalmente, decimos que

B

0 A*—==pB* c* 0

es una sucesion exacta corta de complejos si o y [ son morfismos de complejos y

para toda n se cumple que la sucesion corta 0 A, =~ B, o Ch 0 es
exacta.

Teorema 1.6. Para cada nimero natural n, el n-ésimo objeto de homologia define
un funtor covariante H,(—) : C*(A) — A, que a cada complejo A® le asocia el 0b-

jeto de homologia H, (A®); en particular cada morfismo A* 1. B entre complejos

induce un morfismo entre objetos de homologia H,(A®) i>Hn(B') .

DEMOSTRACION. Puesto que sabemos como se define H,, de un objeto, sélo resta
demostrar que lo afirmado para los morfismos es cierto. Dado un morfismo entre

complejos A°® . pe , para todo k se tiene un diagrama conmutativo (ver ejemplo
1.69))

(1.2) Ker dj, 2 Ak 2. gk+1
lfk lfk+1
Ker d, L~ Bt . pr+

En particular, dj, o froj = frr10droj = fry1 00 =0y por la propiedad universal
del nicleo, existe un tinico morfismo Ker d, — Ker d},, que seguiremos llamando
fr, que hace conmutar el diagrama

Ker dy -1 AF %o gk+1
fkt lfk lfkﬂ
J’ dy,
Ker dj, — B* — BF*!
De manera dual, por la propiedad universal del conucleo, existe un tinico morfismo
coker d — coker d; que hace conmutar el diagrama

d
AR 5 AR T coker d,

fkj Lfk’+l lfk+1

d :
B* B T coker d,
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el cual, en vista de la definicién de la imagen de un morfismo y por la propiedad
universal del nicleo, induce un diagrama conmutativo

Im dj, —— AF1 —T+ coker dj,

fk+1l jfk-u lfk+1

-/ /
Im dj, —— B"' — coker d,

Ahora bien, por la proposicién [1.5] se tiene un diagrama

Tm dy —— Ker djy1 —— Ap1

fk+1j fk+1l lfk+1

y s / J
Im dj, —Ker d_ ; —— By

donde el cuadrado de la derecha y el rectangulo exterior son conmutativos, por tanto

j'o firr108= frriojos=jos"o fiu

y como j' es un monomorfismo, se sigue que fy1108 = s’ o fiy1; es decir, el cuadrado
de la izquierda también es conmutativo.

Finalmente, por la propiedad universal del conticleo se tiene un nuevo diagrama
conmutativo

(1.3) Im dy ——> Ker diy —> Hyy1(A%)

fk+1l fk+1l lf*

Im dj, —*—Ker d},, —>= Hj41(B*)

Se deja al lector verificar que si f = 1, entonces f, = 1. &

Observacién. Si A es la categoria Ab de grupos abelianos o la categoria mod (R)
de R-moédulos para un anillo conmutativo R, la demostraciéon de la proposicion
precedente se simplifica muchisimo, pues en ese caso la inclusién Im d C Ker dgyq
es evidente de la definicién de complejo y la conmutatividad del diagrama|1.3|es una
consecuencia inmediata de la comutatividad del diagrama [1.2]

Lema 1.7. (Lema de la serpiente) Considere el siguiente diagrama conmutativo en
la categoria abeliana mod (R)
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Si las filas en este diagrama son exactas, entonces existe una sucesion exacta
Ker (f) — Ker (¢) — Ker (h) —>> coker (f) —= coker (g) — coker (h)

Ademds, si A" — B’ es un monomorfismo, entonces Ker (f) — Ker (g) también
lo esy si B— C es un epimorfismo, entonces coker (g) — coker (h) también lo
es.

DEMOSTRACION. Completemos el diagrama con los correspondientes nicleos y
contcleos

(1.4) Ker (f) Ker (g) Ker (h)
AN— T oy ¥ 0
f g h
0 A d B i C
s p

coker (f) coker (g) coker (h)

Por la conmuatividad del diagrama, si a’ € Ker (f), entonces goj’(a’) = jo f(a') = 0,
es decir j'(a’) € Ker (g) y por tanto la restriccién de j” al nicleo de f define un homo-
morfismo entre Ker (f) y Ker (g), que seguiremos llamando j’; de manera anéloga, la
restriccion de k" al nicleo de g induce un homomorfismo entre Ker (g) y Ker (h), que

seguiremos llamando k’. La exactitud de la fila A’ oo 0 induce
exactitud en el diagrama
(1.5) Ker (f) — Ker (g) — Ker (h)

Por otra parte, la conmutatividad del diagrama [1.4] implica que j(Im (f)) C Im (g),
de modo que j induce un homomorfismo j entre coker (f) y coker (g) y andlogamente
k induce un homomorfismo k entre coker (g) y coker (h). Nuevamente, la exactitud
de las filas en |1.4] induce exactitud en el diagrama

(1.6) coker (f) —— coker (g) — coker (h)

Sea ¢ € Ker (h) C C’; entonces, como k' es suprayectivo, existe b € B’ tal que
k'(b) = ¢y por tanto 0 = h(x) = h o k'(b) = k o g(b), pues el diagrama conmuta,
es decir g(b) € Ker (k) = Im (j) por la exactitud de las filas en [1.4] asi que existe
a € A tal que j(a) = g(b) y podemos definir §(c) := w(a) € coker (f).

Veamos que ¢ estd bien definido, que es un homomorfismo y que la sucesién

Ker (f) — Ker (g) —*. Ker (h) —2= coker (f) —? . coker (9) — coker (h)

es exacta.



32

CAPITULO 1. CATEGORIAS ABELIANAS Y ALGEBRA HOMOLOGICA

» Si by € B’ también satisface que k'(by) = ¢, entonces k'(by —b) =c—c =0, es

decir by — b € Ker (k') = Im (j') por la exactitud de las filas en el diagrama
[1.4] por tanto existe a’ € A’ tal que j'(a’) = by — b, 0 sea by = b+ j'(d’); de
modo que

g(b1) = g(b) + goj'(a’) = g(b) + jo f(a') = j(a) +jo f(a') = jla+ f(a'))

por la conmutatividad del diagrama; pero m(a + f(a')) = w(a) = §(c) por la
definicién de contcleo, luego § esta bien definido.

Sean ¢ € Ker (h), b’ € B’ tal que k' (/) = ¢, ' € A tal que j(a') = g(t) y
A € R; entonces

K (b4 ) = K (b) + M/ (V) = ¢ + A

jla+Aa) = j(a) + Aj(a’) = g(b) + Ag(t') = g(b+ AV)

puesto que k', g y j son homomorfismos de R-mdédulos; pero entonces

dlc+ M) =m(a+ M) =m(a) + In(a’) = d(c) + No(c)

es decir, 0 es un homomorfismo de R-modulos.

Finalmente, en vista de la exactitud de los diagramas [I.5] y [1.6] sélo necesita-
mos verificar que Ker (0) = Im (K'|ker (9)) v Ker (j) = Im (§). En efecto, las

inclusiones Im ('|ker () C Ker (0) e Im (§) C Ker (j) son sencillas y se dejan
como ejercicio al lector. Veamos las inclusiones reciprocas:

c € Ker () siysélosim(a) =0, siysdlosiexistea’ € A’ tal que a = f(a’) y co-
mo el diagramaconmuta, b=j(a) =jof(a') = goj'(a'); perob = g(b'), por
tanto b’ —j'(a’) € Ker (g) y ademés k'(b'—j'(a’)) = K'(b)—K'oj'(a’) = K'(V) = ¢
por la exactitud de las filas, es decir, ¢ € Im (k'|ker (4)), como querfamos de-
mostrar.

Anélogamente, si m(a) € Ker (j), entonces 0 = j(w(a)) = po j(a), es de-
cir b := j(a) € Ker (p) = Im (g), de modo que existe v’ € B’ tal que g(b') = b;
pero entonces h o K'(V') = ko g(b/) = k(b) = ko j(a) = 0, o si se prefiere
c:=Fk'(b') € Ker (h) y por construccién se tiene que d(c) = a.

Las afirmaciones sobre inyectividad y suprayectividad de los homomorfismos j " Ker (f)
y k respectivamente son inmediatas. &

Observacion. Aunque el lema previo se enunci6 sélo para la categoria mod (R)
el resultado es cierto para toda categoria abeliana A, por el teorema del encaje de
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Freyd [?], que esencialmente nos dice que cualquier teorema que se pueda demostrar
para la categoria mod (R) mediante una persecucién de elementos en un diagrama,
es cierto para cualquier categoria abeliana, ain cuando los objetos de la categoria
no sean conjuntos.

f

. . g %
Corolario 1.8. 5: 0 A* B* c* 0 es una sucesion exacta corta
en C*(A), con A una categoria abeliana, entonces se tiene una sucesion exacta larga

O HY(AY) L H(B®) e H(C) 2 H (A% L

DEMOSTRACION. En vista de la observacién precedente, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que A es la categoria de R-mdédulos para algin anillo conmutativo
R; entonces, para todo entero ¢ se tiene un diagrama conmutativo

0 A1 2L gie1 92t qia 0

d;—1j dilL ld;/—1

0 AT pi 9 i 0

0 At SHL i1 921 s 0

Como d; ,,od; = d;y10d; = d ,od] = 0, el diagrama precedente induce un diagrama
conmutativo

A 7 Bi . ol
Im (d;_,) Im (d;-,) Im (d",)

0—Ker () 2% Ker (diyy) 25> Ker (d,,)

y por el lema de la serpiente (|1.7)), para cada entero 7 tenemos una sucesiéon exacta

Hy(A*) L Hy(B*) —2> H,(C*) —2> Hypy(A%) L Hipi(B®) —2> Hipi (C®)

puesto que Im (d;) = Im (d;) y coker (d;) = H;(B®), asi como las correspondientes
afirmaciones para d y d!. Uniendo los diagramas para i € Z se tiene la sucesién
exacta larga deseada. &

Definicién. Dos morfismos de complejos f,g : A* — B*® son homdtopos si existe
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una coleccién k = {k,} de morfismos k,, : A, — B,,_; tales que

(1.7) dp1 0k, +ky10od, = 9gn— fau

para toda n.

La coleccion de ecuaciones dada por suele escribirse simplemente como
dpok+kody=g—f,

para resaltar en qué complejo se estan aplicando los operadores d.

Ejemplo 1.73. Sea A°® el complejo exacto 0 A4 0 ; entonces el

morfismo identidad A° =2 A* es hométopo al morfismo cero via
14
0 A A 0
14
0 A A 0
Lema 1.9. Sean A = mod (R) la categoria de R-mddulos y f,g : A* — B*® dos

morfismos en C*(A), donde x = o, +,— 6 b; si f,g: A* — B*® son homdtopos,
entonces los homomorfismos inducidos f. y g. son iguales.

DEMOSTRACION. Como f y g son homdtopos, entonces existe una coleccién de
homomorfismos k = {k, } tales que

(18) dBokn+kn+1odA:gn_fn
para toda n, en particular dado « € ker d,, C A,, se cumple que

gn(a@) = fula) = dpo kn(a)+ kni1oda()
= dpo k,(a )

)

)
puesto que « € ker dy C A,; pero dg o ky(«a) € I'm dp, por tanto g,(a) — fn(«)
también estd en Im d,, 11 C B,, es decir, g,(«) y fn(«) representan a la misma clase
de equivalencia en

ker d,,

—— =H,(B*
Im dn+1 ( )

&

Definicién. Dos complejos A® y B*® se dicen homdtopos si existen morfismos de

complejos f: A* — B*y g: B* — A®talesque go f ~ 140y fog ~ 1pe.
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Corolario 1.10. Si A* y B* son homdtopos, entonces H;(A®) = H;(B*) para todo
entero v > 0.

DEMOSTRACION. Por el lema se tienen g, o f, = 1,y f. 0 g, = 1,. O

Lema 1.11. Si en una categoria abeliana A se tiene un diagrama conmutativo

A—t.p Jd .o k. p_t.p

LA R

A—-p st p Lt p

donde los renglones son exactos y los morfismos «, 3,0 y € son isomorfismos, en-
tonces el morfismo v también es isomorfismo.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A es la cate-
goria de R-modulos para algin anillo conmutativo R y sea ¢ € ker v C C'; entonces
dok(c) =k ovy(c) =0y como 0 es inyectivo se sigue que k(c) = 0, pero como los
renglones del diagrama son exactos, entonces existe b € B tal que j(b) = ¢ y por
tanto j o f(b) = vy 0 j(b) = v(c) =0, es decir 5(b) € Ker (') = Im (¢'), luego existe
a' € A’ tal que 7' (a') = B(b).

Puesto que « es suprayectivo, existe a € A tal que a’ = a(a), de modo que
B(b) = i'(a') = i oafa) = foi(a) y como (B es inyectivo, entonces b = i(a) y
por tanto ¢ = j(b) = joi(a) = 0; es decir v es inyectivo.

Por otra parte, dado ¢ € C’ se tiene que k'(¢) € D" y como ¢§ es suprayectivo,
existe d € D tal que k'(¢/) = d(d). Més atn, eol(d) ="' 0o§(d) = U'(K'(c)) =0y
puesto que € es inyectivo, entonces [(d) = 0; por tanto existe ¢ € C' tal que k(c) = d,
pero en ese caso k'oy(c) = dok(c) = §(d) = k'(¢), es decir v(c) - € Ker k' = Im j’
y de este modo existe ' € B’ tal que y(c) —¢ = j'(V'). Puesto que 3 es suprayectivo,
existe b € B tal que b/ = f(b), luego v(c) — ¢ = j'(V/) = j' o 5(b) = vy 0 j(b), es decir,
' =~(c—j(b)), o sea, v es suprayectivo y por ser un homomorfismo de R-médulos
que es inyectivo y suprayectivo, entonces es un isomorfismo. O

Observacién. En ocasiones resulta conveniente o necesario trabajar con complejos
descendentes, es decir, complejos A, de la forma
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En ese caso usaremos 0; en lugar de d; para denotar la diferencial del complejo y
subindices en los objetos del complejo en lugar de superindices. Los resultados sobre
complejos y sucesiones de complejos que hemos expresado en este capitulo tam-
bién son vélidas para esos complejos y las demostraciones son las mismas, mutatis
mutandis. En particular tanto el corolario [I.§ como el lema[I.9siguen siendo ciertos.

En los siguientes capitulos tendremos oportunidad de ver varias aplicaciones tanto
del corolario [I.§ como del lema [1.9]
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Ejercicios

1.

10.

11.

Demuestre que el morfismo identidad dado por el segundo axioma de categorias
es unico.

Demuestre que la categorfa unipuntual definida en el ejemplo [I.7ps una cate-
goria.

Demuestre que el conjunto de los niimeros naturales es una categoria, con los
morfismos dados como en el ejemplo (1.9}

. Demuestre que la categoria construida en el ejemplo es efectivamente una

categoria.

Demuestre que si C es una categoria, entonces C° tambiien lo es.

. Demuestre que cualesquiera dos objetos iniciales necesariamente son (candni-

camente) isomorfos.

Demuestre que cualesquiera dos objetos finales necesariamente son (canénica-
mente) isomorfos.

Demuestre que todo isomorfismo es monomorfismo y epimorfismo.

Demuestre que las funciones entre conjuntos inducen funtores entre las corres-
pondientes categorias.

Demuestre que todo homomorfismo de grupos induce un funtor entre las co-
rrespondientes categorias con un unico elemento.

Dada una categoria C y dos objetos Ay B en C, definimos una nueva categoria
ASpB como sigue:

Ob(4SB) = { A0~ B enc | @ y § son monomorfismos }

T jf | / A\

Hom,s, | C, D |=4C L D | 1os tridngulos conmutan
ﬁ] ﬂ’T k /;
B B \ B J

Demuestre que la suma directa A @ B existe en C si y sélo si la categoria 4Sp
admite un objeto inicial.

37
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12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

CAPITULO 1. CATEGORIAS ABELIANAS Y ALGEBRA HOMOLOGICA

Demuestre que el funtor descrito en el ejemplo[1.56] es efectivamente un funtor
contravariante.

Demuestre que los funtores definidos en el ejemplo son efectivamente
funtores contravariantes.

Demuestre que la transformacién mencionada en el ejemplo efectivamente

es una transformacién natural. ;Cémo se define esta transformacion para el
abierto U = 7

Demuestre que la categoria Vect/k es una categoria aditiva.
Demuestre que la categoria de grupos abelianos es una categoria aditiva.

Sea C una categoria aditiva; demuestre que el ecualizador de ¢ y v, en caso
de existir, es candénicamente isomorfo al nicleo de ¢ — 1.

Sea C una categoria aditiva; demuestre que el coecualizador de ¢ y 1, en caso
de existir, es canénicamente isomorfo al contcleo de ¢ — 1.

Demuestre las afirmaciones hechas en los ejemplos y [L.67]

Demuestre que las categorfas definidas en el ejemplo [1.69] efectivamente son
categorias abelianas.

Sugerencia: Observe que si la categoria D tiene un objeto cero, entonces existe el funtor cero
0:C—D.

. f , .
Demuestre que si A—— B es un morfismo en una categoria abeliana, en-
tonces existe un tnico epimorfismo A — Im f tal que el siguiente diagrama
conmuta

A——1Im f

N

B

Demuestre el lema [1.9| para una categoria abeliana arbitraria sin usar el teo-
rema del encaje de Freyd.



Capitulo 2

Homologia

Ante la dificultad de estudiar los objetos topoldgicos per se, se ha buscado aso-
ciarles objetos algebraicos, llamados invariantes, que reconozcan y permitan iden-
tificar caracteristicas especificas de los espacios topoldgicos con los que se asocian.
Entre los primeros invariantes que se estudiaron, a partir de ideas que se remontan
a H. Poincaré, estan los grupos de homologia, simplicial y singular. Poincaré descu-
brié que, no importa como “triangulemos”la esfera unitaria, la suma del nimero de
vértices, menos el nimero de aristas més el nimero de caras siempre es igual a 2.
Generalizar esta idea supone el uso de objetos que jueguen el papel de los triangu-
los en otras dimensiones, asi como la correcta generalizacién de caras, vértices y la
nocion misma de “triangulacion”, que debera hacerse precisa.

2.1. Homologia simplicial

Definicién. Dados n+1 puntos vy, ..., v, € R™; en posiciéon general, es decir, tales
que {v; — vo, ..., v, —vo} es un conjunto linealmente independiente, definimos el n
stmplejo generado por vy, . ..,v, como el conjunto

[Uo,...,Un] = {PERm | P:Ztﬂ)ﬂztzzl,tz ZOVZ}

A los puntos vy, . . ., v, se les llama los vértices del n simplejo. Existen inclusiones
evidentes [vg, ..., Uk, ..., U] <> [v0,...,v,] para toda 0 < k < n, donde v}, significa
que se ha omitido al punto v, y se tiene, por tanto, un n — 1 simplejo incluido en el
n simplejo original. A la imagen de esta inclusion se le dice una cara del n simplejo

[Vo, - -+ Un).

Al n simplejo generado por la base candnica {eg,...,e,} de R"™! se le llama el
n simplejo estandar y se denota mediante A™. El orden de los vértices juega un
papel muy importante en la definiciéon y céalculo de la homologia de un espacio to-
poldgico, en particular, el orden de los vértices de un n simplejo determina una

39
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orientacion de cada una de sus caras; también determina un homeomorfismo lineal
canénico que preserva la orientacién, entre A" y [vo, ..., v,], a saber

Z t;e; — Z t;v;.

Nota: Los vértices de una cara, o de cualquier subsimplejo generado por un
subconjunto de los vértices del n simplejo [vy, ..., v,], se ordenaran de acuerdo al
orden en que aparecen en el n simplejo [vg, ..., v,].

A la unién de las caras de A" le llamamos la frontera de A™ y la denotamos me-
diante OA™. El interior del n simplejo estandard, (A")° = A™ — JA™, lo llamamos
el n simplejo abierto. Observe que OA? = () y por tanto (A°)? = A,

Definicién. Una estructura de A complejo en un espacio topoldgico X es una

coleccién de funciones continuas o, : A" — X, donde n depende de «, tales que:

» La restriccién o,|(A"™)° es inyectiva para cada o, y cada punto de X estd en
la imagen de exdctamente una restriccién o, |(A™)°.

» Cada restriccién de o, a una cara de A" es una de las funciones o4 : APt —
X, donde hemos identificado a las caras de A™ con el n— 1 simplejo estandard,
mediante los homeomorfismos lineales canénicos que preservan orientacion des-
critos mas arriba.

= Un conjunto A C X es abierto si y sélo si o' (A) es abierto en el correspon-
diente A" para cada o,.

Denotemos mediante €} a la imagen o, ((A")?) y sea A,(X) el grupo abeliano libre
generado por los €. A los elementos de este grupo les llamaremos n cadenas. Las

cadenas se pueden por tanto escribir como sumas formales g Na€q CON Ny, € 7 6,

«

equivalentemente, como E Na0q, donde o, : A — X es una de las funciones que

(03
determinan la estructura de A-complejo en X y cuya imagen es la cerradura de e,,.

Para un A-complejo general X definimos homomorfismos frontera
O+ Ap(X) — A1 (X)

mediante la férmula

On(0a) = Z(—l)i% [N

7
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paran # 0y dy = 0, donde los [eq, ..., €;,...,e,] son las caras de A™. El signo en
la suma, heuristicamente, toma en cuenta la orientacion del simplejo estandard.

Lema 2.1. A,(X) es un complejo descendente, es decir, O, 0 Op41 = 0 para todo n.

DEMOSTRACION. Ejercicio para el lector. &

Definicién. Definimos los grupos de homologia simplicial de X como los grupos

Apay . Ker (8,1 An(X) — Ayi(X))
Hj, (X) T Im (anJrl : An+1(X) — An<X>>

Observe que, por definicion, estos grupos son grupos abelianos.

Ejemplo 2.1. Sea X = {p}; entonces la tnica estructura de A complejo posible
para X es la dada por una copia del 0-simplejo estandard Ay y nada mas; por tanto

0, para k>1,
Hi (Ag) =
Z, para k=0.

Ejemplo 2.2. Sea X = S!, con la estructura de A complejo dada por un vértice
v (v.g. el polo norte) y una arista e, identificando las fronteras de la arista con
el vértice v; entonces tanto Ag(S') como A;(S!) son isomorfos a Z y el operador
frontera es cero pues 0 e = v—v. Dado que no hay simplices en dimensiones mayores
a 1 en esta estructura, entonces

Z sin=0,1;
A 1\ )
Hk(S)_{O sin > 2.

Ejemplo 2.3. Sea X =T = S! x S! un toro con la estructura de A-complejo dada
por un vértice v, tres aristas a,b y ¢ y dos 2-simplejos U y R. Esta estructura es la
estructura natural que hereda T' como cociente de un rectangulo con lados a,a’, by
b’ con las identificaciones usuales de a con a’, b con b’ y los cuatro vértices con v;
aqui ¢ es la imagen en 7' de la diagonal del rectangulo. De este modo se tiene

Ao(T) = vZ
A(T) = aZBYVL& T
AyT) = UZ®RZ
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y Ag(T) = 0 para k > 3.

Como en el ejemplo precedente 0 a = 01 b =0, c = v — v, de modo que 9, =0y
por tanto H5(T) =2 Z. Por otra parte 0, U = a+b—c = 0y Ry como {a,b,a+b—c}
también es una base de A;(T"), entonces tenemos

HA(T) =72
H2(T) 27

pues el nucleo de 0y estd generado por U — R.

Ejemplo 2.4. Sea X = S?. Podemos dotar a S? de una estructura de A complejo
tomando dos copias U y L de A? e identificando sus fronteras a través de la funcién
identidad. Si nombramos a,b y c a las aristas de U y L y a los vértices los llamamos
PQy R,de modoque 9 a=P—R,0,b=0Q — Py d ¢ =R— (@Q; entonces

tenemos

Ao(S?) = PZ®QZ® RZ,
A(S?) = dZSVL® L,
A(S?) =  UZeLZ.
Como Ax(S?) = 0 para todo k > 3 y ker 9, = (U — L)Z, entonces

H2(S*) = 0 para k>3.
H2(S?) = Z

Por otra parte, puesto que Im 0y = ker 0 = (a + b+ ¢)Z se tiene que
H{(8%) =0,
en tanto que
Imo,=(P—-R)Z®(Q—P)ZC PL® QLD RZ

y por tanto
HMNS?) = 7.

Observacién Puesto que P{ = S?, este homeomorfismo induce una estructura
de A complejo en P! y para esta estructura los grupos de homologfa simplicial
coinciden.
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Ejemplo 2.5. Sea X = R?; entonces cualquier A estructura en X tiene un nimero
infinito de 2-simplejos, puesto que la imagen de cada uno de ellos es un subconjunto
compacto de R? y por tanto ninguna unién finita de 2-simplejos puede cubrir a todo
X; por otra parte no hay k-simplejos en esta A estructura, para k > 3 y por tanto

H2(X) =0,

para k > 3.

Observe que ker dy = 0, pues si Z A% es una suma finita de 2-simplejos distintos
J

2 a 2 y tales que UjA% es un conjunto conexo B, entonces su imagen bajo 0, es la

frontera 0B # (). En general, para una suma finita arbitraria, su imagen bajo 0,

sera la suma finita de las fronteras de las componentes conexas de la union de los

2-simplejos, la cudl no es cero salvo que los coeficientes de la suma sean cero, por

tanto se tiene
H}MX) = 0.

Por otra parte, Ker 0 esta generado precisamente por las frontras 0 B de las uniones
finitas de 2-simplejos, las cuales estan en la imagen de 0o, como acabamos de ver,
de modo que

HA(X) = 0.

Finalmente observemos que mientras Ag(X) es el grupo abeliano libre generado por
los vértices de los 2-simplejos que definen la A estructura de X, la imagen de 0;
estd generada por elementos de la forma p — ¢, donde p y ¢ son vértices de sendos
2-simplejos y cualquier diferencia de vértices estd en la imagen de 0;, puesto que dos
vértices arbitrarios siempre estdn conectados por algin camino en la A estructura de
X; mas aun, puesto que p ¢ ker 0; para ningin vértice p y puesto que dos vértices
arbitrarios difieren por un elemento en I'm 0y, se tiene que

HYNX) =Z.
Como A} = R?, entonces

0, para k>1,
Hi (Ag) =
Z, para k=0.

Una preguta razonable es si los grupos de homologia simplicial dependen o no de
la eleccion de A estructura o, méas generalmente, en vista de los ejemplos y 2.5
si dos espacios topoldgicos son homotopos, ;tienen los mismos grupos de homologia
simplicial?

La respuesta a estas preguntas manteniéndonos en el esquema de los complejos sim-
pliciales es muy complicada, por esta razon es conveniente introducir otras teorias
de homologia que nos permitan dar una respuesta més sencilla.



44 CAPITULO 2. HOMOLOGIA

Observacién. Tradicionalmente la homologia simplicial se define para complejos
simpliciales, que son aquellos A complejos cuyos simplejos estan completamente
determinados por los vértices, es decir, cada n-simplejo tiene exactamente n + 1
vértices distintos y ningtn otro n-simplejo tiene la misma coleccion de vértices. En
esta seccion y la siguiente seguimos muy de cerca la presentacién de Allen Hatcher

7]
2.2. Homologia singular

Definicién. Un n-simplejo singular en un espacio topolégico X es una funcion
continua o : A" — X. Observe que ¢ no tiene por que ser una funcién inyectiva
y de hecho podria ser bastante degenerada, por eso el nombre de ”singular”.

Sea C,,(X) el grupo abeliano libre generado por los n-simplejos singulares en X;
a los elementos de C,,(X) se les llama n-cadenas singulares (en lo que sigue escri-
biremos simplemente n-cadenas para referirnos a estos elementos). Como en el caso
de A complejos, definimos un complejo de cadenas singulares mediante los homo-
morfismos frontera

Op : Cp(X) — C,_1(X)

dados por
On(oa) = D (=D'oallvo, ... i, .. v,

paran # 0y Jy = 0, donde los [vg, ..., 0;,...,v,] se identifican de manera canénica
con el n — 1-simplejo A™"!, preservando el orden de los vértices.

Lema 2.2. 0, 00,1 = 0 para todo n, por tanto Ce(X) es un complejo descendente.
&

Definicién. Definimos los grupos de homologia singular mediante

ker 0,

H,(X) =
n( ) ]man—i-l

Observaciones.

1. El complejo Co(X) no depende de ninguna ”triangulacién”particular de X,
pues toma en cuenta todas las funciones continuas de A™ en X.
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2. No existe ninguna razén a priori por la que estos grupos deban ser finitamente
generados, al contrario de lo que sucede con los grupos de homologia simplicial.

3. Tampoco existe ninguna razén a priori por la que estos grupos deban ser cero
a partir de cierto valor del subindice, puesto que las funciones ¢ ya no son
inyecciones.

Lema 2.3. 57 X = X, es la descomposicion de X en sus componentes arcoconexas,
entonces H,(X) = &H,(X,).

DEMOSTRACION. Como A™ es arcoconexo y las funciones o : A" — X son conti-
nuas, la imagen de A, en X es arcoconexa y por tanto estd completamente contenida
en una de las componentes arcoconexas de X, de este modo

Cn(X) = ®C,(Xa).

El operador frontera 0, preserva esta descomposicion, pues la imagen de la res-
triccién de o a cualquiera de las caras de A™ necesariamente estd en la misma
componente arcoconexa que la imagen de A", asi que

an : Cn(Xa) — Cn—l(Xa)

y en consecuencia se tiene

ker 9, = @ (ker 9, NC,(Xa))
Imd, = &([Imd,NC,1(Xa))
por lo que los grupos de homologia también escinden H, (X) = ®H,(X,) %

Lema 2.4. S5i X es no vacio y arcoconexo, entonces Hy(X) = Z, por tanto para todo
espacio X, Ho(X) es una suma directa de copias de Z. una por cada componente
arcoconexa.

. Co(X
DEMOSTRACION. Puesto que 9y = 0, entonces Hy(X) = [0( 0)' Si definimos 7 :
m 0y
Co(X) — Z mediante n()_, n,0;) = Y. n;, entonces claramente 7 es un homomor-

Co(X)

er n

fismo suprayectivo pues n(no) = n para cualquier o y por tanto & 7Z; veamos
que ker n = Im 0.

En efecto, Im & C ker n pues si 0 : A — X, entonces 0;(0) = o|jvg] — o|v1], por

45
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loque nodi(c) =1—1=0y como esto es cierto para cada generador de C(X),
entonces 7|, 5, = 0. Consideremos ahora . n;0; € ker 7, entonces » . n; = 0. Sea
z, € X un punto fijo; entonces Y . n;1p = 0-1¢ =0 € Cy(X), donde ¢ : A® — X
cuya imagen es precisamente xy, por tanto

Zniai = an(gl — 1/1) < CO(X)

Si P, =1Im o; € X, como X es arcoconexo existe una funcién g; : [0,1] — X tal
que £;(0) = ¥(vg) = xg vy Bi(1) = 04(vg) = P;; si identificamos de manera candnica
al intervalo [0, 1] con el 1-simplejo A! = [v,,v1], entonces 3; € C1(X) y ademéds

81(52‘) = 5@"1}1 - Bi’vo =0; — 1,
por tanto se tiene que

al(z nz‘ﬁi) = Zni(% - 1/%') = Zaia

es decir ) . n;o; € Im 0, de modo que ker n = Im 0; y asi

_ G(X) _ Go(X)
Im 0, ker n

I

Hy(X) Z.

Ejemplo 2.6. Si X es un punto, entonces Hy(X) = Z y Hy(X) = 0 para todo
k > 1. En efecto, C,,(X) = 0,Z para cada n, donde o, : A" — X es la tnica
funcién continua posible entre el n-simplejo canénico y X, por tanto

8n(0n):{ 0 si n= 2k+1,

Op_1 SI n= 2k.

de modo que en este caso el complejo Co(X) es simplemente

74,7 O g W 7 0. 7 0

por lo que todos los grupos de homologia de este complejo son cero, salvo el iltimo,
que es isomorfo a Z.

Observacion. El complejo Co(X) es funtorial, como se enuncia en el siguiente lema.
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Lema 2.5. §i f : X — Y es una funcion continua, entonces f induce homomor-
fismos fn 1 Cp(X) — Cn(Y) que hacen conmutar el diagrama

fn

Cn(X) Cu(Y)

g

Cn71<X) - nfl(Y)'

DEMOSTRACION. Ejercicio para el lector. &

Observaciéon. De acuerdo con el lema precedente, los homomorfismos f,, constitu-
yen un homomorfismo de complejos

fi: Co(X) — Cu(Y)

y por tanto los grupos de homologia singular también son funtoriales, mas precisa-
mente

Corolario 2.6. Si f: X — Y es una funcion continua, entonces f induce homo-
morfismos f. : H,(X) — H,(Y) para toda n.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata del teorema [1.6] O

Observaciones

1. 1, =1, donde 1 es la funcién identidad (de un espacio topoldgico, de un grupo,
etc.).

2. 581 X Sy 4.y son funciones continuas entre espacios topoldgicos, en-
tonces (g o f)s = g« © fu.

Recuerde que dos funciones continuas f,g: X — Y son homdtopas (que escribire-
mos f =~ g) si existe una funcién continua F': X x [0,1] — Y tal que F(—,0) = f
y F(—,1) = g; en tanto que dos espacios topolégicos X e Y son homdétopos u ho-
motopicamente equivalentes si existen funciones f : X — Y y g: Y — X tales

que go f ~1x vy fog =~ ly; en este caso decimos que f y g son homotopias entre
XeY.
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Teorema 2.7. Si f,g: X — Y son dos funciones homdtopas, entonces f3 y g4 son
homdtopos y por tanto f, = g..

DEMOSTRACION. Tenemos que construir una coleccién de funciones k = {k,} que
satisfagan las condiciones expresadas en la ecuacién y para esto necesitamos
usar el hecho de que f y ¢ son funciones homotopas entre espacios topoldgicos, es
decir, usar la existencia de una funcién continua

F:XxI—Y

tal que F(x,0) = f(x) y F(x,1) = g(x) para toda € X, donde I = [0, 1].

La idea es simple:

» Para cada funcién continua o : A" — X se tiene de manera canénica la
composicion

A< T 2L x w1ty

Si construimos una triangulacién de A™ x I en n + 1 simplejos, la restriccién
de la composicién Fo (o x 1) a cada uno de estos simplejos puede interpretarse
como una funcién continua de A"*! en Y y por tanto la suma alternada de
estas restricciones sobre todos los n + 1 simplejos de la triangulacién serd un
elemento de C,,11(Y") asociado a ¢, 1o que nos permite definir el homomorfismo
k, extendiendo la definicién de manera aditiva.

= El segundo paso sera demostrar que las funciones k,, asi definidas satisfacen la
ecuacion (|1.8) y por ello definen una homotopia entre f; y gy.

Comencemos pues por construir la triangulacién de A™x 1. Denotemos por [vy, . . . , vy]
al n simplejo A™ x {0} C A™x I y por [wy,...,w,] al n simplejo A" x {1} C A" x I,
donde v; y w; corresponden al mismo vértice de A" bajo la proyeccion al primer
factor; entonces, para cada i, el simplejo [vy, ..., v;, w;, ... w,] es un n 4+ 1 simplejo
homeomorfo a A" pues los primeros ¢ vértices estan en el hiperplano A™ x {0}
mientras que los ultimos n — i + 1 vértices estan en el hiperrplano A™ x {1}. De-
jamos al lector verificar que si dos de ellos tienen interseccién no vacia entonces se
intersectan en una cara, asi como verificar que la unién de estos n + 1 simplejos es
precisamente A™ x I. Observe que

Onr([o, - v wiy . wa]) = Y (=1 [vo, o By v
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Definimos el homomorfismo k,, : C,,(X) — C,11(Y) como sigue:

g Z FO U X ]-)|[vo7 Vi Wiy W]

donde ¢ : A,, — X es una funcién continua (i.e., un generador de A, (X)) y ex-
tendemos linealmente; entonces componiendo k,, con el operador frontera se tiene que

Ooka(0) = Y (~D'(=1)F 0 (0 X Dlug..syoccnavn.on]
J<i
+Z J+1FO (O' X 1)|[U07 - Vq,W;q,.- 7w_77 W ]
j>1

Por otro lado, si aplicamos primero el operador frontera y después k,_; se obtiene

kp_1o0 8(0) = Z(_l)i_l(_l)jF © (J X 1)|[vo,-~~,17j7~--,v¢,wz‘,-~~wn}

j<i
; .
+§ (_1> (_1)JF o (0 X 1)|['UO7---7Ui7wia---7@7---7wn]
5>i
De modo que al sumarlos sélo sobreviven los términos correspondientes a j = 1,

doky(o) +kn100(0) = Z(_l)ziF 0 (0 X 1)|fug, .. 04105,

+Z(_1)2i+1F 0 (0 X 1)|[ug,...s0i,0151,0 0]
es decir

8okn(0)+kn,1oa(0) = Z (F o (U X 1)‘[vo,l..,vi_l,wi,...wn] —Fo (U X ]-)|[vo,...,vi,wi_,_l,...,wn})

i
que es una suma telescopica en la cual so6lo sobreviven el primer y el dltimo término,
por lo que reduciendo la expresiéon se obtiene

Ooky(o)+kpq100(c) = Fo(ox 1)][007.“7%] — Fo(ox 1)][1007“.’%}
- foo—goo

- fn(a) —gn(J).
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Corolario 2.8. St f : X — Y es una homotopia, entonces el homomorfismo
inducido f,: Hi(X) — H;(Y) es un isomorfismo para toda i.

DEMOSTRACION. Sea g : Y — X una inversa homotépica de f; entonces por
hipétesis go f ~ 1x v f o g >~ 1y, por tanto, de las observaciones posteriores al
corolario y el teorema anterior se tiene que g, o f, = (go f). =1, = 1 en H;(X)
y andlogamente f, o0 g, = (fog),=1,=1en H(Y). &

Corolario 2.9. Si X es un espacio contrdctil, entonces Ho(X) = Z y H;(X) =0
para todo i > 0; en particular esto es cierto si X = R"™ asi como para X = C". <&

En ocasiones es conveniente trabajar con una version ligeramente modificada de la
homologia singular, en la que todos los grupos de homologia del espacio que consta
de un solo punto sean cero.

Definicién. Dado un espacio topoldgico X # (), la homologia del complejo aumen-
tado

= Oy(X) - O (X) 2 Oy (X)) = Z——0

donde €(>, n;0;) = >, n;, se llama la homologia reducida de X. Al n-ésimo grupo
de homologia de este complejo lo denotaremos mediante H,,(X).

Observacién. H,(X) = H,(X) para todo n > 1y, si X es arcoconexo, enton-

ces Hy(X) =0 +# Z = Hy(X).

2.3. Homologia singular vs. homologia simplicial

Como acabamos de ver, la homologia singular tiene muchas propiedades impor-
tantes, en particular es funtorial y es invariante ante homotopia; estas son propieda-
des que nos gustaria tener siempre, pues nos permiten pasar de un espacio topolégico
a otro, en principio mas simple, sin perder informacién sobre su homologia; sin em-
bargo, calcular grupos de homologia singular puede volverse una pesadilla, pues los
grupos C,(X) son infinitamente generados y no hay ninguna razén a priori para que
los cocientes que definen a los grupos de homologia sean finitamente generados; por
otra parte, los grupos de homologia simplicial son finitamente generados en un buen
nimero de situaciones, por tanto la homologia simplicial es finitamente generada en
muchos casos. En un mundo ideal, ambos grupos de homologia deberian coincidir,
lo que nos permitiria concluir por un lado que los grupos de homologia singular son
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finitamente generados en un buen nimero de casos y, por otra, que los grupos de
homologia simplicial son invariantes bajo homotopia y en particular no dependen
de la triangulacion elegida.

Afortunadamente, el mundo ideal en ocasiones es posible y lo que demostraremos
en esta seccién es que ambos grupos de homologia coinciden.

Recordemos que si f : X — Y y g : Y — Z son funciones continuas, enton-
ces f y g inducen homomorfismos f; : Co(X) — Co(Y) y g5 : Co(Y) — Co(X),
que a su vez inducen homomorfismos de grupos de homologia f. : h;(X) — hy(Y)
Y g« : hi(Y) — hi(Z), como se demostré en el corolario [2.6]

Una pregunta razonable es: ;bajo qué circunstancias los homomorfismos f; y gy
dan lugar a una sucesion exacta corta

0— Cu(X) == CuY) == C(2) —0
lo que a su vez daria lugar a una sucesién exacta larga de homologia, como vimos
en el corolario [L.8

Dados un espacio topologico X y un subespacio ¥ C X, la inclusiéon Y — X
induce un homomorfismo inyectivo de grupos C,,(Y) — C,(X) via la composicién
con la inclusién, por lo que podemos considerar al primero como un subgrupo del
segundo. Mas atin, el homomorfismo frontera 0, de C,,(X) restringido al subgrupo
C,(Y) coincide con el homomorfismo frontera de C,,(Y'), por tanto se tiene un mo-
nomorfismo de complejos Co(Y) — Co(X), el cual nos permite hacer la siguiente
definicién:

Definicién. Dados un espacio topolégico X y un subespacio Y C X, definimos

Cn(X)
Cu(Y)
ferencial inducida 0. A la homologia de este complejo se le conoce como la homologia
relativa de X con respecto a Y y a los grupos de homologia los denotaremos me-
diante H,(X,Y).

el complejo de cadenas relativas Co(X,Y') mediante C,,(X,Y) := , con la di-

Se sigue de la definicién de C,(X,Y’) que para todo n hay una sucesién exacta
corta
0— C(Y) — Co(X) — Cr(X,)Y) — 0

por lo que se tiene una sucesion exacta corta de complejos
0—Co(Y) — Co(X) — Co(X,Y) — 0

y por ende una sucesién exacta larga de grupos de homologia,

= H(Y) ——= Hi(X) — Hi(X,Y) == H; (V) — ..
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de acuerdo al corolario [L.8

Observacion.
1. SiY =10, entonces H,(Y) =0y H,(X) = H,(X, () para toda n.

2. Si) #Y C X y reemplazamos la sucesién exacta corta de complejos
00— Co(Y) — Co(X) — Co(X,Y) — 0

por la sucesién exacta corta de complejos que se obtiene al aumentarle a esa

., . 1z
sucesion la sucesion exacta corta 0 Z Z 0 0 en grado —1
via los morfismos €, obtenemos una sucesion exacta larga de homologia relativa,

= H(Y) — Hy(X) — H;(X,Y) 2= H; (V) — . ..

en la cual H,(X,Y) = H,(X,Y) para toda n.

Ejemplo 2.7. Para todo espacio topoldgico Xjé () y para todo punto z € X se
tiene H, (X, x) = H,(X) para todo n > 0 pues H,(z) = 0 para todo n.

Proposicién 2.10. Si f: (X,Y) — (Z,W) es una funcion continua entre pares,
es decir, si f : X — Z es una funcion continua tal que f(Y) C W, entonces f
induce homomorfismos f.: H,(X,Y) — H,(Z,W) para todo entero n > 0.

DEMOSTRACION. Puesto que f(Y') C W, entonces f; (C,(Y)) C C(W) para todo
ny por tanto induce un homomorfismo f; : Co(X,Y) — Co(Z, W). &

Proposicién 2.11. Si f, g : (X,Y) — (Z, W) son homdtopos a través de funciones
continuas entre pares, entonces los homomorfismos fi, g« : H,(X,Y) — H,(Z, W)
son iguales para todo entero n > 0.

DEMOSTRACION. La homotopfa k = {k, } construida en la demostracién del teore-
ma [2.7 satisface k, (C,,(Y)) C C,(W) y por tanto induce una homotopia k = {k,},
con ky, : Cp(X,Y) — Co(Z, W) tal que Dok, +k,_100 = gy — f4, es decir g4 v f3
son hométopos y por tanto g, = f,. &
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Observacion.

1. SiZ CY C X, entonces C,(Z) < Cp(Y) < C,(X) para toda n y el tercer
teorema de isomorfismo de grupos equivale a las sucesiones exactas

0 GY) G G(X)

C.(2) 0z vy Y

que dan lugar a la sucesion exacta corta
0—C(Y,Z) — Co(X,Z) — Co(X,Y) — 0
que a su vez induce una sucesion exacta larga de grupos de homologia

21)... - H,(Y,Z) — Hi(X,Z) — Hi(X,)Y) — H, (Y, Z) — ...

2. Si (X,Y) ~ (U,V) son parejas hométopas (i.e., existen f : (X,Y) — (U, V)
y g: (U V) — (X,Y) funciones continuas tales que go f ~1xy fog~1y
son homotopias entre pares), entonces Hy(X,Y) = H(U, V) para toda k.

Dado un espacio topolégico X, sea U = {U;} una coleccién de subespacios cuyos
interiores forman una cubierta abierta de X y sea

CY(X) := {Z njo; | Im o; C U; para algtin ¢}
J

Observe que 9,(C%(X)) € C% (X)) y de este modo C¥(X) es un subcomplejo del
complejo Co(X). A la homologia de este complejo la denotaremos mediante H%(X).

Nuestro objetivo inmediato es comparar los grupos de homologia HY(X) y H,(X);
para ello necesitaremos usar un proceso conocido como subdivision baricéntrica.

[ . Subdivision baricéntrica de simplejos. Recuerde que los puntos del simplejo
[vg, ..., v,] son combinaciones lineales de la forma ) .tv;, con > .t; = 1y
t; > 0 para toda 7; en particular b = #1 > Vi es el baricentro del simplejo.
La subdivisién baricéntrica del simplejo [vp] es sencillamente el simplejo [vg)].
Para el simplejo [vg, v1], la divisién baricéntrica consta de los simplejos [vg, b]
y [b,v1], donde b es el varicentro del simplejo [vg, v1].

b
o

Vo U1

La subdivisién baricéntrica del simplejo [vg, v, v2] consta de los 2-simplejos
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Vo

cuyos vértices son los baricentros de los subsimplejos de [vg, v1, v2] de dimensién
k, con k=0 6 1, como se ilustra en el diagrama siguiente.

Los vértices de los simplejos en la divisién baricéntrica de [vy, . .., v,] son pre-
cisamente los baricentros de las caras [vj,, . .., v;,] de dimensién k del simplejo
[Vg, ..., vp], con 0 < k < n. Cuando k = 0 estos vértices son vértices del sim-
plejo original.

Los n-simplejos de la subdivision baricéntrica de A", junto con todas sus
caras, constituyen una estructura de A complejo en A™.

Observe que el diametro de cada simplejo en la subdivision baricéntrica de
[vo, ..., v, es menor o igual a n/(n + 1) veces el didmetro de [vg, ..., v,]. En
efecto, el didmetro de un simplejo es la distancia maxima entre dos de sus
puntos, la cudl coincide con la distancia maxima entre dos de sus vértices. Si
ninguno de los vértices w; y wy, de un subssimplejo [wy, . . ., w,] es el baricentro
de [vo, ..., v,], entonces estos vértices caen en una cara y al menos uno de ellos
no es uno de los vértices originales, asi que la conclusion se sigue por induccién
en la dimensién del simplejo, siendo evidente para dimensién uno. Si digamos
wy, es el baricentro de [vy,...,v,], entonces wy = 1/(n+ 1)) . v; y ademds

(wy —wji| = Jwe =Yt = D twe = Yo vl = D0 ti(wk — vy)]
< dlti(wy —v)| <0 XS tmdx|w, — v = méx|wg — vy

por tanto, sin pérdida de generalidad podemos suponer que de hecho w; = v;
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para algini. Seab; = 1/n Zj# v; el baricentro del subsimplejo [vo, . .., ¥;, . . ., Uy
que se obtiene al eliminar el vértice v;; entonces b = #1%’ + 47bi v ademds

1 1
lvi — b = nr . " Jo; — bil,

i — i — bi| =
n—l—lv n—l—lv n-+1 n-+1

por tanto |v; — b < 5 X didmetro de [vg, ..., vn).

IT . Subdivision baricéntrica de cadenas lineales. Sea Y un conjunto convexo; en-
tonces las funciones lineales A" — Y generan un subgrupo de C,(Y), al
que llamaremos el subgrupo de cademas lineales y que denotaremos mediante
LC,(Y). Observe que el operador frontera manda cadenas lineales en cadenas
lineales, es decir 9|rc, vy : LC(Y) — LC,—1(Y), de modo que LC,(Y) es
un subcomplejo del complejo Co(Y).

Si o : A" — Y es una funcién lineal, entonces o (), tie;) = Y. tio(e;) y la
imagen de o estd completamente determinada por la imagen de los vértices de
A" es decir, o estd completamente determinada por el simplejo [wy, ..., w,],
donde wy = o(ey). Para simplificar la notacién, aumentaremos el complejo
LC,(Y) agregéndole LC'_1(Y') := Z, generado por el simplejo [] y haciendo
J[vg] = [0] para todo O-simplejo [vg].

Cada punto b € Y determina un homomorfismo b : LC,(Y) — LC,;1(Y)
definido en los elementos basicos mediante b ([wo, . . ., w,]) = [b, wo, . . ., wy].

Lema 2.12. Para todo b € Y se cumple que 0b+ b0 = 1¢,(v)-

DEMOSTRACION. En efecto, si aplicamos el operador frontera al simplejo [b, wy, . . . , wy,]
obtenemos
3([b,w0,...,wn]) = [wo,...,wn] —Z?ZO(—l)H—l[b,wO,...,UA}Z',...,UJH]

= [wo,...,w,] —b(O([wo, ... ,wy,]))

y por linealidad se tiene que d(b(0)) = 0 — b(0o) para todo o € LC,(Y). &

Definiremos ahora, por inducciéon, un homomorfismo S : LCy — LC, del com-
plejo aumentado en si mismo. S : LC_1(Y) — LC_1(Y) se define mediante
S([0]) = [0], es decir S es la identidad en este nivel del complejo aumentado.
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En general, si ¢ : A" — Y es una funcién lineal, sea b, la imagen bajo o
del baricentro b = 1537, ¢; de A" y definimos S(0) := b, (S(00)). Observe que
S(wo]) = wo (S(O[wo])) = wo([0]) = [wo), es decir S : LCo(Y') — LCy(Y) también
es la identidad.

Lema 2.13. S satisface SO = 05S.

DEMOSTRACION. En efecto, como S es la identidad tanto en LCy(Y) como en
LC_1(Y), se cumple que S = S0 en LCy(Y). Si n > 0, entonces, puesto que
a(y(a)) =0 —y(Jdo), para todo o : A" — Y lineal se tiene que
dSo = 0(b,(590))
= Sdo — b, (8580)
= S0o — b, (5880)
= Sodo

donde la tercera igualdad se cumple por induccién y la iltima se cumple pues 00 = 0.
&

Proposicién 2.14. S ~ 1 en el complejo aumentado LCo(Y).

DEMOSTRACION. Necesitamos construir una homotopia 7' : LC,,(Y) — LC,,11(Y)
para n > —1 entre la identidad y S. Para n = —1 definamos T" = 0 y definamos
To := b,(0c — TOo) para n > 0, entonces como S = 1y T = 0 en LC_((Y),
evidentemente se cumple 0T +T9 =1 — S paran = —1. Si n > 0 se tiene

OTo = 0(by(c —To))
= (0 —Tdo) —b(0(c — Tdo)) por el lema [2.12
= (0 —T0o) —bS(do) — b(T)(Jo) por induccién en n
= (06 =T0o) — bSJo pues 00 =0

= (6 —T0o) — So por la definicién inductiva de S.
&
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IIT .

Iv.

Subdivision baricéntrica de cadenas generales. Extendemos el operador S a un
morfismo S : C,,(X) — C,(X) mediante la férmula S(o) = 04S(A") para
toda funcion continua o : A" — X. El operador S asi definido es un morfismo
de cadenas pues

0So = 0OoySA"

= o0, 0SA" pues oy es un morfismo de cadenas
= o0y SOA" en virtud del lema

— 0, S(5,(—1)A") donde AT es Ia i — ésima cara de A"
= >(=1)'oSA}

= > ,(=1)'So|an

= S(Xi(~1olar)

— 5(00)

Analogamente, definimos 7" : C,,(X) — C,,41(X) mediante la férmula T'(0) :=
oy T'A", que una homotopia entre S y la identidad pues

0lToc = 0oyTA" = 0y0TA"
= oy(A" — SA" — TOA")
= o0—So— o0, TOA"
= o0—So—T(0o)

donde la tercera igualdad se cumple en virtud de que 7' es una homotopia
entre S y la identidad para cadenas lineales, la cuarta igualdad es el calculo
precedente y la tdltima identidad se demuestra mediante un calculo similar al
que se hizo para S y o.

Subdivisiones iteradas. Si o : A" — X es una funcién continua, entonces la
cubierta U = {U;} de X induce una cubierta {o=!(U;)} de A"y, puesto que
el diametro en cada complejo de la subdivisién baricéntrica de A™ es menor

o igual a 25 veces el didmetro original, para todo € > 0 existe r € N tal que
n

(n—H)Tx(dizimetro de A™) < ¢, por tanto existe un entero positivo m tal que

S™(g) € CY(X). Este m depende de o, por lo que denotaremos por m(o) al
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menor entero positivo tal que S™(o) € CY(X).
Observe que S™ es hométopo a la identidad mediante 7, = Z TS', pues

0<i<m

0T, +Tnd = > (OTS'+TS9) = Y (ITS'+79S)

0<i<m 0<i<m

= Y (OT+719)s" = > (1-8)8

0<i<m 0<i<m
= S (s-st) = 1-8m
0<i<m

Proposicién 2.15. La inclusion CY(X)—— Cy(X) es una homotopia, por tanto
los grupos de homologia H,(X) y HY(X) son isomorfos para toda n.

DEMOSTRACION. Construiremos un homomorfismo p : Co(X) — CY(X) tal que
top~1y por~1. Manteniendo la notacion de la discusién precedente, definamos
un operador D : Cp(X) — Cpy1(X) como D(0) := Ty (0) y veamos que define
una homotopia.

En efecto, sabemos que para todo entero m, T}, es una homotopia entre la iden-
tidad y S™, por tanto, para cada funcién continua o : A" — X se tiene

aTm(U)O' + Tm(g)80' =0 — Sm<0)0'
o equivalentemente
0Do + Do = o— S™9)g — Tn(e)00 + DOo

(2.2) = o — [S™o + T,(s)00 — DOo]|

= 0= p(0)7
donde p(0) := S™g + T,,»yd0 — DIo.

A) Afirmamos que p : Cp,(X) — CY(X), es decir, p(c) € C¥(X) para todo o.

S™)(g) € CY(X) por definicién de m(c). Para el término T,,(,) 00 — Ddo, obser-
vemos que si ¢’ es la restricciéon de ¢ a una cara de A", entonces m(c’) < m(o),
asf que todos los sumandos de la forma T'S'(¢’) que aparecen en la expresién de
DOo aparecen también, con el mismo signo, en la expresion de T,,(,)(do), por lo
que T,y — Ddo es una suma de términos de la forma T'S*(¢”) con i > m(o’) y
estos términos caen en CY(X) por definicién de m(o’) y porque T' manda C% | (X)
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en CY(X).

B) Como 0Do + Ddo = o — p(o), entonces dp(c) = do — 0DIJo = p(do) y p
es un morfismo de cadenas.

C) La ecuacion se puede reescribir como 9D + DO = 1 — i o p, donde ¢ es la
incusién natural CY(X)—— C,,(X) . Mas atin, si 0 € C%(X), entonces m(c) = 0
y por tanto Do = Do = 0, por lo que la ecuacion nos dice que poi =1, es
decir, top~1y poi~1. <&

Corolario 2.16. Teorema de escision Sean Z C Y C X subespacios topologicos
tales que la cerradura de Z, estd contenida en el interior de Y ; entonces la inclusion
(X —2,Y - Z) — (X,Y) induce isomorfismos H,(X — Z)Y — Z) — H,(X,Y)
para todo entero n. Equivalentemente, si Y y B son dos subespacios de X cuyos in-
teriores cubren a X, entonces la inclusion (B, Y NB) < (X,Y) induce isomorfismos
H,(B,YNB) — H,(X,Y) para todo n.

DEMOSTRACION. I) Observe primero que si escribimos B=X —Zy Z = X — B,
entonces Y N B =Y — Z y, puesto que Z = X — B°, la condicién Z C Y equivale
aX=YuBC
IT) Demostremos la segunda versién del teorema de escisién. Considere el cubriente
de X dado por U = {Y, B}, entonces H,(X) = HY(X) por la proposicién N
ademas se tiene

OD+Do=1—iop y poi=1.

Como todos los homomorfismos en las ecuaciones precedentes llevan cadenas en Y
a cadenas en Y, inducen homomorfismos en el cociente C%(X)/C,,(Y), que también
satisfacen las dos ecuaciones, de modo que la inclusion

CL(X)/Cu(Y) = Co(X)/Cu(Y)

también es una homotopia, en particular las homologias de estos complejos son
isomorfos. Por otra parte, la inclusién (B,Y N B) — (X,Y’) induce isomorfismos

Cu(B)/Cu(BNY) — GIX)/Ca(Y),

pues ambos grupos cocientes son libres generados por los n-simplejos en B que no
caen en Y'; por tanto se tienen los isomorfismos deseados, H,(B, BNY) = H,(X,Y)
inducidos por la inclusion. <&
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Proposicién 2.17. Si (X,Y) es un buen par, la proyeccionq : (X,Y) — (X/Y,Y/Y)
induce isomorfismos q. : Hy(X,Y) — H,(X/Y,Y/Y) = H,(X/Y) para toda n.

DEMOSTRACION. Sea V' C X una vecindad abierta que se retrae por deformacion a
Y, entonces tenemos un diagrama conmutativo

H,(X,Y) o H,(X,V) Y H, (X -Y,V-Y)

lq* jq* lq*

Ho(X/Y,Y)Y) > HX/)Y,V)Y)~—L H,(X/Y —=Y/Y,V]Y = Y/Y)

Puesto que V' se retrae por deformacion a Y, entonces (V,Y) ~ (YY) y por tanto
H,(V)Y) = H,(Y,Y) = 0 para todo n, en la sucesién exacta larga asociada al tri-
plete (X, V.Y, por lo que u, es un isomorfismo. Mds ain, la retraccién de V en Y
induce una retracciéon de V/Y en Y/Y, por lo que @, también es un isomorfismo.
Los homomorfismos v y v, son isomorfismos por el lema de escision [2.16, en tanto
que el homomorfismo vertical de la derecha es un isomorfismo porque el cociente
g : X — X/Y es un homeomorfismo fuera de Y. Como el diagrama conmuta
y todos los homomorfismos horizontales son isomorfismos lo mismo que el homo-
morfismo vertical de la derecha, entonces el homomorfismo vertical del centro es
isomorfismo y en consecuencia el homomorfismo vertical de la izquierda tambiés es
un isomorfismo. &

Corolario 2.18. Si X es un espacio topolégico e Y C X es un subespacio cerrado
no vacio el cual es un retracto por deformacion de una vecindad en X, entonces
existe una sucesion exacta larga

o Ho(Y) =2 Hy(X) —2 Ho(X)Y) & ——= Hy(X/Y) ——0

DEMOSTRACION. Se sigue de la sucesion exacta larga 2.1} &

Corolario 2.19. "
~ o O st n
Hi(5") = {Z stk ién

DEMOSTRACION. Si n > 0 considere el par (A" JA") ~ (D" S"!) entonces
A" QA" ~ D"/S""! ~ S™ y por el corolario precedente tenemos una sucesién
exacta larga

o (871 e Hy(A™) s H(S7) 2 —— Hy(S™) —=0
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donde H, k(A™) = 0 para todo k pues A" es contractil; por tanto se tienen isomorfis-
mos Hy(S™) & Hy_1(S™ ') para todo k > 1y para todo n > 0. El resultado se sigue
por induccién en n, porque la homologia reducida de un punto es trivial y ﬁU(X )
tiene m — 1 copias de Z si X tiene m componentes conexas. &

Lema 2.20.
0 si k#n
7Z st k=n.

De hecho H,(A™ 0A™) es generado por la funcion identidad 1 : A™ — A",

Hip (A", 0A™) = Hy (A", OA™) = {

DEMOSTRACION. La primera afirmacién se sigue inmediatamente en virtud de la
proposicion y el corolario [2.19] Veamos que efectivamente la funcion identidad
es un generador de H, (A" 0A"™) y procedamos por induccién en n.

En efecto, 91 = 0 pues estamos en cohomologia relativa, entonces la clase de
1an @ A" — A" es un ciclo en H,(A" 0A™) y, si n = 0, 1an» es de hecho un
generador de la homologifa, pues la composicién de funciones A —s A es compa-
tible con la multiplicacién en Z y la identidad es el neutro para la composicién.

Sin > 0sea A C A" la uniéon de todas las n — 1 caras de A" excepto una; en-
tonces se tienen isomorfismos

Ho(A", 0A™) — H,_1(0A™, A) ~—— H,_, (A", 9A"1)

El homomorfismo de la izquierda es el homomorfismo de conexién en la sucesion
exacta larga de cohomologia relativa asociada al triplete (A™ A" A) y resulta un
isomorfismo porque Hy(A,, A) = 0 para todo k, pues A™ se retrae por deformacién
a A, por lo que (A™ A) ~ (A, A). El homomorfismo de la derecha es un isomorfismo
de acuerdo con la proposicién m, pues la inclusién de A"™1 < OA™ como la cara
que se omitié en A induce un homeomorfismo A"~!1/9A""1 ~ A" /A. Se concluye
por induccidn, pues la imagen del ciclo 1 : (A" dA™) — (A", 0A™) bajo el primer
isomorfismo es el ciclo 01 = £1 en (OA™, A). <&

Mutatis mutandis, si Y C X, definimos complejos simpliciales relativos Ae(X,Y)
y grupos de homologia simplicial relativa HS(X,Y). Observe que las inclusiones
naturales Ay(X) = Co(X) v Ae(Y) — Co(Y) dan lugar a un homomorfismo de
complejos relativos Ag(X,Y) — Co(X,Y) y de hecho a un diagrama conmutativo
de sucesiones exactas cortas

00— Ay(Y) —= Ay(X) —= Ay(X,Y) —0

|

0= Co(Y) ——= Co(X) —— Co(X,Y) ——0
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que a su vez induce un diagrama conmutativo de sucesiones exactas largas

= HEL(XY) ——= HA(Y) —= HAX) —= HA(X,Y) ——= HR (V) —= ...

| L |

...—>H]€+1(X,Y) —>H]€(Y) —>Hk(X) —>Hk(X,Y) —>Hk_1(Y) — ...

Teorema 2.21. Para todo par de A complejos (X,Y) con’Y C X un subcomplejo y
X de dimensidn finita, el morfismo de complejos Ae(X,Y) — Co(X,Y) es un casi
isomorfismo, es decir, para todo k el homomorfismo HR(X,Y) — Hy(X,Y) es un
isomorfismo; en particular HS(X) = Hy,(X), para todo A complejo X de dimension
finita.

DEMOSTRACION. I). Supongamos que X es un A complejo de dimension finita e
Y = (); entonces si X* es el k esqueleto de X, que consiste de todos los simplejos de

X de dimensién < k, se tiene un diagrama conmutativo de sucesiones exactas

5’” in 677.
(XF, XF1) s gA(XF1) —2= HA(XF) — HA(XF, XF1) s gL (XF)

| L | |

Sn in on
Hn+1(Xkan71) L>Hn(Xk71) é‘Hn(Xk) é‘Hn(Xk,inl) " o n—l(inl)

A
Hn+1

Observe que A, (X*) = 0sin > ky Au(X) = A (XF1) sin < k, asf que
A, (XE XE1) = 0 si n # k; por otra parte Ai(X*, X*1) es un grupo abeliano
libre generado por los k simplejos de X, porque Ap(X*71) = 0; de este modo
H2(X* X*1) = 0 si n # k mientras que H2(X*, X*71) es un grupo abeliano
libre generado por los k£ simplejos de X.

Por la proposicién [2.17, H,(X* X*1) =~ H,(X*/X*1), pero X*/X*1 es homeo-
morfo al cociente U,AF/ U, AL donde ay, : A¥ — X son los k simplejos de X;
de este modo, en virtud del lema [2.20] se tiene

E vk—1\ ~ 77 k/yk—1\ ~ 77 k kY ~v 0 si n#k,
H,(X X0 2 000 = ety = { 0 5 R

en particular Hy(X*, X*¥~1) es el grupo abeliano libre generado por las identidades de
los k-simplejos de X, por lo que el homomorfismo HS (X*, X*71) — Hy(XFk, X+ 1)
es un isomorfismo.

Por induccién en k podemos suponer que H7*(X*1) — H;(X*"!) es un isomorfis-
mo para todo j y, por el lema de la serpiente [1.7] concluimos que el homomorfismo
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H2(X*) — H,(X*) es un isomorfismo para toda n, en particular H2(X) = H, (X)
para toda n.

IT) El caso general, con Y # () se sigue del caso anterior por el lema de la serpiente
aplicado a la sucesién exacta larga de cohomologia asociada al par (X,Y).

Ejercicios

1. Demuestre que

HfR) = Z
Hf(R) = 0 paratodok > 1.

2. Demuestre que

HARY) = Z
H2(R3) = 0 paratodok > 1.

3. Demuestre que si dotamos a S® con la estructura de un A complejo dada por
dos copias de A? en las que se identifican sus fronteras, entonces

HY(S?) =Z.
., Qué puede decirse de los otros grupos de homologia?

4. Demuestre que si f : X — Y es un homeomorfismo y X admite una A estruc-
tura, entonces Y admite una A estructura via f, que induce un isomorfismo
de homologias simpliciales.

5. Demuestre el lema 2.2

6. Demuestre el lema [2.5]
Sugerencia: Para o : A" — X continua, defina f,(0) : A™ — Y como f o o, extienda de

manera aditiva y demuestre que 0, o f,, = fr_10n-

7. Demuestre que si los simplejos [vg, ..., v, W;, ..., Wy] ¥ [V, ..., 05, W55 ..., W]
construidos en el teorema se Intersectan, entonces se intersectan en una
cara (es decir en un 7 simplejo con r < n + 1).

8. Demuestre que la unién de todos los n + 1 simplejos [vg, ..., v, w;, ..., W,
construidos en el teorema [2.7] es igual a A™ x [.

9. Calcule los grupos de homologia singular Hy y H; para X = S'.
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10

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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. Dada una funciéon f : A" — X del n-simplejo estandard en una variedad
analitica X, diremos que f es lisa si existe una vecindad U de A™ y una funcién
de clase C®, f : U — X, tal que f|an» = f. Construimos el grupo de cadenas
lisas Sp(X) :=< f: A¥ — X]| f es liso >C Cy(X) . Demuestre que la imagen
de la restriccién del operador frontera d|s,(x) : Sp(X) — Cr—1(X) tiene su
imagen en Sy_1(X) y define de hecho un complejo S,(X). A la homologia de
este complejo la denotaremos de momento como H?(X).

Demuestre que si X es hométopo a Y mediante una homotopia C'*°, entonces
HP(X) = HP(Y) para todo k.

Defina la homologfa lisa de pares H?(X,Y) y verifique que ésta tiene sentido
cuando Y es el k-esqueleto liso de X.

Defina de manera adecuada los grupos S¥(X) y demuestre que se tiene un
complejo SY(X), cuya homologia denotaremos como H. 54 (X).

Demuestre que SY(X) < S,(X) es una homotopia y por tanto los grupos
HS(X) y HS(X) son isomorfos para toda k.

Sugerencia: Adapte la demostracién de la proposicién [2.15

Demuestre que la homologia H?(X) satisface escision.

Sugerencia: Vea la demostracién del corolario [2.16]

Demuestre que H?(X) = H,(X).
Sugerencia: Demuestre que Hy ({P}) = 0 para todo k > 0 y es Z para k = 0, después
proceda como en la demostracién del teorema [2.21



Capitulo 3

Cohomologia de De Rham

La definicién de los grupos de homologia, tanto simplicial como singular, invo-
lucré la construccion de complejos de grupos abelianos cuya homologia es precisa-
mente la homologia que nos interesaba; resulta por tanto méas o menos natural definir
la cohomologia de un espacio topologico X mediante la homologia de un complejo de
grupos abelianos que, de alguna manera, esté relacionado con el complejo a partir
del cual se construyé la homologia singular (o la simplicial).

Definicién. Considere el dual C™(X,R) := Homyz(C,,(X),R), o més generalmente,

dado un Z-médulo R considere C™(X, R) := Homg(C,,, R); entonces, la precompo-
sicién con 0,41 define un homomorfismo de Z-mddulos (de hecho un homomorfismo
de R-médulos si R admite una estructura de anillo):

C"(X,R) -2~ C"(X, R)

Yr—>1 00,4

Observemos que dy,+1 © dp, (1)) =1 0 Oyyq © Opyo = 0 pues Opyq © Oprz = 0, de modo
que tenemos un complejo

C.(X’ R) : .. E)-C”(Xj R) dna Cn+1<X7 R) dn+1 o

cuya homologia llamaremos la cohomologia singular de X. Mas precisamente, al k-
ésimo grupo de homologia de este complejo lo llamaremos el k-ésimo grupo de coho-
mologfa (singular) de X con coeficientes en R y lo denotaremos como H*(X, R).

De inmediato se nos presentan dos preguntas naturales:

1. ; Existe alguna relacién entre los grupos de cohomologia H*(X, R) con los
grupos Homgz (H(X), R)?

65



66 CAPITULO 3. COHOMOLOGIA DE DE RHAM

2. ;Qué sucede si en lugar de considerar el dual de C,(X) nos fijamos en el
dual de A, (X)? Es decir, jsi construimos el complejo A®(X, R), obtendremos
complejos casi isomorfos que, en consecuencia, definan los mismos grupos de
cohomologia?

Evidentemente algunas propiedades de los grupos de homologia singular se here-
dan por dualidad para los grupos Homgz(Hy(X), R), por ejemplo la trivialidad de la
homologia para espacios topolégicos contractiles induce la trivialidad de los duales
Homy(Hy(X), R) para estos mismos espacios, independientemente de quién es R.
Por otra parte, el calculo de estos grupos duales es esencialmente tan complicado
como el calculo de los grupos de homologia singular.

Afortunadamente hay un buen niimero de casos en los que la homologia del complejo
A*(X, R) es isomorfa a la homologia del complejo C*(X, R) y ademds ambos grupos

de homologia coinciden con el grupo dual Homgz(H(X), R), aunque se tienen que
imponer algunas condiciones en el Z-modulo R, como veremos a continuacion.

3.1. Dualidad y médulos inyectivos.
Considere un complejo de Z-moddulos de la forma
(3.1) A—<2.pP.c

y sea R un anillo conmutativo arbitrario; entonces, la precomposicién induce un
complejo

(3.2) Homg (A, R) <2 Homy(B, R) ~—-— Homy(C, R)
pof———0
Yoa— )
Como B oa = 0, entonces a* o * = 0 y se tiene, efectivamente, un complejo de

R-modulos.

Lema 3.1. Si el homomorfismo de Z-mddulos  en[3.1] es un epimorfismo, entonces
el homomorfismo de R-mddulos B* en es un monomorfismo.
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DEMOSTRACION. (3*(¢)) = 3*(¢) siy sélosi o 3= ¢o 3 siy sélosi=¢ pues 8
es un epimorfismo. <&

Observacién. La inyectividad de a en [3.1] no garantiza en general la suprayectivi-
dad de o*.

Ker 8
Im «

— R.

Lema 3.2. Si ¢ € Ker o*, entonces v induce 1), :

DEMOSTRACION. 9 € Ker a* si y s6lo si 1) o a = 0, es decir, si y sélo si 1 se anula
en la imagen de «, de modo que v induce de manera natural un homomorfismo
Y : B— — Ry, por restriccién, un homomorfismo 1, : Kri—rf — R. <

Im « I

Lema 3.3. Si ¢ € Im 5%, entonces 1, = 0.

DEMOSTRACION. ¢ € Im 3* si y sélo si ¥ = ¢ o 8 para algiin homomorfismo
¢ : C —> R, pero entonces ¥ (b) = ¢ o B(b) = 0 para todo b € Ker S. O

Observacién. El lema anterior muestra que existe un homomorfismo de R-modulos

y la pregunta es entonces, cuando este homomorfismo es un isomorfismo.

Definicién. Un Z-moédulo @) se dice inyectivo si cada que se tiene un diagrama

comuta.
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Ejemplo 3.1. Q,R y C son Z-modulos inyectivos. La verificacion se deja al lector.

Proposicion 3.4. Si ) es un Z-maodulo inyectivo, entonces el homomorfismo

Ker 3 )

Ker o* ¢ Homz( 0

Im (5*

Im «
es un isomorfismo.
DEMOSTRACION. I) Veamos primero que 7' es inyectivo.

En efecto, sea ¢ € Ker o* C Homgz(B, Q) un representante de la clase 1); entonces

T(v) := 1, = 0siy sblo si ¥(b) = 0 para todo b € Ker §; en este caso, 1) induce un

homomorfismo {E : — @ dado por [b] — ¥(b), para cualquier representante

Ker
b de la clase [b]. Pero

~

Im g — C, por lo que se tiene un diagrama

Ker

0 Im g C

.

Como Im 8 — €' es un monomorfismo y () es un moédulo inyectivo, entonces existe
¥ C — @ tal que el diagrama conmuta

0 Im C

Si agregamos a este diagrama el morfismo B — Im [ se tiene otro diagrama

conmutativo
B
\\
o\ Impg——=0C
l{z? /
P
Q

pero en tal caso, ¢ = 121\0 B = B*(@E), es decir, ¥ € Im B*, lo que demuestra que
Ker T' C Im * y por tanto T' es inyectivo.

IT) Veamos que T es suprayectivo.
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Observemos primero que se tiene una sucesion exacta corta

» Ker

Im o

0—>Ima—i>KerB

y por tanto un complejo

Ker
I 7@
m «

0 — Hom ( > L Hom(Ker 3, Q) s Hom(Im o, @)

donde 7* es inyectivo por el lema |3.1}

Si f € Hom (i‘:f,@), entonces 7*(f) € Hom(Ker /3,@Q) y se tiene un diagrama
conmutativo

Im o
0——=Kerg——B
7r*(f)l
Q

donde 7*(f) oi = fomoi=0.Como @ es un médulo inyectivo y Ker 3 — B es
un monomorfismo, entonces existe f : B — () que hace conmutar el diagrama

IHI oz\\
0——=Kerg——B
|
f
Q
Es decir, existe f € Hom(B,Q) tal que 7°(f) = f|Kerﬁ Y flima = 0; por tanto
a*(f) = foa =0, pero entonces f € Keray T([f]) = f. = f. S

Regresemos al complejo C*(X, R).

Corolario 3.5. 5@ Q) es un Z-maodulo inyectivo, entonces
HZ(Xa Q) = Hz (O.<X7 Q)) = HomZ(Hz(X)7 Q)v
en particular H (X, Q) = Homz(H;(X),Q) y H(X,R) = Homz(H;(X),R).
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DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata de la proposicién, pues para todo

i se tiene un complejo C;_1(X) ﬂC’i(X) o +1(2) y Iﬁe(ra(?il)) =: H;(X). <

A pesar de la belleza de este resultado, no necesariamente estamos en mejores con-
diciones para calcular la cohomologia singular, pues el complejo C*( X, R) atin invo-
lucra a todas las funciones continuas A" — X.

Si X admite una estructura de A-simplejo, definimos A*(X, Q) := Homz(Ax(X), Q).
La precomposicién con 0y, induce un operador dy, : AF(X, Q) — AFL(X, Q), por
lo que tenemos un complejo A*(X, Q) y puesto que la proposicién depende 1ini-
camente de la inyectividad de (), también se tiene

Corolario 3.6. Si X admite una estructura de A-simplejo y Q es un Z-mddulo
myectivo, entonces

HA(X,Q) == H; (A*(X, Q)) = Homz(H{(X), Q).

<&
Observacién. Como en este caso H;(X) = H~(X), entonces para todo Z-médulo R

se tiene Homy(H;(X), R) = Homz(HA(X), R); en particular, si @ es un Z-médulo
inyectivo se tiene

HA(X,Q) = H; (C*(X,Q)) = H; (A*(X,Q)) = H'(X,Q).

De hecho la inclusion A,(X)—= C,(X) es un casi isomorfismo e induce un casi

isomorfismo epimérfico C*(X, Q) A A*(X,Q) para todo médulo inyectivo Q.

Corolario 3.7. Si X es un espacio compacto que admite una estructura de A-
complejo, entonces sus grupos de cohomologia singular con coeficientes en Q (res-
pectivamente en R o en C) son finitamente generados.

DEMOSTRACION. Como Q (respectivamente R o C) es un Z-mdédulo inyectivo, en-
tonces se tiene Hi (X, Q) = H(X, Q). &
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3.2. Cohomologia de De Rham

Supongamos que X es una variedad analitica de dimensién real m que admite una
estructura suave de A-complejo, es decir, que admite una estructura de A-complejo
tal que, si 0 : A” — X es una de las funciones continuas que definen esta estructu-
ra, entonces existen un abierto U que contiene a A" y una funciéon ¢ : U — X de
clase C* tales que &|an = 0; en estas circunstancias, podemos calcular la homologia
simplicial de X usando esta estructura suave de A-complejo. Observe que cualquier
refinamiento de esta A-estructura suave también es una A-estructura suave para
X. En lo que resta de este capitulo X serd una variedad analitica (real) con una
estructura suave de A-complejo fija.

Para 1 < k < m considere el espacio 2A*(X) de las k-formas diferenciables defi-
nidas globalmente en X. Recuerde que toda k-forma w admite una descripcion local
del tipow =) fsdxy, donde J = {j1,...ji} C [1,...m] es un conjunto ordenado,
dry=dxj N---dzj, vy f; € C°(X) para todo J.

La derivada exterior d, que localmente se describe como dw = >, > i %d:ﬁi/\dx Js

es una transformacién lineal de 2* en 2A**! que satisface d o d = 0, por tanto define
un complejo 2A*(X) con A*(X) := C=(X).

A la homologia de este complejo la llamamos la cohomologia de de Rham de X
y se denota mediante Hj,(X), a las formas diferenciables en el nicleo de d se les
llama formas cerradas y a las formas diferenciables en la imagen de d se les llama
formas exactas.

Con la notacién anterior, si w es una n-forma diferenciable definida en un abier-
toV C X yo: A" — X admite una extension suave ¢ : U — X tal que
a(U) C V, entonces *w es una n-forma diferenciable en U y la integral

Joo= L

estd bien definida. En particular, si w es una n-forma diferenciable global, entonces
w define una transformacion aditiva [w : A, (X) — R. Es decir, w — [ w defi-
ne una funcién A"(X) — A"(X,R), donde A™(X) son las n-formas diferenciables
reales globales y no es dificil verificar que esta transformacién es lineal.

Lema 3.8. [ : A*(X) — A*(X,R) es un morfismo de complejos.

DEMOSTRACION. Por el teorema de Stokes, para toda o : A" — X € A, ,1(X)

lisa se tiene
/ dw = / w,
n 8An
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por tanto

o ([ B = ([ wom) = [ w= [ do=([ ap)

para todo B € A, 41(X), es decir 0*([yw) = [ dw para todo w € A™(X). &

Corolario 3.9. fD induce homomorfismos

/:HZ-(QL'(X)) s Hy(A*(X,R)) = HI(X,R). O

Lo que resta de este capitulo lo dedicaremos a demostrar que este homomorfismo
es de hecho un isomorfismo.

Lema 3.10. Sik > 0 yw € A¥(R™) satisface dw = 0, entonces existe p € A*HR™)
tal que dp = w, es decir H5o(R™) = 0 para todo k > 0.

DEMOSTRACION. Procederemos por induccién en m. Observe que 21*(R™) es un
C>°(R™)-modulo libre con una base de la forma

{dz;|J C[1,...,m] es un conjunto ordenado de cardinalidad k}.

Si k = m, entonces w = fdxy A--- Adzx,, con f € C®°(R™) y es suficiente tomar
p=(fy" fdxy)dzy A -+ A day,.

0 si1¢J

Supongamos que k < r y definamos 7n(f;dr,) = {< " f ey )dey 4 st 1€

0

extendiendo por linealidad; entonces, para toda w € A¥(R™) se cumple

don(w)+nodw) = don(d_ frdwy)+nod()_ frdr,)

= don(d_ frdey)+don(Y_ frdrs)+nodd  frdry)

1eJ 1¢J J

= d(z(/om fjdwl)dazj_l) —1—77(22%(13:1/\6&])

1eJ J igJ v

!Este lema se conoce como el Lema de Poincaré, aunque aparentemente Vito Volterra ya lo
habria enunciado entre 1881 y 1892.
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es decir
d
don(w)+nodw) = > Y s f" Wo_frdnr) g, i ANday
leJ i¢J—1
0 0
ZZ f‘]d:cz/\da:J ) +n( Zﬁd:pl/\dm)
1eJ igJ i 1¢J
0
+ 77(2 Z afdxi A dxj)
Wig g o
i#1
d
= ZdexJ+ZZ fo fJ 1) ——Cdxr; Ndxrj_
leJ 1eJ igJ
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+ZZ/ afJ )dwz/\del—l—Z/O O—del)de

leJ igJ 1¢J

donde 1 € A*(R™) no depende de ;.

Si dw = 0, entonces ¥ = don(w) —w y dip = 0. Por hipétesis de induccién aplicada
a 1 (que podemos pensar como una k-forma en R™~1), existe u; € A*(R™) (que no
depende de x1) tal que ¥ = dp; y basta tomar p = puy + n(w). O

Observacion.

1. Si U C R™ es un abierto simplemente conexo, entonces el resultado del lema
previo también es cierto en U, pues 2A*(U) es un C*(U)-médulo libre con la
base descrita en el lema.

2. El lema demuestra de hecho que si U C R™ es un abierto contractil, entonces
H%.(U) = HX (U, R) para todo k.

Antes de proceder a estudiar un caso mas general, veamos un ejemplo que ilus-
tra las dificultades. Supongamos que tenemos una 1-forma diferencial w definida en
S!. Puesto que S! no admite 2-formas diferenciales, entonces dw = 0 y w representa,
una clase [w] en la cohomologia de de Rham de S'. Si ademés se tiene [ w = 0*(B)
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para algin B € A°(X,R), entonces la imagen de [w] en HA(X,R) es cero y nos
gustarfa ver que de hecho [w] = 0 € Hj5(S'), es decir, nos gustaria demostrar que
w = df para alguna funcién f € C>(S?).

Si U,V y W son sendas vecindades abiertas suficientemente pequenas de los seg-
mentos AB, BC'y C'A; entonces, por el lema de Poincaré, existen funciones fy, fy
y fw tales que dfy = w|y,dfv = w|v v dfw = w|w respectivamente, pero no hay
ninguna razon para que fy y fy coincidan en U NV, por ejemplo; de modo que no
hay motivo a priori por el cual se puedan extender a una funcién analitica global en
S!. Por tanto debemos garantizar que es posible transformar las funciones obtenidas,
de modo que coincidan en las intersecciones UNV, UNW y VNW respectivamen-
te y de este modo se puedan extender a una funcién analitica global f tal que df = w.

Lema 3.11. Sean k > 1, 0 = [vy, ..., v un k-simplejo en R™ y Fr(o) la frontera
de o, es decir Fr(o) = U _j[vg, ..., 0 ... vx);

1. Sean r > 0 y w una r-forma cerrada definida en una vecindad abierta U de
Fr(o); sir =k — 1 supongamos ademds que faaw = 0, entonces existe una
r-forma cerrada n definida en una vecindad abierta y simplemente conexa V.
de o tal que nlynr = wlvau.

2. Seann > 1, w una n-forma cerrada definida en una vecindad abierta y simple-
mente conexa V de o y supongamos que existe una n — 1 forma n definida en
una vecindad U de Fr(o) tal que dn = w en U; sin =k supongamos ademds
que faan = fa w, entonces existe una n — 1 forma n' definida en una vecin-
dad abierta y simplemente conexa V' de o tal que 0'|vinu = nlviou y ademds
dnf =w en V',

DEMOSTRACION. Procederemos por induccién en 7.

I. Si r = 0, entonces w es una funcién analitica real. Como dw = 0, entonces w
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es una funcién constante en cada componente conexa de su dominio. Si k£ > 1 en-
tonces F'r(o) es un conjunto conexo y por tanto w es constante en U, de modo que
admite una extension a una vecindad abierta y simplemente conexa V deo.Sik = 1
entonces 0 = [vg, v1], Fr(o) = {vg,v1} y por hipétesis o(vg) — o(v1) == [, w

por tanto o es una funcién constante en U que admite una extension a una vecmdad
abierta y simplemente conexa V' de o.

II. Veamos que si a) es cierta para r = n — 1 entonces b) es cierta para n.

En efecto, sean n > 1, w una n-forma cerrada definida en una vecindad abierta
y simplemente conexa V' de o y 7 una n — 1 forma definida en una vecindad U de
Fr(o) tal que d n = w|y; por el lema de Poincaré, existe una n — 1 forma diferencial
1 definida en V tal que dv» = w. No hay ninguna razén por la cual n = 1, pero en
U se cumple d(¢p —n) = dip —dnp = w —w = 0, es decir, ) —n es una n — 1 forma
cerrada en U. Sin =k, entonces r =n —1 =k — 1 y se tiene

fag(w_n) = fag¢_f3077

- fadw_faan
= faw_fao'n
— 0

donde la tltima igualdad se cumple por hipdtesis; entonces, por el primer inciso para
r =n — 1, existe una r — 1 forma cerrada p, definida en una vecindad V'’ de o tal
que plyny = ¥ —n. Si hacemos 1’ := ¢ — p, entonces 7' |yny = nlviau vy ademés
dnf =dy —dp=w—0=w.

III. Veamos finalmente que si b) es cierta para n entonces a) es cierta para r = n.

En efecto, sean n > 1, w una n forma cerrada definida en una vecindad abierta
Ude Fr(o), o9 = [v1,...,0] y A = Fr(o)\og; si n = k — 1 supongamos ademads
que |, 5o W = 0. A es conexo y como w es una forma cerrada, por el lema de Poincaré
existe una n — 1 forma cerrada 7 en una vecindad simplemente conexa U’ de \ tal
que dn = o, en particular dn = o en una vecindad de Fr(oy) = Fr(\).

1. Si k > 1, sea C = do — 0y; entonces 0C = —0doy y, dado que cada simplejo
que aparece en C estd contenido en \ y ademés dn = o en U, sin =k —1
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tenemos
f%w - f@aon = faow + fao”

= ngW‘FfCW
= faow+f30—aow

= f@aw

= 0

Asi que si b) es cierto para n, existe una n — 1-forma 7/, definida en una
vecindad simplemente conexa V' de o tal que 7'|ynpr = n|yiaur v ademés dn/’
también estd definida en una vecindad simplemente conexa de o y dn = w en
V'nU.

2. Si k =1, entonces 0 = [vg,v1] y Fr(c) = {vo,v1}. Puesto que w es una for-
ma cerrada, entonces por el lema de Poincaré existen n — 1 formas pg y 11
definidas en sendas vecindades Uy y U; de vy y vy tales que dug = w en Uy
y dpy = w en U;. Tomando abiertos mas pequenos en caso de ser necesario,
podemos asumir que Uy NU; = (), de modo que u(t) = p;(t) si t € U; estd bien
definida y dpu = o en una vecindad de Fr(o).

Si f es una funcién suave que es igual a 1 en una vecindad U’ de Fr(o) y
con soporte contenido en Uy U Uy, entonces la n — 1 forma n = d(fu) esta
definida en una vecindad simplemente conexa V' de o, es cerrada y ademas

dn=df N\p+ fdp =dp =w

en VNU'. O

Recuerde que dada una variedad diferenciable X que admite una estructura suave de
A-complejo, por definicion A, (X) es el Z-mddulo libre generado por {o, | @ € A},
donde por hipdtesis o, : A" — X es una funcién que admite una extensién sua-
ve en alguna vecindad de A™. Como los diametros de los simplejos producidos por
la subdivisién baricéntrica de un k-simplejo son menores o iguales a k—il veces el
didmetro del simplejo original y puesto que todo refinamiento de una estructura
suave de A-complejo es nuevamente una estructura suave de A-complejo, entonces
siempre se puede conseguir que todo simplejo que ocurre en la estructura suave de
A-complejo de X esté completamente contenido en una carta de X, al menos si X

es una variedad compacta.
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Abusando en la notacién escribiremos ¢ C X* para indicar que o : A¥ — X*
es un k-simplejo de la estructura suave de A-complejo de X. Si z € X estd en la
imagen de o : A¥ — X, escribiremos z € o y de manera analoga escribiremos
T € 0° si x estd en o(AF — JAF).

El espacio vectorial real A"(X,R) tiene una base dada por las funciones duales
da, donde d,(0p) = 1 si a = [y cero en otro caso; ademds llamaremos ¢y a la
funcién constante 1 en A°(X, R).

Definicién. Si o, es un generador de A, (X), definimos la estrella de o, como

St(0a) = Uos((A™)")

donde la unién recorre a todos los m-simplejos que contienen a la imagen de o,
como una cara, para m > n.

Lema 3.12. Eziste un morfismo de complejos

¢ A°(X,R) — A°(X)

tal que
1. fogb = 1A',
2. d)o(Co) =1 Yy

3. supp ¢k(5a) - St(0a>‘

DEMOSTRACION. Recuerde que si ¢ C X* tiene vértices {vg,..., v} vy p € o,
entonces p = Zj tjv;, con t; > 0 para todo j y Zj t; = 1. A los t; les llamamos las
coordenadas baricéntricas de p y dado v = v, definimos

bo(p) = t; sipestd en el interior de o
"= 00 en otro caso.

Observe que

b,(z) > 0 para todo v € X° y para todo z € X,

> wexo by(x) = 1 para todo z € X,

T = pexo bu(2)0,

la coleccién {St(v) | v € X°} es una cubierta abierta de X.
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1. Sea n = dim X y para cada v € X° definamos conjuntos cerrados

1
n+1

F,={zeX|b(z) > }

G’U:: Xb'u S
(rexini < 1

Evidentemente se tiene

u Fv N Gv - wv
» F, C St(v),
» X — St(v) C G, (por tanto X — G, C St(v))

y como toda variedad diferenciable es un espacio normal, existe una funcion
fo : X — R tal que f,(x) > 0 paratodoz € F, y f,(x) = 0 para todo z € G,.

Afirmamos que {F, | v € X"} es una cubierta de X. En efecto, si z € X,
existe o C X* tal que x € ¢°, por tanto b,(z) = 0 si v no es un vértice de o,

de modo que
L= b()= > by(x)

veXO veEXONo
y dado que k < n = dim X, entonces existe v, vértice de o, tal que b,(x) >
1
n+1"

Puesto que F, C X — G,, concluimos que {X — G, | v € X"} es una cubierta
(abierta) de X. Observe que x € F, en particular implica que f,(z) # 0, por

tanto
> fulx) > 0.

veXO

De este modo, las funciones g, : X — R dadas mediante

fo()
X)) =773
2_vexo Jo()

estdn bien definidas, supp(g,) C X — G, y ademas Z gu(x) = 1, por tanto la

veX0
coleccién {g,} es una particién de la unidad subordinada a la cubierta abierta

{X — G, |ve X ypor tanto a la cubierta abierta {St(v) | v € X°}.
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Definamos ahora ¢, : AF(X,R) — 2A*(X). Recuerde que AF(X,R) es un
grupo abeliano libre y por tanto es suficiente definir ¢, en los generadores 9,
de A*(X,R).

Dado o = [vg, ... v;] C X* definimos

k
Pr(0s) = k! Z(_l)igvi Aoy N\ -+ Ndgy, N -+ N dgy,

i=0
2. Veamos que ¢ : A*(X, K) — 20*(X) es un homomorfismo de complejos.
En efecto, por una parte tenemos que
dodn(6,) = d(K'F (=1 gu dguy A~ Adge, A--- Adgy,)
= KISE o (~1)idgy, Adge, A Adgy A+ Adg,)

= (k4+1)!dge, A+ ANdgy,.

Por otro lado, d(d,)(7) = d,(07), de modo que d(d,)(7) = 0 si 0 no es una
cara de 7.

Si o es una cara de 7, entonces T = [wo, . .., Wk1] y 0 = [Wo, ..., W, ..., Wgi1]

para algun j, de modo que d7 = Z(—l)i[wo, ooy Wiy .., Wky1] Y pOr tanto

d(6s)(T) = 65(07) = € := (—1).
Sea
V, ={r c X*'| g es cara de 7};

entonces

d(dﬂ) = Z 67'(57'7

TEVO
de modo que
¢k+1 o d<5a) = ¢k+1 ( ZTEVJ €7'57')
k+1 o
= (k+1)!' > v GTZ(—l)" G, AGuy A -+ Adgu, N~ A dGu, 41
i=0

Recuerde que si 7 € V,, entonces 7 y o difieren por un vértice. Si denota-
mos a ese vértice como w; y recordamos que o también se puede escribir como
[vo, - - -, Ug], entonces, reordenando los términos en la suma precedente, tenemos
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Or+10d(d,) = (k+1)! (Z € (€rGu, dvg A - -+ A doy,)

TGVO’
+ > e Z 1) Go,dgu, Adgu, N+ Ndgy, A=+ A dgvk>
TEVs 1=0

= (k+1)! (Zgwdvo/\ - A dvy,

TGVO’

k
N Z Z<_1)i 9o, AGw, N dGu, N -+ N @; ARRENA dgvk)

TEVy 1=0
Como supp(guwdGu, - - - ANdgw, ) = supp(g,)N(Nisupp(gu,;)) C St(w)N(N;St(w;))
para todo w € X°, entonces, si w,wy, ..., w; € X° son puntos distintos, se
tiene que

GuwdGuy A -+ AN dgy, = 0si [w,wy, ..., wy] & X"

Ademds recuerde que si existen 4, j tales que w; = w;, entonces dg., Adg,,; = 0.
De este modo

bri10d(0y) = (k+1)! > gudvg A-c Adug

= (k+1)! > gudvg A-c Adug
weXN{vo,...,ur }
k —_—
- Z(—l)igvi Z dgw Ndgey N - Ndgy, N+ A dgvk>
1=0 w#v;
Como Z gw = 1, entonces Z dg,, = 0, luego Z dg, = —dv; y asi
weXO0 weXO0 wWH#V;
k
brs10d(8,) = (k+1)! > gudve A Adve+ Y gudga, Adgy,

weX\{vo,...,vx} i=0
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por tanto ¢gy1 0 d(6y) = d o Pg(dy).

3. Observe que ¢y(d,) = gu, por tanto ¢o(co) = do(D_,cx00v) = D pexo o = 1.

4. Demostremos que f o¢ = 1ae y procedamos por induccién en k. Si k = 0, sea
8, € A°(X,R); entonces

([ oont6) ) = [ 0=t

Si w # v, entonces w ¢ St (v) y por tanto g,(w) = 0. Por otra parte, como
> wexo Juw = 1, entonces g,(v) = 1, es decir [ o¢o(d,) = b,

Lema 3.13. Sean X wuna variedad diferenciable, compacta, de dimension real m
que admite una estructura suave de A-complejo y w € A™(X) una forma cerrada;
supongamos que [jw = 0*(B) para alguna transformacion lineal B € A" (X, R),
entonces existe n € A1 (X) tal que dp=w y [ n = B.

DEMOSTRACION. Sea X" el k-esqueleto de X; entonces construiremos de manera
inductiva una sucesién 1, ..., n,, de n — 1 formas diferenciables tales que

1. n; estd definida en una vecindad de cada k-simplejo o C X*,
2. dn, = w en una vecindad de cada k-simplejo o C X*,

3. M = Nk_1 en una vecindad de cada k — 1-simplejo A C X*~1, y
4. fD N1 = B.

Observe que para todo k > n—1y para todo n— 1 simplejo o de la estructura suave

de X se tiene
/ﬁkZ/ﬁn—lzB(U)-

I) Considere cartas disjuntas U, de X que cubran a X°; como w es cerrada, por el
lema de Poincaré w es exacta en cada una de estas cartas y como la union es disjunta,
podemos definir una n—1 forma 7 en la union tal que dn) = w. Sin—1 # 0 podemos
tomar 7y = 1)), en caso contrario necesitamos garantizar que fD no = B. Dadov € X°

tenemos
6 =rit0)

Sea a, := B(v) — nj(v) y definamos 1y = 1), + a, en U,, entonces dny = dnj = w 'y
ademds [no = B.

81
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IT) Supongamos que hemos construido 7o, ..., n,—1 con las propiedades (1) — (4) y
queremos construir 7, de modo que se siguen cumpliendo las propiedades (1) — (4).
Sea ¢ C X* un k-simplejo que ocurre en la estructura suave de A-complejo de X;
por hipdtesis w es una forma n forma cerrada definida en una vecindad de o y mx_1
es una n — 1 forma definida en una vecindad de F'r(o) con la propiedad de que
dnk—1 = w. Més ain, si k = n, por (4) y por hipétesis se tiene

[e=0@)10) =80 = [ nes

de modo que por b) del lema existe una n—1 forma 7y, ,, definida en una vecindad
de o, tal que dny » = w en una vecindad de o y 7, = 11 en una vecindad de Fr(o).
Estas formas dependen a priori de o, pero si o y A son dos k-simplejos con una cara
comun, como 7, = Mk—1 = Nk,» en una vecindad de la cara comun, podemos pegar
estas formas para obtener 7, una n forma que satisface las propiedades (1) — (3).
Si k # n — 1 basta tomar 1, = n,; si k = n —1sean ¢ : A*(X,R) — 2A(X)
un morfismo de complejos como en el lema m B, =B — fm n._, y definamos
Nn—1 = 1y_1 + Pn-1(B1).

Observe que 7,_; estd definido en una vecindad de o, para cada ¢ C X" ! y como
supp(dr(da)) C St(o,) para todo o, C X*, para todo k; entonces ¢,(d,) = 0 en una
vecindad de \ para todo simplejo A C X*~1. Dado que los 6, constituyen una base
de A*(X,R), entonces ¢;(C) = 0 en una vecindad de X\ para todo A C X*~! para
toda C' € A*(X,R). En particular

dnp—1 = dny_y +do ¢y1(Br) = dij_y + ¢ 00"(B1) =dn,,_ = w
en una vecindad de A, para todo A € X" !y

N1 = N1 + Gn-1(B1) = 1)_1 = N2

en una vecindad de v, para todo v C X"2. Como
Jommr = Jomoi+ Joona(B)
= Jom+ B
- fm Mot + B — fm M1
= B

entonces 7,1 satisface las propiedades (1) — (4). &
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Teorema 3.14. Sea X una variedad diferenciable (C*) y compacta; entonces
/ CH5(X) — HY(X,R)
m

es un isomorfismo para todo k, es decir, [; : A°(X) — C*(X,R) es un casi
isomorfismo.

DEMOSTRACION. Por el lema , fD o, = (fD 0¢), = 1, = 1, por tanto fD es un
v Jo

epimorfismo y por el lema es un monomorfismo. &
Ejercicios

1. Demuestre que si A es un grupo abeliano finito, entonces Homz(A, Q) = 0.

2. Demuestre que si 0 —— Z —"=7Z son homomorfismos de Z-mdédulos, enton-
‘|
Q

ces existe QZ : Z — Q tal que el siguiente diagrama conmuta 0 —=Z —= 7

|4

Q

3. Demuestre que Q es un Z-modulo inyectivo.

Sugerencia: Use el teorema de descomposicién de grupos abelianos.
4. Demuestre que si 0 Ae.p?’ C 0 es una sucesion exacta, en-

tonces para todo Z-médulo R la sucesién

0 —— Homg(C, R) — Homy(B, R) <~ Homy(A, R)

es exacta.

5. Demuestre que si 0 Ae.p? C 0 es una sucesion exacta y ()

es un Z-modulo inyectivo, entonces la sucesion

0 —— Homgz(C, Q) . Homyz (B, Q) L Homy(A, Q) —0

es exacta.



84

10.

11.

CAPITULO 3. COHOMOLOGIA DE DE RHAM

Dada una variedad analitica (real) X, en el ejercicio 2 definimos el complejo
So(X) y los grupos de homologia H?(X) de X, los cuales coinciden con la
homologia singular (ver ejercicio 2. Para cada Z-médulo R, podemos definir
el complejo dual S*(X, R), donde

Sk(X7 R) := Homgz(Sk(X), R)
Demuestre que si Q es un Z-modulo inyectivo, entonces
Hi(X, Q) := H; (S*(X, Q) = Homs (HF(X), Q);
Sugerencia: Siga la demostracién del corolario B.4

Demuestre que para todo Z-médulo () existe un epimorfismo canénico
res: S*(X,Q) — A*(X,Q)

y que si ) es un Z moddulo inyectivo, entonces este epimorfismo induce iso-
morfismos H5(X, Q) = Hi (X, Q).

Sugerencia: demuestre que existe un monomorfismo canénico Ag(X) — S¢(X).

Demuestre que el morfismo [ : 2A*(X) — A*(X,R) factoriza a través de
S*(X,R); es decir, existe un tridngulo conmutativo

2A(X) % 5°(X,R)

A*(X,R)

y concluya que el homomorfismo inducido H%,(X) — HE(X,R) es un iso-
morfismo para toda k.

Sean V un Z-médulo arbitrario y L C K una extension de campos; demuestre
que se tiene un isomorfismo candnico

HomZ(V, L) K, K= HomZ(V, K)

Demuestre que para todo campo K que contiene a QQ existe un isomorfismo
canonico

HMX,K) = H*(X,Q) ®9 K
Sugerencia: Use el ejercicio precedente.

Demuestre que H*(X,C) = H*,(X) ®g C.

Sugerencia: Use el ejercicio [9] junto con el teorema de de Rham.
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