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Resumen

Nuestro trabajo trata sobre la solucion numérica de problemas de deformacion lineal de sélidos por medio
del método de elementos finitos, estos problemas se resuelven utilizando estratégias de coémputo en
paralelo. Hablamos sobre algunas formas de paralelizar los algoritmos, tanto utilizando modelos de
memoria compartida como de memoria distribuida.

En particular nos centraremos en la descomposicién de dominios usando el método alternante de Schwarz
para resolver problemas de elemento finito con mallas muy refinadas. El método alternante de Schwarz se
refiere a particionar el dominio del problema de tal forma que haya traslape en las fronteras comunes de
las particiones. Cada particiéon se resuelve como un problema independiente, después se intercambian
valores en las fronteras con las particiones adyacentes. Este proceso se repite de forma iterativa hasta la
convergencia global del problema. Hablaremos de la paralelizacion utilizando dos tipos de algoritmos
para resolver los sistemas de ecuaciones resultantes: gradiente conjugado y factorizacion Cholesky.

En cuanto a la factorizacion Cholesky, explicaremos varias estratégias para hacerla mas eficiente, como
son: almacenamiento utilizando esquemas de matrices ralas, factorizacion Cholesky simbolica para
determinar la estructura de la matriz antes de calcular sus entradas y el reordenamiento de la matiz de
rigidez para obtener una factorizacion mas econdomica.

Se describe en esta tesis la implementacion de un programa de computo que utiiliza la descomposicion de
Schwarz para resolver problemas de deformacion de solidos en dos y tres dimensiones. Este programa fue
implementado para funcionar en un cluster de computo con el objetivo de resolver problemas de gran
escala en forma eficiente. Finalmente mostraremos algunas graficas de tiempos obtenidas al resolver
sistemas de ecuaciones con decenas de millones de variables.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales parciales, descomposicion de dominios, dlgebra lineal,
computo en paralelo, método de elemento finito, método alternante de Schwarz.
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1. Introduccion

1.1. Motivacion

Algunos problemas modelados con elemento finito requieren de una discretizaciéon muy fina para reducir
el grado de error, lo cual implica utilzar una gran cantidad de recursos de coOmputo para poder ser
resueltos. En particular nos enfocamos en problemas de elemento finito resultantes de la modelacion de la
deformacion elastica de solidos en dos y tres dimensiones. Sucede entonces que el tamafio de las matrices
resultantes de esta modelacion fina son tan grandes que no es factible almacenarlas en la memoria de una
sola computadora, ademas, el tiempo que se tarda en encontrar la solucion del sistema de ecuaciones
puede ser demasiado extenso como para resultar practico. Lo que nos lleva a cambiar de paradigma de
programacion y enfocarnos en el computo en paralelo, con el cual hacemos que multiples computadoras
trabajen de forma cooperativa en la resolucion de este tipo de problemas.

1.2. Distribucion de los capitulos

Iniciaremos mas adelante en este capitulo hablando de forma breve del computo en paralelo, tanto de
hardware y software, la motivacion matematica de éste y haremos una intruduccién a la técnica de
descomposicion de dominios hablando brevemente del estado del arte de éste.

El orden de los capitulos siguientes tiene que ver con la forma en que se fue atacando el problema. Con el
capitulo 2 describiremos la teoria de deformacion eléstica de sélidos con elementos finitos.

En el capitulo 3 describiremos la paralelizacion de dicho programa utilizando el esquema de memoria
compartida utilizando como solver el método de gradiente conjugado en paralelo, presentamos algunos
resultados.

A continuacidén, en el capitulo 4, hablaremos de la teoria e implementacion un esquema hibrido, que
combina los esquemas de memoria distribuida y memoria compartida. En pocas palabras, lo que hacemos
es particionar el dominio de un problema de elementos finitos para asi formar problemas independientes
que estan relacionados entre si a través de condiciones de frontera comunes. Cada problema
independiente se resuelve utilizando el solver descrito en el capitulo 3. Las soluciones locales a cada
particion se combinan con las de las particiones adyacentes de forma iterativa hasta lograr una
convergencia. Mostramos algunos resultados y denotamos algunos de los problemas de este esquema
hibrido.
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1. Introduccién

Para solventar los problemas encontrados con el esquema hibrido, decidimos implementar como solver
del sistema de ecuaciones la factorizacion Cholesky simbodlica para matrices ralas. En el capitulo 5
mostramos la teoria y detalles de implementacion de este solver.

Al utilizar la factorizacion Cholesky para matrices ralas como solver para el esquema de memoria
distribuida implementado se obtuvieron resultados interesantes, los cuales son mostrados en el capitulo 6.

Se incluye al final de este trabajo un apéndice con los detalles del programa de software que implementa
los algoritmos descritos en los capitulos 3 a 5.

1.3. Modelos de codmputo en paralelo

El modelo mas comun para clasificar las arquitecturas de computo en paralelo es la taxonomia de Flynn
[Flyn72]. Esta taxonomia agrupa las diferentes arquitecturas de computadoras basandose en el flujo de
datos e instrucciones en una computadora, denotando si se puede o no procesar datos y/o ejecutar
instrucciones en paralelo, lo que da como resultado las cuatro categorias de la tabla 1.1.

Una Multiples
instruccioén instrucciones
Un
dato SISD MISD
Multiples SIMD MIMD
datos

Tabla 1.1. Taxonomia de Flynn.

SISD (single instruction, single data). En este modelo no existe paralelismo ni de procesamiento de datos
ni de ejecucion de instrucciones. Se refiere entonces al procesamiento serial encontrado en las
computadoras con un solo procesador.

SIMD (single instruction, multiple data). Este tipo de computadoras tienen arreglos de procesadores que
ejecutan la misma secuencia de instrucciones en datos diferentes. Las tarjetas de video modernas o GPUs
se basan en este modelo, cada una puede tener decenas o cientos de procesadores que pueden, por
ejemplo, aplicar la misma operacion a muchas entradas de una matriz al mismo tiempo. El disefio de este
tipo de hardware lo hace especialmente eficiente para operaciones sencillas, pero no lo es tanto cuando
los algoritmos presentan condiciones de la forma: si el dato es A ejecuta esta instruccion, si es B esta otra.
Este tipo de condicionantes no son faciles de paralelizar, lo que resulta en que en estos casos se ejecute
primero la instruccion para A 'y luego la instruccion para B de forma serial.

MISD (multiple instruction, single data). Es el caso menos comun de esta taxonomia, en ¢l multiples
procesadores trabajan en paralelo pero en un mismo dato. Este tipo de arquitectura se utiliza en sistemas
que tienen que operar a prueba de fallos, en los cuales es necesario tener redundancia. Por ejemplo la
computadora de control de vuelo del transbordador espacial utiliza esta arquitectura.

MIMD (multiple instruction, multiple data). En este caso se tienen muchos procesadores, cada uno
ejecutando una secuencia de instrucciones aplicada a datos diferentes. Por ejemplo, las computadoras de
escritorio multi- core siguen esta arquitectura. Los sistemas distribuidos también se consideran dentro de
esta clase, tanto si utilizan esquemas de memoria compartida o distribuida. Es la arquitectura mas

12



1. Introduccién

utilizada en computacion cientifica de alto rendimiento, la mayoria de las computadoras en la lista
TOPS500, utilizan este esquema.

1.4. Avance del computo en paralelo

En afios recientes se ha logrado un avance exponencial en cuanto a la capacidad de procesamiento, de los
procesadores, como se muestra en la figura 1.1.
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Figura 1.1. Evolucion de la capacidad de los procesadores en instrucciones por segundo (ips).

Este incremento no solo se debe al desarrollo de la tecnologia con la que se fabrican los procesadores,
sino al hecho de que ahora se fabrican procesadores con varios nticleos. Por ejemplo el procesador Intel
Core 17-980X tiene 6 nucleos. Los sistemas operativos y compiladores modernos aprovechan esta
caracteristica para ejecutar sus rutinas en paralelo. El estdndar mas utilizado para procesadores multi-core
es OpenMP [Chap08].

Otro avance importante en los Ultimos afios es que el uso de clusters de computadoras se ha hecho
accesible. En particular los clusters Beowulf [Ster95], son implementados con computadoras comerciales
que son interconectadas por medio de una red local (figura 1.2), las computadoras funcionan ejecutando
sistemas operativos libres (GNU/Linux, FreeBSD, etc.) y se programan utilizando librerias que permiten
la comunicacion entre los programas de célculo numérico. La libreria mas utilizada para desarrollar
aplicaciones en paralelo en clusters Beowulf es la interface de pase de mensajes MPI (del inglés,
Message Passing Interface) [MPIF08], ésta permite implementar con facilidad programas que se ejecuten
bajo el esquema de memoria distribuida.

13



1. Introduccién

' Computadora
nodo maestro

Red
externa

Computadoras nodos escalvo

El trabajo de esta tesis implico el desarrollo de un programa de software para resolver problemas de
elemento finito utilizando coOmputo en paralelo. Para la implementacion y prueba de este programa se
utilizé el cluster de computo del CIMAT, el cual sigue el modelo MIMD. Cuenta con 30 computadoras
multi-core, las cuales proveen un total de 192 procesadores, los cuales son accesados a través de un nodo
maestro. Estas tienen instalado el sistema operativo GNU/Linux, la suite de compiladores GNU/GCC y la
libreria de MPI OpenMPL..

1.5. Las matematicas del paralelismo

Hay muchas operaciones matemadticas basicas que pueden paralelizarse, esto significa que pueden
separarse en varias sub-operaciones que puede realizarse de forma independiente. Por ejemplo, el la suma
de dos vectores x, y para producir otro vector ¢,

c;=x+y,i=1,..., N.

En este caso las N sumas pueden realizarse simultaneamente, asignando una a cada procesador. Lo que
hay que resaltar es que no hay dependencia entre los diferentes pares de datos, tenemos entonces el
paralelismo mas eficiente.

Hay operaciones que presentan mayor dificultad para paralelizarse, por ejemplo el producto punto (x, y)

N
a= Z Xi Vis
i=1
donde a es un escalar, una primera aproximacion seria verlo como una secuencia de sumas de productos

que requieren ir acumulando un resultado, al verlo asi no es una operacion paralelizable. Sin embargo,
podemos reorganizar el proceso como se muestra en la figura 1.3.

14



1. Introduccién

X1 X)) X3)3 X4)4 XnVn

+

|
a

Figura 1.3. Paralelizacion del producto punto.

En este caso se tiene una paralelizacion eficiente de la multiplicacion de las entradas de los vectores,
después se va reduciendo la eficiencia, el primer grupo se sumas es realizado por N /2 procesadores, las
segundas sumas por N/4 procesadores, hasta llegar a la suma final en un procesador, el que obtiene el
resultado final a. En este tipo de paralelizacion existe dependencia entre los datos y ello provoca que sea
menos eficiente. Muchos algoritmos seriales requieren, para ser paralelizados, de re-ordenar las
operaciones con una estrategia de “divide y venceras”, como en el caso del producto punto. Usualmente
se tendran memos procesadores que el tamafio del vector, por lo que se asignan varias operaciones de un
grupo a cada procesador, las cuales se ejecutaran en secuencia, lo que reduce ain mas la eficiencia del
paralelismo.

1.6. Sobre el estado del arte

La teoria de descomposicion de dominios para resolver problemas de ecuaciones diferenciales parciales
es un tema en constante desarrollo. En afios recientes ha sido beneficiado por la creacion de sistemas de
computo cada vez mas veloces, con mayor capacidad de memoria y velocidad de comunicacion entre
nodos. La tendencia iniciada en la década de los afios noventa ha sido trabajar al mismo tiempo con las
soluciones individuales de cada particion y de forma general con un subdominio grueso de todo el
problema.

En el caso del trabajo con problemas de elemento finito en mecénica de solidos en régimen lineal se
presentan matrices simétricas positivas definidas, varios de los métodos mas modernos para resolver este
tipo de problemas usan descomposicion de dominios sin traslape, por ello vamos a hablar de éstos en las
siguientes secciones, aunque muy brevemente. Para esta tesis, sin embargo, elegimos trabajar usando el
método de descomposicion de dominios con traslape, el cual serd descrito en el capitulo 4.

1.6.1. Discretizacion con el método de elementos finitos
Una técnica muy utilizada para resolver numéricamente problemas de ecuaciones difrenciales parciales es

el método de elementos finitos. El método consiste en discretizar un dominio dividiéndolo en elementos
geométricos que aproximadamente cubran al dominio. Se genera asi una malla de elementos, los cuales

15



1. Introduccién

comparten aristas y nodos, figura 1.4. Las relaciones entre nodos corresponden a entradas en una matriz.
Asi, la relacion entre los nodos i y j equivale a un valor en la entrada @;; en una matriz 4. Dado que
existe una relacion del nodo 7 al nodo j, también existe una relacion (no necesariamente con el mismo
valor) del nodo j al nodo i, lo que producira una matriz con estructura simétrica, aunque no
necesariamente simétrica en cuanto a sus valores (en las secciones siguientes se tratan so6lo problemas con
matrices simétricas tanto en estructura como en valores). Ademads, en la diagonal aparecen entradas que

representan a los nodos.

o o o o o o o o
o o o o o o
all aji
o o o o o o o o
o o o o o o
a a . .
L JJ
o o o o o o o o
o o o o o o o o
o o o o o o o o
o o o o o o o o

Figura 1.4. Discretizacion de un dominio (2.

Tendremos entonces la representacion del problema de ecuaciones diferenciales parciales como un
sistema de ecuaciones
Ax=b,
x=cenod(2
con ciertas condiciones (Dirichlet o Neumann) en la frontera 0(2. En el capitulo 2 formularemos
problema de deformacion lineal de solidos utilizando este método.

1.6.2. Descomposicion de dominios

La descomposicion de dominios nace de la necesidad de trabajar ecuaciones diferenciales en dominios
discretizados que producen sistemas de ecuaciones grandes, tratando de resolverlos de forma eficiente. En
forma general podemos decir que existen dos tipos de descomposicion de dominios, utilizando particiones

sin traslape o con traslape, figura 1.5.

N\ 'Qz A Qz

Q, [ A

y 4
/
/
/
/
y 4
[ 4
I
I
I
I
¥
I
I
I
I
K
N\
N\
N\
N\
N\
N

Q

7
v

.

e

>
-~

N———

Figura 1.5. Descomposicion en dominios sin traslape (izquierda) y con traslape (derecha).
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1. Introduccién

Dividir un dominio en P particiones equivale entonces a separar en P bloques la matriz 4 que representa
las relaciones entre nodos. Cada dominio entonces estara representado por una matriz A 7 con p=1...P.
El siguiente paso es resolver el sistema de ecuaciones con la matriz A"? de cada particion de foma
independiente, utilizando algin método convencional para resolver sistemas de ecuaciones. La soluciones
obtenidas se intercambiaran con las particiones adyacentes y asi, de forma iterativa, se ird aproximando la
solucion global del sistema.

1.6.3. Dominios sin traslape, complemento de Schur

En dominios sin traslape,
Q=0,UQ, Q,nNQ,=0,T=002,n00,,

dos particiones adyacentes tendran nodos en comun en la frontera I', lo que equivaldra a entradas iguales
en sus respectivas matrices. Podemos entonces formar la matriz 4 como
(1) (1) (1 1)
A, 0 A X ’ b(1
— (2] (2) = .2 = .2
A= 0 Ay A7) x=| X, b={bY). (1.1)

(1) (2)
Af] AF[ AFT xT bf
Para cada paticion p tendremos entonces

(p) (p) (p)
Af A | X} (p)—

(p)

— —[ 91

(p) (p) | (pl]> (p
Ar; Arr Xr b;

/], con p=1...P. (1.2)

(p)—

Una estrategia para resolver este tipo de problemas es utilizar el sistema de complementos de Schur

[Tose05 ppl-7]. Parte de eliminar las incognitas x{," "en el interior de la particion, esto corresponde a la

factorizacion de la matriz de (1.1) como

) (
1 0o o|[4) 0 A
A=LR=| 0 I 0| 0 A7 A
(1) 1)-1 (2) 4(2)-1
AF]AII AFIA]I I 0 0 S

y un sistema lineal resultante
1) (1 1)
Ay 0 Ay |8
(2) (2) —1 (2]
0 AII A[T X b[ ?
0 0 S gr
aqui
— (1 ()~ 401 2 [ 42\ 42
S_AFF_AF)I(AI]) AIF_A(FI(AI;) AII’
es el complemento de Schur relativo a las incognitas en I'. Acomodando como en (1.2), podemos escribir
el complemento de Schur local
(pl— 4l ( (™" 4(p) —
SV=Ar - AL 4] A7, con p=1...P,
encontraremos el complemento de Schur para X con

SxF:gl_’ (13)
con
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1. Introduccién

st(l]+ S[Z)
gr= (80—l A0 ) (2 a3 )= g g

El método de complementos de Shur consiste entonces en encontrar primero la solucion en la frontera
comun X resolviendo (1.3) y después aplicar ésta como condicion de Dirichlet para encontrar las
incognitas dentro de los dominios con

e (AR (b7 A )

Si partimos de una condicion de Neumann en la frontera comun I,

—all—_ 42
Ar=ap=-47, | (1.4)
resolvemos los sistemas locales de Neumann para encontrar x"''y x?/,
(p) (p) (p) (p)
Af AfR\[x\_| b

1
= ,con p=1...P.
Af Ap\xf'] \br+ay

Usando la factorizacion en bloques de las matrices locales, encontramos
(o) —( ol olpl_alpl
xp'=(s") (g~
ahora podemos encontrar A usando

FA,=d,, (1.5)

con
-1 -1
dr=dj+di=—8"] g/'+(s”] g}

1.6.4. Métodos Neumann-Neumann

Se les conoce como métodos Neumann-Neuman [Tose05 ppl0-12] porque se resuelve un problema
Neumann a cada lado de la interfaz entre los subdominios.

El primer paso para resolver el algoritmo Neumann-Neumann es resolver el problema con condiciones
Dirichlet en cada domino £2,, con valores x} en I, después en cada subdominio resolver un problema
Neumann, con valores escogidos como la diferencia en las derivadas normales de la solucién de dos
problemas Dirichlet. Los valores en I de las soluciones de estos problemas Neumann son utilizados para
corregir la aproximacion inicial x) y obtener x}. Para dos partciones, podemos describir el método
utilizando operadores diferenciales, asi, para n=0,
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1. Introduccién

—Ax;“u:b en Q,
Problema Dirichlet D, x"""?=0  sobre oQ\I't, p=1,2,

P

+1/2
x)=xp enl

—A(//ZHZO en (2,
n+l__
Problema Neumann N, o v n+_1/(z) i sobre 0 Q NI , p=1,2.
oy, _0x +8x2 en I
on, on, on,

Para la siguiente iteracion usaremos
+1 +1 +1
xp =xp=0(yy +y, JenlT,
con un 6 6(0, Qmax) elegido de forma adecuada.

Para mostrar en este procedimiento forma matricial intoduciremos los vectores internos de grados e
libertad vpzx(lp’ y wpqu(,p", asi
Problema Dirichlet D, A7V '"*+ A7 x}=bY, p=1,2, (1.6)

)4

(p) (p) n+1/2
Ar; Arr n,

‘ I
A'P) A(p) w"“ 0
Problema Neumann N » ' r =

), p=1,2, (1.7)

rr
n+l__ _n n+1 n+1
Xr _xl"_g(nl +n, ),
donde el residual ¥ se define como

— | 41)  nt112 (1) n (1) (2) . n+1/2 2) .n (2)
rr=\Ap; vy “+Appxp—by )+(Ar1 v, “+Arpxp—by )
A continuacion eliminamos vZ“/z, w';“/z de (1.6) y (1.7). A partir del problema Dirichlet D,

rr:_(gr_s x?),
que indica que la diferencia rr es igual al negativo del residual del complemento de Schur para el sistema
(1.5). Usamos la factorizacién por bloques de las matrices locales A'7, los problemas de Neuman NV » dan

0 =( 80, == (s7r,) g, - S x7)

p

Finalmente encontramos
= x=o| (81 +(5) ) (g,— S x).
El precondicionador para el sistema (1.5) seria
s (s (52 =[5 s s 21

Tomando como base el algoritmo Neumann-Neumann, se ha desarrollado el método BDD (en inglés,
Balancing Domain Decomposition), la formulacion de éste se puede encontrar en [Mand93]. Los métodos
BDD son algoritmos iterativos que trabajan con subestructuras, es decir, métodos donde los grados de
libertad interiores de cada una de las particiones sin traslape son eliminados. En cada iteracion se
resuelven los problemas locales de cada particién y se combinan las soluciones con un problema en una
malla mas gruesa creata a partir del subdominio del espacio nulo. En las fornteras comunes se establecen
condiciones Neumann.
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1. Introduccién

Una de las estratégias mds recientes para resolver problemas de descomposicion de dominios para
problemas de elemento finito de deformacion eldstica de sélidos que producen matrices simétricas
positivas definidas es el método de balance de descomposicion de dominios por restricciones, BDDC (en
inglés, Balancing Domain Decomposition by Constraints) [Mand02] y [Dohr03]. El problema se resuelve
utilizando formulando un espacio grueso (coarse space) el cual consiste de fuciones de minimizacion de
energia con los grados de libertad dados en la malla gruesa, una descripcion condensada puede
encontrarse en [ Widl08].

Recientemente se han desarrollado algoritmos basados en BDD formulados con subdominios con
traslape, la descripcion de estos puede consultarse en [Kimn06a] y [KimnO6b].

1.6.5. Métodos Dirichlet-Dirichlet

El caso dual al algoritmo Neumann-Neuman es el algoritmo con condiciones Dirichlet a ambos lados de
la interfaz comiin de los subdominios [Tose05 pp12-14]. Si comenzamos con una aproximacion inicial A}
en I', como en (1.4), podemos resolver inicialmente problemas con condiciones Neumann, en cada 2,
Después resolveremos un problema con las condiciones Dirichlet en I' elegidas como la diferencia de la
traza de las soluciones de los problemas Neumann en I'. Los valores en I de las derivadas normales de

las soluciones de estos problemas Dirichlet son empleados para corregir la A} incial y encontrar el valor

1 . ., . . , ey
Ar para la nueva iteracion. Para dos partciones, podemos describir el método utilizando operadores
diferenciales, asi, para n=0,

—Axff”z:b en Q
¥"""?=0  sobre 0QN\T

Problema Neumann N, 6xp"+”2 , p=1,2,
6np =A, enl
? )
—-A ([J;H:O en 2,
Problema Dirichlet D, @''=0 sobre 0Q \I'f, p=1,2.
n+l _ _n+l1/2 n+1/2
Y, =x; =X, en I’

Para la siguiente iteracion usaremos

n+1 n+1
oy, n oy,
on, on,

con un 0 6(0, Qmax) elegido de forma adecuada.

A=A -0 en I

5

Para mostrar en este procedimiento forma matricial intoduciremos los vectores internos de grados e
. ¢ .
libertad v ,= xl yw,= 7 asi

(p) (p) n+1/2 (p)
Afp A (v, N BE ) (1.8)
(p) (p) n+1/2 1 (p) nl° — L4y .
Ar, Arp)\y, br +A,

Problema Neumann N »

Problema Dirichlet D, A//w""'+A/}r =0, p=1,2, (1.9)
A;l-_'—l:A;l-_Q n;1+l+ng+l ’

donde el residual 7 se define como
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. yntl2_ _n+li2
rr=Yy, Y

y los flujos n’,"" por
$1_ 4lp) . 12 ]
n’; =AY, w’; +A7) ;.

n+1/2 n+1/2 n+1/2
X P 2 wp y yp
locales A4'”, los problemas de Neuman N , dan

re=—\d,~Fay),

que indica que la diferencia 7 es igual al negativo del residual del complemento de Schur para el sistema
(1.5). De los problemas Dirichlet D, podemos establecer

r)';H:S[”JrF:—S[”)rT(dF—FA?).

Para eliminar v de (1.8) y (1.9) usamos la factorizacion por bloques de las matrices

Finalmente encontramos
A -ar=o0(8"+8%)(d,~Fa]).
El precondicionador para el sistema (1.5), éste seria la matriz
s F=s|(s") " (s =l (7 (7))

A este método se le conoce como FETI (Finite Element Tearing and Interconnect), especificamente FETI
con precondicionador [Tose05 p14].
El método FETI se puede reformular como un problema de minimizacion con restricciones, minimizando

la suma de las formas de energia de los dos subproblemas sujetos a la restriccion x'}”—x[f) =0, tendremos

entonces que Ar formara un vector de multiplicadores de Lagrange [Li05], a este nuevo método se le
conoce como FETI-DP (FETI Dual- Primal) [FarhO1]. Una descripcion profunda de estos métodos puede
encontrarse en [Tose05], [Mand05] y en [WidIO0S].
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2. Deformacion elastica de solidos con el
meétodo de los elementos finitos

Vamos a describir la teoria de elasticidad de solidos en dos y tres dimensiones. En este desarrollo
modelaremos so6lidos formados por materiales homogéneos e isotropicos.

2.1. Elasticidad bidimensional

2.1.1. Esfuerzos y deformaciones

Para una estructura plana con esfuerzos y deformaciones aplicados en el mismo plano, podemos utilizar la
hipotesis de que, para un mismo material, las deformaciones perpendiculares al plano seran de la misma
magnitud. Asi, podemos omitir esta dimension y trabajar sélo en el plano, asumiendo que el campo de
desplazamientos estd perfectamente definido si se conocen los desplazamientos en las coordenadas x e y
en todos sus puntos [Bote03 p8].

El vector de desplazamientos en un punto se define como
u(x,y):[u(x’y)], 2.1
vx D

en donde u(x,y) y v(x, y) representan los desplazamientos de un punto en las coordenadas x e y
respectivamente.

A partir del campo de desplazamientos (2.1) se deducen las deformaciones haciendo uso de la teoria
general de elasticidad [Esch97], el vector de deformaciones es entonces

ou | [a
. 0x Ox 0
I R ov _ 0 |lu
Aol e HY 2l -
Yxy al+@ i i
oy Ox _ay ax_

donde ¢, y €, son las deformaciones normales y Y., la deformacion por cizalladura. Con respecto a la
deformacion longitudinal €, hay que sefialar que en el caso de deformacion plana se utiliza la hipotesis de
que es nula. Por otra parte, en un estado de esfuerzo dicha deformacidon no es nula, pero si se supone que
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2. Deformacion elastica de solidos con el método de los elementos finitos

lo es 0, (la componente del esfuerzo perpendicular al plano). Por consiguiente, en ninguno de los dos
casos hay que considerar la deformacion €, ya que no interviene en las ecuaciones del trabajo de
deformacion al ser el producto 0, €, nulo. También consideramos que Y,.=Y yZZO.

De la ecuacion (2.2) se deduce que los esfuerzos tangenciales T,y T,. son nulos. Usando la misma
hipdtesis con respecto a la deformacion €., el esfuerzo 0, no interviene, por tanto el vector de esfuerzos
sera

o=\o, |, (2.3)

con 0,y 0, esfuerzos normales y T,, el esfuerzo tangencial.

La relacion entre esfuerzos y deformaciones se deduce de la ecuacion constitutiva de la elasticidad
tridimensional [Esch97], con las hipétesis para €., 0,y sz:yyzzo mencionadas anteriormente. Se
deduce entonces que la relacion matricial entre esfuerzos y deformaciones esta dada por

o=De. (2.4)

En el caso de considerar esfuerzos iniciales y deformaciones iniciales [Zien05 p25], debidos a cambios de
temperatura, encogimiento, crecimiento de cristales, esfuerzos residuales iniciales, etc., utilizamos la
forma mas general de (2.4) que es

o=D(e—¢,)+0, (2.5)
La matriz D se conoce como matriz constitutiva o matriz de constantes elasticas. Del Teorema de

Maxwell-Betti se deduce que D es siempre simétrica [Esch97 p46]. En el caso de elasticidad isotropica

1 v 0
Slv 1 0 ,
V1o o (1=v)/2

donde £ es el mdédulo de Young y v el coeficiente de Poisson.

D:E

1

2.1.2. Principio de trabajos virtuales

La expresion integral de equilibrio en problemas de elasticidad bidimensional puede obtenerse haciendo
uso del principio de los trabajos virtuales [Zien05 pp65-71]. Teniendo en cuenta los esfuerzos y
deformaciones que contribuyen al trabajo virtual de la estructura, la expresion del principio de trabajos
virtuales puede escribirse como

[[(se,0, 406,045y, |tda=] [ (sub +5vb |tda+ [ (sut +ove Jtds+ 2 (5u,U +5v,V ) (26
A A ! i

A la izquierda de la ecuacion esta representado el trabajo que los esfuerzos 0, 0,y T, realizan sobre las
deformaciones virtuales 6 €., 6¢,y 6y, ,. El primer miembro a la derecha de la igualdad representa las
fuerzas repartidas por unidad de volumen b, y . El segundo miembro indica las fuerzas repartidas sobre
el contorno #, y f¢,. Y finalmente el tercer miembro las fuerzas puntuales U; y V; sobre los
desplazamientos virtuales 6u y dv. A y [ son el area y el contorno de la seccion transversal del solido y ¢
su espesor. En problemas de esfuerzo plano, ¢ coincide con el espesor real, mientras que en problemas de
deformacion plana es usual asignar a ¢ un valor unidad.
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2. Deformacion elastica de solidos con el método de los elementos finitos

Definiendo el vector de fuerzas puntuales
el vector de fuerzas sobre el contorno
y el vector de fuerzas masicas como

podemos entonces expresar (2.6) en forma matricial
[ [oe'atda=] [su"braa+$ou'trds+) su'q, 2.7)
A A / i

De las ecuaciones (2.2) y (2.4) se observa que en las integrales del principio de trabajos virtuales s6lo
intervienen las primeras derivadas de los desplazamientos, lo que implica que se requiere continuidad de
clase C en la aproximacion de elementos finitos.

2.1.3. Discretizacion en elementos finitos

La figura 2.1 muestra el dominio {2 de un problema, el cual se analiza bajo las hipotesis de elasticidad
bidimensional, cuenta ademas con ciertas condiciones de frontera de Dirichlet I, y de Neumann I',.

r

u

r

q
Figura 2.1. Dominio del problema.

Para nuestro desarrollo vamos a utilizar para discretizar el dominio elementos triangulares de tres nodos,
los cuales son sencillos de visualizar. En la figura 2.2 vemos la discretizacion del dominio (2.
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2. Deformacion elastica de solidos con el método de los elementos finitos

r

u

r

q
Figura 2.2. Discretizacion (mallado) del dominio.

La malla de elementos finitos representa una idealizacion de la geometria real. Por consiguiente, el
analisis por elementos finitos reproduce el comportamiento de la malla escogida y no el de la estructura
real. Solamente comprobando la convergencia de la solucion podemos estimar el grado de aproximacion
de la solucién de elementos finitos a la exacta.

2.1.4. Funciones de forma
Un elemento triangular de tres nodos se caracteriza por los nimeros de sus nodos 1, 2, y 3, con sus

respectivas coordenadas. Esta numeracion es local y tiene que crearse una correspondencia con la
numeracion global.

Nz(x:J/)

> X »X »X
Figura 2.3. Funciones de forma para un elemento finito triangular de tres nodos.

Tomando un elemento aislado, como el de la figura 2.3, podemos expresar los desplazamientos
cartesianos de un punto cualquiera en el interior del elemento en funcion de los desplazamientos de sus
nodos introduciendo las funciones de norma N, coni=1,2,3

3
ulx,y)=2 Nilx, ylu,
i=1

W, y= Nl v

i=1
donde u, y v; son los valores discretos de desplazamiento en los nodos. Una funcidn de forma N, tiene que
cumplir la condicion de valer uno en la coordenada del nodo i y cero en los nodos j#i.
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2. Deformacion elastica de solidos con el método de los elementos finitos

Para obtener unas funciones de forma mas féciles de trabajar, es conveniente hacer un mapeo a un espacio

normalizado, como se muestra en la figura 2.4.

A

y n

»X

@

Figura 2.4. Mapeo de un elemento a un espacio normalizado.

Definamos entonces a # y v en términos de las coordenadas normalizadas p y n, como sigue

ulp.nl=3 Nilp.nlu,

i=1

3
:ZNl(p’ r’)via
i=1

con lo que podemos definir las funciones de forma como
N,(p,n)=1-p—n,

N,(p.nl=p,

Nslp,n)=n.

Las funciones de cambio de coordenada seran

pn=ZN, X

3
pn=ZN,

i=1

2.1.5. Discretizacion de los campo de deformaciones y esfuerzos

Podemos asi expresar las componentes de la deformacion (2. 2) como
ov _
17 ay

l’ax

ox i ax

aMV
0y
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2. Deformacion elastica de solidos con el método de los elementos finitos

Para aplicar un cambio de variable en las primeras derivadas requeriremos del jacobiano
ON, dx Oy|[ON,
op |_|op dp|| ox
ON, dx Oy||ON,]|.
on on onf\oy

JC
Si det J°#0, entonces
ON, ON,
0x :(Je)71 0 P
ON, ON,;|
oy on
Ahora podemos definir el vector de deformaciones (2.2) como
[ o, 1 |ow,
"u. 0
c ox ' ox
* ON. ON.||u.
&E= £ = i ] - O i i
v Z oy Z dy !v,.], (2.8)
Yoy N, , ON, ON, ON,|7=
oy T ex Vi oy ox | '
Bi
donde B, es la matriz de deformacion del nodo i. Visto en forma mas compacta
u
e=|B B, - B,||"|,
u,
finalmente como
e=Bu. (2.9)

Puede verse entonces que la matriz de deformacion B estd compuesta de tantas sub-matrices B; como
nodos tienen el elemento.

La expresion discretizada del vector de esfuerzos (2.3) se obtiene a partir de (2.4)
oc=DBu.

Puede observarse de (2.8) que la matriz de deformacion B del elemento triangular de tres nodos es
constante, lo que implica que las deformaciones y esfuerzos son constantes en todo el elemento. Esto es
consecuencia directa del campo de desplazamientos lineal escogido, cuyos gradientes son obviamente
constantes. Por consiguiente, en zonas de alta concentracion de esfuerzos serd necesaria utilizar una malla
tupida para aproximar la solucion de esfuerzos con suficiente precision.

28
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2.1.6. Ecuaciones de equilibrio de la discretizacidn

Para la obtencion de las ecuaciones de equilibrio de la discretizacion partimos de la expresion del
principio de trabajos virtuales aplicada al equilibro de un elemento aislado.

Vamos a suponer que sobre un elemento, como el de la figura 2.5, actlian fuerzas masicas repartidas por
unidad de area b y en sus lados fuerzas de superficie por unidad de longitud #. Las fuerzas de superficie
pueden ser de dos tipos: debidas a fuerzas exteriores que actiian sobre los lados del elemento que forman
parte del contorno exterior de la estructura o debidas a las fuerzas de interaccidon entre elementos que se
transmite a través de sus lados comunes. Estas tltimas pueden ignorarse desde un inicio, debido a que se
anulan cuando se realiza el ensamblado de todos los elementos.

Vi, Vs
7Y T Fuerzas masicas b= b,
by
. [t
Fuerzas de superficie t= x]
t
L y
Fuerzas nodales de equilibrio ¢,= (Iii
i
Fuerzas nodales exteriores P= Py
P .
L* i
U,
le
P,
»X, U

Figura 2.5. Fuerzas sobre un elemento triangular de tres nodos.

Partiendo de la suposicion de que el equilibrio del elemento se establece Unicamente en los nodos,
podemos definir unas fuerzas puntuales de que actlien sobre los nodos que equilibren las fuerzas debidas
a la deformacion del elemento y al resto de las fuerzas que actuan sobre el mismo. Hacemos entonces uso
del principio de trabajos virtuales (2.7) aplicado ahora al elemento

_f f se'o tdAe—f f 6uTbtdAe—§ﬁ Su'ttds‘=6u'¢q°
A A° I ’
reescribiendola utilizando (2.9)
f f su'B'oc tdAe—f f 6uTbtdAe—§ﬁ Su'ttds‘=6u'q°
A° A° & ’
tomando ademas en cuenta que los desplazamientos virtuales son arbitrarios, y el espesor es constante,

tf [Bloda—t[ [bda—1$tds=q" (2.10)
A A I

La ecuacion (2.10) expresa el equilibrio entre las fuerzas nodales de equilibrio y las fuerzas debidas a la
deformacion del elemento (la primer integral), las fuerzas masicas (segunda integral) y las de superficie
(tercera integral). Sustituyendo el vector de esfuerzos o por su valor en funcion de los desplazamientos
nodales utilizando la forma general (2.5)
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tffB[ (e—&,)+0,|da° —tffbdA —tgﬁtds—

separando las integrales
t| [ B'Deda 1 [ [ B"De,da+1[ [ B oyda'—t [ [ bda‘~t$tds=q°
A A A A r

aplicando de nuevo (2.9)
t| [B'DBds u=t [ B"Dejda~t[ [ B ayda*+t [ [ bda +t$ tds+q°
e " T ‘ .
K f: fs £ fi
donde K° es la matriz de rigidez del elemento y tenemos un conjunto de fuerzas nodales equivalentes
debidas a: deformaciones iniciales f;, esfuerzos iniciales f;, fuerzas masicas f';, fuerzas en la superficie

fi
Definiendo el vector de fuerzas nodales equivalentes del elemento como
F=ffot it S,
podemos expresar (2.11) como un sistema de ecuaciones para el elemento
K'u=f‘+q".

2.11)

La ecuacion de equilibrio total de la malla se obtiene estableciendo que la suma de las fuerzas nodales de
equilibrio en cada nodo debe ser igual a la fuerza nodal exterior, es decir

24,4,

esta es la suma de las contribuciones de los vectores de fuerzas nodales de equilibrio de los distintos
elementos que comparten el nodo con numeracion global j, y P; representa el vector de fuerzas puntuales
actuando en dicho nodo.

Las ecuaciones de equilibrio de la malla se obtienen a partir de las contribuciones de las matrices
elementales de rigidez y de los vectores de fuerzas nodales equivalentes de los diferentes elementos. Asi
pues, tras el ensamblaje, la ecuacién matricial global se puede escribir como

Ku=f,
donde K es la matriz de rigidez, u es el vector de desplazamientos nodales y f el vector de fuerzas
nodales equivalentes de toda la malla.

Recordemos de nuevo que las fuerzas nodales de equilibrio debidas al las fuerzas de interaccion entre los
contornos de los elementos adyacentes se anulan en el ensamblaje, debido a que dichas fuerzas tienen
igual magnitud y direccidn, pero sentidos opuestos en cada elemento. A efectos practicos, solamente hay
que considerar el efecto de las fuerzas de superficie cuando se trate de fuerzas exteriores actuantes sobre
lados de elementos que pertenezcan al contorno de la estructura.

2.1.7. Ensamblado de la matriz de rigidez

El primer paso es generar una malla de elementos para el dominio e identificar los nodos.
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2. Deformacion elastica de solidos con el método de los elementos finitos

Figura 2.6. Numeracion global de los nodos en el dominio.

Se calcula la matriz elemental K¢ y el vector f°© para cada elemento. Por ejemplo, en la figura 2.6 se
destaca el elemento con nodos 3, 5 y 9. Su ensamblaje es mostrado en la figura 2.7.

Global—»3, 3, 9. 9

y x y x y

Local®» 1, = 1 2 2

y X y X y

3, 1, |K% Ky, Ki, Ky, Kis Ki||lu fi
3y ly K§1 ng K§3 K;4 K;S KZs “; fg
9 2. |K3 K5 Ky K5, K5 Kig||us — /3
9y 2y K?u Kzetz Kzew KZ4 KZS Kfm ”Z fi
5. 3. |Ksi K5, K5 K5, K Kigl|us f5
Sy 3y Ko, Kg Kgs Ky Kgs Ko ||t 1

Figura 2.7. Numeracion global y local al ensamblar la matriz elemental.

Los valores se sumaran a la matriz de rigidez K y al vector f, como se muestra en la figura 2.8.
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o o o [e] o] o o o o o o] o] o o o o o o o o] ]
o o o [e] o] o o o o o o] o] o o o o o o o o] ]
o o o o € € o o € € o o o o o (o] (S € o € €
Kl] KIZ K]S Kl() K13 KI4 ul 1
o o o o € ¢ o o € ¢ o o o o o o € ¢ o € fe
KZ] K22 KZS K26 K23 K24 uZ 2
o o o o] o o] o o o o o o] o o o o] o o o o o]
o o o o] o o] o o o o o o] o o o o] o o o o o]
o o o [e] ¢ < o o] ¢ < [e] [e] o] o o ] < ¢ o ¢ ¢
K5, K5, Kss K K5, K5, Us 5
o o o o e ¢ o o e e o o o o o o ¢ e o e e
K6l KGZ K65 K66 KG} K64 u6 = 6
o o o o o o] o o o o o o] o o o o] o o o o o]
o o o o o o] o o o o o o] o o o o] o o o o o]
o o o o o o] o o o o o o] o o o o] o o o o o]
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K31 K32 K35 K36 K33 K34 u} 3
o o o o € € o o € € o o o o o o € ¢ o € fe
K41 K42 K45 K46 K43 K44 Uy 4
o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o
1 m i1

Figura 2.8. Ensamblaje de la matriz elemental en la matriz de rigidez.

Una condiciéon de frontera de Dirichlet, #; fijo, implicardn eliminar el i-ésimo renglon y la i-ésima
columna de la matriz de rigidez y el i-ésimo renglon del vector . Para poder hace esto, hay que compensar
en el vector f de esta forma

(f)j‘— (f)j_(K)ij(u)‘,‘, V j#i

La matriz de rigidez resultante no tendrd un ancho de banda predefinido.

2.2. Elasticidad tridimensional

La formulacion de los elementos finitos tridimensionales es andloga a la formulacion bidimensional, por
lo cual vamos a describirla brevemente. Trabajaremos ahora con elementos en tres dimensiones, en
particular con tetraedros con cuatro nodos.

2.2.1. Esfuerzos y deformaciones

Iniciamos definiendo el vector de desplazamientos

u(x,y,z)
u(x,y,z)z v(x,y,z)

W(X,y,Z)
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2. Deformacion elastica de solidos con el método de los elementos finitos

Introducimos ahora el vector de deformaciones &€, el cual esta dado por

N |
ou
Ox
R A
Ex ay
€y aw
&E= Ey = a 628
Yey| | QU 0V
Y- oy O0x
¥zx a—V+6—w
- 0z Oy
ow  Ou
_+_
ox Oz
n B

donde €., €,y €, son las deformaciones normales, mientras que Y,,, ¥,.y Y., son las deformaciones por
cizalladura.

El vector de tensiones 0 se define como

donde 0, 0,y 0, son las tensiones normalesy T, ,, T,.y T., las tensiones tangenciales.

Para un medio homogéneo e isotropico la matriz constitutiva es [Zien05 p196]

| T T 0 0 0
o | T 0 0 0
__El—y) =] =y 0 0
(1+v)i1-2v]| 0 o U= o I
2(1—v)
0 0 0 0 i-2v)
2(1—-v)
0 0 0 0 0 (21(1_31))

donde E es el modulo de Young y v es el coeficiente de Poisson.
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2. Deformacion elastica de solidos con el método de los elementos finitos

2.2.2. Funciones de forma

El vector

i

”i(x:y:z): V.

1
i
representa los desplazamientos de un nodo i.

Introduciendo las funciones de interpolacion
ulx,y.z)=2 Nlx.y.zlu,

vlx, . z]=2 Nilx,y,z)v,
wix,y,z)=2 Nlx, y, z)w,

Para realizar el mapeo al espacio normalizado, tenemos

4
u(p) U;C):Z Ni(p!r]: C)uia
i=1
4
V(P:"I»C):ZNi(P:’?:g)Vi,
i=1
4
W(P»n’ C):Z Nz(prnrg)ww
i=1

donde u, vy w representan los valores discretos de los desplazamientos en los nodos del elemento, V; son
las funciones de forma.

Figura 2.9. Mapeo al espacio normalizado.

Elegimos las siguientes funciones lineales para el mapeo
Nilp,n,€)=1-p-n—t,
Nz(P:n,C):pa
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2. Deformacion elastica de solidos con el método de los elementos finitos

N,lp,n,C)=n,
N,p,n.C)=C.

Las funciones de cambio de coordenada son entonces

4
X(p,n, g):ZNi(p’nJg)xia
i=1

4
y(p’ U:C):z Ni(P»’?» g)yi’

i=1

4
z(p,n,C)=2. Nilp.n,C)z;
i=1

donde x, y y z son las coordenadas de los vértices del elemento.

2.2.3. Discretizacion de los campo de deformaciones y esfuerzos

Las deformaciones entonces son

T2 Ty e g g

ov aN, aV_ aN, 6\/_ aN,
a_z Ox v"’a_z 0y Vi’g_z 9z "

i i i

ax_z ax ' ay_z oy Wa 62_2 oz Vr

i i i

Aplicamos la regla de la cadena a primeras derivadas para obtener el jacobiano J°, éste es

ON,\ |ox oy oz||ON,
op op Op Op|| 0x
ON, ox Jdy dz||0N,
on | |0n on on|l oy |
ON,| |9x 0y O0z||oN,
oc | |0C€ 0T 0C|| o;

Je

si det J°#0, entonces
ON, ON,
ax 0p
% :(Je)_l ﬂ
oy on |
ON, ON,
0z 6_§
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2. Deformacion elastica de solidos con el método de los elementos finitos

De esta forma

¢ésta expresion se puede escribir como

y de forma mas compacta como

finalmente
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ON,
s 0 0
ON,
0 E 0
ON,
0 0 P
ON; ON, 0
oy Ox
ON, ON,
0 oz W
ON, 0 %
0z ox

¢e=|B,B, - B,

| B
ON,
ox '
ON,
&y ﬁy Vi
y 6‘N<W[
y :Z a
yxy i aNl 6Nl i
U+——v;
Y- oy o0x
Y., ON, +6N[
oz oy Wi
ON, +8Ni
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ox ' o0z '
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u
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2. Deformacion elastica de solidos con el método de los elementos finitos

2.2.4. Ecuaciones de equilibrio de la discretizacion

Definiendo el vector de fuerzas puntuales
el vector de fuerzas sobre el contorno

y el vector de fuerzas masicas como

b,
b= by ’
bZ

podemos entonces expresar la ecuacion del principio de trabajos virtuales como
| [seaav=] [su"bav+$su"tds+) sul q;
vV vV s i

Realizando un desarrollo similar al caso bidimensional, podemos llegar a la ecuacion de equilibrio
discretizada para un elemento, ésta es

[[B"DBavu=[ [ B'Dejav:—[ [ B'a,av°+[ [ bav:+$tds +q°
Ve Ve Ve Ve s .

—_—

K fe fo [ fi
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3. Una aplicacion de la paralelizacion
con memoria compartida

3.1. Introduccion

Nuestra primer aproximacion para paralelizar la solucion del sistema de ecuaciones resultante del método
de elemento finito es utilizar el esquema de paralelizacion con memoria compartida. Veremos como este
tipo de esquema se presta para la paralelizacion del método de gradiente conjugado.

Vamos a comenzar hablando de la arquitectura del procesamiento en paralelo, esto es porque tanto el
hardware como el software utilizados para el computo en paralelo son mucho mas complejos y
sofisticados que los utilizado en el computo serial, lo que hace que en el computo en paralelo sea mas
dificil obtener buenos resultados sobre todo en las primeras implementaciones de los algoritmos.

Es necesario entender, por lo menos conceptualmente, cuales son las caracteristicas tanto del hardware
como del software, con el fin de poder disefar algoritmos que saquen ventaja de esta forma de computo,
de no hacerlo podemos hacer que nuestros algoritmos caigan en los multiples cuellos de botella que
presentan estas arquitecturas.

Podemos decir entonces que la arquitectura del Aardware de computo en paralelo nos servira de guia para
disefar el software para la paralelizacion de los algoritmos de solucion de problemas de elemento finito.

3.2. Arquitectura del procesamiento en paralelo

La paralelizacion con memoria compartida se refiere a la utilizacion de computadoras con dos o mas
unidades de procesamiento que accesan a la misma memoria principal. La arquitectura mas usada en este
tipo de paralelizacion es con procesadores multi-core, es decir procesadores que tienen mas de un nticleo
(core) o unidad de procesamiento (CPU). También es factible tener computadoras con mas de un
procesador multi- core accesando la misma memoria (figura 3.1).
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3. Una aplicacion de la paralelizacién con memoria compartida

Procesador Procesador
CPU CPU CPU CPU
Cache L1 Cache L1 Cache L1 Cache L1
CPU CPU CPU CPU
Cache L1 Cache L1 Cache L1 Cache L1
| Cache L2 || || Cache L2 |

[ ] [ ]

]

Memoria principal (RAM)
Figura 3.1. Configuracion de un sistema multiprocesador multinicleo

Al poder accesar la misma memoria es entonces posible hacer que los CPUs cooperen en la resolucion de
un problema. En la taxonomia de Flynn [Flyn72], esta estrategia es conocida como Multiple
Instructions- Multiple Data, o por sus siglas MIMD.

La velocidad de operacion de los procesadores es mucho mayor que la velocidad de acceso de la memoria
RAM de las computadoras [Wulf95], esto es debido a que es muy costoso fabricar memoria de alta
velocidad. Para solventar esta diferencia en velocidad, los procesadores modernos incluyen memoria
cache, en diferentes niveles (L1, L2 y en algunos casos L.3). Estas memoria cache son de alta velocidad
aunque de menor capacidad que la memoria RAM del sistema. Su funcion es la de leer de forma
anticipada memoria RAM mientras el CPU estd trabajando y modificar la informacion leida de forma
local. Cuando entra nueva informacioén al cache la informacion ya procesada es almacenada en la
memoria RAM. Otra de las ventajas del uso de caches es que son ademas mas eficientes cuando leen o
escriben localidades de memoria continuas [Drep07 p15].

El uso de caches como un método de acceso intermedio a la memora principal incrementa mucho la
eficiencia de los procesadores mientras mantiene bajos los costos de la computadora. La siguiente tabla
muestra los ciclos de reloj de CPU necesarios para accesar cada tipo de memoria en un procesador
Pentium M:

Acceso a Ciclos
Registro CPU <1
L1 ~3
L2 ~14
Memoria RAM ~ 240

Sin embargo, mantener coherencia en la informacién cuando varios procesadores accesan la misma
memoria RAM es complejo, los detalles se pueden consultar en [Drep07]. Lo importante a notar es que
para lograr buenos algoritmos en paralelo con memoria compartida es necesario que cada CPU trabaje en
localidades de memoria diferentes, ya que si dos CPU modifican la misma direccién de memoria se crea
una “falla” en la coherencia entre los caches, lo que obliga a los CPU a accesar a la memoria RAM, lo
cual como vimos es muy costoso. Es muy importante tener en cuenta la arquitectura de caches de los
sistemas multi-core al momento de disefiar algoritmos en paralelo cuyo requerimiento sea ser muy
eficientes.
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3. Una aplicacion de la paralelizacién con memoria compartida

Otra de las desventajas del esquema de procesamiento en paralelo con memoria compartida es que existe
un cuello de botella en el acceso a la memoria principal, ya que so6lo un procesador puede accesarla la
vez, esto serd mas y mas notorio cuando el sistema tenga mas procesadores.

3.3. Paralelizacion con threads

Veamos ahora lo que significa en cuanto a la programacion el procesamiento con threads. Un programa
serial ejecuta s6lo una secuencia de instrucciones, en cambio, un programa paralelizado puede contener
diferentes secuencias de instrucciones que se ejecutan simutaneamente. A la ejecucion de cada secuencia
de instrucciones se le conoce como un hilo de procesamiento o thread. Cada thread posee sus propios
registros de control y su propio stack de datos, mientas que comparte el uso de la memoria del monticulo
(heap) con los demas threads del programa. En las computadoras multi-core logra la mejor eficiencia
cuando cada CPU ejecuta solo un thread.

Comunmente el manejo de la programacion con threads se hace a través de librerias de software, entre las
mas comunes estan Windows Threads y POSIX Threads. En los ultimos afios se han incluido extensiones
a los lenguajes de programacion (C, C++ o Fortran) que simplifican la programacion de las librerias de
threads, como es el caso de OpenMP [Chap08]. Este incorpora directivas para el compilador que indican
de forma simple que partes del codigo deben paralelizarse, la declaraciéon de memoria compartida o local,
balance de carga, etc.

Un programa puede entonces crear varios threads para procesar un bloque del algoritmo, después ejecutar
un bloque de forma serial para después regresar a procesar en paralelo, como se muestra en la figura 3.2.
Por ejemplo, si se tiene que hacer una multiplicacion de una matriz por vector en varias ocasiones. En
este caso cada thread accesa cierto rango de renglones de la matriz, todos los threads accesan al vector
por el cual se multiplica.

Procesamiento Procesamiento

serial jﬂ

CPU 1 Fp A N
CPU 2 N\ A\ /A

CPU 3 I G I G | I CPU

inactivo

CPU 4 \ Y/ \NN/ \ )
B cru
activo
CPUN I R $#TEEE
\_T_/
Creacion de Sincronizacion
los threads
» !

Figura 3.2. Visualizacion temporal de un proceso ejecutando threads en diferentes procesadores

Hay varias casos en los cuales se puede ver limitada la eficiencia del procesamiento con threads. Por
ejemplo, la dependencia de datos, ésta se da cuando un thread tiene que esperar a que otro termine una

41



3. Una aplicacion de la paralelizacion con memoria compartida

operacion para poder continuar. Entre més dependencia exista entre los datos, mas dificil serd paralelizar
un algoritmo. Por ejemplo, el algoritmo de sustitucion hacia atras para resolver sistemas de ecuaciones
triangulares presenta mucha dependencia para encontrar la solucion de cada incognita.

Un caso mas complejo seria cuando dos threads modifican los mismos datos, un thread podria entonces
alterar un dato que otro thread espera permanezca constante. Se pierde entonces la sincronia en los
algoritmos. Es necesario implementar sistemas de bloqueo de datos para poder modificar los datos de
forma ordenada. Esto provoca que un thread tenga que parar y esperar a que otro termine para poder en su
momento modificar o leer el valor.

Al repartir un trabajo entre varios threads puede suceder que la carga de trabajo no esté balanceada,
provocando que uno o mas procesadores terminen antes y estén inactivos, simplemente esperando.
Entonces nuestro algoritmo serd tan rdpido como el mas lento de los threads. Resultando en un
desperdicio de poder de computo.

Después de ver las caracteristicas de la programacioén con threads y memoria compartida, podemos
buscar entonces un tipo de algoritmo que sea adecuado para funcionar en la paralelizacion de la solucion
de sistemas de ecuaciones. En particular, uno que se ajusta bastante bien a este esquema es el método de
gradiente conjugado, el cual, como veremos tiene la ventaja de ser facilmente paralelizable utilizando este
esquema de procesamiento en parelelo con memoria compartida.

3.4. Algoritmo de gradiente conjugado

El algoritmo de gradiente conjugado es un método iterativo para minimizar funciones cuadraticas
convexas de la forma

f(x):;xTAx—be, G.1)

donde x,bER"y AEIR™" es una matriz simétrica positiva definida.

Para minimizar f(x) calculamos primero el gradiente de (3.1),

V flx)J=4x—b.
Buscando igualar a cero el gradiente, podemos ver el gradiente conjugado como un método iterativo para
resolver systemas de ecuaciones lineales

Ax=b.
aplicando el concepto de vectores conjugados a una matriz
A partir de una matriz A simétrica positiva definida, podemos definir un producto interno como
x' Ay=(x,p)s
Ahora, decimos que un vector x es conjugado a otro vector y con respecto a una matriz A si

(x,y)4=0, con x#y.

La idea del algoritmo es utilizar direcciones conjugadas para el descenso en la busqueda del punto 6ptimo
x" [Noce06 p103] , es decir

X =, p,to,p,+...+x,p,,
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los coeficientes estan dados a partir de la combinacion lineal
Ax*zcxlApl—szA p,t...tx, Ap,=b

2

con
_ pib _ 2
P:Al’k <pk’pk>A'

k

A partir de una matriz A de rango n sdlo se pueden definir n vectores A-conjugados, por lo tanto el
algoritmo de gradiente conjugado garantiza la obtencion de una solucién en un maximo de # iteraciones.

De la féormula de actualizacion
X =X, Tap,,

tomando p como una direccion de descenso.

Definamos
8« =V f (xk);
el tamafio de paso &« que minimiza la funcion f (x)alo largo de la direccion X, + & p; es
- g} P
P AP

Si definimos p,.; como la direccion mas cercana al gradiente &, bajo la restriccion de ser conjugado.
Esta direccion esta dada por la proyeccion de &; en el espacio ortogonal a pP; con respecto al producto
interno inducido por A, asi

P;Agk

Pir1= &t
PZAPk

ke

Al utilizar el negativo del gradiente tendremos una direccién de descenso.

sean
X, coordenada inicial
g, — Ax,—b, gradiente inicial
Py, < —8&,, direccidn inicial de descenso
&, tolerancia

k <0
inicio
mientras £,#0, es decir k<rank(A)/\Hng>E
T
8 Pi
o, — —
© o piAp,

X & X top,
8w — Ax,—b
T
B, « ng;lAI’k

piAp,

Pivi & 8 tBpy
k « k+1

fin_mientas
fin

Algoritmo 3.1. Gradiente conjugado.

43



3. Una aplicacion de la paralelizacion con memoria compartida

Una férma mas econdmica del algoritmo 3.1, en la cual se reduce la cantidad de productos matriz-vector
[Noce06 p112] es la mostrada en el algoritmo 3.2.

sean
X,, coordenada inicial
g, < Ax;—b, gradiente inicial
P, < —8&,, direccion inicial de descenso
&, tolerancia
k < 0
inicio
mientras g,#0, es decir k <rank (4]A||g,||> ¢
w — Ap,
T
88«
T
pw
Xy X p,
81 < &toaw

B, gZJrTlng
88k
Pii & —&iatBipy
k « k+1
fin_mientas
fin

Algoritmo 3.2. Gradiente conjugado practico.

3.5. Formulacion en paralelo

Al realizar la paralelizacion del algoritmo es importante considerar que hay un costo en tiempo de
procesamiento cada vez que se realiza una sincronizacion entre los threads utilizados, esta sincronizacion
es manejada tanto por el sistema operativo como por la libreria de manejo de threads. Si el algoritmo 3.2
lo implementamos calculando individualmente cada producto punto, suma de vectores, vector por escalar
y matriz por vector, tendrémos mas de una decena de puntos de sincronizacion.

La version paralelizada del algoritmo anterior reduciendo los puntos de sincronizacion:
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sean g < g+(g(&d),

X,, coordenada inicial fin_para

g, « Ax,—b, gradiente inicial o o —&

P, < —§&,, direccion inicial de descenso k q

&, tolerancia h < 0, guardara gZ 18041

n « Renglones|x] paralelizar parai « 1...n
. k =0 (xkﬂ)i < (xk)i+0(k(pk)i
inicio

(gk+1),« < (gk)i—i_(xk(w)i

s 170, ik e | JF TR

q < 0,guardard p,w

. fin_para
g < 0, guardara g, g, A
paralelizar parai < 1...n By < g
(w), ‘— 0 paralelizar parai < 1...n
paraj < l..n (Pk+1),- < _(gk+1),~+ﬁk+l(pk)i
(w)i = (w)i+<A)ij(Pk), fin_para
fin_para k « k+1
q < q+(1’k),»(w)i fin_mientas

fin
Algoritmo 3.3. Gradiente conjugado en paralelo.

Se han agrupado las operaciones algebraicas en tres ciclos, quedando sélo dos puntos de sincronizacion,
uno para calcular &, y otro para B;. Es posible reordenar el algoritmo para disminuir ain mas los puntos
de sincronizacion [DAze93] manteniendo la estabilidad numérica. Para nuestro programa elegimos
mantener en su escencia el algoritmo 3.2, mostramos un extracto en el algoritmo 3.4.

Vector<T> G(rows); // Gradient for (inti= 1; i <= rows; ++i)
Vector<T> P(rows); // Descent direcction {
Vector<T> W(rows); // A*¥P T sum = 0.0;
int km = A.RowSize(i);
omp_set num_threads(threads); for (register int k = 0; k < km; ++k)
{
T gg=0.0; sum += A.Entry(i, k)*P(A.Index(i, k));
#pragma omp parallel for default(shared) reduction(+:gg) }
schedule(guided) W() = sum; / W = AP
for (int i = 1; i <= rows; ++i) pw +=P(i)*W(i); // pw = P'*W
{ }
T sum = 0.0;
int km = A.RowSize(i); T alpha = gg/pw; // alpha = (G"*G)/(P'*W)
for (register int k = 0; k < km; ++k)
{ T gngn = 0.0;
sum += A.Entry(i, k)*X(A.Index(i, k)); #pragma omp parallel for default(shared) reduction(+:gngn)
} for (int i = 1; i <= rows; ++i)
G(i)=sum-Y(i); / G=AX-Y; {
P@i) =-G(i); / P=-G X(i) += alpha*P(i); / Xn = X + alpha*P
gg += G(i)*G(i); / gg = G"*G G(i) += alpha*W(i); / Gn = G + alpha*W
} gngn += G(1)*G(i); // gngn = Gn"*Gn
}
T epsilon = tolerance*tolerance;
int step = 0; T beta = gngn/gg; // beta = (Gn'*Gn)/(G'*G)
while (step < max_steps)
{ #pragma omp parallel for default(shared)
// Test termination condition for (int i = 1; i <= rows; ++i)
if (gg <= epsilon) // Norm(Gn) <= tolerance
P(i) = beta*P(i) - G(i); / Pn = -G + beta*P
break; }
}
gg = gngn;
T pw = 0.0; ++step;
#pragma omp parallel for default(shared) reduction(+:pw) }
schedule(guided)

Algoritmo 3.4. Seccion del codigo en C++ del algoritmo de gradiente conjugado en paralelo.
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3.6. Implementacion con matrices ralas

La parte mas costosa del algoritmo 3.3 es la multiplicaciéon matriz-vector, la cual tiene que realizarse una
vez en cada iteracion. Para ahorrar tanto memoria como tiempo de procesamiento sélo almacenaremos los
elementos de la matriz A4 que sean distintos de cero. Lo cual es conveniente, dado que las matrices de
rigidez resultantes de problemas de elemento finito son ralas, es decir, la mayor parte de las entradas de la
matriz A4 son cero.

Hay varias estratégias de almacenamiento en memoria de matrices ralas, dependiendo de la forma en que
se accesaran las entradas. El método Compressed Row Storage [Saad03 p362] es adecuado para el caso
del algoritmo 3.3, en el cual se accesaran las entradas de cada renglon de la matriz A en secuencia.

car:
8 40000
0O 01 3 00
2201 0 7 0 </Arreglo de valores
‘\Arreglo de indices
0 930 01
12]13[6]
0 000 0S5
6

Figura 3.3. Almacenamiento con Compressed Row Storage.

Con este método, por cada renglén de la matriz se guardan dos arreglos. Uno conteniendo los indices y
otro los valores de los elementos de ese renglon cuyo valor sea diferente a cero. Si buscamos en un
renglon una entrada con cierto indice de columna, se tendra un costo de busqueda del elemento de orden
O|(n) en el peor caso. Sin embargo, tenemos la ventaja que, para el caso de multiplicacion matriz vector el
orden de busqueda es O(1), esto es porque no se hace una busqueda sino que se toman los elementos de
cada renglon uno tras otro.

Otra de las ventajas de utilizar Compressed Row Storage es que los datos de cade renglon de la matriz de
rigidez son accesados en secuencia uno tras otro, esto producird una ventaja de acceso al entrar el bloque
de memoria de cada renglén en el cache del CPU.

Para problemas de elemento finito, es posible conocer la estructura de la matriz de rigidez antes de
llenarla, ya que son conocidas las conectividades de los nodos en el mallado. Si un nodo i estd conectado
con un nodo j entonces la matriz rala tendra las entradas (i Ll ( j,il, (i i) y ( J.J ) distintas de cero.
Conocer de antemano la estructura hard mas eficiente la reserva de memoria de cada arreglo de la matriz
rala. Para problemas con m grados de libertad por nodo las entradas de la matriz diferentes de cero seran
(ixm—k, j*m—I1),(jxm—k, ixm—I), (ixm—k ,i*xm—k)y|(j*m—k, j*m—k),con m,1=0...2.

3.7. Resultados

Los siguientes resultados se refieren a encontrar la deformacion de un sélido tridimensional de 2'120,123
elementos y 381,674 nodos, figura 3.4. Con tres grados de libertad por nodo, tenemos entonces, un
sistema de 1'145,022 ecuaciones.
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Al

Figura 3.4. Resultado del problema de deformacion de solidos tridimensional.

|Displacement]
3.1416e-05
2.7925e-05
2.4434e-05
2.0944e-05
1.7453e-05
1.3963e-05
1.0472e-05
6.9813e-06
3.4906e-06
0

Para estas pruebas se utilizdo una computadora MacPro 4 con ocho procesadores Intel Xeon a 2.26GHz,
con hyperthreading habilitado (es decir 16 CPUs). La grafica 3.1 muestra los el tiempo que el programa
tard6 en resolver el problema paralelizando con una cantidad diferente de CPUs en cada una de las 16
pruebas. La primer prueba fue con un CPU, la segunda con dos, y asi sucesivamente.

25.00

= Tiempo real [m]
**= Tiempo ideal [m]

20.00

15.00

10.00

Tiempo [m]

5.00

0.00

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Procesadores

Grdfica 3.1. Comparacion entre tiempo de ejecucion real y el ideal esperado.

Sea ?, el tiempo que tardo el resolverse el problema con un CPU, entonces, en la grafica anterior el
tiempo ideal es ?,/n, done n es el niimero de procesadores utilizado. Podemos dar una medida de
eficiencia £ del algoritmo

E="
nt,’

con £, el tiempo de ejecucion que le tomo al programa en terminar el proceso.
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Eficiencia

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13 14 15 16

Procesadores

Grdfica 3.2 Eficiencia de la paralelizacion del gradiente conjugado.

Es notorio en la grafica 3.2 como la eficiencia de la paralelizacion disminuye conforme se aumenta el
numero de CPUs. Esto es debido a que se crea un cuello de botella cuando més de un CPU trata de
accesar a la memoria RAM de forma simultdnea, lo cual es inevitable para este tipo de arquitecturas. El
que los procesadores utilicen las lineas de cache disminuye este efecto, pero el hecho de que se trate de
problemas que utilizan una gran cantidad de memoria hara que la ayuda del cache sea sobrepasada. Una
alternativa podria ser realizar este proceso utilizando GPUs, las cuales estan disefadas para paralelizar
mejor el acceso a memoria.

Sin embargo, podemos decir que para un nimero reducido de CPUs (4 o menos) la paralelizacion del
gradiente conjugado funciona bien ya que mantiene un rendimiento por arriba del 80%.
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con memoria distribuida

4.1. Paralelizacion con memoria distribuida

Este esquema de paralelizacion implica que un programa ahora sera ejecutado multiples veces en varias
computadoras conectadas en red. A cada instancia del programa (proceso) se le asigna una parte del
trabajo, los resultados son intercambiados entre los procesos a fin de colaborar para lograr un resultado
global.

Para la comunicacion entre los procesos utilizamos el estdndar Message Passing Interface (MPI)
[MPIF08], el cual consiste en un conjunto de librerias y programas que se encargan de facilitar la
implementacion y administracion de programas que requieren transmitir informacion con gran eficiencia.
Estos programas se ejecutaran simultdneamente en varias computadoras interconectadas por medio de una
red de computo.

La figura 4.1 muestra un esquema de la arquitectura de procesamiento con memoria distribuida. En este
modelo se tiene que cada computadora puede tener uno o mas procesadores que localmente pueden
trabajar bajo el esquema de memoria compartida o si se requiere bajo un esquema de memoria distribuida
dentro de la misma computadora.

Computadora Computadora Computadora
Procesador |Procesador Procesador | |Procesador Procesador | |Procesador

Memoria Memoria Memoria

Interfaz de red Interfaz de red Interfaz de red
Switch de red ¢
Interfaz de red Interfaz de red

|Memoria | |Memoria

Procesador |Procesador Procesador | |Procesador

Computadora Computadora

Figura 4.1. Esquema de procesamiento con memoria distribuida.

En su forma bésica, el modelo MPI permite ejecutar un mismo programa en varias computadoras y en
varios procesadores dentro de cada computadora. A cada instancia del programa (proceso) se le asigna un
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numero de rango que va de 0 a N —1, donde N es el nimero de instancias del programa. Visto de forma
conceptual, la operacion de MPI es una red de comunicacion donde todos los procesos pueden mandar
datos (o mensajes) a todos los procesos, ver figura 4.2.

Proceso
rango 1

Proceso Proceso
rango 0 rango 2

Proceso Proceso
rango N-1 rango 3

Proceso
rango 4

Figura 4.2. Diagrama conceptual de la comunicacion con MPI.

Ningun proceso tiene prioridad sobre otro, aunque se suele dejar al proceso con rango cero el control de
todos los demas. La comunicacion entre los procesos es transparente para el usuario y se selecciona de
forma automatica, ésta puede ser establecida utilizando sockets TCP/IP en el caso de que los procesos
estén en diferentes computadoras, o utilizando memoria compartida monitoreada con polling en el caso de
que los procesos residan en la misma computadora.

4.2. Descomposicion de dominios

Al discretizar s6lidos en varios millones de elementos, se utiliza tal cantidad de informacion que hace que
el célculo de la solucidn requiera tiempos de procesamiento y/o cantidades de memoria tales que no es
posible resolver el problema utilizando una sola computadora en un tiempo razonable. Es necesario
dividir el dominio en particiones, para resolver cada una independientemente y después combinar las
soluciones locales de forma iterativa.

Hay dos formas de trabajar la descomposicion de dominio, con particiones con traslape y sin traslape. En
este trabajo elegimos utilizar la version en paralelo el método alternante de Schwarz [Smit96], que es un
método con traslape entre las particiones. Un tratamiento profundo de la teoria de los algoritmos de
Schwarz puede consultarse en [Tose05].
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4.2.1. Algoritmo alternante de Schwarz

El algoritmo es conocido como el método alternante de Schwarz en paralelo. La figura 4.3 muestra un
dominio £ con frontera 0 £2, el cual va a ser dividido en dos particiones £, y £2,.

0

Figura 4.3. Descomposicion de un dominio en dos particiones.

La figura 4.4 muestra las particiones traslapadas, en las cuales 2=0,UQ,

dQNT,
0Q\T, .

Figura 4.4. Particiones traslapadas.

Las fronteras I, y I, son fronteras artificiales y son la parte de las fronteras de £2, y £2, que est4n en el
interior de £2. Para resolver una ecuacion diferencial, siendo L un operador diferencial, tenemos
Lx=yen {2,

x=b sobre 0 0.

El método alternante de Schwarz consiste en resolver de cada particion de forma independiente, fijando
condiciones de Dirichlet en las fronteras artificiales de cada particion con los valores de la iteracion
previa de la particion adyacente.
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0 0 - 0 . e .
X,, X, aproximaciones iniciales
¢ tolerancia
[ numero de iteracion

. i i—1 i i—1
mientras ”xl—x1 H>s y ‘ X,—X, H>£

resolver resolver
i i_
Lx\=y en 2, Lx,=y enf2,
x,=b en 0 Q2 \TI', x,=ben 0L\T,
i i1 i i1
X1 X, |1"‘ en T Xy Xy ‘rz enI',
i—i+1

fin _mientras
Algoritmo 4.1. Método alternante de Schwarz.

El algoritmo debera iterar hasta que se satisfaga las condiciones de tolerancia.

4.2.2. Aplicacion con un problema de elemento finito

Cuando el operador L tiene una representacion como matriz, el algoritmo 4.1 corresponde a una

generalizacion (debido al traslape) del método iterativo tradicional Gauss-Seidel por bloques [Smit96
pl3].

En problemas de elemento finito, el traslape se realiza aumentando a cada particion elementos de la
particion adyacente a partir de la frontera entre las particiones. La figura 4.5 muestra un ejemplo simple.

w,

w
¢ ¢
Figura 4.5. Descomposicion con traslape de un dominio 2 con diferentes capas de traslape.

Las fronteras virtuales se formardn con los nodos que estdn en la parte mas exterior del traslape. El

intercambio de valores serd entonces con los resultados encontrados en unos nodos “fantasma” que se
encontrardn en la particion adyacente.

4.2.3. Velocidad de convergencia

La velocidad de convergencia al utilizar descomposicion de dominios se deteriora conforme se aumenta el
numero de particiones [Smith96 p53]. Esto puede verse de forma heuristica como sigue. Considerese el
dominio 2 de la figura 4.6, el cual esta dividido en N particiones.
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Q

Figura 4.6. Dominio dividido en N particiones.

En cada iteracion del metodo alternante de Schwarz solo transferird informacion entre las particiones
adyacentes. Entonces, si se tiene una condicion de frontera diferente de cero en la primer particion, y se
inicia en la iteracion 0, le tomard N iteraciones para que la solucion local en la particion N sea diferente
de cero. Por tanto, el algoritmo alternante de Schwarz impone limites en la velocidad en la cual la
informacion es transferida globalmente a través de todo el dominio.

El algoritmo de Schwarz tipicamente converge a una velocidad que es independiente (o ligeramente
dependiente) de la densidad de la malla y de la particion, cuando el traslape entre las particiones es
suficientemente grande [Smith96 p74].

4.3. Particionamiento del dominio

Nuestra idea es entonces particionar el dominio para resolver cada particion en una computadora del
cluster, cada particidon serd tratada como un problema individual de tamano reducido. Localmente cada
problema individual sera resuelto utilizando el método de gradiente conjugado paralelizado con memoria
compartida visto en el capitulo 3. Utilizaremos el esquema MPI de memoria distribuida para intercambiar
el resultado en las fronteras artificiales entre las particiones, esto se hara iterativamente siguiendo el
método alternante de Schwartz. Tendremos asi un sistema hibrido que combina los esquemas de
procesamiento con memoria compartida y distribuida.

Vamos a mostrar como se realiza la particion del dominio con traslape necesario para implementar el
método alternante de Schwarz, utilizando para ello un ejemplo sencillo de un problema de elemento finito
en dos dimensiones con una malla de 28 elementos triangulares y 23 nodos. El dominio se dividird en dos
particiones con una capa de traslape.

La malla es generada por el mddulo de pre-procesamiento del programa GiD, el cual permite generar la
geometria y entrega una tabla de conectividades, la tabla indica los nodos 7,,7,, n; que pertenecen a cada
elemento £, figura 4.7. Denotaremos con negritas los nimeros que corresponden a elementos y sin
negritas los que corresponen a nodos.
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23
14
19
16
19
12
19
10 17
1 1
12 13
13 11
14 11

wo~NoOOOAWN=-M

n n
10 18
3 2
22 21
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21 16
21 22
16 12
16 1
12 17
8 9
16 13
16 22
13 7
7 4
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17
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2
18
20
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5
4
10
3

Figura 4.7. Mallado y su representacion con conectividades.

Para realizar la particion inicial del dominio nuestro programa utiliza la libreria de software METIS
[Kary99], ésta recibe como entrada la tabla de conectividades y un nimero que indica las particiones
requeridas. La figura 4.8 muestra el resultado entregado por esta libreria, indicaremos los elementos de la
primer particion como EP; y los de la segunda como EP,. La libreria indica a que particion pertenece cada

nodo, solo divide los elementos.

Figura 4.8. Separacion de los elementos del mallado en dos particiones.

Buscando en la tabla de conectividades determinamos que nodos pertenecen a cada elemento en cada
particion. Indicaremos los nodos de la primer particion como nP; y los de la segunda como nP,. Los
nodos pueden pertenecer a mas de una particion, como se observa en la figura 4.9.

nP,
1
12
13
16
17
18
19
20
21
22
23

EP,

1 18
2 19
4 20
10 21
13 24
14 25
15 26
16 27
17 28

nP,

O©OONOOAAPWN =

10
1"
12
13
14
15
17
18

Figura 4.9. Identificacion de los nodos de cada particion.

Para definir qué nodos pertencen a la frontera entre las particiones, buscamos los nodos que aparezcan en
mas de una particion. En el caso de la figura 4.10, que aparezcan tanto en nP; como en nP,.
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nP, nP,

11 10
12 11
13 12
16 13
17 14
18 15
19 17
20 18
21
22
23

O©ONOTAPWN =

Figura 4.10. Definicion de los nodos frontera entre las particiones.

A partir de este momento dividiremos la malla en el nimero de particiones, la frontera definida
anteriormente seguira existiendo en cada sub-malla tendra una frontera, tal como se muestra en la figura
4.11, existen dos fronteras FP, y FP,, en esta etapa ambas son iguales.

FP,  FP,
1 1
12 12
13 13
17 17
18 18

Figura 4.11. Division de la malla en dos sub-mallas con dos fronteras.

Aumentar una capa de traslape significa que se agregaran a la sub-particion los elementos que compartan
nodo en la frontera, pero que no estén en dicha sub-particiéon. Los nodos de estos nuevos elementos que
no estén en la sub-particion se agregaran y formaran la nueva frontera, suplantando a la anterior. En la
figura 4.12 se observa como se agrega una capa de traslape a cada particion, se denotan los elementos
agregados y la nueva frontera formada.

EP4 EP;

1 12 1 17 nP; nP,
3 113 2 18 4 15 1 12
FP4 FP> 4 14 4 19 7 16 2 13
4 16 5 16 7 20 8 17 3 14
7 19 6 [18 8 | 21 9 | 18 4 15
8 20 7 119 9 22 10 19 5 (16
9 22 8 22 10 |23 11 20 6 17
10 9 23 11 24 12 21 7 18
14 10 26 12 25 13 22 8 19
15 1 127 13 26 14 23 9 [20
14 27 10 [22
15 28 11

Figura 4.12. Aumento de una capa de traslape en cada particion.

Este proceso se puede repetir tantas veces como capas de traslape se deseen agregar a cada particion. La
frontera final serd la frontera artificial del método alternante de Schwarz, en la cual se impondran
condiciones de Dirichlet antes de solucionar el sistema local de ecuaciones de la particion.

Ahora es necesaria la renumeracion local a cada particion de elementos y nodos. Primero se renumeran
los elementos y en base a estos los nodos. Este paso es necesario ya que cada sub-malla se procesara por
separado como si se tratase de un problema independiente. La figura 4.13 muestra el reordenamiento para
nuestro ejemplo, las tablas indican la numeracion local y global, tanto de elementos como de nodos.
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Er' E I:;T 1Es nPr n  nP; n

1 23 10 20
2 5 12 14

2 22 11 18
3 6 13 19

3 21 12 7
4 7 14 26

4 19 13 4
5 8 15 18

5 16 14 8
6 9 16 16

6 12 15 14
7 1" 17 4

7 N 16 9
8 12 18 10

8 17 17 15
9 22 19 1 9 13 18 10
10 23 20 27
EP, E EP, E
1 1 14 24 nP; n nP, n
2 2 15 25 1 15 12 13
3 4 16 26 2 10 13 7
4 10 17 27 3 18 14 4
5 13 18 28 4 1 15 5
6 14 19 8 5 3 16 6
7 15 20 11 6 2 17 12
8 16 21 7 7 14 18 16
9 17 22 9 8 17 19 19
10 18 23 12 9 9 20 22
1 19 24 22 10 8 21 20
12 20 25 23 1”1 1
13 21

Figura 4.13. Reenumeracion de elementos y nodos.

Esta numeracion funciona bien para solvers iterativos (por ejemplo con gradiente conjugado), pero es
inadecuada para solvers directos como la factorizacién Cholesky. Cuando se aplica la factorizacion
Cholesky a una matriz, la cantidad de nodos no cero en la matriz factor L depende del 6rden de los nodos
en la malla o lo que es equivalente, el 6érden de los renglones y columnas en la matriz de rigidez. Cuando
se utiliza el solver con factorizacién Cholesky serd necesario agregar un paso extra que imponga una
enumeracion de los nodos mas adecuada, para una descripcion mds extensa de este caso consultar el
capitulo 5.

El paso final es crear enlaces entre los nodos en la frontera artificial de cada sub-malla con su
correspondiente nodo fantasma en la otra sub-malla. Estos enalces seran utilizados para intercambiar
informacion entre las particiones. Se tendran una lista de nodos fantasma para cada particion. Cada enlace
guarda dos datos, el indice del nodo en la frontera artificial con la numeracion local y el indice del nodo
fantasma con la numeracion correspondiente en la particion adyacente. En la figura 4.14 se muestran los
enlaces formados entre los nodos en la frontera artificial y los nodos fantasma en la otra particion.
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Mot R
fantasma 2 16 9
3 14 10
4 13 14
5 12 13
6 18 2
7 17 1
Nodo en
la frontera—__
artificial
Nodo i N7
fa"tasma\“‘.zf"‘ 24 gP> nP, nP;
1 19 4
2 18 5
3 20 2
4 21 10

la frontera
artificial

Figura 4.14. Creacion de los enlaces hacia los nodos fantasma

Para realizar particionamientos con mds de dos particiones se requerira guardar una lista de enlaces por
cada particion con la que se tenga una frontera artificial.

El ejercicio de realizar el particionamiento del dominio en tres dimensiones es mas complicado de
visualizar, pero se siguen exactamente los mismos pasos, la Unica diferencia es la cantidad de nodos por
elemento. La figura 4.15 muestra el ejemplo de un dominio en tres dimensiones dividido en 16
particiones con traslape.

Figura 4.15. Ejemplo tridimensional de particionamiento con traslape.
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4.4. Implementacion con MPI

Vamos a explicar de forma simplificada las rutinas de MPI [MPIF08] utilizadas en nuestra
implementacion del método alternante de Schwarz. Vamos a mostrar el funcionamiento utilizando la
geometria de un arco bidimensional al cual se le ha impuesto un desplazamiento en la parte superior
derecha. Por brevedad no vamos a presentar la sintaxis completa de las rutinas de MPI. Las rutinas de
MPI de envio y recepcion de datos tienen la siguiente estructura

MPI_Function(i, D),

donde i es el nodo al cual se envia o se quiere leer el dato o mensaje D. Las funciones que cuyo nombre
comienza con “I” indican que no se espera a que los datos estén listos para enviar o recibir,

MPI_Ifunction (i, D)

esto permite continuar con la ejecucion del programa. La sincronizacion de estos datos se dard cuando se
llame a la funcién

MPI_Waitall(D).

1. El programa inicia con una geometria, una tabla de conectividades y ciertas condiciones de frontera, y
un namero P que indica la cantidad de particiones. Para el ejemplo de figura 4.16 el programa se
instancia 5 veces, asignandose el proceso con rango 0 como el maestro y los procesos 1 a 4 como
esclavos, es decir, tendremos 4 particiones. Cada nodo entra en el esquema de MPI llamando la rutina
MPI_Init.

Maestro
MPI_Init

Esclavos i=1,...,P
MPI_Init

Figura 4.16. Entrada del programa.

2. En el nodo maestro se realiza un particionamiento con traslape siguiendo el procedimiento descrito en
la seccion anterior. Se generan las particiones con traslape, se reenumeran elementos y nodos, finalmente
se generan tablas con los enlaces de los nodos fantasma, figura 4.17.
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Figura 4.17. Particionamiento del dominio con traslape.

3. Ya con las particiones independientes se generan los problemas individuales, cada uno tiene sus propias
condiciones de frontera. El nodo maestro entra en un ciclo i=1,..., P en el cual se envian los siguientes
datos correspondientes a cada particion i utilizando la funcion MPI_Send: N’ coordenadas de los nodos,
E' tabla de conectividades de los elementos, C' condiciones de frontera; se envian en un ciclo j=1,..., P
con j#i los L'’ enlaces con los indices de los nodos de frontera artificial y su correspondiente nodo
fantasma en la particion j. Con la funcion MPI_IreCV(i, S[) se crea una peticion sin bloqueo del estatus
del nodo i, esto le permite al nodo maestro seguir enviando datos sin esperar a que los esclavos estén
listos. Por su parte cada esclavo utilizard la funcion MPI Recv para recibir todos estos datos. Cada
esclavo generara su sistema de ecuaciones y cuando esté listo enviara su estatus s’ al nodo maestro. Todo

esto es indicado en la figura 4.18.

< A&é
VLAV

4'%5’ )

Esclavo 2

|

Esclavo 3

NQZ%QWAVA‘N

AVAVAVANS

AVAVARAR N

7

Maestro

o

-

Esclavo 4

Maestro
MPI_Send(i, N’
MPI_Send(i, E'|
MPI_Send|(i, C’
(i1

MPI_Send(i, L]
MPI _Irecv|i, s')
MPI_Waitall(s')

Esclavos i=1,..., P
MPI_Recv(0,N')
MPI_Recv(0, E’
MPI_Recv|(0,C’|
MPI_Recv|(0,L"/|
MPI_Send|0, s')

Figura 4.18. Creacion de problemas individuales.

Con la funcion MPI_Waitall(si) el nodo maestro espera el estatus de todos los esclavos antes de

continuar.
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4. En este punto el programa comienza a iterar hasta que se logre la convergencia del algoritmo 4.1. En
cada esclavo el sistema de ecuaciones es resuelto localmente. Al terminar cada esclavo envia la diferencia
entre la solucion anterior y la actual ¢’ al nodo maestro, €l cual evalua la convergencia global del
problema. En caso de que el problema llegue a una convergencia se continuaré al paso 6. Ver figura 4.19.

Esclavo 2 Esclavo 3

Maestro
N % MPI Irecv|i, d')

¥t MPI_Waitall(d’|
Esclavos i=1,..., P
MPI_Send (0, d’)

Maestro

& pa

\Z
Esclavo 1 Esclavo 4 %

Figura 4.19. Reporte del estado de la convergencia al nodo maestro.

5. Si atn no se ha logrado la convergencia global, entonces los esclavos solicitaran los valores en los
nodos “fantasma” a cada una de las particiones adyacentes con la funcion MPI Irecv|;, G'/ ), con
j=1,..., P, i#j, al mismo tiempo enviara los valores de los nodos fantasma que soliciten las otras
particiones con el la funcion MPI Isend(j, G’’), j=1,..., P, i#j. Con la funcion MPI_Wait esperaran a
que todas las transacciones con las particiones adyacentes hayan concluido. Notese en la figura 4.20 que
el nodo maestro no interviene en este paso.

Esclavo 2 Esclavo 3

Esclavos i=1,..., P
% MPI _Irecv( j, G|
ye’ | MPI Isend(j, G’
MPI_Waitall(G"/)

MPI_Waitall (G /')

Maestro

Esclavo 4

Figura 4.20. Generacion de la soluciones locales e intercambio de valores
en las fronteras artificiales con sus respectivos nodos fantasma.
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Se regresa al paso 4 para continuar a la siguiente iteracion.

6. Una vez que se logre la convergencia el nodo maestro entrard en un ciclo i=1,..., P y solicitara uno a
uno a los esclavos los resultados de desplazamiento u’, deformacion €', y esfuerzos o' de cada particion.
Esto se indica en la figura 4.21.

Maestro
Esclavo 2 Esclavo 3 MPI_Recv (i ) u’)

MPI_Recv(i, €]
Q7 @ MPI_Recv(i, o)
SV

Esclavos i=1,..., P
MPI_Send|(0,u’)
MPI_Send(0, €|
MPI_Send|(0,0"

Maestro

oW

Esclavo 1 Esclavo 4

Figura 4.21. Envio de resultados locales al nodo maestro.

7. El nodo maestro generara una solucion global conjuntando los resultados de todas las particiones,
figura 4.22. Los nodos salen del esquema MPI llamando la funciéon MPI_Finalize.

Maestro
MPI_Finalize

Esclavos i=1,...,P
MPI_Finalize

=
N =
Figura 4.22. Consolidacion de un resultado global.
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5. Factorizacion Cholesky simbdlica para
matrices ralas

5.1. Como lograr un solver directo eficiente

El algoritmo factorizacion Cholesky para resolver sistemas de ecuaciones es computacionalmente mas
caro que el método de gradiente conjugado, tanto en tiempo como en utilizaciéon de memoria. Sin
embargo, al trabajar con el algoritmo alternante de Schwarz obtendremos la ventaja, de que una vez
factorizado el sistema de ecuaciones, resolver el sistema en cada iteracion de Schwarz consistira
simplemente en hacer una sustitucion hacia adelante y una hacia atras, lo cual es bastante rapido.

La tabla 5.1 muestra los diferentes costos de operacién y almacenamiento para matrices simétricas
[Piss84 p63], siendo 7 el rango de la matriz, b el ancho de banda y 7; el numero de elementos no cero de
la columna i de L.

Matriz Multiplicaciones y divisiones Sumas Almacenamiento
Simétrica completa sn’+in’—3n ni—<n T+ in
Simétrica bandada  5b(b+3|n—3b°=b’—3b  1b(b+1|n—3b’ =3B —¢b  (b+1jn—3b'—1b

Simétrica rala 2l ri(ri+3)/2 >l ”f(’”;"‘l)/z n+Yrlr

Tabla 5.1. Costo de operacion y almacenamiento para diferentes tipos de matrices.

Para el caso del algoritmo de sustitucion hacia atras, los costos operacion se muestran en la tabla 5.2
[Piss84 p64].

Matriz Multiplicaciones y divisiones Sumas
Simétrica completa n? n—n
Simétrica bandada (2b+1)n—b*—b 2bn—b*—b

Simétrica rala n+2>"r, 230,

Tabla 5.2. Costo de operacion del algoritmo de sustitucion hacia atras.

Debido a la dependencia entre las variables, no es sencillo paralelizar la factorizacion Cholesky [Heat91],
sin embargo, podemos aumentar el numero de particiones para asi obtener sistemas individuales de menor
tamarfio, lo que resultard a su vez en una factorizacion mas rapida.

Utilizaremos dos estrategias para disminuir el uso de tiempo y memoria de la factorizacion Cholesky. La
primer estrategia es reordenar los renglones y columnas de la matriz del sistema de ecuaciones para
reducir el tamafio de las matrices resultantes de la factorizacion. La segunda estrategia es utilizar la
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5. Factorizacion Cholesky simbodlica para matrices ralas

factorizacion Cholesky simbdlica para obtener la factorizacidon exacta y formar con esta matrices ralas
que no tengan elementos cero. La combinacion de ambas estrategias reducira tanto el tiempo de ejecucion
como la memoria utilizada.

5.2. Factorizacion clasica de Cholesky

Como antecedente vamos a describir la factorizacion Cholesky tradicional [Quar00 p80].

Un sistema de ecuaciones

Ax=y, (5.1)
con una matriz A€ER™" simétrica positiva definida puede ser resuelto aplicando a esta matriz la
factorizacion Cholesky

A=LL", (5.2)
donde L es una matriz triangular inferior. Esta factorizacion existe y es unica [Quar00 p80].
Las formulas para determinar los valores de L son

1 i—1

L=~ Ai.i_]; L Ly

L , parai>j (5.3)

i—1
Lii:\/Aii_Z L?k' (5-4)

Sustituyendo (5.2) en (5.1), tenemos

LL x= ¥
hagamos z=L" x y entonces tendremos dos sistemas de ecuaciones
Lz=y, (5.5)
L'x=z (5.6)
con (5.5) se resuelve para z haciendo una sustitucion hacia adelante con
1 i—1
Zi:L— y,-—z Lz,
i,i k=1
y con (5.6) resolvemos para x sustituyendo hacia atras con
xi:% Z;— Z LiTkxk .
Li,i k=i+1 '
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5. Factorizacion Cholesky simbolica para matrices ralas

5.3. Reordenamiento de renglones y columnas

5.3.1. Descripcion del problema

Al utilizar la factorizacion Cholesky para resolver sistemas de ecuaciones, donde A4 es una matriz
simétrica y positiva definida, el primer paso es reordenar los renglones y las columnas de tal forma que se
reduzca el nimero de entradas no cero de la matriz factor L. Definamos la notacion n{L), que indica el
nimero de elementos no cero de L.

La figura 5.1 muestra los elementos no cero (en negro) de un sistema de ecuaciones para un problema de
elemento finito en dos dimensiones, el cual no ha sido reordenado. A la izquierda est4 la matriz de rigidez
A, con n(A)=1810, a la derecha la matriz triangular inferior L, con n (L)=8729, resultante de la
factorizacion Cholesky de A.

e !
kY

Figura 5.1. Representacion de los elementos no cero de una matriz A (izquierda) y su
correspondiente factorizacion L (derecha).

Ahora veamos en la figura 5.2 tenemos que la matriz de rigidez A' con n(A4’')=1810 (con la misma
cantidad de elementos no nulos que A) y su factorizacion L' tiene n(L’)=3215. Ambas factorizaciones
permiten resolver el mismo sistema de ecuaciones. Para determinar este reordenamiento utilizamos las
rutinas de la libreria METIS [Kary99].

Lo

ot P g!

Figura 5.2. Representacion de los elementos no cero de una matriz reordenada A' (izquierda)
y su correspondiente factorizacion L' (derecha).
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5. Factorizacion Cholesky simbodlica para matrices ralas

5.3.2. Matrices de permutacion

Dada P una matriz de permutacion, las permutaciones (reordenamientos) de columnas del tipo
A" «— PA,
o de renglon
A"« AP
solas destruyen la simetria de 4 [Golu96 p148]. Para preservar la simetria de A solamente podemos
considerar reordenamiento de las entradas de la forma

A« PAP".

Es de notar que esta permutaciones no mueven los elementos fuera de la diagonal a la diagonal. La
diagonal de P A P" es un reordenamiento de la diagonal de A.

Dado que P AP" es ademés simétrica y positiva definida para cualquier permutacion de la matriz P,
podemos entonces resolver el sistema reordenado

(PAP")(Px)=(Py).

La eleccion de P tendrd un efecto determinante en el tamafio de las entradas no cero de L. Calcular un
“buen” reordenamiento de la matriz 4 que minimice las entradas no cero de L es un problema NP
completo [Yann81], sin embargo existen heuristicas que generan un reordenamiento aceptable en un
tiempo reducido.

5.3.3. Representacién de matrices ralas como grafos

Vamos a introducir algunas nociones de teoria de grafos para hacer un analisis de las operaciones con
matrices ralas. Un grafo G=(X, E| consiste en un conjunto finito de nodos o vértices X junto con un
conjunto £ de aristas, los cuales son pares no ordenados de vértices. Un ordenamiento (o etiquetado) « de
G es simplemente un mapeo del conjunto [1,2,..., N| en X, donde N denota el numero de nodos de G. El
grafo ordenado por o serd denotado como G*=(X*, E*).

Sea A una matriz simétrica de N XN, el grafo ordenado de A4, denotado por GA:(X 4 E A) en el cual los
N vértices de G* estan numerados de 1 a N, y {xi,xj}EEA siy solo si aijZajﬁﬁO, i#j. Aqui X; denota el
nodo de X con etiqueta i. La figura 5.3 muestra un ejemplo.

1 2 3 45 6

1 -* * *
2 * ok k%
3 * % *
4 * %
5 % % %
6 * * %
Matriz A Grafo G*

Figura 5.3. Una matriz y su grafo ordenado, con * se indican las entradas no cero de A'.

Para cualquier matriz de permutacion P # 1, los grafos no ordenados (o etiquetados) de A y P AP" son
los mismos pero su etiquetado asociado es diferente. Asi, un grafo no etiquetado de A4 representa la
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5. Factorizaciéon Cholesky simbdlica para matrices ralas

estructura de A sin sugerir un orden en particular. Esta representa la equivalencia de las clases de matrices
P AP". Entonces, encontrar una “buena” permutacion de A equivale a encontrar un “buen” ordenamiento
de su grafo [Geor81]. La figura 5.4 muestra un ejemplo.

1 2 3 45 6

1 (2) 3
2 * *

3 ENE S

4 * % %

. : @
6 *

Matriz P AP" Grafo G"*"
Figura 5.4. El grdfico de la figura 5.3 con diferente ordenamiento.
P denota una matriz de permutacion.

Dos nodos x, y€ X en un grafo G| X , E| son adyacentes si |x, yr|€E. Para Y X, el conjunto adyacente
de Y, denotado como ady (Y ), es

adj(Y):{xeX—YHx,y]EEpara algin y€Y|.

En otras palabras, ady (Y| es simplemente el conjunto de nodos en G que no estan en Y pero son
adyacentes en al menos un nodo de Y. La figura 5.5 muestra un ejemplo.

1 2 3 45 6

|
30F wix %
4 * *
5 * ® %
6 * . * %
YZ[x],xz} adj(Y)Z{x3,x4,x6} gr(xz):?)

Figura 5.5. Ejemplo de adyacencia de un conjunto Y c X.

Para Y < X, el grado de Y, denotado por gr(Y ], es simplemente el numero |ady(Y ||, donde |S \ denota el
numero de miembros del conjunto S. En el caso de que se trate de un solo elemento, consideraremos

gr([’%})zgr(xz)-

5.3.4. Algoritmos de reordenamiento
Vamos a hablar muy brevemente de los algoritmos de reordenamiento. La heuristica mas comun utilizada

para realizar el reordenamiento es el algoritmo de grado minimo. El algoritmo 5.1 muestra una version
basica de éste [Geor81 pl16].

67



5. Factorizacién Cholesky simbdlica para matrices ralas

Dada un matriz A y su correspondiente grafo G,
i — 1
repetir
En el grafo de eliminaciéon G, 1( X1, Ei ), elegir un nodo X; que tenga grado
minimo.
Formar el grafo de eliminacion G, (X, E;] como sigue:
Eliminar el nodo X; de G,_, y sus aristas inicidentes
Agregar aristas al grafo tal que los nodos adj (xl) sean pares adyacentes en G,.
i« i+1
mientras i >| X |
Algoritmo 5.1. Método de grado minimo para reordenar grafos no dirigidos.

Cuando el grado minimo se presenta en varios nodos, usualmente se elige uno de forma arbitraria. El
ejemplo del reordenamiento obtenido en la figura 5.4 se obtiene aplicando el algoritmo de grado minimo
con la secuencia mostrada en la tabla 5.3.

ii Grafo de eliminaciéon G,_, NO(_io G’ra_do
elegido minimo

1 4 1

2 2 2

3 3 2

4 5 2

5 1 1

6 6 0

Tabla 5.3. Numeracion usando el algoritmo de grado minimo.

Versiones mas avanzadas de este algoritmo pueden consultarse en [Geor89].

Ahora vamos a revisar brevemente el método de diseccion anidada, el cual es més apropiado para
matrices resultantes de problemas de diferencias finitas y elemento finito. La principal ventaja de este
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5. Factorizacion Cholesky simbolica para matrices ralas

algoritmo comparado con el de grado minimo es la velocidad y el poder predecir las necesidades de
almacenamiento. La ordenacion producida es similar a la del algoritmo de grado minimo.

Vamos a introducir la definicién de separador. El conjunto S <X es un separador del grafo conectado G si
el grafo seccion G|(X — S esta desconectado. Por ejemplo, en la figura 5.6 se muestra que S :{xy x4,x5}
es un separador de G, dado que G(X —S tiene tres componentes, los conjuntos de nodos {xl}, {xz} y

)

Figura 5.6. Ejemplo de un conjunto separador S.

Sea A una matriz simétrica y G* su grafo no dirigido asociado. Consideremos un separador S en G*,
cuya remocion desconecta el grafo en dos conjuntos de nodos C; y C,. Si los nodos en S son numerados
después de aquellos de C; y C,, entonces se inducira una particion en la correspondiente matriz ordenada.
La observacion principal es que los bloques cero en la matriz continian siendo cero después de la
factorizacion. Cuando es elegido apropiadamente, una submatriz “grande” esta garantizada de permanecer
cero. La idea puede ser aplicada recursivamente, de tal forma que los ceros puedan ser preservados en la
misma forma en las submatrices.

A, 0 V,

C, - 0 A, V,
2 T T

Vl V2 AS

Figura 5.7. El efecto de un conjunto separador S en una matriz.

Esta procedimiento aplicado de forma de forma recursiva se conoce como algoritmo de diseccion anidada
generalizado [Lipt77].

La idea es tratar de dividir el grafo tratando de que sean de igual tamafio con un separador pequeio. Para
encontrar este separador se busca generar una estructura grande y entonces elegir un separador de un
nivel medio. Este es un algoritmo recursivo que emplea la estrategia de divide y venceras, a continuacion
describimos el algoritmo.

Sea S una clase de grafos cerrados en los cuales se cumple el teorema del separador v [Lipt79]. Sean «,
B constantes asociadas con el teorema del separador y sea G X, E) un grafo de n nodos en S. El algoritmo
recursivo 5.2 numera los nodos de G tal que la eliminacion gaussiana rala (factorizacion Cholesky rala) es
eficiente. El algoritmo supone que / de los nodos de G ya contienen niimeros asignados, cada uno de los
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cuales es mas grande que b (se explica mas adelante). El objetivo es numerar los nodos restantes de G
consecutivamente de a a b.

Sea dado G(X , E)
inicio
2
si |G|S( B )
(1—a
Los nodos son ordenados arbitrariamente de a a b (puede utilizarse el algoritmo de
grado minimo)
si_no
Encontrar conjuntos 4, By C que satisfagan el teorema del separador Vn, donde C
es el conjunto separador. Al remover C se divide el resto de G en dos conjuntos 4
y B los cuales no tienen que ser conexos. Sea A conteniendo i/ nodos no
numerados, B contiene j y C contiene k nodos no numerados.
Numerar los nodos no numerados en C de forma arbitraria de b—k+1 a b, es decir,
estamos asignando a los nodos de C los nimeros mas grandes.
Eliminar todos las aristas cuyas conexiones estén ambas en C.
Aplicar el algoritmo recursivamente al subgrafo inducido por BUC para numerar
los nodos no numerados en Bde a <—b—k—j+1ab—b—k.
Aplicar el algoritmo recursivamente al subgrafo inducido por AU C para numerar
los nodos no numerados en Bde a <b—k—j—i+lab—b—Fk—j.
fin_si
fin

Algoritmo 5.2. Algoritmo de diseccion anidada generalizado.

Se inicia el algoritmo 5.2 con todos los nodos de G no numerados, con a <1, b«ny [ —0. Esto enumerara
los nodos en G de 1 a n. En este algoritmo los nodos en el separados son incluidos en la llamada recursiva
pero son no numerados.

Una version mejorada de este algoritmo es la empleada en la libreria METIS [Kary99], ésta es la que
hemos utilizado en la implementacion de nuestro programa.

5.4. Factorizacion Cholesky simbdlica

Cuando trabajamos con matrices grandes y ralas, es muy costoso calcular directamente L utilizando (5.3)
y (5.4), un mejor método es determinar que elementos de L son distintos de cero y llenarlos utilizando
entonces (5.3) y (5.4). El algoritmo para determinar los elementos distintos cero en L se le denomina
factorizacion simbolica [Gall90 p86-88].
Para una matriz rala 4, definamos

a, £ [k>j | 4,#0), j=1...n (5.7)
como el conjunto de los indices de los elementos no nulos de la columna j de la parte estrictamente
triangular inferior de A.
De forma analoga definimos para la matriz L, los conjuntos
I, £ [k>j | L,,#0], j=1...n. (5.8)

J

70
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Requeriremos de conjuntos F; que seran usados para registrar las columnas de L cuyas estructuras
afectaran a la columna j de L.

paraj < 1l...n

r, = 4

l; = a;

para lEr;

I, « 1,UI\|j]

fin para

p o |min[i€l] si 1,0
J otro caso

r, < rpu{j}

fin para

Algoritmo 5.3. Factorizacion Cholesky simbdlica.

Esta algoritmo de factorizacién simbolica es muy eficiente, la complejidad en tiempo y espacio es de
orden O(n(L)).

Vamos ahora a mostrar visualmente como funciona la factorizacién simbdlica, ésta puede ser vista como
una secuencia de grafos de eliminacion [Geor81 pp92-100]. Dado H =4, podemos establecer una
correspondencia entre una transformacion de H, a H | como los cambios correspondientes en sus grafos
respectivos. Denotamos H, por G y H, por G"'. Dado un ordenamiento « implicado por G,
denotemos el nodo « (i} por x,. Como se muestra en la figura 5.8, el grafo de H | es obtenido de H , por:

1) Eliminar el nodo X, y sus aristas incidentes

2) Agregar las aristas a el grafo tal que los nodos en adj ( xl) sean pares adyacentes en G,
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% *.
* *
% %
HO_ * *
*
% %
* #.
*
H = *
* * ok
# * ok
* 4+ 4]
#o* #
HZ:* *
#o# oxx
x4 #]
H3:# * ok
#
*
H,= "
Hsz[*]

Figura 5.8.Secuencia de grafos de eliminacion.

El grafo llenado y su matriz correspondiente se muestran en la figura 5.9, las entradas nuevas se indican
con #. Sea L la matriz triangular factor de la matriz A. Definamos el grafo llenado de G** como el grafo
simétrico GF=(X", E”), donde F=L+ L". Asi el conjunto de aristas E* consiste de todas las aristas en
E“ junto con todos las aristas agregadas durante la factorizacion. Obviamente X *= X4,

e %]
* % k% 4
* % H ok g
*OH O* ##
ST
TR

Figura 5.9. Resultado de la secuencia de eliminacion.
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5.5. Implementacion

5.5.1. En dos dimensiones

La gréafica 5.1 muestra los resultados obtenidos con la implementacion del algoritmo de factorizacion
Cholesky simbolica para la solucion de un problema de elemento finito en dos dimensiones. Como
comparacion extra se muestran los tiempos de solucion utilizando el algoritmo de gradiente conjugado sin
paralelizar. Al igual que en la implementacion del método del gradiente conjugado, se utiliza el método de
compressed row storage para el almacenamiento de las matrices ralas. Para realizar estas mediciones se
utilizé una malla regular, como la de la figura 5.10, con diferentes densidades de malla.

Figura 5.10. Mallado de ejemplo.

No es posible mostrar un comparativo con una factorizacion clasica de Cholesky para un matriz completa,
dado que la cantidad de memoria utilizada ain para matrices de tamafo reducido es excesiva. Por
ejemplo, para una matriz de 100,000x100,000 entradas se necesitarian 40 gigabytes de memoria (con
doble precision).

5,000
& Cholesky
(primer version)
4,000 == Cholesky
(segunda versién)
o, V- Gradiente conjugado
S 3.000 & Cholesky
GE) (Version final)
2
2,000
1,000

v

A
YA PAS L

0 50,000 100,000 150,000 200,000 250,000 300,000

Numero de renglones de la matriz
Gradfica 5.1. Comparativo de tiempos de solucion.
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Una vez implementada la primer version se realizo un analisis de los cuellos de botella del algoritmo 5.3.
El primer cuello de botella fue en el llenado de las columnas /,. Para reducir el tiempo tratando de
minimizar el uso de memoria usamos una matriz de bits triangular inferior que almacena valores true si la
entrada existird en L y false en caso contrario. Como mejora posterior se cambio el formato de ésta matriz
a sky-line, con lo que se logrd una reduccion en el uso de memoria en la factorizacién simbolica en
aproximadamente un 66%.

La segunda version del algoritmo se toma en cuenta la modificacion del cuello de botella que daba el
mayor tiempo de procesamiento, la ecuacion (5.3) en la busqueda de las entradas L ;. Para mejorar la
busqueda se optd por reordenar las entradas de los los elementos de las matrices ralas en base a sus
indices. Si los indices de las entradas por renglon no son ordenadas, se tendra un costo de busqueda de la
entrada de orden O(n) en el peor caso. Al ordenar y aplicar un algoritmo de busqueda binaria, se redujo el
costo de la busqueda a un orden 0(log2n) en el peor caso. Tenemos la ventaja que, para el caso de
multiplicacion matriz vector, el orden de bisqueda sigue siendo O(1). Esto es porque no se hace una
busqueda sino que se toman los elementos de cada renglon uno tras otro.

La version final del algoritmo tiene considerable mejora con respecto a la segunda version. Se modifico el
acceso a las entradas L;, y L, de tal forma que no se hicieran busquedas. El algoritmo final recorre los
indices de los renglones i y j de la matriz rala L, tomando en cuenta solo los indices comunes para
calcular (5.3). Una vista a detalle de la grafica 5.1 es mostrada en la grafica 5.2.

300 v
& Cholesky
(primer version)
250 = Cholesky
(segunda version)
V" Gradiente conjugado
__ 200 & Cholesky
% (Version final) v
a
5 150
2
100
50
0

0 50,000 100,000 150,000 200,000 250,000 300,000

Numero de renglones de la matriz
Grdfica 5.2. Detalle del comparativo de tiempos de solucion.

La identificacion de estos cuellos de botella y su correccion reducen el tiempo de solucion del algoritmo
como se muestra en la grafica 5.1. Se logroé que la solucién de los sistemas de ecuaciones utilizando la
factorizacion Cholesky simbdlica sea mas rapida que la solucion con gradiente conjugado.

La grafica 5.3 indica la utilizacion de memoria comparando el algoritmo final de factorizacion Cholesky
simbolica con respecto al gradiente conjugado.
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1,000,000,000

800,000,000 " Gradiente conjugado
V" Cholesky v
o
Q
=
=, 600,000,000 =
©
©
5
5 v
© 400,000,000
5
= v
5]
=
200,000,000 v
v
. -
v
oV -
0 mEksn
0 50000 100000 150000 200000 250000 300000

Numero de renglones de la matriz
Grdfica 5.3. Comparativo de utilizacion de memoria de los algoritmos de gradiente conjugado y Cholesky.

Es claro que el algoritmo de factorizacion Cholesky utiliza mucha mas memoria que el gradiente
conjugado.
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6. Resultados

6.1. Preparacion

La tabla 6.1 resume las caracteristicas del cluster de computo con el cual se realizaron las pruebas que se

muestran a continuacion.

Nodo Maestro

Procesador: AMD Quad Core Opteron 2350 HE (8 cores)
Memoria: 32 GB
Disco Duro: SATA 250 GB, 1000GB

Cluster 1
16 Nodos Esclavos

Procesador: 2 x AMD Quad Core Opteron 2350 HE (8 cores)
Memoria: 12 GB
Disco Duro: SATA 160 GB

Cluster 2
15 Nodos Esclavos

Procesador: Intel(R) Xeon(R) CPU E5502 (4 cores)
Disco Duro: SATA 160 GB
Memoria: 16 GB

Red

Switch SMC: 48 ptos 1 Gbps

Sistema operativo

Rocks Cluster Linux 5.3 (64 bits)

Compiladores

GCC 4.4.3 (con soporte para OpenMP) C, C++, Fortran

Libreria MPI

Open MPI 1.4.1

Total

Nucleos de procesamiento (CPU): 192
Capacidad en memoria: 444 GB

Capacidad en disco : 6120 GB

Tabla 6.1. Caracteristicas del cluster de prueba.

A fin de poder valorar la escalabilidad de las estratégias de solucion se utilzé un solo problema para hacer
pruebas, éste es mostrado en la figura 6.1.

NVNIVATARS

\VAVAN
veVAXA

Figura 6.1. Descripcion del problema patron (iquierda problema, derecha solucion).

El problema consiste en arco en dos dimensiones compuesto de un solo material, las condiciones de
frontera impuestas son: las bases del arco estan fijas, en la parte superior derecha se impone un

77



6. Resultados

desplazamiento vertical. Al problema se le generaran mallas de elemento finito con diferentes grados de
refinamiento y se resolvera utilizando diversas estratégias, las cuales se describen a continuacion.

6.2. Descomposicion de dominio y gradiente conjugado

La siguiente prueba se efectud utilizando una de las computadoras del “Cluster 2” del CIMAT. El
siguiente resultado consiste en el problema de la figura 6.1 mallado en 3'960,100 elementos con 1'985,331
nodos, es decir un sistema de 3'970,662 de ecuaciones. El resultado de este problema se muestra en la
figura 6.2.

|Displacement|
3.6056

I 3.2049
2.8043

2.4037
2,003
1.6025
1.2018

0.80123
0.40062

0

Contour Fill of Displacement, |Displacement]. -
Deformation ( x0.784465): Displacement of Mecanic2D, step 1. '[‘.E

Figura 6.2. Diagrama del resultado del problema de ejemplo en dos dimensiones.

La primer columna de la grafica 6.1 muestra el resultado de este problema, utilizando una sola
computadora del cluster (sin descomposicion de dominio) resolviendo el sistema de ecuaciones completo
utilizando gradiente conjugado paralelizado con 4 CPUs con memoria compartida, el tiempo que tardo en
resolver el sistema fue de 82.62 minutos. Este resultado nos servird como una referencia de cuanto mas
eficiente es la solucion del problema utilizando descomposicion de dominios.

6.2.1. Gradiente conjugado paralelizado

En las siguientes pruebas se siguio utilizando el “Cluster 2 del CIMAT, utilizamos las 14 computadoras
del cluster, cada una con cuatro procesadores, lo que nos da un total de 56 CPUs.

En la segunda columna de la grafica 6.1 mostramos el resultado de utilizar el esquema hibrido en una
descomposicion de dominios de 14 particiones (una por nodo) con 20 capas de traslape, utilizando como
solver el gradiente conjugado paralelizado en cada computadora con 4 CPUs con memoria compartida. El
tiempo total para resolver el sistema fue de 941.02 minutos. Es decir, 11.38 veces mas lento que el
resultado de la primer columna.
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1000.00
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particiones) particiones)
Grdfica 6.1. Comparacion de estrategias.

El problema que encontramos con este esquema es que el tiempo que requiere el gradiente conjugado
para converger es muy diferente en cada una de las particiones. Las graficas de la figura 6.3 muestran la
carga de procesamiento durante 21 iteraciones de Schwarz en dos nodos del cluster, el mas eficiente y el
menos eficiente, a la izquierda y a la derecha respectivamente. En el nodo mas eficiente se ve que después
de terminar de resolver el sistema tiene periodos de baja actividad, durante este tiempo este nodo esta
esperando que los otros nodos terminen. En comparacion, el nodo menos eficiente tarda mas en resolver
el sistema de ecuaciones, al ser el mas lento no muestra periodos de espera, en la grafica se aprecia que
esta trabajando continuamente. El nodo menos eficiente alenta a todos los nodos del cluster.

compute-0-10. local CPU last day compute-0-11.1ocal CPU last day

o o
Sun 16:00 Sun 20:00 Men 00: 00 Mon 01: 00 Wen o8:00 Wen 12:00 Sun 16:00 Sun 20:00 Wen 00:00 Men 04:00 Men 08: 00 Mo 12: 00
W User CPU [ Nice CPU W Systen CPU EIWAIT CPU O Idle CPU W User CPU ONice CPU M System CPU D WAIT CPU [ Idle CPU

Figura 6.3. Diferencia de carga en los nodos mds eficiente (izquierda) y menos eficiente (derecha)

Como resultando tenemos un gran desbalance de carga que hace que la mayoria de los procesos estén
inactivos casi un 50% del tiempo Esto provoca que la eficiencia de operacion del cluster se reduzca
significativamente, como se aprecia en la figura 6.4, la cual muestra el nivel de operacion de todo del
cluster.
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El Insurgente CPU last day

108

a0

o
Sat 20:00 Sun 00: 09 Sun @4:00 Sun 08:00 Sun 1200 Sun 16: 00
W User CPU [ Nice CPU M System CPU [ WAIT CPU [ Idle CPU

Figura 6.4. Detalle del trabajo de CPU general del cluster.

6.2.2. Gradiente conjugado sin paralelizar

Ahora con una configuracién diferente, vamos a utilizar la descomposicion de dominio utilizando el
gradiente conjugado no paralelizado, para esto dividiremos el dominio en 56 particiones con 20 capas de
traslape, un solver por cada CPU del cluster. La tercer columna de la grafica 6.1 muestra el tiempo
obtenido de 322.34 minutos. Casi la tercera parte del tiempo con en comparacion del con gradiente
conjugado paralelizado, pero atn cuatro veces mas lento que la version sin descomposicion de dominio.
Al tener particiones mas pequefias, y por lo tanto sistemas de ecuaciones mas pequefios el desbalance de
carga se hace menor, aunque sigue siendo la causa principal de la poca eficiencia de esta estrategia.

6.3. Descomposicion de dominio y factorizacion Cholesky
simbolica

Entre més pequefio sea el sistema de ecuaciones mas eficiente serd la resolucion por factorizacion
Cholesky, es por eso que en vez de utilizar 14 particiones, como en el caso con gradiente conjugado
paralelizado, utilizaremos 56 particiones (una por cada procesador del cluster) con 20 capas de traslape.

La grafica 6.2 muestra dos resultados, la columna de la izquierda es la misma que la de la primer columna
de la gréafica 6.1 (es la solucion del sistema sin descomposicion de dominio utilizando una sola
computadora con 4 procesadores y aplicando el algoritmo de gradiente conjugado en paralelo). A la
derecha el resultado de utilizar descomposicion de dominios utilizando como solver la factorizacion
Cholesky para matrices ralas mostrada en el capitulo 5.
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Gradfica 6.2. Comparacion de estrategias.

El tiempo utilizando gradiente conjugado en paralelo en una computadora fue de 82.62 minutos, el tiempo
con descomposicion de dominio y factorizaciéon Cholesky en 14 computadoras fue de 6.34 minutos. Se
tuvo la solucidon aproximadamente 13 veces mas rapido. Esto se debe a que el tiempo por iteracion
Schwarz es muy reducido, ya que solo se resuelven dos matrices triangulares con sustitucion hacia atrés y
hacia adelante en cada particion. El ahorro en tiempo es notable.

6.4. Evolucion y convergencia

A continuacion, en la figura 6.5, mostramos un ejemplo de la evolucion de las iteraciones del método
alternante de Schwarz en el problema de la figura 6.1 dividido en 370 elementos y 239 nodos, utilizando
cuatro particiones con dos capas de traslape.
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Figura 6.5. Ejemplo de evolucion en las primeras ocho iteraciones.

81



6. Resultados

La grafica 6.3 muestra la convergencia d' de cada particién, medida como la norma ponderada de la
diferencia entre la solucion actual y la anterior

d":7|

donde #/ es el vector de desplazamiento resultante de resolver el sistema de ecuaciones de la particion i.

El criterio de paro establecido para el método alternante de Schwarz es cuando d’'<1x107* para
i=1,...,4.
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Grdfica 6.3. Evolucion de la convergencia.

En problemas con mallas mas grandes se ven otro tipo de efectos. Los siguientes resultados muestran la
evolucion de la convergencia del problema de la figura 6.1 dividido en 3°960,100 elementos y 1°985,331
nodos (3°970,662 ecuaciones), utilizando 30 particiones. En la grafica 6.4 se ve la evolucion con una capa
de traslape. Esta es interesante, se ve que en las primeras iteraciones hay unos picos donde empeora la
convergencia en algunas particiones, para después mejorar.

Gradfica 6.4. Evolucion de la convergencia con una capa de traslape.
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La grafica 6.5 se ve la evolucion del mismo problema, pero utilizando siete capas de traslape. En ésta se
observa que los valores de la convergencia d' presentan los mismos picos pero de forma mas temprana.

Grdfica 6.5. Evolucion de la convergencia con siete capas de traslape.

6.5. Distribucion de tiempo
La grafica 6.6 muestra la distribucion de tiempos en dada iteracion de Schwarz con el problema de la
figura 6.1 dividido en 3°960,100 elementos y 1°985,331 nodos (3°970,662 ecuaciones), utilizando 33

particiones. El tiempo necesario para la transmision de datos no es notorio.
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Gradfica 6.6. Distribucion de tiempo del algoritmo.
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solver mas lento, el del nodo 16 en este caso.

Se observa que el tiempo utilizado por el solver varia en cada nodo, todos los nodos tienen que esperar al
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6.6. Traslape

Los siguientes resultados son para un problema de dos dimensiones con 3°960,100 elementos y 1°985,331
nodos (3°970,662 ecuaciones), dividido en 52 particiones resuelto con factorizacion Cholesky simbolica.

Traslape Tolerancia
P 1x10* 1x10°
3 10.43 32.38
6 9.26 25.59
9 9.69 22.25
12 9.91 20.31
15 10.35 19.42
18 10.74 18.79
21 11.28 18.42
24 11.86 18.72
3 32.38
30
5.59 (.4 = {E.5
25
22.25
20.31
E 20 1942 18.79 1842 18.72
£
GE) == — == O
E
15
11.86
1043 10.35 10.74 11.28
9.26 9.69 9.91
10 l\.7 B -
5
0
0 5 10 15 20 25

Capas de traslape
Grdfica 6.7. Eficiencia en tiempo variando las capas de traslape entre las particiones.

6.7. Afinidad del CPU

Uno de los problemas mas importantes que encontramos al realizar pruebas asignando procesos a todos
los CPU de una computadora es que la intercomunicacion con OpenMPI entre estos procesos es realizada
utilizando memoria compartida monitoreada con polling. A fin de ser eficiente, OpenMPI hace un polling
muy intenso, en el orden de microsegundos por peticion. Para mantener este monitoreo, OpenMPI crea
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varios threads, el problema es que estos threads, que pueden llevar el uso del CPU al 100%, son
asignados por el sistema operativo para ejecutarse en los otros CPU de la computadora, lo que alenta en
gran medida los procesos asignados previamente a estos CPU. Como todos los procesos crean threads
para comunicarse con los otros procesos en la misma computadora se produce una caida de la eficiencia
considerable al interferirse entre ellos.

La solucion que encontramos fue establecer la afinidad a los procesos a un CPU, de esta forma los threads
creados por este proceso se ejecutaran en el mismo CPU que el proceso. De tal forma que si un proceso
espera datos no interferird con los procesos que aun estan realizando calculos.

Encontramos dos formas de establecer la afinidad de CPU, una es utilizando el programa “taskset”, que es
parte de las utilerias del kernel de Linux. Este programa permite asignar a un proceso un CPU
determinado, “encerrando” sus threads en el mismo CPU. La segunda forma es utilizando una modalidad
de OpenMPI en la cual es posible asignar a cada proceso, utilizando su nimero de rango, un CPU en
particular del cluster.

Este problema no aparece cuando se implementa el esquema hibrido de descomposiciéon de dominios
utilizando como solver el gradiente conjugado paralelizado con memoria compartida. Esto se debe a que
el OpenMPI sélo se crea un proceso en cada computadora no se requiere comunicacidn con memoria
compartida y polling.

6.8. Sistemas “grandes”

Los siguientes resultados se siguen refiriendo al problema de la figura 6.1. La tabla 6.2 muestra diversos
resultados al generar mallas cada vez més refinadas, lo que significa sistemas de ecuaciones cada vez mas
grandes.

Los tiempos son dados en horas. La columna de la memoria se refiere a la memoria total utilizada por
todos los nodos, tanto el nodo maestro (que es donde se carga y distribuye el problema) como los nodos
esclavo (donde se resuelven los problemas individuales). Cada particion (o problema individual) se
resolvié utilizando un CPU. El niimero de capas de traslape se eligié de forma euristica haciendo varias
pruebas tratando de encontrar un “buen” valor que diese un tiempo de solucidon reducido.

Ecuaciones | Tiempo [h] |Memoria [GB]| Particiones | Traslape PCs
3,970,662 0.12 17 52 12 13
14,400,246 0.93 47 52 10 13
32,399,048 1.60 110 60 17 15
41,256,528 2.38 142 60 15 15
63,487,290 4.93 215 84 17 29
78,370,466 5.59 271 100 20 29
82,033,206 5.13 285 100 20 29

Tabla 6.2. Resultados para sistemas de ecuaciones de diferente tamario.

Los primeros cuatro resultados se obtuvieron utilizando el “Cluster 2”. Para los siguientes tres casos se
utilizaron en conjunto el “Cluster 1” y el “Cluster 2”. La grafica 6.8 permite comparar visualmente el
tamafio del sistema de ecuaciones contra el tiempo de solucion.
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Grdfica 6.8. Comparativo de numero de ecuaciones contra tiempo de solucion del problema.

6.9. Un caso particular con malla estructurada

El programa que utilizamos para generar las mallas no nos permitié generar mallas mas refinadas para el
problema de la figura 6.1, por lo que creamos un problema mas simple utilizando una malla estructurada
regular, de esta forma si pudimos generar una malla con mas elementos, figura 6.6. Las condiciones de
frontera para este caso son: las esquinas inferiores fijas y en toda la parte superior se impone un
desplazamiento. El problema de 100°020,002 de ecuaciones se resolvio en 2 horas y 46 minutos (9964.9
segundos). Se utilizanron en conjunto el “Cluster 1y el “Cluster 2.

Elementos: 100’°000,000
Nodos: 50°010,001
Particiones (4 por 29): 116
Traslape: 20
Tolerancia: 0.0001
Ecuaciones: 100°020,002
Memoria (maestro): 25.8 GB
Memoria (cada esclavo): 8.3 GB
Memoria (total): 260.0 GB
Ecuaciones por esclavo: 1’004,816

Figura 6.6. Malla simple para este ejemplo
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6.9.1. Distribucion de tiempos del algoritmo

En la tabla 6.3 mostramos como se distribuy6 el tiempo de solucion del problema en cada una de las
etapas del programa de coémputo.

Etapa Tiempo [s

Cargar problema 151.7
Particionar malla (116 particiones) 1220.3
Ensamblar sistemas 1.5
Inicializar esclavos 132.8
Factorizacion 1985.0
Iteraciones de Schwarz (3672 de 1.382s c/u) 5483.5
Guardar resultado 992.9
Total 9964.9

Tabla 6.3. Tiempos de ejecucion por etapa.
Estos resultados se pueden comparar mas facilmente en la grafica 6.9.

B Cargar problema 2%

. B Guardar resultado 10%
B Particionar malla 12%

[l Ensamblar sistemas 0%

B Inicializar esclavos 1%

B Factorizacion 20%

[] lteraciones de Schwarz 55%

Grdfica 6.9. Distribucion de tiempos en la solucion.

Visto de otro modo, podemos decir que en total se resolvieron 425,952 sistemas de 1°004,816 ecuaciones
cada uno (en promedio), en un tiempo de 2 horas 46 min.
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/. Conclusiones y trabajo futuro

El gradiente conjugado en paralelo con OpenMP presenta muy buenos resultados con hasta 8
procesadores, con mas de 8 se degrada demasiado la eficiencia, esto es debido a que no es factible que
todos los procesadores utilicen el bus de datos al mismo tiempo, lo que crea cuellos de botella, lo que da
lugar tiempos de espera muy grandes.

El esquema de Schwarz funciona muy bien debido a que el trafico de informacion entre los nodos es muy
reducido. Se encontr6 ademds que se puede mejorar el tiempo de convergencia significativamente
aumentando la cantidad de capas de traslape entre las particiones.

Es complicado evaluar la eficiencia de la descomposicion de dominios para elementos finitos en
problemas con mallas muy irregulares. Hemos encontrado que cuando las particiones queda con fronteras
pequefias se mejora la velocidad de convergencia. Pero, si una particion tiene mas condiciones de frontera
de Dirichlet, entonces converge mas rapido, esto crea un desbalance de cargas, lo que alenta el tiempo de
convergencia a una solucion global. Para evitar este problema habria que implementar un mallador que
sea mas “inteligente”, para que éste pueda decidir donde seria mejor colocar las fronteras y mejorar el
balance de cargas.

Encontramos que el utilizar el esquema de descomposicion de dominios con un solver directo
(factorizacion Cholesky simbdlica) aunque costoso al momento de factorizar es muy eficiente al momento
de resolver los sistemas en cada iteracion. La gran desventaja de este método es que se utiliza mucha
memoria. La cantidad de memoria esta relacionada a la cantidad de conectividades que tenga la malla
generada al discretizar con elemento finito.

Esta es una alternativa para resolver problemas de gran escala cuando se dispone de la memoria suficiente
para poder factorizar las matrices.

El programa desarrollado s6lo permite hacer mallados con triangulos o tetraedros, estos son los tipos de
elementos que aunque permiten mallar geometrias complejas, generan mallas con el mayor nimero de
interconexiones. Creemos que, para geometrias sencillas, se lograria una mejor eficiencia en el programa
si se utilizaran cuadrilateros o hexaedros con el fin de obtener matrices mas ralas y por lo tanto mas
rapidas de resolver y con un menor consumo de memoria.

La parte mas necesaria a mejorar es el particionador, actualmente se utilizan las rutinas de METIS, pero
este tiene la desventaja de crear las particiones tratando de igualar la cantidad de elementos en cada una.
Lo que se necesita es crear un particionador que divida las particiones considerando el niimero de
conectividades de cada una. Al tener todas las particiones un nimero semejante de conectividades se
generaran sistemas de ecuaciones ralos con un numero semejante de elementos distintos de cero, lo que
en este tipo de problemas en paralelo se traducird en un mejor balance de carga.

Se esta trabajando para extender el uso de estas rutinas a otros problemas de elemento finito, por ejemplo,
para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes con fluidos multi-fasicos en medios porosos.
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Apéendice A. Guia para hacer pruebas

Para probar el proyecto es necesario utilizar el programa de pre y postproceso GiD, desarrollado por
CIMNE (International Center for Numerical Methods in Engineering), para generar el mallado y al final
para visualizar los resultados.

Los resultados se pueden ver de forma combinada, es decir, los resultados de todas las particiones
mezclados o con los resultados de las particiones de forma independiente.

Las instrucciones funcionan haciendo pruebas tanto en Windows como en Linux.

Forma combinada

1. Abrir el GiD.

2. Desde el menu [Files/Open] seleccionar alguno de los directorios contenidos en "Mecanic4/examples",
por ejemplo el directorio "Mecanic4/examples/arc-3D.gid"

iR =1Bi=]
Fles View Geometry Ubities Data Mesh Calculate Help fles View Geometry Utiities Data Mesh Calulate Help
Escare o Seamery
% o
Té Er
< = < '
- cape

. Directory | =3 examples ~| & ef W Fredew \

\x 4 arc-20.gid \4
"\) 41 are-3D.gid ’\\)
<7 vy

M WA

© | - &
o % File name: [arc-3D.gid Open o %

i Files oftype: |GID project (*.gid) - Cancel

Leaving read file funciion T=-14.02 8 conditions read =4 r=8.481
Enter name of the project =8.968 3 materials read

Comman: | =0 command: | | =

3. Generar una malla con el menu [Mesh/Generate mesh]. Se puede cambiar la densidad del mallado
ajustando el pardmetro del tamafio del elemento.
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Apéndice A. Guia para hacer pruebas

i GD 10 ) JSI=TEY| T Project: arc-3D =lol=(
Fies View Geometry Utiies Data | Mesh Calaate Help Eles View Geometry Ublites Data Mesh Calulate Help
o Unstructured 3 Gramary el Deaunsas
Structured v . —
o SemiStructured > I »
(@ ‘ Canesian > - @
.4 I
T Boundary layer 3 iew 5
Uriites
6 Quadratic elements > e L)
A Elementtype » R a~ |
L Mesh criteria > o — E i f el [
~ Resatmeshdata escape ~ 9 nter size of elements to be
»\ Draw > »\ generated
-
< Generate mesh Ctrl-g
< LS (e
o Ergse mesh o) bo1¢ >
) » )
P R Ok Cancel
ﬁ View mesh boundary ﬁ
T Creale boundary mesh g}
Al Mesh quality, Al
— — —
<% L* < L"
3 materials read Cancelling old mesh? yin = x=1.551
File written OK Enter size of elements to be generated ~ y=1032
Command: | Command | z=0
nGD D -lol x|
Eles View Geometry Utlities Data Mesh Calculate Help
» Genarate
o) Mestivien
Boundaries
8 rasinsims
{", Strustursd
9 StrustCenzen
EenType
v ——
- Qusdratic
\ Reset
™ Canceltesh
C Estiiesn
o
[ —
o Drsusizes
ﬁ MeshFromBoundary
DrswRumeSke
@ ConnectPoints
ui SemiStructured
= DranEkmentTyge
> ) DrsuDupicste
@ ey DrawheshNolzsh
= DrsuStucturedType
3 * Camersirust
DrslomOi Divisions.
Changed size automatically to 32 entities =} x=0.485
Mesh Generated. To see it use command meshview ~ y=-0.08857
Command: | BB =0

4. Ejecutar el menu [Calculate/Calculate], esto generara un archivo "Mecanic4/examples/arc-3D.gid/arc-
3D.dat" que contendra los datos de entrada del programa. El sistema generara un mensaje de error, esto es
porque para usar MPI es necesario ejecutar el programa manualmente.

inGD o = =loi=l| sReo Project: arc-3D =lolx(
Files View Geometry ities Data Mesh | Caleulate Help Fles View Geometry LUtiities Data Mesh Calculate Help
o /& Caleulate fr— -l E—
Datz Datz
» - » -
<® Fikes @ Files
A % =
T3 View 3 View
Utiices . ) Utites
L7} s L) Process "arc-3D' started at Wed EE—
.f Quit .)" € Jul 01 12:05:52 has finished with it
< escape -< errors. Check data and run again sscspe
¢ c {view errors | GClose
ﬂi mi
S L S5 E .
Mesh Generated. To see it use command ‘meshview’ = 57 Mesh Generated. To see it use command ‘meshview =l x=6714
File written OK File written OK. = v=25.39
Command: | & =0 Command | z=0

5. Abrir una consola de comandos.

5.1. Cambiarse al directorio "Mecanic4/examples/arc-3D.gid"
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Apéndice A. Guia para hacer pruebas

5.2. Ejecutar "mpirun -n 5 ../../code/Mecanic3D arc-3D.dat arc-3D" (esto dividira el problema en 4
particiones)

5.3. Al terminar se generara un archivo "Mecanic4/examples/arc-3D.gid/arc-3D.post.res" que
contendra los resultados de desplazamientos, deformaciones y tensiones. Los valores que reporta el
programa entre corchetes son el tiempo que tard6 en ejecutar cada tarea en segundos.

[&+ Simbolo del sistema

C :\Documents and Settings‘jm>d:
D:\>cd Master\Tesis\Mecanic4\examplesharc-3D.gid
D:\Master\TesisYMecanicd\examplesharc-3D.gid>"c:\Archivos de programa\lLocal\MPICH2\bin\mpiexec.exe” -n 5 ..\..\code\Mecanic3D\Mecanic3D.exe arc-3D.dat arc-3D

Mecanic3D [Jun 29 2009, 23:14:45]
Mode: MP:

(Master)
File: arc-3D.dat
Elements: 3508
Nodes: 1005
Partitions: 4
Partition overlap: 2
Solver threads: 1
Solver tolerance: 1e-005
Solution tolerance: 0.0001
Multiple files: o
[ 0.172] Load input
C 0.015] Mesh partition
Mecanic3D [Jun 29 2009, 23:14:45]
Mode: MPI (Slave 1)
Elements: 1419
Nodes: 439
Solver threads: 1

solver tolerance: 1le-005

[ 0.218] Load 1input
L 0.000] Solver imit
[ 0.016] Assembling system

Mecanic3D [Jun 29 2009, 23:14:45]
Mode: MPI (Slave 2)
Elements: 2

Nodes: 421

Solver threads: 1

Solver tolerance: 1le-005

[ 0.266] Load input

[ 0.016] Solver 1init

C 0.000] Assembling system
Mecanic3D [Jun 29 2009, 23:14:45]

Mode: MPI (Slave 3)

Elements: 1500

Nodes: 454

Solver threads: 1

solver tolerance: 1le-005

[ 0.312] Load 1input

L 0.000] Solver 1init

[ 0.016] Assembling system

Mecanic3D [Jun 29 2009, 23:14:45]
Mode: MPI (Slave 4)
6

Nodes: 445
Solver threads: 1

6. Regresar al GiD y seleccionar el menu [Files/Postprocess]

-(a x|
Fies View Geometry Mesh Calulate Help
£ New Ctrl=x Ctrl-n Geamatry
T2 Open... Ctrl-o Dats
3 Save Cil-s —
Save as Cirl« Cirl-s =
Import iz

Export -
< Postprocess Postpronzss.

cuit
@3 Printto file

Pagefimage setup.
& Print

ezoare

Recent postfiles
Recent projects

1 quit

L

Mesh Generated. To see ituse command ‘meshview’
File written OK

12 Y |BE

Command

7. Para ver la deformacion resultante, en el menu [View results/Deformation/Displacements]
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I GD oject: arc-30 =loix|| [y Project: arc-30 =10} =]
Fies View Utiities [ Viewresults Options Window Help Fles View Utlites Docuts Viewresuts Options Window Help
p @ No Results =z !@ ® s
» Ma Graphs DisplayStyle o
Default Analysis/Step  » DoCut
éi Contour Fill 3 R %
g ‘Smooth Contour Fill 4 :: g
Confour Lines » .
e i P |
-~ Display Vectors 3 Qut w
Iso Surfaces > ==
b e &
P B g B
- Result Surface » =
N Deformat X
T Line Diggram » <
i i
4 +
T T
X k. % A
i Tt Deformation ( x0.960769): Displacement of Mecanic3D, step 1.
Reading "arc-3D.post Postprocess infermation = x=1153 Saving backup file ‘TADOCUME~1m\CONFIG~1\Temp\gid5\backup-1288.0id". =l x=1123
3 Results read (new format). = =261 Saved A y=26.11
commana: | | =0 commana: | EH| =0
Para ver los resultados de cada particion de forma independiente:
I. En caso de que ya est¢ abierto GiD, cambiar a modo de preproceso, abriendo el menu

[Files/Preprocess].

\GD
[Bles view Utiites
£ New
1 Open
Open multiple.
Merge.
Import
Export
3y Preprocess

@3 Printte file
Page Setup.

A& Print
Regent post files
Recent projects

£ Quit

=)

Docuts Viewresuts Options Window Help

Ctrl-n
Ctrilo

Ctrl-q

Deformation ( x0.960769): Displacement of Mecanic3D, step 1

Escape

Saved

Saving backup file 'C\DOCUME~1im\CONFIG~1\Temp\gidg\backup-1288 gid"

| 2 y=1123

¥=26.11

Command

2. Desde el menu [Files/Open] seleccionar alguno de los directorios contenidos en "Mecanic4/examples",
por ejemplo el directorio "Mecanic4/examples/arc-3D.gid"
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iles  View Geometry Ublities Data Mesh Calculate Help

Escze

oject ]
ory: =3 examples = £F W Preview

4 arc-20.gid
il lare-3D.gid

[l
% File name: [arc-3D.gid

219YBEEA0D @

Open
Files oftype: |GID project (*.gid) - cancel
Leaving read file funclion T=-14.02
Enter name of the project | =5 958
Command et [ =0

Apéndice A. Guia para hacer pruebas

INGD Pro D =loix]

fles View Geometry Li Data Mesh Calalate Help

o Gy
Daia

2 esning

» Fs

% ew

Q Uritis
Postprocess

s

< =

<

T'/"

‘i

&

e

8 conditions read =) x=s5.481

3 materials read = v=2472

Command: | | z=0

3. Abrir el menu [Data/Problem data], aqui se pueden modificar los parametros de ejecucion del programa

Mecanic3D.

3.1. Seleccionar [Domain decomposition]

3.2. Activar la opcion [Multiple files] y presionar [Accept]

hGD Pre

Gi 3D
les  View Geometry

Data Mesh Calate Help

=1olx|

m

Eroblem type ¥ e
Conditions s
Materials Meshing
4= Problem Data Files
Data units View
Utities
Interval
Fostprocess
Local ax Quit
‘ ascape

L

2 1SQBEEQIND ) weHE D e

Postprocess finished
Sure, Igaving postprocess? (YIESC)

Command: |

G0 Project: arc-3D -oix

Fles Wiew Geometry LUbities Data Mesh Cakulate Help

» Gomarry

o Date
Meshing

B e

A

T3 iew

0 Utiires
Pasiarossss

_/‘ Basic Domain decomposition | it

- escape

N Partition overlap 2

"\ Solution tolerance|1e-¢

e W uuttiple files

Agpl

T/

mi

< LX

Postprocess finishe focept | Close =| x=2.208

Sure, leaving o ~| v=1452

Command: & =0

4. Generar una malla con el meni [Mesh/Generate

ajustando el parametro del tamano del elemento.

mesh]. Se puede cambiar la densidad del mallado
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§IN GD roj 30 —lol=|| sReD Project: arc-3D =lBi=|
fles View Geometry Utiities Data | Mesh Caluate Help Eles View Geometry Ublites Data Mesh Calulate Help
o Unstructured 3 Gramary el Deaunsas
® Structured v . @ —
SemiStructured > I
(@ Canesian > - @
ﬁ ‘ Boundary layer » = %05
Uriites
6 Quadratic elements » e L)
o Element type » Fostprocess A e
Qut
v Mesh criteria » L .
N Resetmesh data escape ~ 9 Enter size of elements to be
»\ Draw > »\ generated
o <3 Generate mesh. Ctig I~
e Ergse mesh e 2.13] h
» =
P R Ok Cancel
:( View mesh boundary ﬁ
T Creale boundary mesh g}
Al Mesh quality, Al
— — —
<% L* < *
3 materials read Cancelling old mesh? yin = x=1.551
File written OK Enter size of elements to be generated ~ y=1032
Command: | Command | z=0
LD D -lo| x|
Eles View Geometry Utlities Data Mesh Calculate Help
o Senerate
» Vashen
Eounsares
o Aosipsins
%05 Strustres
0 StretConsentr
ElemType
v ekt
- Quadratic
\ Resat
= Cancsiizsn
Esittesh
N
el —
) DrsuSizes
< VashFromEcundany
DrauRiumeSk
o Comasiponts
di SemiStructured
= DrauEimantTyce
& 2 DranDupicate
@ L DrawheshNolzsh
o L P —
3 * Camersirust
DrslomOi Divisions.
Changed size automatically ta 32 entities =4 x=0.485
Mesh Generated. To See it use command ‘meshview | y=0.08057
Command: | i

5. Ejecutar el menu [Calculate/Calculate], esto generara un archivo "Mecanic4/examples/arc-3D.gid/arc-
3D.dat" que contendra los datos de entrada del programa. El sistema generara un mensaje de error, esto es
porque para usar MPI es necesario ejecutar el programa manualmente.

§MGID 30 =10l x|| gRco Project: arc-3D =181x|
Fles View Geometry Utiiies Data Mesh | Calculate Help Fles View Geomelry Ublites Data Mesh Cakulate Help
-l 2 Calculate Gramary el Gomay
% Calculate remote . @ e
s Vashirg ® Vsshing
Fies Fies
24 I 4 x
€ = 3 = -
ices ciies
!) s 0 Process "arc-3D' started at Wed E—
v uit v & Jul0112:05:52 has finished with e
< asoape < errors. Check data and run again sscaps
{View errors Close
( i
o Al
S - 5 b
Mesh Generated. To see it use command ‘meshyiew’ =f x=-3557 Mesh Generated. To see ituse command meshview’ = x=6.714
File written OK File written OK
Command: | | =0 Commana:

6. Abrir una consola de comandos.

6.1 Cambiarse al directorio "Mecanic4/examples/arc-3D.gid"
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6.2 Ejecutar "mpirun -n 5 ../../code/Mecanic3D arc-3D.dat arc-3D" (esto dividira el problema en 4
particiones)

6.3 Al terminar se generaran varios archivos "Mecanic4/examples/arc-3D.gid/arc-3D.*.res" que
contendran los resultados de desplazamientos, deformaciones y tensiones para cada particion. Los

valores que reporta el programa entre corchetes son el tiempo que tardd en ejecutar cada tarea en
segundos.

&t Simbolo del sistema

D:\Master\Tesis'Mecanicd\examplesharc-3D.gid="c: Archivos de programa\LocalyMPICH2'binmpiexec.exe" -n 5 ..\..\code\Mecanic3D\Mecanic3D.exe arc-3D.dat arc-3D

Mecanic3D [Jun 29 2009, 23:14:45]

Mode: MPI (Master)
File: arc-3D.dat
Elements: 3508

Nodes: 1005
Partitions: 4

Partition overlap: 2

solver threads: 1

Solver tolerance: 1e-005
solution tolerance: 0.0001
Multiple files: 1

[ 0.079] Load input

[ 0.015] Mesh partition

L 0.031] Write mesh data
Mecanic3D [Jun 29 2009, 23:14:45]
Mode: MPI (Slave 1)
Elements: 1419

Nodes: 439

solver threads: 1

solver tolerance: 1le-005

[ 0.156] Load input

L 0.000] Solver 1init

L 0.016] Assembling system
Mecanic3D [Jun 29 2009, 23:14:45]
Mode: MPI (Slave 2)

Elements: 1382

Nodes: 421

Solver threads: 1
Solver tolerance: 1e-005

[ 0.219] Load 1input
L 0.016] Solver imit
[ 0.000] Assembling system

Mecanic3D [Jun 29 2009, 23:14:45]
Mode: MPI (Slave 3)
Elements: 1500

Nodes : 454

Solver threads: 1

Solver tolerance: 1le-005

[ 0.297] Load input
[ 0.000] Solver imit
[ 0.016] Assembling system

Mecanic3D [Jun 29 2009, 23:14:45]
Mode: MPI (Slave 4)
1466

Elements:
Nodes: 445
solver threads: 1

solver tolerance: 1e-005

[ 0.344] Load input

7. Regresar al GiD y seleccionar el menu [Files/Postprocess]

7.1. Abrir con el ment [Files/Open] el archivo "Mecanic4/examples/arc-3D.gid/arc-3D.1.res"
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=lBi=l| Rcr Proje 3D =lBi=|

[Eles Wiew Geometry Utiities Data Mesh Caluate Help Files Wiew Utlites Docuts Viewresubs Options Window Help
> New Cirl=x Cirl-n fr— ol .
T Open. Ctrl-o o @
< Save Cirls —

Save as Crl-x Ctrl-s e yl

Import e ?ﬁ

Fostprocess

[PRosprocess i v i =
@3 Print to file [ (; Directory: [y arc-3D.gid = EF ¥ Preview

Pagefimage setup.
= pm 3] D s

Recent post files o Bl arc-3D.2msh

Recent projects Elarc-3D.2res
[Elare-3D.3.msh
Elarc-3D.3.res
El are-3D.4.msh
[EJarc-3D.4.res
[ are-30.msh

=] quit

‘ File name: [arc-3D.1.res Qpen
x

Files oftype: |GiD postprocess (“res,".msN,"bin) ~ Cancel

Mesh Generated. To see it use command ‘meshview’
File written OK

N results read. il =14
Enter name of file to read =245

Command: Commana: | z=0

ts Viewresdts Options Window Help

Utiities
Freproosss.
Quit

escape

Pick LEFTMOUSE to rotate (ESC to quit) (if present, mouse wheel zooms)
Pick LEFTMOUSE to rotate (ESC to quit).

Command: |

8. Para ver las otras particiones, regresar al punto 7.1 y elegir otro archivo "Mecanic4/examples/arc-
3D.gid/arc-3D.* res"

9. Es posible mezclar las particiones, para esto abrir [Files/Merge] y seleccionar otro de los archivos
"Mecanic4/examples/arc-3D.gid/arc-3D.*.res"

—ioi (| [ Pr 1 =1olx|
Fles View Utiiies Docuts Viewresults Options Window Help fles View Utlites Docuts Viewresuts Options Window Help
> New Cirl-n Sakeot ol S
T3 Cpen. ) Ctril-o DisplayStye @ DisplayStyle
Open muttiple s et
Merge Results 2 Resuls
Import 4 A
Files Files
Export ; R .
3 Preprocess [ ?‘ Utiites.
@ Printto file s LA Preprocess
e Setup.. cut V3 Gt
A& Print =R & ===
Regent post files
Recent projects dr

o] Quit

Pick LEFTMOUSE to rotate (ESC te quit) (if present, mouse wheel zooms)
Pick LEFTMOUSE 1o rotate (ESC to quit).

3 meshes read
3 Results read (new format),

Command:

Command: |

10. Para ver la deformacion resultante, en el menu [View results/Deformation/Displacements]
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N [-1E3)
Fles View Utiittes Do cuts | viewresults Options Window Help
y =Y Mo Results et
» Mg Graphs DispisyBtye
DefaultAnalysis/Step  » Docut
# e =
2 Contour Fill 3
Fies
& Smoath Contour Fill ~ + v‘
Q Contour Lines 3 -
)‘ Contour Ranges 3 s
- ‘Show Min Max » Preprocess.
w Display Vectors 3 Qut
Iso Suffaces 3 sscape
& SteamLines ,
»
] Graphs
Result Surface »

Deformation
Line Diggram

Displacement

4 meshes read.
3 Results read (new format),

Command: |

11. Se puede elegir cambiar el modo de visualizacion abriendo el menu [Window/View style].

ST

;@ é View style ctris

View results.. Ctrl-d
=]

VolumsSats

SurfaczSers
CutSets

[ Volumes [¥ Sufaces ¥ Cuts
I alphabetic order

Animate

View graphs...
Several Results

Ezoape

C [ Name [a/oTst [7r [int[ew [6 [Eements Results ranges table:
V Partition 11 Y [EBE] 1,419 tefrahedras Create Result
V Partition 2 2 Y o1 1,382 tefrahedras
V Partition 3 3 y LIS 1,500 tetrahedras

N

Rename

Delete

Stle:[Body
Render. [Flat v M
Culling: [BackFaces =

Condiions: [None =

To back Send to Close

T

Deformation ( x1): Displacement of Mecanic3D, step 1.

Set'Partition 3 3' will be drawn transparent
Set ‘Partition 4 4' will be drawn transparent

Command: |
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Apéndice B. Ejemplo de ejecucion en un

cluster

A continuacion describimos un ejemplo de los comandos necesarios para, una vez teniendo un archivo de

datos, ejecutar el programa en un cluster.

Ejemplo del comando para ejecutar el programa en el cluster es

mpirun -n 57 -hostfile hostfile.txt -rf rankfile.txt --mca mpi_yield when idle 1 Mecanic3D arc-3D.dat arc-
3D

Ejemplo del hostsfile

el-insurgente.local slots=1 max_slots=1

compute-0-17.local slots=4 max_slots=4
compute-0-18.local slots=4 max_slots=4
compute-0-19.1ocal slots=4 max_slots=4
compute-0-20.local slots=4 max_slots=4
compute-0-21.1ocal slots=4 max_slots=4
compute-0-22.1ocal slots=4 max_slots=4
compute-0-23.1ocal slots=4 max_slots=4
compute-0-24.1ocal slots=4 max_slots=4
compute-0-25.1ocal slots=4 max_slots=4
compute-0-26.local slots=4 max_slots=4
compute-0-27.local slots=4 max_slots=4
compute-0-28.local slots=4 max_slots=4
compute-0-31.1ocal slots=4 max_slots=4
compute-0-32.1ocal slots=4 max_slots=4

Ejemplo del rankfile
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rank O=el-insurgente.local slot=0
rank 1=compute-0-17.local slot=0
rank 2=compute-0-18.local slot=0
rank 3=compute-0-19.1local slot=0
rank 4=compute-0-20.1ocal slot=0
rank 5=compute-0-21.local slot=0
rank 6=compute-0-22.local slot=0
rank 7=compute-0-23.1ocal slot=0
rank 8=compute-0-24.1local slot=0
rank 9=compute-0-25.1ocal slot=0
rank 10=compute-0-26.local slot=0
rank 11=compute-0-27.local slot=0
rank 12=compute-0-28.local slot=0
rank 13=compute-0-31.local slot=0
rank 14=compute-0-32.local slot=0
rank 15=compute-0-17.local slot=1
rank 16=compute-0-18.local slot=1

rank 56=compute-0-32.local slot=3
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Apéndice C. Generacion de mallas
grandes

No es factible crear mallas de decenas de millones de elementos usando el GiD en modo interactivo, para
estos casos se tiene que ejecutar en una consola de comandos en modo batch. El siguiente script llama a
GiD en este modo y ejecuta el archivo batch (bch) que se muestra més abajo.

#!/bin/sh
GIDDEFAULT=/Applications/GiD-9.2.2b.app/Contents/MacOS
GIDDEFAULTTCL=$GIDDEFAULT/scripts
TCL_LIBRARY=$GIDDEFAULT/scripts

TK LIBRARY=$GIDDEFAULT/scripts

DYLIB_LIBRARY PATH=$GIDDEFAULT/lib

DYLD LIBRARY PATH=$GIDDEFAULT/lib

export GIDDEFAULT

export GIDDEFAULTTCL
export TCL_LIBRARY

export TK LIBRARY

export DYLIB LIBRARY PATH
export DYLD LIBRARY PATH

/Applications/GiD-9.2.2b.app/Contents/MacOS/gid.exe -n -b mesh.arc-3D.sstruct.bch
"../../examples/arc-3D.gid"

Script para llamer a GiD

*#*x*OQUTPUTFILENAME "arc-3D.log"
Meshing Reset y escape escape escape
Meshing SemiStructured Volumes 400 InvertSelection escape escape escape
Meshing ElemType Tetrahedra InvertSelection escape escape escape
Meshing Generate 0.220 escape escape escape
Files WriteCalcFile "arc-3D.dat" escape escape escape

Archivo beh con los comandos de GiD para la generacion de mallas

El archivo batch anterior tiene dos parametros, uno es la cantidad de divisiones y otro el tamafio del elemento.
Variando estos dos valores se obtienen los siguientes resultados:

Divisiones Size Elements Nodes
400 0.200 13077600 2334622
400 0.175 16644000 2951360
400 0.150 22416000 3944637
400 0.125 31996800 5584727
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