CIMAT
90CVO01 Variable Compleja Septiembre 23, 2014
Bloque de ejercicios 4

1. SiU(z) es una funcién armonica definida en un domino Q C C, y si el disco
|z — 20| < p esta contenido en €2, demuestra que
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para 0 < r < p. En dicho caso, decimos que U satisface la propiedad del
valor medio.

(Esta propiedad caracteriza a las funciones arménicas: U € C(2) es arménica
si y s6lo si satisface la propiedad del valor medio.)

2. Utiliza la caracterizacién anterior para demostrar lo siguiente: Sea {2 una
regién simétrica con respecto a R. Si U(z) es arménica (real-valuada) en
Q% y U(z) — 0 cuando z converge a un punto de 2 NR sobre 27, entonces
U tiene una extensién arménica a todo €2 y su extensién satisface U(z) =
—U(z) para z € Q.

3. Usando el Teorema del Residuo, evaliia las integrales

/°° dx /2” db
o 1+z¢ Y o a-+cosf’

para a > 1 un nimero real.

4. Si f es analitica en el anillo abierto A = {z : 0 < Ry < |z — 29| < o0},
completa la clasificacion de zg = oo como singularidad aislada removible,
polo o esencial de f dando la expresiéon en series de Laurent sobre A y
proporciona un ejemplo ilustrativo para cada caso.

5. Si R es una funcién racional con un polo en el punto al infinito y z1,..., 2N
polos finitos, demuestra que

N
Res(R, ) + Z Res(R, z;) = 0.
k=1



6. Muestra que el polinomio z* + 222 — z 4 1 tiene exactamente una raiz en
cada cuadrante del plano complejo.

7. Demuestra que si f es analitica en un dominio € y si v C ) es una curva
simple cerrada para la cual, f|y toma valores en C \ (—o0, 0], entonces el
incremento del argumento de f a lo largo de v es cero.

8. Proporciona una nueva demostracion del Teorema Fundamental del Algebra
haciendo uso del Teorema de Rouché.

Fecha de entrega: octubre 2, 2014 en clase.



