MAT510 Variable Compleja II Agosto 18, 2017

Lista 11

Notacién: Paraa € Cy r > 0, define D(a,r) ={2 € C | |z—a| <r}. AsiD
denota el disco D(0,1). El semiplano superior Im(z) > 0 es denotado por H. La
clase de equivalencia de continuacion analitica asociada a un elemento funcién

(f,U) es denotada por f.

Repaso

1. Demuestra la siguiente versién del Lema de Schwarz:

Sean a y b puntos arbitrarios de C y sean r y s niimeros reales po-
sitivos. Demuestra que para toda funcién holomorfa f : D(a,r) —
D(b,s) con f(a) = b, se cumple |f'(a)| < s/r.

2. Sea f : D — D una funcién holomorfa.

(a) Demuestra que para toda a € D se cumple

() 1
T~ [f@)f = T—[af

(b) Prueba que para cada a y b en D, se satisface

a—2>b
1—ab

fla) ~ 1(b)
1 (@) ()

Estas desigualdades son conocidas como el Lema de Schwarz-Pick.

3. Sea g : D — D una funcién holomorfa. Demuestra que para toda a € H se

cumple
Im g(a
g(a)] < 29,

Im a

4. Demuestra que para todo z y w en D, existe una funcién f € Aut(D) que
satisface f(z) = w (esto es, demuestra que Aut(D) actia transitivamente

en D).

'Esta es una lista parcial. Los problemas asociados al principio de reflexién de Schwarz y

extensiones analiticas a través de arcos analiticos seran anadidos la proxima semana.



10.

. Sea h : C — C una funcién holomorfa que envia D a D y dD a dD. De-

muestra que existen puntos aj,ag, ..., aq (no necesariamente distintos) en
Dy 6 €0,1] tal que

1—ajz

d
h(z) _ 62‘2779 H 24
7j=1

Estas funciones son conocidas como productos Blaschke de grado d.

Superficies de Riemann Elementales

Describe la superficie de Riemann (como en el libro de Ahlfors, capitulo 4
secci6én 3) asociada con las siguientes funciones:

(a) w=(z+271))2.
(b) w= (22 -1)2
(c) w=2%-3z2.

Continuacion Analitica

. Es cierto que el Teorema de Identidad se satisface para funciones arménicas?
Demuestra o proporciona un contraejemplo.

. Proporciona un ejemplo de un elemento funcién (f,U) la cual no tiene

ninguna continuacion analitica directa salvo aquellas dadas por la restriccién
de f en subdiscos de U.

. Demuestra que con la definicién de vecindad de un elemento (f,U) € § dada

en clase, | se transforma en un espacio topoldgico (denotado por Sj).

Construye la superficie de Riemann S; asociada a la funcién elemento
(f,U) = (log(z), D(1,1)).



