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Fquivalencia de normas en
espacios vectoriales de dimension finita.

Teorema: Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. Entonces todas sus
normas son equivalentes.

Demostracion: Sea V espacio vectorial de dimension n > 0 sobre un campo K
(por ejemplo C o R). Sean || - |[; y || - ||2 dos normas sobre V' y definamos una
tercera norma a partir de la base B = {v1,va,...,v,}. Asi, para u € V, existen
escalares a; € K tnicos tales que u = Y a;v;, y definimos

||lul|g = max{|a;| | i =1,...,n},
donde |a;| es el valor absoluto de los escalares a; € K (verificar que || - || es una
norma).
Supongamos primero que || - ||1 y || - ||2 son equivalentes a || - ||g. Esto es,

existen escalares c1, co, C1,Cy > 0 tales que para cada u € V,
cillulls < ulli < Cil|ul|s.

De aqui que

C2 Cy
ol < eallulls < lull2 < Coflulls < —=lulls,
1 C1

por lo que || - ||1 ¥ || - ||2 son equivalentes entre si.
Representemos por || - || alguna de las normas || - ||;,7 = 1,2. Veamos que || - ||
es equivalente a || - ||[g. Si u =Y a;v;, entonces

n n
llull < (el oill) < lllls Y il
) )

Como ) ||v;|| es una constante determinada por la base, entonces hemos obtenido
que || - || es mds débil que || - ||s en V1.

'Esto es, || - ||1 es mas débil que || - ||2 si para todo v € V existe una constante k > 0 tal que
[[v]l1 < Kffoll2-



Sea Sgp = {v € V | ||v||g = 1} la esfera unitaria con respecto a la base By
sea {wy} una sucesién en Sg tal que

lim [lwy]| = inf{o]] | v € Sg}.

Encontremos un w € S que realiza dicho infimo.

Para cada k € N, sean ay1,ak2, ..., a0, escalares tales que wy = Z? A,V
Como wy, € Sp entonces ||ay ||z < 1 para cada k € Ny para i = 1,2,...n.
Como los escalares estan acotados, podemos encontrar una subsucesién de wy
(llamémosle también wy,) tales que, para sus escalares, limy_,o a; ) existe y es
igual a a;, coni=1,2,... n.

Al definir w = Y[  a;v; se tiene lim |jw — w||g = 0, esto es, wy — w en la

norma || - [|g. Méas aun, ||w||g =1 (;por qué?) y en particular, w # 0.
Lema: Sean z,y € V y definamos { = max{||v;|| | i = 1,...,n}. Entonces, dado
e>0, [lz —yll <esi |z —ylls <e/én.
(La desigualdad ||z — y|| < ¢ se sigue de notar que para cada i =1,2,...,n,
£
o — Bif < n
donde z = > av;, y = > Biv;.)
Del Lema y la convergencia de wy a w en la norma || - ||5 se sigue que ||w —
wg|| — 0, es decir, lim ||wg|| = ||w||. Por construccién, ||w|| = inf{||v|| | v € S}

y como w # 0, el infimo es positivo. Luego, para cualquier u € V no nulo,
u/||ul|g € Sg y por lo tanto

e |]
[wl] < =

lulls |l [lulls
Esto es, || - || es més débil que || - |].
Concluimos que || - || ¥ || - ||s son equivalentes.
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